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SVAZEK 1 (1956) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 4

PRISPEVEK K THEORIT TVORENT VIRU vV KAPALINACH
JIRI DRASKY
(Pokradovini.)
9. Rychlostni pole v okoli koneevyeh singularnich bodi dvojité hranice

Na zakiad¢ vysledki z piedeslyeh stati se pokusime vysetiit jako prvni
zviastni pripad mozného nestaciondrniho proudéni, pii némz jsou splnény
viechny nutné fysikélni podminky, rychlostni pole v okoli koncovych singular-
nich bodd dvojité hranice.

Komplexni potencidl, prislusny rychlostnimu poli v okoli koncového singu-
larniho bodu a dvojité hranice, predpokladame ve tvaru soudtu

W=Ww,+W,, (.n
Pri temz znadi
W vysledny komplexni potencial v okoli bodu,
W, komplexni potencial v okoli bodu a, piislusny algebraické singularité
v bodé a,
W, komplexni potencidl v okoli bodu a, prislusny logaritmické singnlarité
v bodé a.

Nejprve vydetiime slozku komplexniho potencidlu, prislusnoun algebraické
singularité v bodé a.

Koncovy bod slozené hranice predstavuje — po matematické strance —
koncovy bod integraéni ¢ary integralu typu Clauchyho. Lze tudiz pfi vysetio-
vani komplexniho potencidlu uZit odvozeni, kterého pouzivd MuscHELISVILI
[7] pro vydetfovani vlastnosti integralu typu Cauchyho u koncua otevienych
integracnich ¢ar a které je v ndsledujicim odstavei struéné uvedeno:

Volme v roviné 2 lihovolnou otevienou ¢aru L s koncovymi body a resp. b.
Dejme kazdému bodu € ¢ary L obloZeni (§ — a)v, pii ¢emz moenitel ¥ je kom-
plexni y = a 4 i a spliiuje podminky 0 << x << 1, f# 4 0. Za tdchto pied-
pokladi vySetime hodnotu kiivocarého integralu (obr. 18)
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podél ¢ary L. P¥i uvedeném omezeni exponentu a vyhovuje funkee (§ — a)r
podmince Lipschitzové. Podle formuli Plemeljovych plati

Q7(%) — Q.(C(,) = — (G —a). (4,3)
Zde znadi §, libovolné vybrany bod na &afe L, +(C;) hodnotu vyrazu (9,2)
na pravé strané cary L pii postupu po ¢afe od bodu a k bodu b, £ (C,) hodnotu
vyrazu (9,2) na levé strant ¢éry L.

Pro funkei — (2 — a)7, jednoznacnou pobliz bodu @ na roziiznuté roviné
podél L= ab a piijimajici na pravé strané ¢iry L hodnoty — (§ — a)r,

patrné plati

[~ @ —a)] — [~ € —ep] = b L
= (1 e[~ —ap] . (904
Polozime-li tudiz s
w(z) = ;
vychazi \k]\/
(2 - w] =2 - w] . (9.5) o

proto funkee (L2(z) — o(2)] je holomorfui v okoli bodu a, t. j. v tomto okoli
plati rozvoj

Qz) = —— L (z—a)y -4, + A4, (z—a) + ... (9,6)

1—e¢

Sy
Saly

Pro body € lezict na ¢ate L plati

Q1T) + L(G) = 22(5) ; (9,7)
odtud vychdzi
QY= — g ey €@ A A )+ (09)

Z uvedendho odvozeni vyplyva, Ze integrdl typu Cauchyho v okoli otevieného
konee integradni ¢ary mize v koncovém bodé obsahovat algebraickou singu-
laritu.

Pokladame-1i (z) za komplexni potencial rychlostniho pole, vznika v prvniho
élenu pro tu hodnotu vy, s niz budeme v dalsim poditat, rychlost Fdadu
konst . | — af, takZe mizeme vedle ného dleny Ay(z — @)? a vy8st zanedbat.
Clen A, nedava zadného piispévku k rychlosti a dlen 4,(z — @) udivi pouze
pohyb pole jako celku.

Predpoklidejme tudiz, Ze slozka komplexniho potencidlu s algebraickou
singularitou v bod¢ @ mé tvar (viz vztah 9.6)

—C

Wy, = 1 — e-2miv (z—a). (9.9)
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C je konstanta vzhledem k poloze, mize viak byt zavisla na Gase.
Tato funkee se da vyjadiit integralem typu Cauchyho s obloZzenim v okoli
bodu @ rovnym

Wi — Wy = @) = — CE —a)y. (9,10)

Integraéni -darou L je patrné dvojitd hranice. Tvar dvojité hranice v okoli
koncového bodu a vysetiime tak, aby soudasné byla splnéna podminka rov-
nosti tlak po obou strandch dvojité hranice. Podle predpokladu mé kon-
covy bod sam oblozeni f,, které znamend cirkulaci logaritmické singularity.
Diskontinuita komplexniho potencidlu v libovolném bodé § dvojité hranice
v blizkosti okoli bodu @ je rovna souétu diskontinuit logaritmické a algebraické
singularity bodu a

W1 - Wz - (Wil - Wi2) + (W01 - Woz)

Wy—Wao=— (9,11)
Wy — We = — CE — a)r.
Zavedeme-li polarni soufadnice ¢ = [ — a|, O = arg (§ — a), miZeme

posledni vztah rozepsat
Wnl . an — lCi Qa e-ﬁ@ ei(argC-‘—m@-»ﬁlng) .

Na slozené hranici méa diskontinuitu pouze rychlostni potencial; musi tudiz
rozdil komplexnich potencidla W, — W, byt realnou funkei. Cirkulace f, je
redlnd; ma-li byt redlnou funkei i rozdil komplexnich potencidl, piislusnych
algebraické singularité, musi platit

arg C + xO@ 4+ flnp = kn, I celé ¢islo (9,12)
Rozdil sdruzenych rychlosti (rychlostni skok) v bodé § se uréi derivaci roz-

dilu komplexnich potencidld podle §

d
Wi — i = g Wy~ W) = — Cy(§ — ). (9,13)

Plati tudiz

iwl . wzl o tArR(w, - wy) _. ‘C; I‘Y} Qa -1 e—ﬂ@ei[urg01zu‘ﬂy+(x 1)6 : Blng + n] . (9,14)

Za predpokladu, ze modul rychlostniho skoku |w, — w,| piibyva lineirné
g pravodicem p') (K je konstanta)

wy = wil = [Cly] ¢ Ve = K o fy], (0.13)

1) Bez tohoto predpokladu by nebylo moZno splniti rovnici pro rovnost tlakd po
obou stranach diskontinuitni ¢éary.
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dostavame pro diskontinuitni ¢dru v okoli bodu a vztah

K\ Lo
0= (!c‘\)“ e~ - (9,16)
Odtud je patrno, ze v okoll koncového bodu @ mé dvojita hranice tvar lo-
: garitmické spiraly. Uhel, svirany pravodidem a tetnou v libovolném bodé
logaritmické spiraly je konstantni a je roven
¢ — 2

T = arctg OLB* (9,17)

Ponévadz vektor (w; — w,) lezi vidy ve sméru tedny ke dvojité hranici, plati
(obr. 19)

arg (W, — wy) = @ 4 7+ 7. (9,18)

Aviak pro arg (w, — w,) vychazi N
z (9,14) rovnost

arg (w; — w,) =
= —[arg € + arg y +
+(x—=—10DO+ o ],
kterou s ohledem na vztah (9,12) Ize
psat rovnéz ve tvaru
arg (wy — wy) =
= —Jargy — O+ (k+ L)x]. (9,19)

/-
Porovnavanim pravych stran rov- &\-/
nie (9,18) a (9,19) obdriime

T+ argy = — (k + 2) & (9,20) Obr. 19.
Ponévadz
—~2
T = arctg “—B* , argy = arctg -’f? ,
lze vatah (9,20) splnit pouze tehdy, je-li
=k Vs —0). (9.21)

Hledejme nyni takové feseni, pii némz diskontinuitni ¢ara je zaroven proud-
L4 v 4 v M v v ’
niei ¥, = 0 pro proudéni, jez je urdeno samotnou slozkou W, komplexniho
potencialu W. Komplexni potencidl v bodé €; na kladné strané dvojité hra-

nice je roven
— C —~C N
Wy = - (G — @)y = e (0ef )31 =

R | — o2ty

— [CI < ore B9 gil~@  Bine + argl ~arg(l LTy L ) .

- 11 _“_é—zni)'}
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Komplexni potencial v témz bodé na zaporné strané hranice je roven

— C o N
. (§2 —_ u))' — ]v-...,_v,.é, i “;(37(('} :.-r)]xam —

(O -27) il A(G—2)+ flug +argC—arg (1— e Vyuay

Ma-1i byt sloZend hranice proudnici 7, = 0, je nutné, aby komplexni potencidly
Wy 1 Wy, byly redlnymi. Z této podminky vychazeji vztahy

2@ -+ glnp + arg C — arg (1 — ¢ %) + 7 = mox,

: - (9,22)
V(D —27)+ flnp farg C — arg (1 — ¢ 77 4+ o == nm |
(m, n ... celd disla)
které vzhledem k (9,12) splunime tehdy, poloZime-li
1
&= .
Dosazenim této hoduoty do rovnice (9,21) uréime
g 12
- 2
Rovnice diskontinuitni ¢ary nabyva s témito hodnotami tvaru
KI\-2 =0 .
0= (},Cj[ IR (9,23)

Uhel © méfime kladné ve smyslu proti otddeni rucek. Ve vztahu (9,23)
plati tudiz horni znaménko (t. j. 8 < 0) pro spirdlu zavijejici se v zdporném
smyslu toceni (/). Dolnt znaménko (t. j. 3 = 0) plati pro spirdlu zavijejicl se
v kladném smyslu toéeni (\ o). Za téchto okolnosti vychazi

) 1 13 i
Y =& +f == 5 T 1—2—— =0 9
N ., (9,24)
. . 1 i
Y = —iff = =¢ °
Z rovnice (9,12) dostdvame pro diskontinuitni ¢aru vyraz
1 3
R
D =e # e T ‘ (9,25)
L R N , 1 —13
v némz L znadl néjaké celé ¢islo nebo nulu. Po dosazeni ~x = 5o P=—gy

(prvy pripad zavijeni spiraly), vychdzi

2arg( — 2kn 1
3
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e '3 . ,
V druhém piipadd zavijeni spiraly (ﬂ == -+ 17) nutno uvazovat misto kon-
\ i

stanty C jeji sdruZzenou hodnotu C¥. Tento piipad plati totiz — v prvé fazi
rozbthu véalece — pro okoli bodu a*, kde komplexni potencidl ma tvar

x — a*)"", Diskontuitni ¢ara zde vychazi

A kr o ow

0= ¢€ 8 "’()'7

Ob¢ spivdly se lidi pouze smyslem todeni, jinak vzhledem k soumérnosti
proudéni jsou shodné. Je tudiz &k = 0, takze rovniee diskontinuitni ¢ary ma
tvar

2arg(!

1
T
o=¢e'" e . (9,26)
Vztah (9,25) musi byt viak totozny se vztahem (9,16) nebot oba vztahy

jeou analytickym vyjadienim téfe diskontinuitni ¢ary. Porovnanim obou
vztaht. vychazi rovnost

7 1 arged’

K= _ 5

IC]

a

a odtud

x

K| =[Cle”

QT PR (9,27)
Uvedeme piehledné vysledky, platné za provedenych predpokladit pro okoli
koncového bodu a dvojité hranice (pro pripad, kdy spirdla se zaviji v zdporném
smyslua).
1. Komplexni potencial v okoli koncového bodu a ma pifi omezeni na prvy
¢len rozvoje tvar

T (9,28)

2. Komplexni potencidl na kladué resp. zaporné strané dvojité hranice
vychazi

. C 6‘15“”!‘0
=R
resp
1| 1 )5 L (1 18
NIET S S < S
(S BEPRRTE 1 e 3"
_lCletrrcenlt
1 + e —Jllv3
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3. Dvojita hranice je tvofena logaritmickou spirdlou o rovnici
2 1
T=argl =0

o=e® (9,26)

o . . . v s 7T
Uhel 7, svirany pravodidem a tetnou v libovolném bodé, je roven 7 = T
4. Diskontinuita komplexniho potencidlu na dvojité hraniei

23 -
argC

—V3argc

@) =Wy — Wy, = —[C|e? 0*= —|Cle 0* (9,30

piirastd kvadraticky s pravodi¢em. Ponévadz logaritmicka spirdla ma délku
amérnou privoedidi, je pHristek diskontinuity podél dvojité hranice rovnéz
kvadraticky. ‘

5. Sdruzené rychlosti na kladné resp. zdporné strané dvojité hranice vycha-
zeji

—C ) —i—z‘l/'i | —V3arge O rTan
wééxzé_"(j"rg%—il; € —a * = e =06 e ),
L +er 1 4¢3
resp. (9.31)
—C (1 _ .3 LB gleVEme ‘
o= |y — 1 5 s — a) * 2 .. e nlls. Le-i@+T)
Wi 14 e-al3 (2 ? 5 ) (o ) 1 1enld p0.€

Je patrno, ze modul sdruzenych rychlosti pfibyva linearné s pravodi¢em
a tudiZ i s obloukem dvojité hranice. V limité pro bod a je wy = 0.

6. Komplexni potencidl bod@ hranice je roven aritmetickému praméru
komplexnich potencidli po strandch hranice

C1—e L) 11 —e-al®

—— T — ) T _—_
Won = E) 1+ e <15 (21 a)

— 5, g Gl e

(9.32)
7. Vlastni rychlost bod dvojité hranice, indukovana algebraickou singu-
laritou, je rovna
dWo, 11 —e 710

| — —_ Tt - VBarge ~i(@i Ty
Wiy dc 21 + e-3 ]C| ¢ Q. € (9,33)

Je patrno, ze vlastni rychlost bodf hranice je rovna aritmetickému praméru
rychlosti bod po obou stranach hranice a Ze lezi v teéné k hranici.

Zbyvé vysetiit, zda je splnéna podminka rovnosti tlakl po obou stranach
slozené hranice v okoli bodu a. UvaZzujeme vysledné proudéni, jehoz komplexni
potencial je uréen algebraickou a logaritmickou singularitou v bodé a a ma
tudiz tvar

_ _ C _ _
W = WO + Wi = — r:*j‘é*'é‘;l—} (Z — a)?’ 27;/; ln (Z a) . (9,34)

o
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Podminka rovnosti tlakt je vyjadfena vztahem (8,3)

8% (W, — W,) = — Re (w, — wy)w} |
do n8hoZ tfeba v uvaZovaném p¥ipadé dosadit:
W= W= — f— K| o2, ,‘
K| =IC|e” ugc, C=Ct), y=vy@,

w, — W, = ‘Kl 0. 6i(®+1+n)

Hzﬂ 1;6 vti .Q.e—i(éhr-rn) +_f& _l_e}'(:z;ﬁe‘)).
(2

i~

Po malé Gpravé nabude vztah (8,3) tvaru

4 e "V i T+:—3—n
AR} o Y df" = Re [LI}Z i‘;feﬁi 2+ |K| fl'e( )]‘ (9,35)
ek 2

Ponévadz rovnost tlakl je splnéna v kazdém misté dvojité hranice, musi
byt vztah (9,35) splnén identicky pro libovolné o a @ v okoli bodu a. Z této
podminky vychazeji dvé relace

K| _|K]*1 v__ej

= 3
E.t 2 1 + e nlfg? (9, 6)

o LB
at |K| fO E (9:37)

které uréuji dasové zmény velidin fya | K | = |C| e~ V3¢ tak, 7e pii jejich splnéni
vydetFované proudéni v okoli koncového bodu vyhovuje véem potfebnygm podminkdm.
Je tieba si viak uvédomit, Ze provedené fefeni predpoklads, Ze diskonti-
r/—i
g . L, 13
nuitni ¢ara mé tvar logaritmické spirdly {s exponentem 5 — 1 -5-| a tedy
2 2
plati pouze v urdité fazi vyvoje viru. Vlivem logaritmické singularity se totiz
spirala zadne intensivné zavijet predevsim v blizkém okoli singuldrniho bodu,
takze plestane byti logaritmickou spirdlou. Sledovani tvaru diskontinuitni
&ary, jejiho obloZeni jakoZ i zmény proudového pole v dalsim dasovém pri-
béhu znamend velmi sloZitou ulohu.

10. Ryehlostni pole v okoli vnitfnich singularnich hodi dvojité hranice

Vygetiime mozné pole v okoli vnitfnich singuldrnich bodd diskontinuitni
¢ary, kde dvojita hranice ma tvar soumérné dvojspiraly. Opifeme-li z nékterého
vnitiniho singularniho bodu, oznadeného ¢, kruznici K o dostateéné malém
poloméru, vymezime tim z oblasti proudu §* dva samostatné obory, oddélené
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dvojitou hranici H, a soumérné podle sttedu dvojspiraly c. Oznaéme tyto
obory Z resp. X',

Obdobné jako v piedchozim p¥ipadé volme vysledny komplexni potencidl
ve tvaru linedrni kombinace potencidlu s algebraickou singularitou a logarit-
mického potencialu. Slozka potencidlu s algebraickou singularitou necht sama
o0 sobé piedstavuje proudeéni, pti némsz dvojitd hranice neméni polohu a kapa-
lina proudi podél ni s kazdé strany v jiném smyslu (viz obr. 20).

Obr. 20,

Veli¢iny, vztahujiel se k bodim oboru Z na té strané H,, kde kapalina
proudi ku stiedu ¢, oznadime indexem 1, na strané hranice, kde kapalina proudi
od stfedu, oznadime indexem 2. Odpovidajici body v oboru Z’ oznadime 1’
resp. 2'.

Piedpokladejme, Ze slozka komplexniho potencidlu s algebraickou singula-
ritou ma v oboru & tvar (srovnej 9,9)

—c
| e

W, = z—c). (10,1)
Exponent 8 budiz komplexni & = «, -+ i, 0 << «; = 1, f; = 0. V libovolném
bodé §; = e’ slozené hranice, patiicim viak k oboru Z, ma tudiz komplexni
potencidl uvazovaného proudéni hodnotu

—C —-C - .
Wy = ) PP, 6, —c¢) = 1 b (pe@)» i =
— *,C," — p% e 6.9 @ilx@: Bilne argC-arg(l- e“'sﬂi)}
-~ Oni e N ¥
[T — e



V bodd § = 0¢/®" ™, soumérném podle sttedu spiraly s bodem €, a patifcim
rovnéz do oboru &, md komplexni potencial W, hodunotu
W C
R ey =) (G2 — ©)

= ,«,_,_(‘VQ,L - 0%
ll L*_e——dnil e

. [Qei(@—n):l«] L T—

0 B O-2) | gilx(®- ) Bilng + argC —aru(1— ¢ 97

Ponévadz dvojitd hranice je pii uvazZovaném proudéni proudnict ¥, = 0,
musi byt komplexni potencidl W, v bodech na hranici readlnou funkei ¢ili ima-
gindrni ¢ast musi byt rovna nule, t. j.

Im Wy, = Im Wy, = 0.
Z této podminky dostaviame relaci
sin [o; @ + By In g -+ arg € — arg (1 — ¢~ )] = sin [x, (0 — a) +
+ Pilng -+ argC— arg (1 — ¢ )] =0, (10,2)
jiz vyhovime, polozime-li
oyp=1, 50O+ fInp+argC=20

Odtud obdrzime rovnici diskontinuitni éary
1

= e O S

o=ce¢ " e . (10,3)
V oblasti 2’, leZicl po druhé strané dvojité hranice, predpoklidame komplex-
ni potencial soumérny podle stiedu dvojspirdly ¢, takze plati
Wy = Wy, Wy = W, (10,4)
Diskontinuita komplexniho potencidlu v bodé T je patrné rovna
@) = Wy — Wy = Wy — Wiy =
—ic
1 + Firtd
Obdobné jako v piipadé koncové singularity piedpokladiame parabolicky
prirtstek diskontinuity ¢ v okoli bodu ¢

0. 6—;3,(0 . ei[_ﬁ):;}‘lng Faru('] . (1 + eiilﬂ) o ]C] 0 ‘erp,h) .

o =—|K ¢*, K=K() -+ K(z). (10,6)
Spojenim poslednich dvou vztahtt obdrzime rovnici diskontinuitni dary ve
tvaru
c|
0 = yu e F© . (1037)
K]
Tato rovnice musi byt shodna s rovniet (10,3). Porovndnim urc¢ime
1
o -;-}—.‘\rf_'(?
K| =|Cle 7,
pr==L1.

19
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Ponévadi thel @ méfime kladné proti sméru otddeni rudek, nutno do rov-
nice (10,7) dosadit #; << 0 pro dvojspirdlu zavijejici se v zdporném smyslu tode-
ni (#Q/)a f; > 0 pro dvojspirdlu zavijejici se v kladném smyslu todeni (\&™).

V prvém piipadé dostdvame rovnici dvojité hranice

p = " % ‘ (10.8)
v druhém ptipadé vychazi (misto C nutno uvazovat C¥)
0 = e‘xrg(‘ -0 . (10,9)

Konstanta |K| je tdZ pro oba piipady
K| = |C| e . (10,10)

Uvedeme piehledné vysledky, platné za provedenych piedpoklada pro okoli
vnitfniho singularniho bodu dvojité hranice (pro pfipad, kdy dvojspirdla se
zaviji v zéporném smyslu).

1. Komplexni potencidl v oboru Z z okoli singularniho bodu ¢ (obr. 20)
méa pii omezeni na prvy ¢len rozvoje tvar

-C . .
W, — Z-— ) . 10,11
) = e (5O (10,11)
Komplexni potencial v oboru £’ je urden stiedovou soumérnosti.

2. Komplexni potencidl na hranici oboru Z v bodech, znaé¢enych indexem

1 resp. 2, je roven

__—c P
Wy = T Len (&1 — o) B ’
resp. Cle (10,12)
7 — — | T 2
Wiy = 1_}_67@ o)t +1—1—e’ . 0%.
3. Dvojitd hranice je tvotena logaritmickou dvojspiralou o rovnici
o = e e? (10,13)

Uhel 7, svirany privodidem a teénou v libovolném bodg, je roven v = lmx.
4. Diskontinuita komplexniho potencidlu na dvojité hranici

@ =W, — Wéz = 'C‘ e 0 (10,14)

prirtstd kvadraticky s pravodicem. Ponévad? logaritmicka spirdla ma délku
ameérnou pravodidi, je pkirtistek diskontinuity podél dvojité hranice rovnéz
kvadraticky.

5. Sdruzené rychlosti na dvojité hranici pro body znadené indexem 1 resp. 2
vychazeji

1 —-C |C| g~ aruc . (~)+5—n
® . |C| emnme
wm“l—}—en 1), — ¢ V—1+en .e( 4),
resp. (10.15)
] —C C| e—arsC e B
w:)sz: ]'-":;Ag— (Cz-—-c L_/,2_,l__ |+e - efn.Q.e ((}k‘l )
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Je patrno, Ze modul sdruZzenych rychlosti pfibyvéd linedrné s pravodit¢em -
a tudiz i s délkou dvojité hranice. V limité pro bod ¢ je wi = 0.

6. Komplexni potencial bodd hranice je roven aritmetickému priméru
komplexnich potenciald po stranach hranice
Cl—en™ _ 11—
— — Mt e
51 &9 21+
7. Vlastai rychlost bodt dvojité hranice, indukované, algebraickou singu-

laritou, je rovna
dWou 1 2 1—e"
weh = = ————— |C| emam0 g gmiO4TIm 10,17)
OH dc 2 ‘[ 9 1 | e-7 l ’ 4 ( s17)
Je patrno, Ze vlastni rychlost bod hranice je rovna aritmetickému praméru
rychlosti bodt po obou strandch hranice a %e le#i v tedné k hranici.

Zbyva vySetiit splnitelnost podminky stejného tlaku po obou strandch
dvojité hranice. Predpokladame — shodné s pfipadem koncové singularity —
%e vysledné rychlostni pole ma komplexni potencidl uréen algebraickou a lo-
garitmickou singularitou v bodé ¢ a ma tudiz tvar

Wou = — * gl euee g2 (10,16)

c fo
= = —)t — 10 — .
W=Ww,+ W, e (2 —c¢) S In(z —¢). (10,18)
Do rovnice (8,3)
0 .
F (W, — W) = — Re (w; — wy)wi,

vyjadiujici rovnost statickych tlakt po obou strandch dvojité hranice, do-
sadime

Wy — Wy = —fo— |K]|e*,
- \m(*

K| =|cl ™, c=c0, fH=h,

Wy — Wy, = [KlQ e (Ow-%n) 4

1/
_ K| L=er .o ) LR L Ee)
]/ 9 1+ e 27 p
Po malé upravé nabude vztah (8,3) tvaru
[R| ’ﬁfo I - f(} ~1‘£
= Re | -2 2 e ) 10,1
e+ ] L
Ponévadz rovnost tlakl je splnéna v kazdém misté dvojité hranice, musi
byt vztah (10,19) splnén identicky pro libovolné p a @ v okoli bodu ¢. Z této
podminky vychazeji dvé relace

K| gl—e "

G = |K| 1”4- s (10,20)
o ,
P 27r |K[ fo - (10,21)



Obdobné jako v piededlém pripads dostdvame vztaly, kterd urduji dasové
zmény velidin f,a |K| = |C] e v+, ddvajici moZné nestaciondrni proudéni
v okoli vnit¥niho singuldrniho bodu ¢ dvojité hranice, t. j. takové proudéni,
které vyhovuje vdem potFebnym podminkdam.

Stejné jako v pipadé jednoduché spiraly plati provedené Feseni s dvojspira-
lou pouze v uréité {azi vyvoje viru, nebot vlivem logaritmické singularity se
vySettovana dvojspirdla zadne deformovat.

11. Srovnani vysledki theoretiekych s experimentalnimi

Vysledky, ziskané theoreticky v piedchdzejicich statich, byly odvozeny za
jistych zjednodusujicich predpokladi. O opravnénosti a pripustnosti téchto

pledpokladid — a tim soudasné o tom, do jaké miry se theoretické vysledky
skuteénosti blizi — lze soudit jediné z porovnani s vysledky experimentdl-

nimi. Ponévadz pokusy lze provést pouze s kapalinami skuteénymi, t. j. vaz-
kymi, je tieba si predeviim uvédomit, Ze theoretické vysledky, odvozené za
piedpokladu kapaliny nevazké, predstavuji pouze feseni ndhradni éili limitni
piipad, jemuz se bude skutecnost bliZit tim vice ¢im vazkost kapaliny bude
mens§i.

Vlastni experimenty, které by ovérovaly theoreticky odvozené vysledky,
provedeny nebyly. V literatule je viak uvedeno dostatedné mnozstvi prove-
denych pokusl, na nichz lze porovnani provést. Nevyhodou takto ziskanych
podkladi byva to, ze vidy nebyvaji dostateéné podrobné popsiny vedlejsi
okolnosti, které maji vliv na experimentalni vysledky a podle nichz lze odhad-
nout, do jaké miry lze asi shodu oéekdvat. V tomto ohledu z pramenti, které
byly k disposici, jsou nejuplnéji popsany pokusy, které provedl H. L. RuBacn
[8]. Ponévadz lze odekavat, Ze i ostatni vysledky, na néz se budeme odvolavat,
byly ziskdny za podobnych podminek jako vysledky Rubachovy, uvedeme
nejprve struéné zpasob provadéni pokust Rubachovych jakoZ 1 nékteré okol-
nosti, na néz nutno brat ohled p¥i hodnoceni pokusnych vysledki.

’ ’

Pokusné zakizeni, s nimz pracoval Rubach, sestavalo z vodni nadrze obdél-
nikového padorysu, z voziku, jenz projizdél po okrajich této nadrie a nesl
[ oex v . A o sy
pokusné tcleso, a ze zafizeni pro registraci. Vozik byl pohanén alternativné
bud tézkym zavazim nebo stla¢enou zpruzinou. Pokusné téleso bylo ponofeno
do vody a obraz proudového pole, které se za pokusnym télesem pii jeho
pohybu vytvotilo, byl registrovan fotokomorou upevnénou na voziku. Visuali-
sace proudéni byla provedena lykopodiovym pragkem, jimz byla hladina po-
sypdna. Pokusy byly provadény ve tmé; v uréitych okamizitych polohach
voziku byla hladina osvétlena bleskovym svétlem a souCasné fotografovana.
Z povahy provadéni pokust vyplyvd, Ze ziskané obrazy proudovych poli
nejsou ve skuteénosti obrazy poli rovinnych, nybrz obrazy hladiny, jez pi
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pohybu tdlesa je plochou prostorovon. Je ziejmé, ze obé pole nejsou shodna,
nybrz Ze se sobé pouze blizi. Ani sama bhladina, joz byla posypana drobunymi
¢astetkami lykopodia, nesicdovala presné pohyb spodnich vrstev kapaliny.
Jak uvadi Rubach, vytvoril se v jisté dobé po posypani na hladiné jakysi
povlak, ktery se patrné pohyboval jinalk nez spodni ka,palina.fz toho davodu
musel byt povreh kapaliny tasto obnovovan. Pokusné téleso muselo byt na-
staveno horniin okrajem ponckud pod droveii klidné hladiny z toho dtvodu,
Ze v opatndm piipadé se v okoli télesa vytvatel konkdvni meniskus, na némz
se Gastetky lykopodia nedriely a poéatek vzniku vird nebyl z toho duavodu
patrny. Jo jisté, Ze i p¥i nastaveni télesa pod tGroven hladiny nastivaji pie-
devsim v blizkém okoli télesa jisté odehylky proti predpokladanémurovinnému
obtékani. Konetné tieba upozornit na Gc¢inek spodnich virt, které se oddé-
lovaly od dolniho konce télesa, sahajiciho téméf ke dnu nadrze, a které po
urdité dobé pohybu télesa znatelnd ovliviievaly proudéni na hladiné.

K porovnéni vysledka theoretickych s experimentalnimi nutno pristoupit
s védomim uvedenych okolnosti, které ogvétluji odehylky pozorované skuted-
nosti od vySetfovaného rovinného problému, jakoz i s védomim piibliznosti
provedeného fedeni. Theoreticky ziskand vysledicy byly odvozeny jako mozné
feseni pro urditou fazi vyvoje virtt pii zanedbani viech vysdich ¢lenti rozvoje
pro komplexni potencidl v okoli singuldrnich bodd a plati tudiz pro blizké
okoli téchto bodl. Ve skutetnosti lze odekavat, Ze budou piiblizné platit,
pokud oviem shoda nastane, i pro konedné rozsahlé okoli singularnich boda
v jistém Sasovém rozsahu, a to pri obtékani libovolného tvaru, nebot tvar
télesa pit vySetfovani poméra v okoli singuldrnich boda se neuplatnil.

Viimnéme si nejprve obtékdni kruhového valee na snimku tab. I, obr. i,
ktery uveiejnil Prandtl [9]. Na snimku je patrna vyrazna diskontinuitni ¢ara —
dvojitd hranice, sestdvajici ze dvou spirdl soumérné poloZenych vzhledem
k ose vélee, lezici ve sméru proudéni. O tom, jaky pribéh mé diskontinuitni
dara v bezprostiedni blizkosti télesa, nelze podle obrizku bezpeiné rozhodnotu
pledeviim # toho divodu, Ze pravé v blizkém okoli télesa lze odekdavat nej-
vétdl odehylly pozorovaného pole od skutedného. Prodlouzime-li viak spirdlu
tak, aby v poditecnim bodd na télese méla jeji tetna smér radidlni, mizeme
priblizné stanovit velikost hla 7, sviraného pravoditem a tednou spiraly
v takto uréeném podateinim bodd spirdly. Zmdéfend hodnota dhlu 7 je © &~ 577,
theoretickd hodnota 1ihlu 7, platnd pro blizké okoli singularniho bodu, byla
odvozena 7 == 60°. Shodu hodnot experimentalni a theoretické lze zajisté
pokladat za uspokojivou.

Tuto kvantitativni shodu lze rovnéZ zjistit na fadé snimkd Rubachovych,
na nichz je zachycen postupny vyvoj dvojice virt za pohybujieim se valeem,
viz obr. 11/1 az 111/6. O tvaru diskontinuitni ¢ary a jejim navizini na kontura
vilee na snimefch obr. 11/1 az 11/5, zachyeujicich proudnicové pole v rozsahu
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prvych 8 cm ubéhnuté drahy, opét nelze vzhledem k vySe oddvodnénému
skresleni skuteéného pole bezpetné soudit. Na zdkladé predchazejiciho pii-
padu Ize tvrdit, ze v okoli singuldrniho bodu ma diskontinuitni ¢ira tvar spi-
raly, coZ v8ak ze snimkt neni zcela zPetelné patrno. Tvar diskontinuitni Sary
nelze sice uréit ani na dalsich snimeich, ITI/1 az 111/6, lze viak predpokladat,
ze diskontinuitni ¢ara u kontury télesa je tvofena prodlouzenou spirdlou a Ze
na téleso navazuje ve sméru normdaly v bodé pFiblizné uprostied mrtvého
koutu, ktery se na zadni strané télesa vytvaii v horni i dolni poloving.

Stanovime-li za tohoto piedpo-
kladu velikost dhlu = (viz obr. 21)
na snimeich obr. IT/6 az I11/5, za-
chycujicich dalsi prabéh vyvoje dvo-
jice virtt az do poruseni symetrie
proudéni, namétime hodnoty nepii-
- li§ se lisfei od theoretické hodnoty

7 = 60°. Pro porovnani je na uve-
denych snimecich vynesena theore-
ticka hodnota Ghlu 7 = 60°. Upozor-
Hujeme na tuto ndpadnou shodu,
ad skutedna spirala nema tvar theo-
reticky odvozené logaritmické spi-
Obr. 21. raly. Tuto okolnost snad by bylo
mozno vysvétlit tim, Ze logaritmicks
singularita méni tvar spiraly predevsim v okoli stfedu viru, nebot tam indu-

0
viru v disledku rychle se zmensujici redukované rychlosti w; se zmény piilis

neprojevi a spirala piiblizné podrzuje tvar pavodni logaritmické spirdly.

Diskontinuitni ¢ara tvaru zietelné spiraly jakoz i jeji postupny vyvoj je
zvlast dobre patrny na fadé snimké obr. IV/1 az IV/6, pofizenych rovnéz
Rubachem, kde je registrovano proudové pole pti obtékdni prohnuté desky
tvaru kruhového oblouku. Zde je zajimavé si véimnout navazani diskontinuitni
¢ary na konturu télesa. Je patrno, Ze diskontinuitni ¢dra obecn® nenavazuje
na konturu télesa teéné, nybri ze tvoii ostry (na pf. IV/1 a IV/2) nebo tupy
roh (na pt#. V/3), Ptekontrolujeme-li opét velikost thlu — coZ lze dobte provést
na piiklad na snimku obr. V/3, kde je patrna &ast dvojité hranice u télesa —
naméfime hodnotu v = 63°. Tim je potvrzen diive vysloveny zavér, ze diskon-
tuitni ¢dra md byt piiblizné stejna pro obtékani rliznych téles.

Na daldim snimku (viz tab. L, obr. 3) si v8imneme obtékéni rovinné desky
kolmo k proudu postavené. Uhel 7, vymezeny shodné jako v predchdzejicich
piipadech teénou k proudnici v bodé utrzeni na piedni hrané desky a spojnici

290



bodu odtrzent se sttedem viru, opét vychazi v = 60° ve shodé s dosavadnimi
vysledky. Na tomto obrdzku lze — alespoti v jisté ddsti — urcit pribéh diskon-
tinuitni ¢ary z patrného zlomu proudnic.

Na dal$im snimku I/4 je vyfotografovano pole proudnic pii obtékéni ostrého
rohu. Uhel 7 spirdly, uréeny v bod¢ odtrzeni proudu na télese, je opét roven
7 az 60°. Na snimku je vyraznad nespojitost obrazu diskontinuitni ¢ary, kterd
muze byt zpisobena bud skuteénym rozpadem vitlel vrstvy nebo mize byt
snad vysvétlena néjakou podruznou piidinou (na p¥. shluknuti ¢astedek, které
nesleduje piesné tvar diskontinuitni ¢ary). V blizkém okoli stfedu viru, zd4 se,
mé spirdla vétdi thel 7, svirany teénou a priavodidem. Tuto okolnost by bylo
snad mozZno vysvetlit intensivnim sbalovanim diskontinuitni éary vlivem
logaritmické singularity.

Pro experimentalni ovéteni poli, vznikajicich v okoli vnitinich singuldr-
nich bodt diskontinuitni ¢ary, je k disposici pouze nékolika mdlo pokusnych
vysledkit. Z obr, T/2, potizeného Prandtlem, je vidét tvar sloZené hranice,
kterd se vytvail pfi obtékani prohnuté desky. Diskontinuitni ¢dra, vychdze-
jici z odtokové hrany, se na nékolika mistech ,,sbaluje”. Tato mista jsou vniti-
nimi singuldrnimi body dvojité hranice a v jejich okoli, jak je ze snimkl
patrno, ma diskontinuitni ¢dra tvar soumérné dvojspiraly. Theoreticky vy-
sledek je timto zjisténim, alespon po strance kvalitativni, potvrzen. Zda thel
7, svirany tetnou a pravodidem v libovolnédm bodé& blizkého okoli singuldr-
niho bodu, je blizky theoreticky urdené hodnoté v = 45°, nedd se pro malé
rozméry snimkf dobie urdit. Kvalitativni shoda theorie s pokusnymi vy-
sledky je patrna i z daldich Prandtlovych snimka I/5 a 1/6, zachycujicich dvé
stadia obtékani napiié proudu postavené desky.

Na zdkladé provedeného porovnini lze souhrnné #ei, ze shoda vysledkd

experimentalnich s theoretickymi je uspokojivd po strance kvalitativni.
V jisté mife byla shleddna i shoda kvantitativni.

Souhrn

Predlozens prace se zabyvd problémem nestacionarniho rovinného obté-
kani télesa pti vzniku turbulentniho dplavu za télesem. Jak znamo, shoduji se
pozorovana proudova pole s polem potencidlnim, spojitym v celém rozsahu
proudéni, pouze v kratké dobé na podatku rozbéhu. V dal$im pribéhu nastivs
zména skuteéného proudového pole oproti tomuto poli v tom, Ze za télesem
se zadnou vytvafet viry, které na sebe vaii energii a jsou hlavni piidinou
odporu. Bliz&i pozorovini ukazuje, Ze z télesa vychazi tenkd vrstva viifei
kapaliny s velkym rychlostnim gradientem a s koncentrujici se vorticitou
v koncovém singulirnim bodé diskontinuitni vrestvy — jadru vznikajiciho
viru. Pokud se tyée pivodu této vrstvy, je mozno si predstavit, ze pochazi
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z mezni vrstvy na kountwie teélesa (Prandtl) nebo Ze vznikd soutokem dvou
proudi po poruseni (pietrzeni) proudu (Helmholtz). V' limitnim piipadd
po nulovou wvazkost piechizi diskontinuwitni vrstva v diskentinuitni &ira,
¢mz se problém stdva plistupnym matematickému zpracovdini pomoci theorie
analytickych funkei.

V praci je diskontinuitni ¢ara povazovdna za dvoubichy zitez, vychdzejic
z tllesa a vznikly porudenim oblasti regularnibo proudéni télesem, a tvoiict
tudiz nestaciondrni dvojitow hraniei reguldrni oblasti proudu, kteron meZno
piicitat k hraniei staciondarni — kontute télesa. 7 tohoto hlediska je mate-
nmaticky formulovina obeend tloha (plného obtékini télesa se vznikem tur-
bulentniho uplavu jakozto nestacionarni okrajovd tloha theorie analytickych
funkei s konturou zédsti Casove proménnon, jejiz Pefeni se da v kazdém oka-
mziku vyjadiit integralem typu Cauchyho s obloZenim na kontute télesa i na
dvojit¢ hranici, t, j. zafezu, ktery =z télesa vychdzi. Tvar dvejité hranice a veli-
kost obloZeni, jez jsou funkeemi asu, jsou urdeny okrajovymi podminkami.

Je sestrojen nestacionarni kormplexni potencial proudového pole, sestava-
jiet z dentt s logaritmickou a algebraickou singularitou, ktery spliinje pii-
blizn¢ v okoli singularniho bodu viechny nutné podminky proudéni. Diskon-
tinuitni ¢aru dava priblizné ve tvaru logaritmické spirdly s thlem stoupéani
60°. Tento theoreticky zaver je potvrzen shodou s celou Fadou experimentdl-
nich vysledka.

Stejnym zptisobem je sestrojen i nestaciondrni komplexni potencidl v okoli
vnitinich singularnich bodd, kde v jisté fizi vyvoje virn ma diskontinuitni
dara tvar soumdéndé logaritmické dvojspivaly s hlem stoupini 45° T tento
vvsledel je potvrzen experimentalng.
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PeswomMme

HEROTOPLIE JLONMOJHENNA K TEOPUU OBPABOBAIIUS BUXPEI
B HMOKOCTAX

- UPHKI JIPACKUI (Jifi Drasky)

(lTocrynuano o pegarmio 6/X 1955 r.)

Hacrosmas padoTa nocBALEHA 3ajade HEYCTAHOBUBILETOCH IJIOCKOT0 00Te-
Kanust Tes ¢ ofpasoranueM TYPOYIEHTHOrO BUXPCBOIO CICHA 3a TeJAOM. Hak
UBBCCTHO, MAaOIOaeMLIe 11051 TOKA COBIAMAIOT ¢ LOTeHIMALLHBIM, Helpephln-
HbIM B HeJI0d 00JIacTH 1oTeM UL KOPOTKOe BPCMA OCTE Hadasa JIBIRCeIIHA.
lipu pamsuelimmeM ABIKCHUM HACTAET M3MEHEHUE JIGHCTBHTCILHOTO [OJIE O~
TOKA, HPOABIAIICEC B TOM, WTO 32 TEJNOM HAYMHAIOT 00Pa3OBLIBATLCA BHX-
PM, KOTOPHIC HOTAOHATOT SHCPIMIO U ABIAIOTCA IIABNOH UPITMNOIl COMPOTIIBIIC-
Huil. B().J[BC BUHMATC/bHEBIC ll‘dGJllU;[eHuf{ 1IIOKa3bIBAIOT, YTO U3 Teaa BLIXOIIT
TOHIMT G051 3aBUXPEHHON RUAKOCTH ¢ OONLIIUM CKOPOCTILIM TPAIICHTOM
1 ¢ KOHLUEGHTPUPYIOEHca UTTeHCUBHOCTEIO B 0c000i TOYKE KOMIA ¢JI0sI pasdpLi-
Ba — sppe ofipasyiomerocs Buxps. Y10 Kacacres IPHYHHLL BO3HUKHOBCHIUS
HTOTO ¢JI0S1, TO MOIRHO cebe NPeNcTaBITh, YTo 011 00PAs0BLBACTCS M3 LOrpa-
HYYHOTO ca05 Ha Koutype Tena (pauurae) niw uro ol BO3HUKACT IPU CINITHEA
ABYX LOTOKOB Hocde Hapyluemsst (paspuisa) revenns (Demnmronsn). B ipe-
JCUBIOM cJIyyae — UPH HYJICBOI BABKOCTH — ¢J0H paspbiBa lLepexomur
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R JIMHHIO pasphiBa, OHuaarojaps deMmy sajada craHoBUTeA MOCTYHHOI mareMma-
THYecKoil 06PatoTKe TIPIT BOMOIIT TEOPUI aNauTUICCKUX (yHKIiA.

B wacroameil padore aunud paspoiBa LpUHMMaercd 3a ABUKIAB Tpobe-
TACMbiil BbIPE3, BHIXO/I#HuIT U3 Tesa u Bo3unKmuil MapymenneM obnacTn pe-
PYJIAPHOTO HOTOKA JBIGRYIUIMCA TEIOM. JT0T BLIPE3 ofpasyer HeYCTaHOBUB-
MIYW0eA JABONHYIO TPaHully peryJisapHoil o0JacTn IOTOKA, KOTOPYI0 MOJKHO
conpATaTh ¢ YVCTAHOBUBINCHCA CTAl{HOHapHONR Tpanuuell — RONTYPOM Teda.
C 370l TOYKI 3peHia 1 ObLIa MaTeMaTHUeCKN MocraBicHa ofmast 3ajada 1noJi-
Horo obTeramus relia ¢ ofpasoBanuceM TYPOYJICHTHOIO BHXPCBOTO Cliella, KaK
HeceTarmnoHapHasa KpaeBas 3ajiaua TeOPHH aHAINTHYeCKWX (QYHKIWHA ¢ KOATY-
poM HaCTHYHO BO BpeMeHn HICPEeMCITHBIM. ']‘ZHC()O penieHue MOJKHO B .71106()101
MOMCHT BPEMCHI BLIDAsiTh HHTeI'PAJIOM THITA I{()HIH ¢ HJAOTHOCTHLIO Ha I‘{()HT‘VP(‘,
TeJA M Ha JBOIHON rpanuue (T. e. BLpesa, BLIXOMsero u3 reda). Bua gBoiHge#
IpaHITHL 1T BeJlUIHa TI0THoeTH HuTerpana Koy, Roropeie ABASIOTC QyIRIY-
SMH BPEMCHII, 3371al0TCA RPACBMMH YCJIOBUAMN.

B pabore BnBo;iurest HeyCTaTOBHBIMHICH ROMINICKCHBIR IOTENTIAAN 1LOTH,
COCTABICHIBIA 113 YICHOB ¢ Jorapu@Miueckoil M anrefpamdueckoit ocobenHoc-
TAMH, KUTU})Nﬁ llpll()ﬁ]ll}l"(OIlH() VJIOBJICTBODHET BCCM H(}()(),\’()ILHM})H\I YCJIOBUAM
B OKpecTHOCTY 0¢0001t Toukil. JInHum paspbiBa TToayvacTesa IPUOINKEHHO B BU-
ne Jorapudmuueckoll cumpanan ¢ yriaom 60°. JTOT TEOPCTHUCCKMI PCBYIIBTAT
TOATBCPARACH PAJLOM OHLITHBIX J(aHHDBLX. ‘

AHanorguubM cnocohoM  BeIBeIeH U HO(;Tauwma]leii KOMUJICKCHBI  110-
TeHLIA B OKPECTHOCTH BHYTPCHHUX 0COOBX TOYEK, I4¢ — B HCROTODOI cTajuy
pasBITHA BUXPEN — JTWHUA paspLiBa uMceT GOPMY JIBOMHOME 0CCCHMMETPUYHON
aorapudMpdecroil cuupanan ¢ yriom 45% H oator pesyibTaT HOLTBCPIKICH
IRCHCPHMEHTATLHO.

EIN BEITRAG ZUR THEORIE DER WIRBELBILDUNG
IN FLUSSIGKEITEN

JIRL DRASKY
(Eingegangen am 6. Oktober 1955)

Die Arbeit beschiftigt sich mit dem Problem der ebenen instationiren
Strémung bei der Entstehung der turbulenten Wirbelzone hinter dem um-
stromten Korper. Wie bekannt, stimmen die beobachteten Stromungsfelder
mit dem im ganzen Bereich stetigen Potentialfeld nur am Anfang der Bewe-
gung iiberein, Im weiteren &ndert sich die wirkliche Strémung gegeniiber
diesem Felde so, daB sich hinter dem Koérper Wirbel entwicklen, die die Ursache
der lLinergieverluste und des Widerstandes bilden. Genauere Beobachtung
zeigt, dal sich von dem Korper eine diinne Schicht der wirbelnden Fliissigkeit
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mit groBem Geschwindigkeitsgradienten und konzentrierender Vortizitdt im
singularen Endpunkt der Diskontinuitdtsschicht — im entstehenden Wir-
belkern — ablést. Was den Ursprung dieser Schicht betrifft, ist es moglich sich
vorzustellen, daB sie aus der Grenzschicht an der Koérperkontur (Prandtl)
oder durch Zusammenfliefien zweier Strome nach dem Zerreifien der Flussig-
keit (Helmholtz) entsteht. Im Grenzfall der verschwindenden Viskositat geht
die Diskontinuitdtsschicht in die Diskontinuitatslinie iiber, worauf das Problem
der Bearbeitung mittels analytischer Funktionen zuginglich ist.

In der Arbeit wird die Diskontinuititslinie als zweiseitiger Einschnitt
betrachtet, der von dem Korper ausgeht und durch die Zerstérung des Ge-
bietes regularer Stromung durch den Kérper entstanden ist. Der Einschnitt
bildet somit die instationére doppelte Grenze des reguldren Stromgebietes,
sodall man sie zu der stationdren Grenze — der Kontur des Korpers — zu-
zithlen kann. Von diesem Standpunkt aus ist die allgemeine Aufgabe der
vollstindigen Umstromung des Korpers samt der Entstehung der turbulen-
ten Wirbelzone als die instationdre Randaufgabe der Theorie analytischer
Funktionen mit der zum Teil von der Zeit abhingigen Kontur formuliert.
Ihre Losung lifit sich in jedem Zeitpunkt durch ein Integral vom Cauchy-
Typus mit der Belegung auf der Korperkontur, sowie auf der doppelten Grenze,
d. h. auf dem vom Korper ausgehenden Hinschnitt ausdriicken. Die Gestalt
der Grenze und die Dichte der Belegung, die Funktionen der Zeit gind, werden
durch die Randbedingungen bestimmt.

Ks wird das instationire komplexe Potential des Strémungsfeldes konstruiert,
das aus Gliedern mit einer logarithmischen und algebraischen Singularitit
besteht und in der Umgebung des Singularitétspunktes simtliche notwendi-
gen Strombedingungen annihernd erfiillt. Es ergibt eine Diskontinuitéitslinie
von der Form der logarithmischen Spirale mit dem Steigungswinkel 60°.
Diese theoretische SchluBifolgerung wird durch ecine Reihe experimentaler
Ergebnisse bestitigt.

Auf dieselbe Art wird das instationidre komplexe Potential in der Umgebung
innerer Singularititspunkte berechnet, wo im bestimmten Stadium der Wirbel-
entwickelung die Diskontinuititslinie die Gestalt der punktsymmetrischen lo-
garithmischen Doppelspirale mit dem Steigungswinkel 45° hat. Auch dieses
Irgebnis ist experimental bestitigt.
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