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SVAZEK 1 (1956) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 2

OBLASTNI VYBER

JAROSLAV HAJEK
(Doglo dne 3. listopadu 1955.) DT:519.2

Z problému, souvisicich s oblastnim vybérem je pojednano o na-
sledujicich: (1) sestrojeni linedrniho a pomgrového odhadu a piislus-
nych intervalit spolehlivosti; (2) optimalni rozvrZeni vyb&ru do oblasti
vzhledem k dané ndkladové funkei; (3) nahodné rozvrieni vybéru do
oblasti.

1. Vyhérové Setieni

Vybérové getieni je statistické Setfeni na uréitém poctu jednotek (predméti,
osob, spravnich jednotek a pod.) vybranych pomoci pravdépodobnostniho’)
vybéru z daného zdkladniho souboru. Pritom termin ,,vybérové Setieni’ je
uzivan specidlné pro vybéry ve velkém, éasto i celostatnim méfitku, provadéné
pro ucely vlady, ministerstev a vyzkumnych ustavi. Zde vznikaji osobité
problémy, odli§ujici tyto vybéry od vybért v malém ramei, na p¥. uvniti
podnikidl pii kontrole jakosti vyroby. Samy tyto problémy sice nejsou pred-
métem matematického studia, aviak inspiruji nalézini a zkouméni osobitych
zpasoblt vybéru a konstrukel odhadi. Tak se v poslednich desetiletich roz-
vinula theorie oblastniho (stratifikovaného) vybéru, mechanického (systema-
tického) vybéru, nékolikastupniového vybéru, vybéru s nestejnymi pravdé-
podobnostmi, theorie pomérového odhadu a pod. V tomto ¢léanku je pojednano
o nejstarsi a nejuzivanéjdi apravé vybérového postupu — o oblastnim vybéru,
a to jak ve spojen{ s linearnim tak i pomérovym odhadem.

2. Oblastni vybér

Oblastni zpiisob vybéru byva motivovan bud tim, Ze zdkladni soubor je
pfedstavovan nékolika seznamy, z nich% kazdy cheeme zpracovat samostatng,
nebo tim, Ze v urcitych nam znamych ¢astech zakladniho souboru se zkoumana

1) PravdSpodobpostni vybér je opakemn vybéru usudkového: jednotky se pii ndm

nevybiraji p&dle subjektivniho tsudku resp. ,,cestou nejmensiho odporu®, ale tak, Ze
jednotlivym eventualitdm je dana urditd pravddpodobnost, Ze pravé ony budou vybrany.
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velidina méni méné nez v zakladnim souboru jako celku, nebo do tietice tim,
Ze v jednéch ¢astech zékladniho souboru nardzi sbér ddaji na vétsi obtize ne#
v jinych, takZze mame zdjem, vybrat v nich relativné méné pozorovani. Ve
viech téchto piipadech rozdélujeme, resp. mame uZ predem rozdélen zakladni
soubor na nékolik samostatnych Cdsti — oblasti, a v kazdé zv1ast, nezdvisle
na sobé, provedeme vybér bud proporcionalniho nebo co nejvyhodnéjsi stano-
veného podtu vybérovych jednotek.

Vyjmenujme si struéné hlavni vysledky teorie oblastniho vybéru, tykajici
se linedrniho?) odhadu priméru hodnot uréité veliéiny. Nuze, oznaéme si
potet oblasti L, potet vybérovych jednotek v ~-té oblasti NV, a hodnoty, sle-
dované na téchto jednotkach — a,,, » =1, .., L, ¢ =1, ..., Ny definujme si
v kazdé oblasti oblastni rozptyl

1 1)
2= 2 — s ! x=1..L,. 2.1
ity Sot o] s =

ai=1
V kazdé oblasti vyberme, nezavisle na vybéru v ostatnich oblastech, n, jed-

notek pomoci nahodného vybdru bez opakovani a ziskani pozorovani si
£

oznaéme x,;, x = 1,..., L, i=1,...,n, Polozime-li N = > N, a sestroji-

a-1
me-li odhad
- 1« N, &
X o= — Lyi s 2.2
N &om, iZl * (2.2)
pak stfedni hodnota x bude rovna zakladnimu praméru a
I & &
Er = a = 21 Z, i (2.3)
a rozptyl 2 bude roven
Dy =
¢ili priblizne
SNV n, ) o2
Dy o= > (f‘ 54 I TG e 2.4
«‘Lfll '\N sz Uz ( )

(Operatory E a D? zde i v dal$im oznaduji stfedni hodnotu a rozptyl.) Kromé
toho, pomoci oblastnich vybérovych rozptyla s?

Ny ] ™ 2
N,8% == Z %, — (Z ), x=1...1L, (2.5)
i1 Ny \i 1
bude mozno sestrojit interval spolehlivosti pro a ve tvaru
1 / Y n .
T A P S e B O B (2.6)
NV Fin, \n, Y, — 1

2) Lincarni odhad je linedrni funkei jodnotlivyeh pozoroviani; v tom je zahrnut pied-
. v N 3 v:of : 7 I3 . . 3 s # A e
poklad, Ze soudtinitelé pii jednotlivyeh pororovanich nezdvisi na vysledku vybéru.
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kde velikost ¢ se ¥idi velikosti pravdépodobnosti — t. zv. spolehlivosti, s niZ
cheeme, aby interval (2.6) pokryl a. Je-li celkovy podet pozorovani velky,
feknéme aspoil 100, mizeme pro spolehlivost 0,95 vzit ¢ = 2, coZ odpovida

Studentovu rozdéleni s 60 stupni volnosti, a pro spolehlivost 0,99 miZeme
vzit t = 27, coZz odpovidd Studentovu rozdéleni se 40 stupni volnosti. Je-li
celkovy podet pozorovani pomérné maly, nebo jsou-li oblasti neproporcionalné
zastoupeny, nebo do tietice, jsou-li oblastni rozptyly piilis rozliéné, vezmeme
¢ radéji ze Studentova rozdéleni s poétem stupiitt volnosti, roviném nejvétsimu
celému ¢islu, raensimu nebo rovnému vyrazu®)

\ 2
< A . n,
2 No _ Hns: -
I 1 n i %, — 1 5

- - - e — 2, 2.7
g A V R | =D
2. el | L T M ——r
Pt Vn,x 12,1 n, — 1 n + 1

Jak je vidét z (2.2), k sestrojeni x je tieba aspoit jednoho pozorovani v kazdé
oblasti; jak je vidét z (2.6), k sestrojeni intervalu spolehlivosti je tfeba aspon
dvou pozorovani v kazdé oblasti. Nékdy se doporuéuje udinit oblasti stejné
velké, vybrat z kazdé jedno pozorovani a pii sestrojovani rozptyld malo od-
lisné oblasti sdruiit (viz [2]). Tim se skuteény rozptyl mirné nadhodnoti, coz
neni piilig na‘: zdvadu.

Jestlize predmétem nascho zdjmu neni pramér, ale thrn XXa,;, pak vie
zistane v platnosti, jen s tim rozdilem, Ze v souhlase s rovnici “X«,;, = Na
musime odhad i délku intervalu spolehlivosti, stanovené pro priimér, N-krit
Zvetsit, Zapiéme obdrzeny vysledek ve formgé

/
/

S [ LN, (N
: ZL :,l/ z——z(—1~—1)nsz-—ﬂ i (2.8)

J:l n, STmy, \my
7 které je patrna jak forma odhadu, tak i intervalu spolehlivosti.

V pravé piednesend ,linedami theorii oblastniho vybéru pontkud zanika
jeden dalezity piedpoklad, jeho# zanedbini byva zdrojem téch nejhrubsich
chyb. Jde o to, Ze vyjmenované vysledky plati tehdy a jen tehdy, zajima-li
nas pramér vztazeny skuteéné na vibérové jednotky, a ne na nékteré jednotky
drobnéjsi. Velmi ¢asto tomu tak nebyvd, a zatim co z orgamisaénich davoda
vybérovymi jednotkami jsou skupiny osob (Skoly, obee, rodiny, zavody) nebo
tzemni plosky, pfedmétem nageho zajmu jsou praméry vztazené na jednu oso-
bu nebo na jeden hektar.

3) Toto priblizné pravidlo vede k uspokojivému vysledku pi viech prakticky se vy-
skytujicich vyb8rovych Setfenich. Prvnd o ndm uvazoval patrnd L. B. Weleh v praci
“The Generalisation of Student’s problem, when several different population variances
are involved”, Biometrika XXXIV (1947), str. 35. Viz taksé L. B, Welch “Further
note on Mrs Aspin’s tables and on certain approximations to the tabled function”, Bio-
metrika XXXV (1949), str. 203—266.
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R. A, Fisurrovu zasadu ,,jaky vybér - takova statistickd analysa® je nutno
dodrzovat nejen pii biologickych experimentech, ale i pti vybérovych Setie-
nich. Vybér, spocivajici v ndhodném vybéru 100 osob, neni tentyz jako vybér,
spodivajici v nahodném vybéru 25 rodin, pramérné po 4 ¢lenech. Oba tyto
vybéry by byly totoiné jediné tehdy, kdyby rozdéleni spoletnosti do rodin
bylo nahodné, ale to se vzhledem k piitomnosti nejriznéjsich socidinich,
psychologickych a biologickych vztaht mezi piibuznymi neda piedpokladat.
Nahrazeni vybéru osob vybérem rodin se u rtznych znaki projevi rtizné,
a alesponl teoreticky jsou myslitelné znaky, vzhledem k nimz budou oba vy-
béry ekvivalentni. Na pi. pii statistice ¢etnosti obou pohlavi bude vybér ro-
din vydatnéjsi nez vybér osob, nebot v rodiny se sdruzuji lidé opadného po-
hlavi. Na druhé strané, pii statistice povolani bude vybér rodin méné vydatny
ne# vybér osob, nebot osoby z jedné rodiny maji tendenci mit podobné povo-
lani. Pfitom mensi vydatnost toho nebo oncho vybéru znamena, Ze pii jeho
pouziti bude k dosaZeni pozadované piesnosti nutno vybrat vice osob. Tyto
avahy jsou oviem jenom piiblizné. Presnéjsi voditko ndm poskytne nasledujict
,,pomérova‘ teorie oblastniho vybéru, zahrnujici v sob¢ ,,linearni* teorii jako
specialni piipad.

Nuze, sledujme ne jednu, ale dvé velidiny, ptitazujici vybérovym jednotkém
hodnoty 4., a B,;,, « =1,..., L, i =1,..., N, anasim ukolem bude odhad
poméru ’

(pzigféﬁ, i= 1, N, a=1,.0L. (2.9)

- X2
Tato uloha pro B,; = 1 je totozna s vyse probranou ulohou odhadu praméru na
jednu vybérovou jednotku. Jestlize B,, oznaduje pocet drobnéjsich jednotek,
obsaZenych v dané vybdrové jednotee, a A,; je soudet na téchto drobnéjdich
jednotkach zjisténych hodnot o

@)
Bag
‘4a'i = Z Ay
iT1

pak dostavame tdlohu o odhadu praméru na jednu jednotku, kterd je drobnéjsi,
nez vybérova jednotka. Tim se oviem fada moZnych interpretaci nasi tlohy
nekonéi: Hodnoty 4,; i B,,; se mohou tykat téze velidiny jen s tim rozdilem,
ze byly zjidtény v jiném ¢asovém okamiiku ¢i jinou metodou, a pod. Nejéastéji
viak budou 4,, a B,, thrnem hodnot, zjidténych na nékterych drobnéjsich
jednotkach, coz byl také divod, pro¢ jsme k jejich oznadeni pouzili velkych
pismen.

Vyberme nyni opét z kazdé oblasti nahodné bez opakovani n, vybérovych
jednotek a ziskané dvojice pozorovani oznafme X, Y., x =1,.., L, i-=
=1, ...,n, (dvojice X,,;, Y,, oznatuje ndhodné vybravou dvojici 4,;, By;).
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" Sestrojime-li pro dhrny XXA4,, a XXB,, linedrni odhady podle vzoru (2.8)
a dosadime je pak do (2.9), dostaneme tak zvany pomérovy odhad f pro ¢:
Zi'vﬁ S‘ szi
n

Ly
o — 5 t=1,...,n x=1,..,L. (2.10)
"N’:X . > > > a 2 El .
sVsy, |

L
x

Sestrojeni intervalu se stiedem f lze provést pomoci nasledujictho obratu,
ktery pochdzi od R. A. Fishera, a ktery ndm umoziiuje vystadit v podstaté jen
s prostfedky ,,linearni‘‘ theorie: Nehledice na to, Ze ¢ nezname, uvazujme pozo-
rovani X,;, — ¢Y,; a sestrojme z nich opét podle vzoru (2.8) statistiku?)

Z&Z(X ——(]}Y === — ZXW-—(PE 2)7 . (211)

Ty

Stfedni hodnota této statistiky bude rovna nule, nebot

N, < .
E(Z . 2 Z Z Yaz) = ZZAOU —¢ ZzBu =0,

- takZe s pfisluinou spolehlivosti mizZeme tvrdit, ze

< t.l//dz ( — 1) naqua 7; o 1 (2]2)

IZZ;EZX“]-—-—(‘D EN_ZYM

ny

kde

nYh = Za (Xar — @Yo — j 1,)]“, x=1,...,L. (213)

i=

Nahradime-li v (2.13) neznamé ¢ pomoci pomérového odhadu f, dostaneme

IL“ n X 2
1
Nost = 0 (Xpy — f¥as)? — ?—7’[ (X, — ]‘Ya,)] , o= 1.....L.(2.14)
i1 2 Li -
Zanedbame-li rozdil mezi v} a s},°) mZeme otekivat, %e se stejnou pravdd-
podobnosti jako nerovnost (2.12) bude splnéna i nerovnost

. Ny I/ NN, N . on,
REDESEIDE SISIE 2@(&:“‘)””%“’1-

1) Statistikou rozumime jakoukoliv funkel pozorovani, at uZ béii o néjaky specidlni
odhad nebo ne.

5) Aby mélo Setfeni praktickou cenu, musi byt projektovano tak, aby relativni rozdil
mezi ¢ a f byl s velkou spolehlivosti zanedbatelny; potom viak je zanedbatelny i rozdil
mezi p2 a s2. R. A, Fisher dopornduje ziskat interval spolehlivosti pro ¢ feSenim kvadra-
tické nerovnosti (2.12).
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coZ ddva pro ¢ tento odhad a interval spoleh]ivoshi:

<N o ' [N x“*j;'
‘:—--v , Z ch tl//\ “’(A' l} 18 »7;— *

! nl =1 1 Ny \ Ny e — 1 o 1x
P e T E T e (2.15)
2 7;{:‘ z — 2 Y,
=1 My i1 s 11, i

Soudinitel ¢ 1ze i zde stanovit na zdkladé avah, jimiz jsme doprovodiliinterval
spolehlivosti (2.6). Samoziejms, pfi eventualnim pouziti zlomku (2.7), je nutno
s2 potitat podle (2.14).

Prostfednictvim pomérového odhadu lze ¢asto velmi jednodufe a udinng
vyuzit vysledk uplnych Setfeni pro zpiesnéni vybérovych Setfeni, které po
nich néasleduji. Zname-li na pt. jednotlivé hodnoty, a tedy i dhrn XXB,;
hodnot uréité velidiny, pak odhad a interval spolehlivosti (2.15) pro ¢ nam
bezprostiedné poskytuje odhad a délku intervalu spolehlivosti pro X4, =

— q\‘\ )
S g
7\1’ "\ L Ny
LNy ?1 L,n . lXcu? }_,l ZlBacz' 4 :Z\T 71\[7 N '7%7
Z ) Z Bv}' 1‘7‘“ -2 37’7%“ T :E t T L S z — ("‘ - l) 82 *7**§77
N T U Y‘ N, iY ﬂ N, ZY in,\n, . — 17
.7;41 ;ili.;1 *f N 1>IZV xt
(2.16)

pii tem¥ n,s’ jest poéitati podle vzorce (2.14). Tento vysledek je sice slozitéjsi
nez odpovidajici vysledek (2.8) pii pouziti linedrniho odhadu (x,; == X,,),
aviak v piipadech, kdy hodnoty 4,; jsou aZz na nadhodné odchylky piimo
imérné hodnotam B,;, byva tento piiriistek poctaiské prace plné vyvazen
tim, Ze se délka intervalu spolehlivosti podstatné zkrati. Tak je tomu na pf.
tehdy, jsou-li 4,, celkové vynosy uréité plodiny na Gzemnich ploikach a B,,
jsou rozlohy téchto plosek, nebo je-li 4, souétem hodnot, zjisténych na B,
drobnéjiich jednotkach a pod.

Piiklad. V tabulce jsou uvedeny udaje, zjisténé ve 20 zavodech, vybranych

> 3 oblasti. V prvnim sloupei jsou vybrané zavody ocislovany, a to tak, ze
prvni cifra oznactuje oblast (1—2--3) a druha cifra je poradové &islo vybra-
ného zdvodu uvnitt dané oblasti. Takové cislovini je vyhodné zejména pii
strojovém zpracovani na dérnych Stitcich. Jak je vidét, z prvni oblasti bylo
vybrino 9 zdvodid, z druhé 7 zavodl a ze tieti 4, t. j. n; = 9, n, = T, n, = 4.
Cisla v druhém sloupci tabulky (Y,;) oznatuji celkovy polet zaméstnanci a
¢isla v tretim sloupei (X ;) 0Z1}?L(‘Uji kolik je z toho muzi ve véku 20--29 let.

Ckolem jest sestrojit edhad a interval spolehlivosti (spolehlivost = 0,93)
Pro procento muzi ve véku 2029 mezi viemi zaméstnanci. Jelikoz vyhbéro-
vymi jednotkami jsou zavody a nikoliv jednotlivé osoby, bude nutno tlohu
fesit pomoci ,,pomérové’ theorie.
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Tabulka

| |
‘ i
Y ’ X i 0,2661" | X - 0,206) | (X — 0,2667)2
V B R D P o
i i |
1 321 | % | S R 81
12 116 3¢ | 31 l 3 : 9
13 486 | 81 | 129 | 48 ! 2304
i4 420 34 ! 112 \ —28 784
15 94 | 10 ! 25 i 15 ‘ 225
16 213 | 60 | 57 ; 3 9
17 286 ! 41 1 76 ] —35 | 1225
i 18 650 i 159 1 173 | 14 i 196
19 501 | 81 i 133 j — 52 : 2704
| - I
b 3087 | 626 ! - THT
' — e - ' S | Sa— — ! . - N - _—
| [ ! i
} 21 356 | 103 i 95 | 8 64
| 22 883 I 312 235 | 77 5920
| 23 82 | 18 29 ; -4 16
‘ 24 574 | 126 153 —27 720)
‘ 25 327 \ 95 87 6 ‘ 36
! 26 205 91 54 | 37 1369
27 188 ‘ 42 50 | 8 64
}‘ b 617 ’ 785 1 696 } 84 8207
a 31 1063 i 408 ‘ 283 | 125 15625
f 32 509 | 256 ; 135 ! 12 ’ 14641
" 38 798 [ 260 , 194 | 66 ! 4356
34 493 223 ; 131 i )2 | 8464
| | | |
I U I _ N
} b ’ 2793 | 1147 j S 104 43086
| ! i |

Abychom mohli sestrojit pomérovy odhad f podle vzoree (2.10), stadi znat
tak zvané vybérové intervaly N,/n, v jednotlivych oblastech a souéty hodnot
Y, a X, pro jednotlivé oblasti. V daném piipadé bylo N,/n, = 30, N,/n, = 20,
N,/ny = 10 a oblastni soucty jsou dany ve zvlast pro né vynechanych mezerach
v tabulee. To znamens, %e odhad zajimajiciho nas procenta je roven

f = ;‘(.ngb,,i, 20,755 + 10. llfle = 0,266 .
30 . 3087 + 20 . 2615 -+ 10 . 2793

Pongkud vétsi praci da sestrojeni intervalu spolehlivosti. Predeviim je nutno

vypodist nasobky oblastnich rozptyla. Ve ¢tvrtédm aZ Sestém sloupei tabulky

Ny LLIN
je proveden vypodet soudtht > (X, — fI,) a > (X,; — f¥,,)% piitemZ neceld
71 i 1

tisla byla obvyklym zphsobem zaokrouhlovana na celly. Dosadime-li tyto

soucty do vzorce (2.14), dostavame
9sy == 7537 —
785 = 8027 —
4s; = 43 086 —

[P

(— 195)* = 3312,
(89)2 = 7075
1(404)2 — 2282,

— NI



To znamena, Ze

3 r
> —Z&‘(A‘E — 1) n,st Mt 30.20.8312.2 4+ 20.19.7075. 1 +
al Ny \ My Ny — 1
110.9.2282 . % — (324 + 314 1 27) 104, (2.17)
T
2 __ 1 2 a « -
n, )’nlsa S— 1 |/(324 4+ 314 + 27) . 10
e = : — 0,015
SN, 172 840
N A XX Y

Dosadime-li tyto vysledky do (2.15), vidime, Ze odhad a délka intervalu spo-
lehlivosti jsou v daném piipadé rovny

0,266 +¢.0,015.

Zbyva nyni jiz jen urcit podet stupni volnosti pro soudinitele f. Jak je vidét

Vu [N n
z tvara vzorce (2.7), je mozno do ntho misto ¢isel == (~3 — 1) Ny 82 “ai
(a n, My —

dosadit jakdkoliv jim tmérna éisla. Béhem vypoét (2.17) jsme viak jiz takova
amérnd &isla nasli, a to: 324, 314 a 27. To znamend, Ze za pobet stupiid
volnosti lze zvolit celky z
(324 + 314 4 27)2
(324)2/10 + (314)2/8 + (27)/5
t. j. 17. Pro 17 stupnit volnosti a spolehlivosti 0,95 mame ¢ = 2,11. Koneény
vysledek tedy zni

-3

—2=172,

0,266 -1 0,032 .

Skuteéné procento tedy se spolehlivosti 0,95 lezi nékde mezi 23%, a 30%,.

3. Optimalni rozvrZeni vybéru do oblasti

Je-li jednotkovy naklad na sbér a zpracovani zjistovaného tdaje v oblasti
x roven c¢,, pak budou celkové naklady rovny

I
C =73 n,c, . (3.1)
a-1
Stanovme n, tak, abychom minimalisovali souéin

LA 2
IY“E’“) (3.2)

L L
C’(NZDZ.I: + > Naa:) = (Z czna)(z -
P! a1 \

G- a 1 na J ’
kde za D% jsme pro jednoduchost dali aproximaci (2.4). Reseni feteného mi-
nima podle n, nam da oplémdiné rozvréent vybéru do oblasti vzhledem k nakla-
dové funkei (3.1), nebot pii daném D2z povede k minimalnimu C a pti daném
C k minimalnimu D%z. '
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Aplikaci Buniakovského nerovnosti (viz 5) na pravou stranu rovnice (3.2)
dostavame, Ze

2 L —\2
O(NzDZJJ + > Naoi) = (z (7aNa],/cd) (3.3)
a1 x- 1
a 7e rovnost nastava tehdy a jen tehdy, je-li
. 72
Mly = A2 —202 . ~x=1,....L,
noc
¢ili
N, o,
AVCI , o a=1,..., L. (3.4)

Redeno slovy, z kazdé oblasti p¥i optimahim rozvrieni vybirame tim vice
jednotek, ¢im je v ni shér lacin¢j’f a ¢im jsou v ni hodnoty variabilngjsi.

Konstantu 4 uréujeme bud z rovnice (2.4) nebo (3.1) podle toho, zda vy-
chodiskem pro urteni rozsahu vybéru je pozadovany rozptyl D% nebo pfi-
pustné naklady C:

Z g, N, ]/C

b= et (3.5)
N2D%x - z N o2
x -1
nebo

PR (3.6)

S‘ aaNz]/Z;

a1

Odtud a z (3.4) je vidét, Ze v piipadé, kdy rozsah vybéru je uréovan rozptylem
D2z, stadi ke stanoveni optimalniho rozvrzeni znit misto samotnych ¢disel ¢,
kterdkoliv éisla jim umérna. Podobné v piipadé, kdy rozsah vybéru je uréovin
néklady C, stadi ke stanoveni optimalniho zndt misto samotnych &isel o,
kterékoliv ¢isla jim amérna.

Jedna-li se o pomérovy odhad, a nahradime-li feSeni, minimalisujici pti dané
nakladové funkei D?f, feSeni, které minimalisuje rozptyl statistiky (2.11), lze
vzorec (3.4) pouZit s tou jedinou zménou, #e ¢> poditdme ne podle (2.1). ale
podle vzorce

Ny 2
G‘:zc - Z\iv Z (Aaci - (chu)z - (A(Y T (Am - WBai)) ) =1 .., L. (37)

ai 1

Vypodet 2 pro dané D?f provadime na zakladé aproximace$)

$) Viz na pt. [1] nebo [2] nebo [3].



DY = " r . _Z (3.8)

1 i
kde ¢? jest nutno chapat ve smyslu definice (3.7). Jestlize sem z (3.4) dosadi-

me a vyfesime podle 1, dostivime

2

> 0N Ve,

homm e B : (3.9)
(3.3 8.) 014330
a1 N

V piipadé, Ze je dano €, pocitdme 1 i pro pomérovy odhad pomoci vzoree
(3.6), v némiz o, jest nutno chapat podle (3.7).

Modifikace vypoctu A pii odhadua throu jsou ziejmé a nebudeme se o nich
rozepisovat.

Priklad. Mame-li ¢;:¢,:¢5:==1:4:4. 0, = 5.0, =3, 0,=2, Da=10,2,
N, = 621, N, = 468, N, = 1046, pak budou vypotty postupovat takto:
nejdiive stanovime 1
A

2
a

[2)
1

M
i

.}\. == e P - ==
N2 + > N2
a1
5.62111 4+ 3.368)/4 4 2. 1046]/4
(621 - 468 + 1046)2. (0,2)2 + (621 . 52 - 468 . 32 4 1046 . 2?)

a potom n,

— 0,049

7 19 54

ny = A Mot _ 049 215 15s
1/61 1",1
740 468 .3

g — 2N 049 40823 gy
/ ’ ]/4
- 1046 . 2

g = A0 0,049 )T = 5]

4. Nahodné rozvrieni vybéru do ohlasti

Nekdy se stava, ze identifikaci oblasti neni mozno provést v dobé, kdy se pro-
véadi vybér, ale az v dobé, kdy se uZ shiraji pozorovani a sestrojuji odhady.
Na p¥. poridit ¢i subjektivni (znalecké) odhady vynost uréité plodiny, a tedy
i roztiidit podle nich zkoumany soubor osetych ploch na oblasti, mfiZzeme aZ
v 1été, kdezto vybér ploch pro vybérové setieni je nutno pripravit jiz na jafe.
V takovych ptipadech maZeme ze zdkladniho souboru jako celku, t. j. bez ohle-
du na jakékoliv oblasti, provést nahodny vybér bez opakovani, a teprve potom,
v piihodném okamiziku, zjistit rozsahy oblasti N, a pfislusnost pozorovini do

15%



oblasti, a na zédkladé toho sestrojit kterykoliv z probranych odhadi. Délku
intervalu spoleblivosti pfitom mulzeme stanovit tak, jako kdybychom ne
nahodné, ale zamérné vybrali z oblasti tolik jednotek kolik jsme jich vybrali,
nebot — jak lze snadno dokazat, ,,podminény* ndhodny vybér pii fixovanych
rozsazich vybéru v jednotlivych oblastech, je totozny s odpovidajicim oblastnim
vybérem.

Rozvrieni vybéru do oblasti, ziskané pomoeci nahodného vybéru, nazyvejme
ndhodnym rozvrzenim. Nebude-li poéet oblasti velky, feknéme L <16, a
bude-li stfedni pocet jednotek vybranych pii ndhodném rozvrzeni z danéob-
lasti pro kazdou oblast roven aspon 10, pak bude tak¥ka vidy platit »n, == 2,
takze jak odhady tak i intervaly spolehlivosti, probrané v paragrafu 2, bude
mozno sestrojit. Kdyby se prece jen nékdy stalo, Ze by na nékterou oblast
piipadla méné jak dvé pozorovani, pak by patrné bylo nejlépe vybrat z této
oblasti potiebnd pozorovani dodateéné resp. piipojit ji k nékteré ..sousedni*
oblasti.

Za podminek, popsanych v predeslém odstavel, v disledku zdkona velkych
éigel, nebude obvykle ndhodné rozvrieni vybéru daleko od proporcionilniho,
a v souhlase s tim i dosaZena presnost se nebude piilis lisit od presnosti, do-
sahované pri proporciondlnim oblastnim vybéru, kdy

Ny = AN,, a=1,.. L
a
2 N __
D2 — T N i .
n N — L
Piitom n = 2 n, je celkovy rozsah vybéru a o2, je rozptyl uvnitt oblasti
L 2
2 Z 5Ny
Gy == -

a=1 zv ’
Piiblizny vypodet ukazuje, Ze pfi ndahodném rozvrzeni je rozptyl x v praméru
[T+ (L — 1)1 — n/N)/n]-krate v&tdi nez pii proporciondlnim rozvrieni.

5. Bunakovského nerovnost

Nakonec si uvedme ,,pravdépodobnostni’ dikaz Butiakovského nerovnosti
spolu s podminkou, kdy v ni nastavia pripad rovnosti. Jak zndmo z theorie
pravdépodobnosti, pro jakakoliv éisla z,z,, ..., z, a pravdépodobnosti py,
Doy «.os Do, Plati tato prahledna algebraicka identita a z ni vyplyvajici nerov-
nost:

h h 2 h h \ 2 I 2
sz?)i = (}:ZJ’L') + Z (:i - Zzzpi) P (Z:ii)é) . (5.1)
&1 i S\ i1 i
Jestlize jsou viechny pravdépodobnosti kladné, pak v této nerovnosti nastava
piipad rovnosti ziejmé tehdy a jen tehdy, kdyz

zo=h, =1, .k, (5.2)



kde 1 je nékterd konstanta. Mé&jme nyni dvé libovolné posloupnosti &isel
@y, Ay, ..., 4, 3 by, by, .., by, vesmés raznych od nuly. PoloZime-li

a; b? .
zi:-g%" pi:‘iig’{7> 1':]7"'312’
>, b
-1
a dosadime do nerovnosti (5.1), dostavame nerovnost
a\? a,;
N (] b2 b2
S (g
o 7;"7 L> N —— bl
2.0 L 20

to jest Buniakovského nerovnost

I3 h h 2
(zai)(zbf) _(Zab) . (5.3)
i /\i 1 i1

P

1

Nutna a postactujici podminka pro nastoupeni p¥ipadu rovnosti v této nerov-
nosti vyplyva z podminky (5.2) v tomto tvaru:

a; =2ib,, i=1,..,h. (5.4)
Z platnosti nerovnosti (5.3) pro ¢; a d;, i = 1, ..., b, vesmés riznid od nuly
snadno vyplyvé, ze plati pro jakakoliv ¢, a d;. Také podminka (5.4) zlstane
nutnou a postacujici, jakmile v kazdé posloupnosti je aspon jedno ¢islo riizné
od nuly.

% : . . M Jrir— —
Pii odvozeni nerovnosti (3.3) bylo polozeno a, = |/n.c, a b, = VNiaﬁ/nl.
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Peswome
BbIBOPIKA T10 I'PVIIITAM (CEPUAM)

APOCIAB XAEK (Jaroslav Hajek)
(Tlocrymuzio B pegarnmo 3/X1 1955 r.)

Briboproil mo rpyiuraM BaspiBacTes N0CTIeJ0BATe/bHOCTL He3aBACUMBIX CIIY-
HalHpX BHOOPOK, CcoRepaeMblX B OTACHLHBIX I'PYINAX, NpAYeM IPyUOB —
TIO0BIC HeJlepeceKalouMecd YacTH OCHOBHOH cOBOKYMHocTH. B aroit pabore
PaccMOTpCHEBL CleiyIOLIe Ii()l[p()(?lﬂ M BUJTOU3MCHCHUA!
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1. JlmweiiHast u ,,1ponopHuiiHan‘‘!) oeHKU U COOTBETCTRYIOINUCE JOBCPUTEIIL-
HBle THTep BaJlbl.

2. OnTUMajibHble YNCJICHIOCTH BBIOOPOK U3 OTHEJIHHLIX TPYIIL, KOTJa ui-
NePsKKY B PalfLIX PPyILAax PasHbL

3. CnyyaliHple YHCIACHHOCTH BLIGOPOK M3 OTHEJIBHBIX I'PYIIL

JloBepuTenbEbLLT  UHTEPBAJ, COOTBCTCTBYIOUTHH ,,HPOMOPUMIHOR  OlleHKe
MOJTYyYeH ¢ TOMOINLIO Bujousmenenuoro merojia Po A, Bumepa. Orrrnmasbunie
YHCJACHHOCTH BBIGOPOK TIOJIYYCHBI ¢ LOMOINLIO HepaseHcTna DByHAROBCKOTrO.
CayualiAbME YHCIEHBOCTAMHI BBIOOPOK MOKHO BOCIIOJIB30BATHCA TOTHA, KOI'JA
YPECICHHOCTH FPYIIL HC WIRCCTHL BO BPeMA BHGOPKW, HO WIRECTHHE BO BpeMs

MCUYMCJICEHUSI OLeHOK.

Summary
STRATIFIED SAMPLING _ »

JAROSLAV HAJEK

(Received November 3, 1955.)

In this paper the following problems arising with stratified sampling are
considered:

1. Linear and ratio estimates and corresponding confidence intervals.

2. Optimum allocation of sample to strata with respect to a given cost
function.

3. Random allocation of sample to strata.

Confidence interval corresponding to ratio estimate is derived by means of
a modified method of R. A. Fisher. Optimum allocation is derived by means
of inequality of Bufialkovski. Random allocation of sample to strata is of im-
portance, when strata are not identifiable at the time of sampling, but are so
at the time of computing estimates. .

1) Ilo auramifckn ,,ratio estimate®.
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