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SVAZEK 1 (1956) APLIKACE MATEMATIKY

CisLo2

CLANKY

VLIV ODKLONU 08 CEPU OD 0SY LOZISEK NA POHYB

A STABILITU ROTORU

ALES TONDI
(Doglo dne 17. ¥ijna 1955.)

Prva &ast této prace podavé kvalitativni feSeni pohybu rotoru
s uvaZovanim vlivu zakiiveni (prohnuti) hfidele. Druhd &ist se zabyva
vlivem odklonu Jepit zplsobeného prahybem hiidele nevyvaZeného

ro toru na pohyb tohoto rotoru.

Seznam nejdileZitdjgich znadek

Oznadeni: Veliéina:
L &itka loziska
r polomér epu
B polomdr loziska
P tlak v nosné mazaci vrstvé v urtitém misté
P yyslednd reakce nosné mazaci vrstvy

Ky, Xy thly odklonu osy ¢epu od osy loZiska v horizontalni

QS ™=,

a vertikilni roving

axidlni posuv plisobists reakee nosné mazaci vrstvy
vystiednost éepu od stiedu loZiska ve stfedni roving
k ose loziska

uhlova rychlost otaceni hiidele

hmota kotoude

délka hiidele mezi dvéma stiedy loZisek

moment setrvadénosti priitezu hiidele

modul pruZnosti hiidele v ohybu

soufadnice t82i5té kotoude (kap. 1.) resp. souradnice
stiedu kotoude (kap. 2.)

vystiednost hmoty kotoude od osy hiidele

das

koeficient pomérného vnéjsiho tlumeni

zemské zrychlend

Rozmér:
cm
cmy
cm
kg em™?
kg

cm

em
sec”!

kg em™!sec?
em

cmt

kg em™2

cm
cm,
sec
sec™!

cim sec”2

DT:621.313.04:621.822
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Uvod

Snaha o vétsi vyuZiti a zvy$eni uéinnosti rotacnich stroji, zejména turbo-
kompresorl, vede konstruktéry ke zvySovani rychlobéinosti téchto stroji. Toto
viak je pFiéinou nékterych poruch, vzniklych nadmérnym kmitanim celého
soustroji, zejména v nadkritickém béhu. Pfi¢iny téchto poruch maji svij
pavod v celé fadé vlivi. )

dJednim z nich je vliv nosné mazaci vrstvy v kluznyeh loziskach rotoru.
Zkoumani jeho nejdulezitéjstho pisobeni a vysvétleni vziniku samobuzenych
kmiti jsou vénovany prace autora tohoto &lanku [1] a [2].

Piedlozend prace zabyva se vyfetiovanim vlivu nerovnobéznosti osy lozisek
a 0s ¢epli na pohyb rotoru. Ptipad nebyl dosud ve svétové literatufe fesen.

Ponévadi se jednd o velmi slozity pifipad, bude poddno pouze kvalitativni
fefeni, které v8ak postaci jak k zhodnoceni uvedeného vlivu, tak k ziskéni
potrebného vysledku.

Budou fefeny v zasadé dva pripady. V prvé &asti bude vysetfovan vliv
zakiiveni h¥idele rotoru dodateéné vyvaZzeného. Druhd éast bude vénovana
feSeni vlivu odklonu ¢epu osy lozisek, zplsobeného prihybem hiidele nevy-

- vaZeného rotoru. ‘

1. Vliv kluznyeh loZisek pfi geometrickém zak¥iveni h¥idele
rotoru

Budeme se zabyvat p¥ipadem rotoru, jehoz hfidel, at uz vlivem vadné vy-
roby nebo z jiného duvodu, byl pifi provozu deformovan, takze osa tohoto
hifidele je prohnuta. Pfedpokladejme viak, Ze nevyvazenost vznikla zakiive-
nim byla kompensovana dokonalym vyvazenim rotoru.

Provedeme nejprve kvalitativni analysu na jednom lozisku, kterou potom
budeme aplikovati na cely rotor.

Necht je x dhel, ktery svird osa ¢epu a osa loZiska vlivem zaktiveni hiidele
a «, je thel odklonu osy epu a osy loziska ve vertikilni roving, zptsobeny
prihybem hiidele vlivem vlastni vahy rotoru.

Otaci-li se hiidel konstantni ihlovou rychlosti w, pak thly odklonu cepu
od osy loziska ve vertikalni a horizontalni roviné vlivem zaktiveni hiidele
jsou periodickymi funkcemi Zasu o periodé PR Prolozme si stfedem depu
soutadny systém a to osu x dolit ve vertikdlni roviné a osu y v horizontalni
roviné. Pak o, bude oznacovat (hel odklonu ¢epu ve vertikdlni roviné kol osy
¥ a &, v horizontalni roving kol osy = (viz obr. 1). Uhly «, a «, budou potom,
uvazime-li, ze hodnota ~ je velmi mald, dany rovnicemi:

Xy = &g = x cOS Wi, (1,1)
Xy = & 8in ot .



Polohy ¢epu v lozisku pro obé krajni vychylky «, (t. J. prot = 0 a t = z/w)
jsou schematicky naznaleny na obr. 2a, 2b.

Na obrazcich 2a, 2b jsou také naznadeny pribéhy tlakdt v nosné mazact
vrstvé p za predpokladu, Ze nenastane axidlni pritok oleje. Priithéh funkce
p neni po Sifce loziska linedrni jako prabéh tloustky mazaci vrstvy h nebo
excentricity ¢, ponévadz, jak zndmo, neni p linedrni funkel téchto hodnot.

Obr. 1. Obr. 2a. Obr. 2b.

Vysledna vztlakova sila P je potom posunuta od roviny kolmé k ose loZiska
jdouet jeho stfedem o hodnotu x, kterd zdvisi na thlu odklonu osy tepu «,
a je tedy funkei wt.

Predpoklad, Ze nenastane axialni pratok oleje, je idealisaci. Ve skutecnosti
budou pribéhy tlaklt v mazaci vrstvé k okrajim loziska klesati (viz na pt.
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\\ P / \\‘ P /
\ / \ /
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) / \ /
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- _ﬁ_z. b But. 4 —
1
I
Obr. 3a. Obr. 3b.

[3]). Pribéh skutetnych tlaki pro obd okrajové vychylky (jako na obr. 2) je
naznac¢en na obr. 3a, 3b. .

Posunuti vysledné vztlakové sily P ve sméru osy loZiska pak lze vyjadiiti
funkei: -
x(t) = Z K, cos(nwt — v,) . (1,2)

0 ’
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Hodnoty K, a v, budou funkcemi sttedni vystiednosti e, a Ghlu «. Hodnota
K, bude pfedeviim vyjadfovati posunuti reakee vlivem konstantniho prihybu
hiidele od vlastni véhy rotoru. '

Zanedbdme-li vy$$i harmonické slozky, lze zhruba funkei vyjadiit rovnici:

#(t) = Ko(o,, &, e5) + Ky(cx, €,) cos wt . (1,2a)

Piedpoklidejme nyni pro jednoduchost, Ze rotor, ktery budeme uvaZovati,
mé jediny kotoué o hmoté m, ktery je umistén uprostied hiidele o délce I,
(vzdalenost mezi stiedy lozisek). Hmota hiidele necht je oproti hmoté kotoude
zanedbatelna.

xo

Obr. 4.

Zaktiveni hiidele se potom projevuje tak, jakoby loziskové reakce ve verti-
kalnim a horizontdInim sméru byly pohyblivé (viz obr. 4).

MuZeme potom psit:

b=1y — «t), ‘ (1,3)
kde: .
x(t) = #1(0) + #,(f) (1,3a)
a funkee x,(t) a »,(!) vyjadiuji axidlni posunuti reakce pravého a levého lo-
Ziska.

Budeme ptedpokladati, Ze stfedni vystfednost loZiska e, je konstantni,
t. j. Ze &epy se budou otddeti kol téchto bodi, coZ je priblizné splnéno.l) Ph-
sobisté reakei budou se pohybovati nejen v axidlnim sméru, ale také verti-
kalné v kladném smyslu osy «.

I2
16E1°
pak posunuti pisobisté reakce ve vertikdlnim sméru je: xx,. Staticky prahyb
htidele plsobenim jednotkové sily bude potom:

P LU e i
48K 1 1681 2 ’

Je-li ahel natoteni konce hiidele vlivem ptisobeni jednotkové sily «, =

1) Podrobnéji bude ohodnocen tento piedpoklad v dodatku.
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Dosadime-li za I z rovnice (1,3) a zanedbame-li éleny s »2, dostaneme po
uprave, uvazime-li, Ze 1, >
1 3
0] — k). 1,4
“—48E1( 210") (14)

Tuhost h¥idele v misté kotouée bude potom:

0

17 3
C == 48E’I.Tg~¥(1 *I* ‘Ql* ?C) . (1,5)

Oznatime-li tedy «, ¥ soutadnice té7isté kotoude ve vertikdlnim a horizon-

talnim sméru, dostaneme po upravé tyto diferencialni rovnice pohybu tézisté
kotouce:

&+ ol + otz =g, (1,6)
j -+ o1+ gy =0,
: TR 3 y 2 EI
kde @,, @, jsou prisludné funkce —- » ve sméru os , y a w; = 48 — .
21, ml}

Vzhledem k tomu, Ze obé rovnice jsou na sobé nezavislé, mizeme obé rov-
nice vySettovati zvlasté. PonévadZz obé rovnice jsou linedrni, mtZeme pro fe-
Seni stability zabyvati se pouze homogennimi &istmi, t. j. pouze levymi
stranami rovnice (1,6):

& wgll + gus(wt)] @ =0, (1,6a)
JoF ol + o]y =0.

Obé tyto rovnice jsou diferencialni rovnice s periodicky proménnymi
koeficienty blizké typu Hillova. (Hillovymi rovnicemi by byly rovnice (1,6a),
kdyby obé periodické funkce g (wt) a @, (wt) byly sudymi funkcemi.)

Zavedeme-li substituci:

wt =1,
dostanou rovnice (1,6a) tvar:

wz
x" 4 -*% {14+ @ulr)]e =0,
w
. (1,6b)
v, O
v+ 20 +e@ly=0,

kde funkce ¢,(7), ¢,(r) maji periodu 2.
Na zakladé Floquetovy vty (viz na pt. [4], str. 197) maji diferencidlni rov-
nice s periodicky proménnymi koeficienty alespoli jedno feleni tvaru:

x(r) = ¢"f(z), y(r) = F(2), (L7)

kde f(r) a F(r) jsou periodické funkce 7 s periodou 27 a u,, i, jsou charakte-
ristické exponenty, které jsou obecné komplexni éisla.
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Pro ¢,(r) = 0, ¢,(7) = 0 prejdou funkece f(z) a F(r) v konstanty a rovnice
(1,7) dostanou zndmy tvar pro rovnice a konstantnimi koeficienty:

z(t) = Cye"", y(r) = C,e™, (1,7a)
kde C,, C; jsou konstanty.

V diisledku Hauptovych vét (viz na pr. [5]) budou partikularni fefeni rovnic
(1,6b) s periodou 27 a 4z hrani¢nimi mezi feSenimi stabilnimi a labilnimi.

Ponévadi charakteristické exponenty téchto Feleni budou u = in, n =
=0,1,2,... (viz [56]), budou hraniéni partikularni fefeni miti tvar:

2(r) = ™ Hz), y(r) = """ F(1). (1,7b)
Pro ¢,(1) = 0, ¢,(r) = 0 dostanou tato fefeni fvar: | -
x(r) = Ce¥"", y(r) = Ce¥™" . (1,7¢)
Budou tedy hranice labilnich oblasti vychazeti z bodl ~

2
Qo 1pe

w?

Lze tedy odekavati poruchy stability v okoli hodnot o
— (n=1,2,3,..) s
w*n(”)O' - H I R (18)
Rozvedme si funkce ¢,(r) a ¢,(r) ve Fourierovy tfady:

Pe = > A, cos(nt — An) >
o (1,9)
p — z B, cos(nt — ) .
n-=0

PouZijeme-li jiz odvozenych p¥ibliZnych vzorct pro hranice labilnich ob-
lasti (viz [5], kap. VIIL, bod 6), dostaneme tyto rovnice pro hranice n-té oblasti:

wh L Wl 7
G (4, 1 34,
. ) (1,10)
Wy P Wy
;}% = i — 'm‘; (By £+ 3B.) -
Odtud pro mezni » dostaneme:
2 , _ .
ofs = 7 ool 1+ 4, T 14,
(1,10a)
. 2 e
s = w, /1T +B,F 3B, .
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V piipads, Ze bychom uvazovali vnéjsi tlumeni piisobiei na kotoué, které
budeme povaZovati za piimo Gmérné rychlosti, dostaneme tyto pohybové
rovnice:

& - 208 + ax[l + ga(wt)] 2 =0,

. 2 1,11
i+ 200 + 01 + gty =0, (L)
resp. substituel wf = 1: .
., 20 wg
S 2L+ @@]e =0,
(1,11a)

26 w?
O b YL _ .
A S A e [I+ pn)]y = 0.

Pouzijeme-li obdobné ptiblizné vzorce pro hranice labilnich oblasti tlumené
soustavy (viz [5], kap. VIII, 8), dostaneme:

[ g g 4 47&262032)
w2 w? 7 (09 """""" ' (1.12)
wy L, wl . 4n2dar?
i nt — pr (Bu i@ VB71 Tat )
Dosadime-li ve vyraze pod odmocninou
2
% e 1p2
w? s
dostaneme po Gpravé pro mezni w priblizné vztahy:
2 o
w,‘*}-;—-wo 1+A0?F A2~—16—,
/ R ‘_’ (1,12a)
2 / 52
u)*",;—wo]/lJT—B + o —[ By — 16 — .
1.2 n 0 2 ‘Uo
Z téchto rovnic pak dostaneme tyto postadujici podminky stability:
44 44
=4, .._‘_ > |B,| . (1,13)
Wy

Vzhledem k tomu, ze hodnota » nepievysi prakticky hodnotu $irky loziska
L (%, < 4L, », < }L) mbZeme na zakladé rozvoju (1,9) udiniti hruby odhad:

‘3L 3L

B 7 [N o7 (B, . (1,14)

“~“0

Pouzijeme-li nerovnosti (1,14), miizeme postacujici podminku stability téz

psat ve tvaru:

0 3L
>

wy ) 1,

(1,15)

Z podminky (1,15) plyne, Ze pro malé tlumeni, kratky hiidel a Siroks lo-
Ziska miuzZe vzniknouti porucha stability chodu rotoru. Amplituda vzniklych
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kmith nemusi oviem s dasem trvale nariistat, ale vlivem malych nelinearnich
&lenti, které nebyly uvaZzovany, miZe po urdité dobé a pti uréité amplitudé
kmitt nastat staciondrni stav. Presto vSak kmitdni, které byva zpravidla
o znané amplitudé, miZe znamenat vaznou poruchu pii trvalém provozu
soustroji. '

Dalsim ‘vysledkem této Casti je urCeni poloh téchto nestabilnich oblasti.
Prvni a nejdirsi oblast je (viz rovnice (1,12a) pron = 1), je-li v — 2w, t. j.
pii otadkach ptiblizné dvojnasobnych nez jsou otacky kritické.

Primérnd frekvence kmith na hranici téchto labilnich oblasti bude w,.
Tento fakt je podrobné vysvétlen v knize [5]. Mezni ¥efeni maji sice perioda
2n

4;
— a —1 , pseudoperioda, t. j. doba mezi dvéma vykmity na stejnou stranu
w

o VTP id
od rovnovainé polohy je viak pfiblizné — .
nw

2. Vliv kluznyeh loZisek a prithybu h¥idele na pohyb rotoru

UvaZujme opét tyz rotor jako v predeslé dasti, t. j. rotor s jednim kotoudem
uprostfed hiidele. Budeme piledpokladat, Ze téZisté kotoude nesouhlasi se
stiedem htidele, t. j. téZisté je vzdaleno o hodnotu ¢ od osy hiidele, kterou
v této c¢asti nebudeme jiz pfedpokladat za geometricky zakiivenou.

Jak jsme jiz vyloZili v prvé &asti, je hodnota posunuti reakce » Gtmérna
dhlu odklonu osy ¢epu . Uhly odklonu epu ve vertikilni a horizontdlni
roving jsou ptimo umérné vychylkdm stfedu kotoude x & y:

) 3 3
Oy :"'—l_(x"i_xﬂ): ‘)T:Ty: (2:]-)

kde =z, je staticky prihyb htidele (xo = oq) .

Budeme-li predpokladat, Ze hodnota x je linearni funkei dhlu odklonu ¢epu
«, muzeme potom pro tuhost ¢ odvoditi obdobny vztah jako v Casti prvé
[viz rovnice (1,5)]:

¢ == 4881 — (1 o xooc) . - (22

Pak piisluiné tuhosti ve sméru osy « a y budou:

o, = 48 2L El (1 + = xmzx,y) = 48H1 71; [ (;’;gw (@, + a:)]
(2,2a)
.EI 9,{0?]
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Za pfedpokladu, Ze tdhlova frekvence otddeni hiidele » je konstantni,
dostaneme po tpravé pro pohyb stiedu kotoude tyto diferencidlni rovnice
pohybu, budeme-li uvaZovati jedt¢ linedrni tlumeni: g

&+ 202 + wi(l -+ ¢ + ¢12) ¢ = ew? cos wt + g, (2,3)
i+ 209 + Wil 4 4.) y = ew® sin ot ,
kde konstanty wg, 0 jsou tyté# jako v prvé dsti a konstanty gy, ¢, ¢, jsou dény

rovnicemi:
930e T 93¢0, 3oy

L T R (2.33)

Ponévadz obé diferencidlni rovnice (2,3) jsou na sobé nezavislé, miZeme
kazdou z rovnic Fesiti samostatné. Provedeme si Fefeni prvé rovnice; feseni
druhé rovnice bude obdobné. Nejprve budeme hledati periodické fegeni s pe-

. 27 Cu . . , , . .
riodou —, t. j. Fefeni s frekvenct budiei sily, ktera vznika vlivem nedoko-
w

nalého vyvazeni rotoru.
K fefeni pouZijeme Poincarého metodu rozvoje podle malého parametru.
Jako maly parametr zvolme si ¢,."

Reseni prvé rovnice (2,3) budeme potom hledati ve tvaru:

a(t) = 2O(t) + a(t) + qadt) + ..., (2,4)
které pro malé ¢, konverguje.

Dosadime-li (2,4) do prvé rovnice (2,3) a porovname-li ¢leny u stejnych
mocenin q,, dostaneme diferencidlni rovnice pro postupné urdeni funkei z(t)
(k=0,1,2,..). '

Prva diferencialni rovnice je:

EO - 2089 + (1 -+ qy) 20 = ew? cos wt + g . (2,5)
Reseni této diferencialni rovnice obdrzime ve tvaru:
20(t) = e~ M, cos 2t -+ Nysin ) + WA, cos wt + OB, sin wt +
g
+ et 276
kde:

Q= ]/a)g(l + ) — & , 8y = woyrﬂgz

1
Od, = 0¥ D} — 0f), OB, = 2edad,
1 1

A; = (825 — w?)? 4 46%0% .
M,, N, jsou konstanty dané poldtednimi podminkami. Vzhledem k tomu, Ze
hleddme periodické refeni, musi platit: ~

My=N,=0.
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Za druhé diferencidlni rovnice:

2
D 4 206D 4 QD = — (aO) = ?24 z‘)’& (A, cos wt + OB, sin mt) —

— H®42 4 OB 204 (OB, sin 20t + (VA2 — ©OB}) cos 2wt], (2,7)
mizeme urdit funkei x(M(f).
Resent rovnice (2,7) je:
2V (t) = e~ 8{(M, cos 2t + N, sin ) — VA, — DA, cos wt —
— MB; sin wf — WA, cos 2wt — VB, sin 2wt . (2,8)
Z podminky periodicity feseni plyne, e M, = N, = 0. Koeficienty V4,
WB;, (k= 0,1, 2) jsou tvaru:

w4, -'“ZJr 1 (<0>A§+‘°’B§)=~1~2(£ _.}Aﬁzﬁ‘f),

08 2072

o2 A B
29 “’)A (.Qz — w?) — 2(“)B {9Bdw 2gem?
M4, = A = Qg‘j% [(£22 — w?)? — 46°w?] ,
. 29 OB(Q — o) + 294,00 8gew? "
@ Lm0 Sgew” 2 _ 2
B =1 A, YT bl — o),

W4, = 5——} [(©A42 — OB2)(Q2 — do?) — 80w OA,OB,] =
\ ,

2wt

= g, (1025 — 0 — 4900} — o) — 1600} — o)}

1
WB, = - [VAOB(Q — 40?) + 20(04] — OBY)] =
2

2
= ZZAO) (2% — 0?)(Q2 — 40?) + (£ — ) — 450},

kde 4, = (£i — 40*)? -+ 16522
Dalsim postupem miZeme pak vypoéitati dalsi funkee. Zcela obdobnym
postupem muzeme vypotitat libovolny potet funkei y®™(t) (K =0,1,2,...).
Periodické feseni rovnic (2,3) miizeme potom psat ve tvaru:

©
= Z X, cos(nwt — f,),
n=0

(2,9)
Z Y, cos(nwt — ya)

70

kde koeficienty X,, Y, a fazové dhly f§,, v, jsou funkeemi w, wy, ¢y, 41, & ¢o.

Zabyvejme se stabilitou tohoto periodického Fefeni. Pouzijeme-li definice
stability podle Ljapunova a dosadime-li za « a ¥:

x = x(t) + & = ZX,, cos{nwt — f,) + &,

(2,10)
y=y{t) +n=27Y,cos(nwt —y.) +n,

-0
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dostaneme diferencialni rovnice rugivého pohybu, kde £ a % jsou soufadnicemi
poruch:

E+ 206 + (1 + ) € + qu(20(8) § + )] =0,

) S ,A (2.11)
n -+ 26m + woln + (2@ n + 73] =0.

Vzhledem k tomu, %e funkee x(t), y(¢) jsou periodické funkce Gasu s periodou
:

z: , jsou rovnice (2,11) nelinearni diferencidlni rovnice s periodicky promén-
nymi koeficienty. Obé rovnice jsou na sob& nezdvislé, takze je mizeme Tesiti
zylagt.

Na zdkladé Ljapunovovy véty (viz na p¥. [4], str. 263) o FeSeni stability
pomocei prvého priblizeni, dostaneme spravné feseni stability pomoci prvého
piiblizenf, pokud se nejednd o tak zv. , kriticky ptipad®, t. j. pokud moduly
véech kofent charakteristické rovnice jsou men&i neZ jedna, resp. pokud
charakteristické exponenty p¥islu§né kofentm charakteristické rovnice maji
realné éasti zaporns.

'~ Mizeme tedy postupovati obdobné jako v prvé tasti. Zavedeme-li substi-
tuci wt = v, dostaneme linearisaci rovnic (2,11) tyto diferencialni rovnice:

s”+—s +“’°LH g + 20, 2(x)] & = 0,
(2,11a)
n" + n+ °[1+2qzy()]77:0-

Obdobné jako v prvé ¢asti dostaneme pro hranice labilnich oblasti rovnice

¥, i—n—wol/l + a0+ X, 2, F Vg-(X ), 2.

n

wx . 2 JPN M 5
off = ol 1+ 3T, Jo 2o, T HGYAY, 2, — 16;20

Odtud pak pro postadujici podminky stability:

) 86
80 2 — i(Y”)m ‘:gw“\ , (m=1,2,3,.). (2,12a)

wy

‘. . Y s 11, . 27
Z vy$e uvedeného rozboru plyne, ze periodicky pohyb s periodou — ne-
«)

musi byt stabilni, zejména pro malé hodnoty §. DokidZeme v daldim, Ze je
2n . 1o s
mo’ny periodicky pohyb s jinou periodou nez - . Z theorie nelinearnich
' 1)
kmitit je zndmo, %e pro malé hodnoty tlumeni mohou vzniknouti kmity s pe-

riodou 2™ (n = 2,3, ...} (viz na p¥. [5]).
w



Piepiime si nyni rovnice (2,3) tak, Ze spojime éleny obsahujici 6, ¢,, ¢, a
vytknéme maly parametr 9.
Dostaneme pak po tiprave:

%+ mo( + go) x = — F(26,% - @2%) + ew?cos wl + g, (2,13)
j -+ oly = — 26,9 + Qu%) + e0? sin wit ,
kde 98, = 0, 9Q, = g0, 9Q, = qyw; . '
Pongvadz obé rovnice (2,13) jsou na sobé nezavislé a obdobné, budeme se
zabyvati pouze Fefenim prvé rovnice.
Dosadme za

w?

25 = wi(l + qo) = W +9Q, (n=2, 3, .. (2,14)
do prvé rovnice (2,13).
Dostaneme tak rovniei: 3
2
i 4 ;’:—2 x = — H20,& + Qu + Qa2) + ew?coswt + g .  (2,13a)

Predpoklidejme fefeni ve tvaru: ' -

x(t) = xO(t) + dM(E) + Pa®(E) + ..., (2,15)

které pro malé ¥ konverguje.
Dosadime-li (2,15) do (2,13a) a porovname-li koeficienty u ste]nych mocnin
#, dostaneme tyto dlferencmlm rovnice: -

£ + x“‘) = egw?cos wt + ¢,
£ 4 72 D — — [28,50 - Qu¥ + QO] (2,16)

. w? -
E® e 2@ = — (20,&V + QuM + 20,2 V2™) ,

Z téchto rovnic pak muZeme postupné uréit libovolny podet funkei a®)(f)
(k=0,1,2,...).
Reseni prvé rovnice (2,16) je:

2
2Oty = M, cos—;;i t+ N, sin%’t + cos wt - % .27

£w?
2
(9) — w?
n
Druh4d rovnice bude potom tvaru (dosadime-li za x(%(t)):
2 2
AL %x‘l) = — 1260%2 — Mosin%t + N, cos % t —F)Ezw—‘—gsin wt] +
—} — w
l ")
"
+ Q| M, co<—t+N sm~t—,~ wew —~008wt—|—% -+
) 2
W
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o ‘
+ @ [’%(1‘42 + N2y + iwoNosinT/j_)t + H(ME — N?2) cos%t n

c?

2 2 g
o\ (1 4 cos 2wt) + M, _wgr—— (cos(% + a)) i+
2 — w2 w
(" N |
2
-}~ cos (% - w) t) -+ N, (&)—)%L; (sin (% + a)) t -+ sin (%: — w) t) -+
—| —w

+

LO| =

¥

2,

g*nt
w*

ew?

. :
+ 2 g% (]VIO cos ¢ + N, sin™ ¢ + g cos wt
I} 1 ) (ﬂ) o2
‘ 7

Ponévad? hleddme periodické feseni, musi byti koeficienty na pravé strang

+

: e » . W
Tovnice u dlentt cos%—t a sin %t rovny nule.

Pron + 2 (n= 3,4, 5,...) budou tedy platit rovnice:

(Q—;—QQI )MO+260 Ny,=0,
e (2,18)
- 20, +(Q+"Q1 )No——o
Pongvadi determinant této soustavy homogennich rovnic je od nuly rizny,
musi platit M, = N, = 0.
Pro n = 2 budou platit rovnice:

[Q + 4Q1 (% 7 %8)] MO + aOU)N() =0 »
(2,19)
— Sy M, + [Q -+ 40, (%% 4+ %L‘):I N,=70.

Pro netrivialni fefeni (M, += N, & 0) musi se determinant soustavy rovnat
nule:

2
- (Q + 864 _gz) - EE Q16 + Bp? = 0. (2,20)

Dosadime-li za @ z rovnice (2,14) a vyd&lime-li rovnici wi, budou vsechny
{leny rovnice (2,20) bezrozmeérné.
Zavedeme-li oznadeni:

wo b (U() 77 s ?/u a)g ’ ( )
dostaneme:
1,2 g1 %16 2.9 2. 3 .
14¢y— 27 +x8?yo — g gie 4- D2 = 0. (2,22)
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Ponévadz plati:
q1<1> y()“/<\17 D2<\;1> 6<1= q0<1:
bude rovnice (2,22) pFiblizné:
1 —12=0, t.j. =2 mnebo w=2w,. (2,22a)
Lze tedy fici, Ze ptiblizné pii dvojnisobnych otdckich ne# jsou otacky
kritické mohou vzniknouti kmity s poloviéni frekvenci, nez kterd by odpovi-
dala frekvenci otadeni hiidele.
Kdybychom vzali v dvahu dalsi rovnice (2,16), dokézali bychom moZnost

. . . 2n . . ‘
vzniku kmitd s periodou -~ & (n = 3, 4, ...). Tyto viak maji mnohem men-
w

§1 vyznam vzhledem k tomu, Ze se projevi ve funkeich 2¥(¢) a vy&ich élend,
které jsou nasobeny kvadritem malého parametru ¢ a jeho vy&$imi mocni-
nami.

3. Dodatek

V prvé Gasti jsme predpokladali, Ze hodnota vystiednosti stfedu éepu e
uprostied loziska je konstantni. Provedme nyni zhodnoceni tohoto ptedpo-
kladu.

Necht e, je vystiednost stiedu Sepu v piipadé, Ze osa Cepu je rovnobéina
s osou loziska. Budeme-li pro jednoduchost predpokladat, Ze nenastane axi-
alni prutok oleje loZiskem, bude pro zatiZeni éepu silou P platit:

x| o)1

P=xn( ), (3.1)
3

kde K = 6y (—R~:—1~)§ (n — soudinitel dynamické vazkosti). Funkce F (R éi 7‘)

je monotonné rostouci funkei (viz [1], [2]).
Vlivem ohnuti hiidele a vlastniho prihybu hiidele pak v mist¢ vzdaleném
o hodnotu s (viz obr. 5) od stiedu loziska bude vystfednost:

e = e, + [x(cos wt — ¢,) + x, co8 ] 8 = e, + ax(t) s, - (3,2)
kde e, je vystiednost ve stfedu loziska, ¢, je thel, ktery svira vektor e, s verti-
kalni rovinou, jdouel osou loziska.

Rovnice pro silu P bude miti tvar:

, . .
il ) .

Porovnanim rovnic (3,1) a (3,3) obdrzime:
+3iL

. F (Rei";«) = %IF (T{_i__ ;) ds . ' (3.4)
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;
Rozvineme-li funkei £ (]%ﬁ) v Taylorovu fadu v okoli hodnoty Rﬁi”fr ,

< n e, \[a)ys|” .
r (R — ) nz n! frn (_y)[g — 7,] ; (3,5)

. Y e,
kde #® oznabuje n-tou derivaci podle R—»-——r .

dostaneme:

o s l N . ’
e '
’:F S ‘ N L:T —
’ L& E
| A—
] I
Obr. 5 Obr. 6

Dosadime-li rozvoj (3,5) do rovnice (3,4), dostaneme:

e | < 1 I ORZ .
e e [Z(Rw)] g )(T—7)} e

Z této rovnice plyne jednak, Ze pro vétsi hodnoty .

80> €s

27
. Rovnéz
(6]

a jednak, Ze hodnota e, bude periodickou funkei ¢asu s periodou

bychom mohli odvoditi, Ze i hodnota ¢, je periodickou funkei éasu.
Obé funkece e,, p, miZeme si vyjadiiti ve formé trigonometrickych fad.
Vedle absolutnich ¢lentt budou jesté vyrazné prvé dvé harmonické slozky
7

. 2n
8 periodou — a - .
w w

Predpokliadejme pro jednoduchost, Ze rotor je Uplné symetricky k pilici
roviné kolmé na osu hiidele, t. j., Ze je i symetrickd deformace hiidele. Mizeme
tak cely piipad vySetfovati jako rovinny. Zvolme si pevny soufadny systém
%, y s podatkem na ose lozisek O (viz obr. 6). Potdtkem S v pramétu spojnice
sttedt Gepu v pilicich rovinidch obou loZisek poloime si soufadny systém
&, s osami rovnobéinymi se systémem x, y. .

V prvé asti jsme si pohyb tézisté rotoru 7' vyjadrili v soufadném systému
s poctatkem ve stiedu Gepu uprostfed loziska (na obr. 6 S), tedy podle nového
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7z vz

oznadeni v soutadnicich £ a 7. V prvé édsti viak soutadny systém &, n vzhledem
k pfedpokladu ¢, = konst byl systémem pevnym. -

Ponévadz, jak jsme dokazali, jsou hodnoty e; @, periodickymi funkcemi
¢asu, kond systém &, viéi pevnému soufadnému systému relativni pohyb,
vyjad¥eny soufadnicemi x,, y,.

Pohybové rovnice (1,6) dostanou tak tvar:

&+ wp[l + gulet)]a =g + o[l + py(ot)] ,
i+ wgll + @y(wh)] y = wo[l + y(wh)] y; .

Kdybychom povazovali z, a y, za pevné dané (mesmime zapomenout, Ze
hodnota e, v rovnici (3,2) byla uréena pouze ze statické (vahy), 1isi se rovnice
(3,6) od rovnice (1,6) o dalsi rudivé funkce na pravych stranich rovnice (3,6).
Spravny postup by v3ak byl, abychom fegili rovnice:

&+ o[l + golot)] (x — @) =g,

4+ wg[l + %(Wt)] (:y - yb) =0, (3,7)
c(x — x;) = P, cos @, + P, sin g, ,

ey —y,) = P,singp, — P, cos g, ,

(3,6)

kde ¢ je tuhost hiidele a P,, P, jsou radiadlni a tangencidlni sloika reakce
nosné mazaci vrstvy obou lozisek (viz [1], [2]). i

Poznimka: Funkee
Pe = Po(esa ésy (Pe) > ng == Pq’i(em és7 (ps) 3

bychom museli urCovati rovnéz integraci podél sitky loziska (od — 1L do
+ $L) z funkei P,, P,: '

Y +3L
. 1 [ . . 1
Pe(es: éss (Ps) - ffPe(ea é: q)) dS » Pq;(esz 60 ‘Pé) - ffp,,,(e, é, (p) dS .
—3L — 3L

Dosadime-li za z, a ¥, z rovnic
X, =€, 008 Q,, Y, = e, sin g,

do rovnic (3,6), budou rusivé funkce na pravé strand miti vedle absolutnich
Slent piedevdim dvé vyraznéjsi harmonické slozky s periodou % a .
: : : )
Z toho muizeme jiz udiniti zavér, ze vliv nekonstantnich z,, ¥, vyvola vynucené
kmity s vreholy amplitud jednak pro w == w, a jednak pro w == tew,.

Kdybychom pouzili rovnie (3,7), mohli bychom piesnsdji vyjadiiti vliv de-
formovaného hiidele i pro ptipad nestabilni rovnovahy tepu v lozisku. Vypodet
viak, i kdy% by se mohl provésti pouze piiblizng, by byl znaéng pracny. Rov-
nice (3,7) jsou podobné pohybovym rovnicim, které byly feSeny v pracich
{1], [2] a 1i&i se pouze o funkee g (wt), @, (wt).
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Vysledky obou 8dsti mizeme shrnouti do tohoto zévéru: Je-li hidel rotoru
zakfiven (ohnut), pak mbZe predeviim pii otackach piiblizné dvojnisobnych
nez jsou otacky kritické vzniknouti porucha, projevujici se bud piimo ne-
stabilitou nebo nadmérnym vzristem amplitud kmitdni rotoru. Theoreticky

2 e 1 iy ;
muze vzniknouti porucha pifi " nasobku kritickych otacek (n =1, 2,3, ...).

Aviak pro n = 3, 5,6, ... budou poruchy jiz méné vyznamné. Pro n = 2
projevi se vliv ohnuti hiidele zesilenim resonance vlivem nevyvazenosti rotoru.
Pro n = 4 mohou vzniknouti kmity predevsim v dusledku pohybu. stfedu
tepu, jak bylo vysvétleno v dodatku. Porucha pfi dvojnasobnych kritickych
otéckach projevi se kmity rotoru o frekvenci priblizné rovné kritické frekvenei
rotoru.

V ptipadé nevyvizeného rotoru s rovnym hiidelem budou miti vynucené

. . 27 v 4 . ver1sy |
kmity rotoru s periodou — resonandni vrcholy amplitud ptibliZné pfi P
w

nidsobkn kritickych otdfek (n = 1,2, ...). S rostoucim n viak vyska téchto
vrcholtt bude rychle klesati. Vzhledem k nelinedrnimu vlivu prohnuti htidele
mohou vzniknouti kmity pfi # ndsobnych (n = 2, 3, 4, ...) otddkach vzhledem
k otadkdm kritickym s frekvenci vlastnich kmité rotoru. Prakticky vyznam
viak budou miti kmity pfi dvojndsobku kritickych otddek. v

Z téchto uzdvéra plynou piedeviim tyto pozadavky na konstrukei:

" a) Posunouti rozsah provoznich otddek mimo oblast dvojnasobnych kri-
tickych otadek, a to pokud mo#no pod dvojndsobek téchto otatek. (Nad dvoj-
nasobnymi kritickymi otdckami mohly by vzniknouti samobuzené kmity
rotoru, pokud bychom neuéinili preventivni opatfeni; viz [1] a [2].)

b) Zkratit pokud moZno §ifky loziskovych panvi.

Charakteristickym rysem poruchy tohoto druhu je, Ze se vyskytuje prede-
v&im p¥i dvojnasobnych kritickych otédckach a frekvence kmith rotoru na roz-
dil od poruchy vlivem samobuzenych kmiti rotoru (viz [1] a [2]) je soudélna
8 frekvexici otacek hiidele.
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PeswoMme

BJIUAHUE OTHJOHEHMS OCENA HIMIIOB OT OCH
MONMUNHNKOB HA OBUWHHEHUE N YCTONYUBOCTDL
POTOPOB

AJIENT TOHJIJL (Aleg Tondl)
(Mocrynuno B pegaxuuo 17/X 1955 r.)

HNannag paGora racaercs HWecJeJOBAHMA BIMAHUS OTKIOHCHUA OCeil MHUIOR
B HOAMMIIHAKAX MACJICHHOTO CKOJILIKGHUA HA JBHIKCGHHC POTOPA.

ITeppad yacTh HOCBALICHA KAYECTBEHEOMY MUCCJICIOBAHUIO JAHHOTO BIIHAHMS
B TeX ¢JAydYasx, KOTIa BaJ poropa AeOPMEpPOBAH, H3OITYT, XOTA ¥ caM 1o cebe
ABJIAETCS B COBEPIDCHCTBE ¢OAJIaHCHPOBAHHEIM,

Bo nropoit wacTn paccmarpmBaercda dTO BIHSHUE, OCYUECTBIAIONIEECT KOIMA
OTHKJIOHCHMEC ocell IUIIOB 61:113{1(-,‘-'[ BBI3BAHO M3TMOHBIMIL I{OHBﬁﬂHHﬂMI{ Hocﬁa—
JIAHCHPOBAHNOIO POTUpA.

B pesyuprare 9TMX BAHAHHN uMeeTcA BO3MOIKHOCTH HapyMIeHHH ycTOHYH-
2
BOCTH B — (n — 1, 2, 3) pasa Gonpmux ofoporax, yeM 000POTH KPHTUUECKYC.

Bo propom cnyuac eime cyuecTByeT BO3MOKHOCTH BOSHHKHOBeHma cylrapmo-
HRYECKOr'0 pesoHalca, IPHYEM Ipexje Beero upm 060porax ABYXKPATHBIX
B CPABHEHMH ¢ KPUTHYECKUMI.

Summary

THE.INFLUENCE OF THE SLOPE OF JOURNAL AXES
FROM BEARING AXIS ON THE MOTION AND STABILITY
OF ROTORS

ALES TONDL
(Received October 17, 1955.)

This paper deals with the investigation of the influence of the slope of jour-
nal axes in journal bearings on the motion of the rotor.

The first part is devoted to the qualitative evaluation of this effect for the
case, when the journals of the rotor have certain initial deformations, even
though the rotor itself is well balanced.

In the second part the same effect is studied, the slope of journal axes being
produced as a consequence of whirling vibration of an unbalanced rotor.

It is stated, that these effects can give rise to stability disturbances when
the shaft rotates at 2/n (n == 1,2, 3, ...) multiple of critical whirling speed.
In the second case subharmonical resonance can oceur, first of all at 2-multiple
of critical speed.
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