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MONOIDWERTIGE INTEGRALE
WOLFGANG J. MARIK, Dortmund

(Eingegangen am 20. Juli 1983, in iiberarbeiteter Form am 14. August 1985)

Zusammenfassung. Gegeben sind eine nicht-leere Menge M, ein Ring £ auf M,
ein uniformer Raum G, mit einem ausgezeichneten Punkt, ein topologisches abelsches
Monoid G,, ein Hausdorffsches vollstindiges uniformes abelsches Monoid G, eine
in der zweiten Komponente sowohl stetige als auch homomorphe Abbildung von
G, x G, in G; und ein G,-wertiges (additives 0-treues) MaB auf £, das lokal von
endlicher Semivariation ist. In Verallgemeinerung des Bartle-Integrals [1] nennen
wir eine Abbildung f von M in G, (erweitert-)integrierbar, wenn es ein Netz einfacher
Abbildungen von M in G, gibt, das im Mittel Cauchy ist und (lokal) nach MaB
gegen f konvergiert. v

Wir beweisen Versionen der iiblichen Konvergenzsitze der Integrationstheorie,
insbesondere des Vitalischen Konvergenzsatzes und der Lebesgueschen Sitze von
der dominierten und der beschrinkten Konvergenz, und zeigen, daB die (lokale)
Definitheit des MaBes fiir die Umkehrung des Vitalischen Konvergenzsatzes hin-
reichend und im Gruppenfall auch notwending ist. Wir untersuchen die Besonder-
heiten des Gruppen- und des Vektorraumfalls und zeigen, daB Bartle-Integrier-
barkeit zwar hinreichend, aber nicht notwendig fiir Integrierbarkeit ist. Die stetige
Fortsetzung eines MaBes, die Summe summierbarer Familien und der Limes kon-
vergenter Netze ergeben sich als einfache Beispiele von Integralen.

Im o-additiven Fall ersetzen wir ,,(lokal) nach MaB* durch ,,(lokal) nach s-MaB*
und erhalten so den Begriff der (erweiterten) o-Integrierbarkeit, fiir den die ganze
Theorie analog gilt. Allerdings erweist sich (erweiterte) o-Integrierbarkeit bzgl.
eines s-beschrinkten g-additiven MaBes mit Werten in einem Hausdorffschen voll-
stindigen uniformen abelschen Monoid als dquivalent mit (erweiterter) Integrier-
barkeit bzgl. seiner s-beschriankten o-additiven Fortsetzung auf den von £ erzeugten
o-Ring, falls diese lokal von endlicher Semivariation ist.

In einer abschlieBenden Anwendung zeigen wir, daB und wie sich schwache In-
tegrale (vektorwertiger Abbildungen bzgl. skalarwertiger MaBe und skalarwertiger
Abbildungen bzgl. vektorwertiger MaBe) als vektorwertige Integrale darstellen lassen.
Hier wie in den obigen Beispielen erweist sich die Verwendung von Netzen in der
Definition der (erweiterten) Integrierbarkeit als von entscheidender Bedeutung.
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1. Einfache Abbildungen und ihr Integral. Im folgenden sei M eine nicht-leere
Menge, £ ein Ring auf M, G, ein uniformer Raum mit einem ausgezeichneten
Punkt 0, G, ein topologisches abelsches Monoid mit additiv geschriebener Ver-
kniipfung, G5 ein Hausdorffsches vollstindiges uniformes abelsches Monoid!) mit
additiv geschriebener Verkniipfung, f§ eine multiplikativ geschriebene in der zweiten
Komponente sowohl stetige als auch homomorphe Abbildung von G; x G, in G3
und p ein G,-wertiges MaB (d.h. additive §-treue Mengenfunktion) auf 2.

Mit U, sei die Uniformitéit auf G, mit B, der Nullumgebungsfilter von G, und
mit U, die Uniformitit auf G, bezeichnet.

Die Mengen aus £ nennen wir die mefbaren Teilmengen von M. Eine Teilmenge 4
von M heiBt dann lokal-mefbar, wenn A n X fiir alle X € # meBbar ist; mit &,
sei die Gesamtheit aller lokal-meBbaren Teilmengen von M bezeichnet. Z,,, ist eine
Algebra auf M mit Z < %,

(1) Definition. Eine Abbildung f von M in G, heiBt einfach, wenn f(M) endlich
und f~!(x) fiir alle x € G, \ {0} meBbar ist.

Mit &(M, &, G,) — kurz & — bezeichnen wir die Gesamtheit aller einfachen Ab-
bildungen von M in G,.

(2) Definition. Sei f € & und A € #,,,. Dann heiBt

j Flui= T xuAnf7()

(M)\{0}

j fdu:= j fau
M
das Integral von f.

Fiir fe & und A € #,,, haben wir Af € £?) und

J. Afdu =J’ fdu fiiralle BE & »
B BnA

JAfdu:J. fdu.
4

Ferner ist fiir f € & die Abbildung
.%,okaXHJ fdueG;,
b's

das Integral von f iiber A und

insbesondere

ein G;-wertiges MaB auf #,,,. Wir bezeichnen dieses MaB mit u; und nennen es das
zu f gehdrige unbestimmte Integral.

1y Ein uniformes Monoid ist ein mit einer Uniformitit versehenes Monoid mit gleichmiBig
stetiger Verkniipfung.

2) Fiir eine Teilmenge 4 von M und eine Abbildung f von M in G, bezeichnen wir mit Af
diejenige Abbildung von M in Gy, die jedem s € 4 f(s5) und jedem s € M \ 4 0 zuordnet.
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(3) Definition. Sei (fi)ier ein Netz®) in € und fe &. Dann heiBt (fi)ier im Mittel
konvergent gegen f — in Zeichen f; =; . f — bzw. im Mittel Cauchy, wenn
(f1)ier konvergent gegen f bzw. Cauchy bzgl. der von der Abbildung

&3 g p,€ Gk #)

auf & erzeugten initialen Uniformitit ist, wobei auf GZFiek die Uniformitit der gleich-
miBigen Konvergenz gegeben ist. Wir nennen daher diese initiale Uniformitit bzw.
die zugehorige Topologie die Uniformitdt bzw. die Topologie der Konvergenz im
Mittel auf &.

Man sieht leicht, daB die Uniformitdt der Konvergenz im Mittel auf & gleich der
von der Abbildung

E3f > u R eGT

auf & erzeugten initialen Uniformitit ist, wobei auf G2 die Uniformitit der gleich-
maBigen Konvergenz gegeben ist.

Ebenso leicht sieht man, daB die Abbildungen

gafHJ. fdﬂEG3, Ae'%lok3
A

und
é@afHAfeg, AE.@lok,

bzgl. der Uniformitét der Konvergenz im Mittel auf & gleichmiBig stetig sind.

2. Konvergenz nach MaB8 und Konvergenz lokal nach MaB.

(4) Definition. Sei V, = G,. Dann heiBt eine Teilmenge A von M eine V,-Menge,
wenn es ein B € Z gibt, so daB 4 = B und u(C) € ¥, fiir alle meBbaren Teilmengen C
von B gilt, und eine lokale V,-Menge, wenn A n X fiir alle X € & eine V,-Menge ist.

(5 Satz. {{(f, 9) € GY x GY:{(f, g) ¢ U,} °)istV,-Menge}: U, € U, undV, € B,}
ist Basis einer Uniformitdt auf GY.
Der Beweis dieses Satzes ist trivial.

(6) Definition. Sei (f;);; ein Netz in G}’ und f € GY'. Dann heiBt (f);r nach Mag
konvergent gegen f — in Zeichen f; -, . f — bzw. nach Maf Cauchy, wenn
(f:)ia konvergent gegen f bzw. Cauchy bzgl. der Uniformitit aus Satz (5) ist. Wir
nennen daher diese Uniformitit bzw. die zugehdrige Topologie die Uniformitdt
bzw. die Topologie der Konvergenz nach Map.

3) Ein Netz in der Menge X ist eine nicht-leere Familie von Elementen von X, deren Index-
menge mit einer nach oben gerichteten Ordnung < versehen ist.

4) Mit YX bezeichnen wir die Gesamtheit aller Abbildungen der Menge X in die Menge Y.

%) Wir schreiben {(f,9) ¢ U;} abkiirzend fiir {se M: (f(s), 9(s)) ¢ U;}. Ahnliche Schreib-
weisen sind analog zu verstehen.
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(7) Definition. Sei (fi)ir ein Netz in G und fe GY. Dann heiBt (f)).r lokal
nach Map konvergent gegen f — in Zeichen f; =, ,m.f — bzw. lokal nach Map
Cauchy, wenn (f;);r konvergent gegen f bzw. Cauchy bzgl. der von der Familie der
Abbildungen

Giagr—AgeGY, AeX,

auf G¥ erzeugten initialen Uniformitit ist, wobei auf G}f die Uniformitit der Kon-
vergenz nach MaB gegeben ist. Wir nennen daher diese initiale Uniformitit bzw. die
zugehorige Topologie die Uniformitit bzw. die Topologie der Konvergenz lokal
nach Map.

Auf GY ist die Uniformitat der gleichmiBigen Konvergenz feiner als die Uni-
formitat der Konvergenz nach MaB, die wiederum feiner als die Uniformitit der
Konvergenz lokal nach MaB ist. Bzgl. jeder dieser drei Uniformititen sind die Ab-
bildungen

GYsfi>AfeGY, Ac M,
gleichmiBig stetig.

(8) Definition. Eine Abbildung f von M in G, heiBt mefbar, wenn sie in der
abgeschlossenen Hiille von & bzgl. der Topologie der Konvergenz nach MaB liegt,
und lokal-mepbar, wenn Xf fiir alle X € £ meBbar ist.

Mit &M, &, p, G,) — kurz § — bzw. F (M, &, 1, G,) — kurz Fo — bezeichnen
wir die Gesamtheit aller meBbaren bzw. lokal-meBbaren Abbildungen von M in G,.

Fir 4 e Z, und f e § bzw. §,, haben wir Af € §F bzw. F o

(9) Satz. Sei f e GY. Dann gilt:

(i) f ist genau dann mepbar, wenn f lokal-mefbar ist und das Netz (Af)ca®)
nach Maf gegen f konvergiert.

(ii) f ist genau dann lokal-mefbar, wenn f in der abgeschlossenen-Hiille von &
bzgl. der Topologie der Konvergenz lokal nach Map liegt.

Der Beweis dieses Satzes ist trivial.

3. Integrierbare Abbildungen und ihr Integral.

(10) Definition. Sei G ein topologisches abelsches Monoid mit additiv geschriebener
Verkniipfung und B der Nullumgebungsfilter von G. Dann heillt ein G-wertiges
MaB v auf # bzw. &, absolut-stetig, wenn es zu jedem Ve B ein V, € B, gibt, so daB
v(A) € V fiir alle meBbaren V,-Mengen bzw. lokal-meBbaren lokalen ¥,-Mengen A
gilt, und ein Netz (v;);; G-wertiger MaBe auf # bzw. &, terminal gleichmdifig
absolut-stetig, wenn es zu jedem Ve B ein io€ I und ein V, € B, gibt, so daB v,(4) eV
fiir alle i = i, und alle meBbaren V,-Mengen bzw. lokal-meBbaren lokalen V,-
Mengen A gilt.

Da die Abbildungen G,3 y+> xy € G3, x€ G4, in 0 stetig sind, ergibt sich fiir

6) Als Indexmenge eines Netzes ist # mit der Ordnung < versehen.
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f €& die absolute Stetigkeit von , und damit fiir ein Netz (f;)r in €, das im Mittel
Cauchy ist, die terminale gleichméBige absolute Stetigkeit von (ﬂft)iel-

(11) Definition. p heiBt von endlicher Semivariation auf einer Teilmenge A
von M, wenn die Abbildung

{feé”:Af=f}afl—>J’fdueG3

bzgl. der Uniformitit der gleichmaBigen Konvergenz auf {fe &: Af = f} gleich-
méaBig stetig ist, lokal von endlicher Semivariation, wenn u von endlicher Semi-
variation auf jedem A€Z ist, und von endlicher Semivariation, wenn u von endlicher
Semivariation auf M ist.

uist genau dann von endlicher Semivariation auf einer Teilmenge A von M, wenn
auf {fe&: Af = f}. die Uniformitit der gleichmaBigen Konvergenz feiner als die
Uniformitdt der Konvergenz im Mittel ist. u ist genau dann von endlicher Semivaria-
tion auf einer lokal-meBbaren Teilmenge A von M, wenn die Abbildung

é"afr—»f fdue Gy
A

bzgl. der Uniformitat der gleichmaBigen Konvergenz auf & gleichmaBig stetig ist.
Von nun an sei u lokal von endlicher Semivariation.

(12) Definition. Eine Abbildung f von M in G, heiBt integrierbar bzw. erweitert-
integrierbar, wenn es ein Netz in & gibt, das im Mittel Cauchy ist und nach MafB}
bzw. lokal nach MaB gegen f konvergiert, und lokal-integrierbar, wenn Xf fiir alle
X € Z# integrierbar ist.

Mit (M, ®, u, Gy, G3) — kurz & — bzw. L. (M, ®, p, Gy, G;) — kurz
Lerw — bzW. L1 (M, &, p, Gy, G3) — kurz £, — bezeichnen wir die Gesamtheit
aller integrierbaren bzw. erweitert-integrierbaren bzw. lokal-integrierbaren Abbildun-
gen von M in G,.

Wenn U,, B, und U; abzdhlbare Basen besitzen, dann kann man sich in der
Definition der Integrierbarkeit auf Folgen beschrinken.

Esgit § «c ¥ € Lerw © Lok

(13) Lemma. Sei fe Z.,, und A€ R, Dann gilt fiir zwei Netze (f)ir und
(gj)jE] in &, die im Mittel Cauchy sind und lokal nach Map gegen f konvergieren,

limJ’ fidu = limJ g;du.
4 4
Beweis. Es geniigt zu zeigen, daB es zu jedem U, € U5 ein iy €I und ein j,e J

gibt, so daB 4 , ;
(J‘ fidﬂ’J. gjdﬂ)eUaoUsoUs )
4 4

fiir alle i = i, und alle j = j, gilt.

7) Sei G eine Menge; dann wird fiir zwei Teilmengen 4 und Bvon G X G Ao B: = {(x, »)E
€ G X G: es existiert ein z€ G mit (x, z) € B und (2, ») € 4} gesetzt.
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Seien also Us, Uso € Uy mit Uy + Uje < Us.
Da (f;);er und (9)jes im Mittel Cauchy sind, gibt es ein i; € I und ein j, € J, so daB

(J. fidN’J fkdﬂ)EUs und (J gjdﬂ,J gldﬂ)EUs
x x x x

fiir alle i, k = iy, alle j, I = j, und alle X € £ gilt.
Wir wihlen nun €in m 2 i, und ein n 2 j, und setzen
B:=An({fu+0lu{g, +0}).

Da p von endlicher Semivariation auf B ist, gibt es ein U, € U, so daB

(j hy dﬂ,j. h, dﬂ) eUsp
B B

fir alle hy, h, € & mit (hy, h,) (M) < U, gilt.

Da (u,)ier und (&,,)jer terminal gleichmaBig absolut-stetig sind, gibt es ein i, = i,
ein j; = jo und ein V, € B,, so daB

(j' fidﬂ,j gjdﬂ)eUao
x x

fiir alle i = iy, alle j = j; und alle meBbaren V,-Mengen X gilt.
Da (Bf,)ir und (Bg;);; nach MaB gegen Bf konvergieren, gibt es ein i, =

= il
und ein j, 2 j,, so daB B {(f,,, g;,) ¢ U,} eine V,-Menge ist.
Nunmehr erhalten Wir zunichst

(j S, du,j 9 du) eU,
B B

(j Som du,j 9n d/,t) eUs;oU;.U;. QED.
4 4

(14) Definition. Sei f € Z,,,,, A € &,y und (f,);q ein Netz in &, das im Mittel
Cauchy ist und lokal nach MaB gegen f konvergiert. Dann heiBt

J fdu:= nmf fidp
A A

das Integral von f iiber A und
jfdu - j fdu
M

Fiir fe& und A€ %R,y ist das Integral von f iiber 4 im Sinne von Definition (2)
gleich dem Integral von f iiber 4 im Sinne von Definition (14).

Fiir A € Z,x und f € & bzw. Z.,, haben wir Af € & bzw. Z,,, und

J Afdu=j‘ fdp firalle Be4%,,,
B BnA

und schlieBlich

das Integral von f.
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insbesondere

J'Afd,u =Lfdu.

Ferner ist fiir f € &L, bzZW. £, die Abbildung

%loka Xl“—)Jv fd[tEG3
X
bzw.

.%aX&—»JdepeG3

ein Gs-wertiges MaB auf 2, bzw. #. Wir bezeichnen dieses MaB mit p; bzw. uy™

und nennen es das zu f gehérige unbestimmte Integral bzw. unbestimmte lokale
Integral.

(15) Definition. Sei (f}); €in Netz in Z.,, und fe Z,,,. Dann heiBt (f;)i im
Mittel konvergent gegen f — in Zeichen f; —; y. f — bzw. im Mittel Cauchy, wenn
(f:)ier konvergent gegen f bzw. Cauchy bzgl. der von der Abbildung

R 10
°?erwag’“’/‘t{]eGIilk

auf &,,, erzeugten initialen Uniformitit ist, wobei auf G#**= die Uniformitit der
gleichmaBigen Konvergenz gegeben ist. Wir nennen daher diese initiale Uniformitét
bzw. die zugehdorige Topologie die Uniformitdt bzw. die Topologie der Konvergenz
im Mittel.

Die Uniformitdt der Konvergenz im Mittel induziert auf & trivialerweise die in
Definition (3) definierte Uniformitit der Konvergenz im Mittel auf &.

Bzgl. der Topologie der Konvergenz im Mittel liegt & dicht in £, .

Bzgl. der Uniformitdt der Konvergenz im Mittel sind die Abbildungen

gerwafHJ. fd,u.GG:.;, AE'%]oka
A

und
gerwafHAfegerw’ Aeglokﬁ
gleichmaBig stetig.

(16) Definition. Sei G ein topologisches abelsches Monoid mit additiv geschriebener
Verkniipfung und 8 der Nullumgebungsfilter von G. Dann heiBt ein G-wertiges MaB3 v
auf Z bzw. &, im Unendlichen stetig, wenn es zu jedem Ve B ein A € £ gibt, so
daB v(B) e V fiir alle meBbaren bzw. lokal-meBbaren Teilmengen B von M \ 4 gilt,
und ein Netz (v;);; G-wertiger MaBe auf # bzw. %, terminal gleichmdpig im
Unendlichen stetig, wenn es zu jedem Ve B ein ipel und ein 4 € # gibt, so daB
v(B)e V fir alle i 2 i, und alle meBbaren bzw. lokal-meBbaren Teilmengen B
von M\ A gilt.

Wie man leicht sieht, ist fiir fe L.,y 4y absolut-stetig und im Unendlichen stetig
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und damit fiir ein Netz (f));ey in Lerw, das im Mittel Cauchy ist, (#y,)ie; terminal
gleichmiBig absolut-stetig und terminal gleichméBig im Unendlichen stetig.

Fiir f € Z.,,, ergibt sich mit Hilfe der Stetigkeit im Unendlichen von u,, daB das
Netz (Af) 4. im Mittel gegen f konvergiert. Hieraus erhalt man, daB die Uniformitat
der Konvergenz im Mittel gleich der von der Abbildung

e""ferwsfi_)”'_ll‘@eG‘Z?

auf Z.,, erzeugten initialen Uniformitit ist, wobei auf GZ die Uniformitit der
gleichmaBigen Konvergenz gegeben ist.

4. Konvergenzsiitze.

(17) Satz. Sei (f;)cr ein Netz in & bzw. Z.,,, und f € GY. Dann gilt:

Wenn (f:)ier im Mittel Cauchy ist und nach Maf bzw. lokal nach MafB gegen f
konvergiert, dann ist f integrierbar bzw. erweitert-integrierbar und (f.);; konver-
giert im Mittel gegen f.

Beweis. Sei fiir i€l (f};);es, €in Netz in &, das im Mittel Cauchy ist und nach Ma8
bzw. lokal nach MaB gegen f; konvergiert. Dann ist

I x ]:! Jis (k, (ji)iel) kallkeg

ein Netz®)in &, das im Mittel Cauchy ist und nach MaB bzw. lokal nach MaB gegen f
konvergiert. Also ist fe & bzw. Z,,, und das gerade definierte Netz in & konvergiert
im Mittel gegen f, womit sich leicht ergibt, daB auch (f;);;; im Mittel gegen f kon-
vergiert. Q.E.D.

Mit Hilfe des eben bewiesenen Satzes erhalten wir den nachsten.

(18) Satz. Sei f e G¥. Dann gilt:

(i) f ist genau dann integrierbar, wenn f erweitert-integrierbar und mefbar ist.

(ii) f ist genau dann erweitert-integrierbar, wenn f lokal-integrierbar und py*
im Unendlichen stetig ist.

(19) Satz. Sei A € R, und p von endlicher Semivariation auf A. Dann ist auf
{f € Ler: Af = f} die Uniformitat der gleichmdpigen Konvergenz feiner als die
Uniformitdit der Konvergenz im Mittel.

Beweis. Seien Uj, Usg, U3y € U3 mit Uzg o Uszgo Usg =@ Uz und Usy + Usy <
< Uj,.

Da p von endlicher Semivariation auf 4 ist, gibt es ein U, € U, so daB

(J‘ hy dﬂ’J hzd#)eUsl
4 4

fir alle hy, h, € & mit (hy, h,) (M) < U, gilt.

8) Das Produkt einer Familie geordneter Mengen ist mit der Produktordnung versehen.
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Sei Uy €ty mit Uto 2 Uio0 U, = U,. Dann gilt:
{(f’ g)e"g”w X gffw: Af':f’ Ag =9, (f’ g) (M) < UIO} <

c{(f,g)e-?e;wx Lew Af = f, Ag = g, (j' fd,u,f gdu)eU:, fiir alle BEQZ}.
B B

Zum Nachweis dieser Inklusion sei (f, g) ein Element der linken Menge und B € £.
Dann sei ( f1)ier DZW. (g j)je y ein Netz in &, das im Mittel Cauchy ist und lokal nach
MaB gegen f bzw. g konvergiert; ohne Einschrinkung kann Af; = f; und Ag i =4;
fiir alle i eI und alle j € J angenommen werden.

Wegen f; —>; m. fund g; —; 1 g gibt es ein i, € I und ein j, € J, so daB

(J fdﬂ,J' fidﬂ)GUso und (J. gjdll,f gdll)EUso
B B B B

fiir alle i = i, und alle j = j, gilt.
Da (u )ier und (,ug j) jes terminal gleichmaBig absolut-stetig sind, gibt es ein i; = iy,
ein j; = jo und ein ¥, € B,, so daB

<J. fid.u’J' gjdﬂ)eU;u
X X

fiir alle i = iy, alle j = j; und alle meBbaren V,-Mengen X gilt.

Sei V30 € B, mit Vyo + V,, = V. Wegen Bf; -, . Bf und Bg; -, Bg gibt
es ein i, 2 i; und ein j,  j,, so daB B {(f,,,f) ¢ U} und BN {(g, 9;,) ¢ Uso}
V,o-Mengen sind. Also ist B~ {(fi,, 9;,) ¢ Uy} eine V,-Menge.

Nunmehr erhalten wir zuniichst

G S, du,J‘ 95, du) eU,,

B B

(j fdu,J- g du) eU,. Q.E.D.
B B

Mittels Satz (19) ergibt sich

und schlieBlich

(20) Satz. Sei A€ R und p von endlicher Semivariation auf A. Dann ist die
Abbildung

gerwafHJ‘ fdﬂEG3
A

bzgl. der Uniformitdt der gleichmifigen Konvergenz auf Z.., gleichmdifig
stetig.
Aus den Sitzen (17) und (19) folgt

(21) Satz. Sei Ae R, i von endlicher Semivariation auf A, (fi)i; ein Netz
in & bzw. &Ler, mit Af; = f fiir alle i € I und f € G¥. Dann gilt:

Wenn (fi)icr 9leichmdfig gegen f konvergiert, dann ist f integrierbar bzw.
erweitert-integrierbar und (f:)ic; konvergiert im Mittel gegen f.
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Der folgende Satz ist eine Version des Vitalischen Konvergenzsatzes.

(22) Satz. Sei (f;)ier ein Netz in & bzw. &, und f e GY'. Dann gilt:
Wenn (f)ir nach Mag bzw. lokal nach Maf gegen f konvergiert und (uf*),.,
terminal gleichmdfig absolut-stetig und terminal gleichmdifig im Unendlichen

stetig ist, dann ist f integrierbar bzw. erweitert-integrierbar und (f,),.; konvergiert
im Mittel gegen f.

Beweis. Wie man sich leicht {iberlegt, kann man sich auf den Fall, daB jedes f;

einfach ist, beschrinken. Dann bleibt nur noch zu zeigen, daB (f;),; im Mittel
Cauchy ist.

Seieﬂ U3, U30 € u3 mlt U30 + U30 + U30 c U3.
Da (pf¥)ier terminal gleichmaBig im Unendlichen stetig ist, gibt es ein iy eI und

ein A € Z, so daB
(J fidllaj fjd#)EUso
x\4 X\4

fiir alle i, j = i, und alle X € £ gilt.
Da p von endlicher Semivariation auf A4 ist, gibt es ein U, € U, so daB

(J‘ hy du, J- h, dﬂ) e Uso
4 4

fir alle hy, h, € & mit (hy, h,) (M) = U, gilt.
Da (uf))ir terminal gleichmaBig absolut-stetig ist, gibt es ein i; = i, und ein

V, € B,, so daB B
(f fid#,j fjdﬂ>e Uso
X X

fiir alle i, j = i, und alle meBbaren V,-Mengen X gilt.

Wegen Af; —, . Af gibt es ein i, = iy, so daB A n {(fi, f;) ¢ U;} eine V,-Menge
fur alle i, j = i, ist.

Seien nun i, j = i, und X € £. Dann erhalten wir zunéchst

(I fidﬂaf fjdﬂ)Eljy)+ Uso

XnA XnAd

(I fidp, J fjdu>EU3. Q.E.D.
X X

Mittels Satz (22) ergibt sich
(23) Satz. Sei fe GY'. Dann gilt:

f ist genau dann integrierbar bzw. erweitert-integrierbar, wenn es ein Netz
(fi)is, in & gibt, das nach Maf bzw. lokal nach Map gegen f konvergiert und so

daf (ﬂ}ﬂk)iez terminal gleichmdfig absolut-stetig und terminal gleichmdipig im
Unendlichen stetig ist.

und schlieBlich
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Mittels Satz (22) erhalten wir auch die folgende Version des Lebesgueschen Satzes
von der dominierten Konvergenz.

(24) Satz. Sei (f.)ier ein Netz in L bzw. Leys 9 € Lerw und f € GY'. Dann gilt:

Wenn (f;)ier nach Maf bzw. lokal nach Maf gegen f konvergiert und (1) e
terminal gleichmdpig absolut-stetig bzgl. ul®* °) ist, dann ist f integrierbar bzw.
erweitert-integrierbar und (f;)i.; konvergiert im Mittel gegen f.

(25) Definition. p heiBt definit auf einer Teilmenge A von M, wenn es zu jedem
U, e U, und jedem V; € B, ein U; € U gibt, so daB zu je zwei Abbildungen f,geé&
mit Af =f, A9 =9,

(o) ({0} u{g +0}) = (G x G)\U, und p({f+0}u{g+0))¢V;
ein Be 2 mit ([5fdu, (59 dp) ¢ U, existiert, lokal definit, wenn p definit auf jedem
A € % ist, und definit, wenn u definit auf M ist.

Man uberlegt sich leicht: u ist genau dann definit auf einer Teilmenge A4 von M,

wenn auf {fe&: Af = f} die Uniformitit der Konvergenz im Mittel feiner als die
Uniformitit der Konvergenz nach MaB ist. Dariiber hinaus gilt

(26) Satz. Sei A € Ry Dann gilt:

u ist genau dann definit auf A, wenn auf {f e Z: Af = f} die Uniformitdit der
Konvergenz im Mittel feiner als die Uniformitdt der Konvergenz nach Map ist.

Beweis. Es bleibt nur noch zu zeigen, daB auf {f e #: Af = f} die Uniformitit
der Konvergenz im Mittel feiner als die Uniformitit der Konvergenz nach MaB ist,
wenn p definit auf A ist.

Sei also p definit auf 4 und seien Uy, Ujg € Uy mit U,y 0 U;g0 Uy = U; und
Va, Voo € B, mit Vyo + Vg + Voo = V5. Dann gibt es ein U; € U5 mit

{(f,g)eé”xé’: Af = f, Ag =g,<J' fdll,J. gd/t)eUg, fiir alle Xe%}c
X X
c{(f,9)e&x&: Af = f, Ag = g, {(f, g) ¢ Uy} ist Vyo-Menge} .
Sei U;o € Uz mit Usg o Uzg 0o Usg = Usz. Dann gilt:
{(ﬂg)ef X L Af =f, Ag = g, (J fdu,f gdu)eU3o fiir alle Xege}c
X x

c{(f,9)eZ x L:Af =f, Ag =g, {(f,9) ¢ U,} ist V,-Menge} .

Zum Nachweis dieser Inklusion sei (f, g) ein Element der linken Menge und sei
(f:)ier bzw. (9);es €in Netz in &, das im Mittel Cauchy ist und nach MaB gegen f
bzw. g konvergiert; ohne Einschrinkung kann Af; = f; und Ag; = g, fir alle ie I
und alle j € J angenommen werden. '

Wegen f; —;.. f und g; —; v g gibt es ein iy eI und ein j, € J, so daB

(J fidy,J. fdu)eU_,,0 und (J‘ gdu,f gjdu)GUso
X X X X

9) D.h. Definition (10) und damit auch Definition (4) mit u;"k anstelle von u.
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und damit

(Lfi du,L g; du) €U,

firalle i 2 ip, allej Z jo und alle X € Z gilt. Also ist {(f;, g,) ¢ Uyo} eine V;o-Menge
fiir alle i = iy und alle j = j,.

Wegen f; -, f und g; > g gibt es ein i; = i, und ein j; = jo, so daB
{(f,£1) ¢ Uyo} und {(9;,,9) ¢ Uso} Vio-Mengen sind. Also ist {(f, g)¢ U} eine
V,-Menge. Q.E.D.

Aus Satz (26) erhalten wir

(27) Satz. u ist genau dann definit bzw. lokal definit, wenn auf & bzw. L.,
die Uniformitit der Konvergenz im Mittel feiner als die Uniformitit der Kon-
vergenz nach Maf bzw. lokal nach Map ist.

Aus den Sitzen (22) und (27) erhalten wir

(28) Satz. Sei u definit bzw. lokal definit, (f;)i; ein Netz in & bzw. 2L, und
fe & bzw. Z,,,. Dann gilt:

(f:)ier konvergiert im Mittel gegen f genau dann, wenn (f;);;; nach Map bzw.
lokal nach Map gegen f konvergiert und (Uf¥); terminal gleichmdpig absolut-
stetig und terminal gleichmdfig im Unendlichen stetig ist.

Aus den Sitzen (17) und (27) ergibt sich: Wenn u definit bzw. lokal definit und G}f
bzgl. der Uniformitit der Konvergenz nach MaBl bzw. lokal nach MaB} vollstindig
ist, dann ist & bzw. &, bzgl. der Uniformitéit der Konvergenz im Mittel vollstindig.

Aus Satz (27) ergibt sich ferner: Wenn U, eine abziihlbare Basis besitzt und u
definit bzw. lokal definit ist, dann kann man sich in der Definition der Integrier-
barkeit bzw. erweiterten Integrierbarkeit auf Folgen beschrinken.

Im folgenden nennen wir ein Netz (f;),; in GY terminal gleichmdpig total-
beschrinkt, wenn es zu jedem U, e, ein i; el und eine endliche Familie (x,).cx
in Gy mit J fi(M) = U Uy(x;) *°) gibt.

keK

izio

(29) Lemma. Sei A€ %y, pu von endlicher Semivariation auf A und (f})i;
ein Netz in &, mit Af; = f; fiir alle i e I. Dann gilt:

Wenn (f;);c; terminal gleichmdpig total-beschrankt ist, dann ist (U)o terminal
gleichmdfig absolut-stetig.

Beweis. Seien Uj, Usg € U3 mit Uz, + Ujy < Us.

Da p von endlicher Semivariation auf 4 ist, gibt es ein U, € U;, so daB

<J hy dll,J‘ h, dﬂ)evao
4 4

fir alle hy, h, € & mit (hy, hy) (M) < U, gilt.
Sei Ulo € ul mit UIO o Ulo < Ul‘

m) Sei G eine Menge; dann wird fiir ein x€ G und eine Teilmenge 4 von G X G A(x): =
= {yeG:(x,y)e 4} gesetzt.
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Da (f.) terminal gleichmaBig total-beschriinkt ist, gibt es ein io €I und eine
endliche Familie (X)kex in G, mit U f,(M) U U yo(%x)-

Sei V, € B, mit Z Xy € U3(0) fur Jede Fam111e (Ve in V.

Sei schlieBlich i g ig, B eine meBbare V,-Menge und (gj)jej ein Netz in &, das
im Mittel Cauchy ist und lokal nach MaB gegen f; konvergiert.

Wegen g; —, . f; gibt es ein j, € J, so daB

(J' g; du, J /i d#)EUs
AnB B
fiir alle j = j, gilt.

Da (u,,)jes terminal gleichmaBig absolut-stetig ist, gibt es ein j, = j, und ein
V20 €B,,s0 daB

J; gjdue U30(0)
fir alle j 2 j; und alle meBbaren V,,-Mengen X gilt.
Wegen Bg; -, . B gibtesein j, 2 jy, so daB B {(f1,9;,)¢ Uyo} eine Vyo-Menge
ist.

Da nun ¢;,({(f:»9;,)€Us0}) = U Uy(x,) gilt, gibt es ein h e & und eine meBbare
Teilmenge C von {(f,g;,)¢U,0} mlt (h 9;,) (M) = U, und h(M \ C)={x;:keK}U{0}.

Nunmehr erhalten wir
(I h du,j g, d;t) €Uso
AnB\C AnB\C
(0, J g_fz du) € U30
AnBnC
(j h dy,J. g, d,u) eU;.
AnBN\C AnB

Da auBerdem |, 5 ¢ h du € U;(0) gilt, ergibt sich schlieBlich
J fidueUs o Uy o Uy(0). QE.D.
B

Mittels Lemma (29) erhalten wir aus Satz (22) die folgende Version des Lebes-
gueschen Satzes von der beschrinkten Konvergenz.

und

und damit

(30) Satz. Sei A € R, (f,)is ein Netz in & mit Af, = f, fiir alle i I und f e G¥.
Dann gilt: '

Wenn (f)ier terminal gleichmdpig total-beschrinkt ist und nach Maf bzw.
lokal nach Maf gegen f konvergiert, dann ist f integrierbar bzw. erweitert-
integrierbar und (f;).c; konvergiert im Mittel gegen f.

Mit Hilfe von Satz (30) beweisen wir den folgenden Satz.
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(31) Satz. Sei Ae &, fe§ mit Af = f und f(M) total-beschréinkt. Dann ist f
integrierbar.

Beweis. Da f meBbar ist, gibt es zu jedem U, € U, und jedem V, €8, ein gy,v, €4,
so daB {(f, gu,v,) ¢ U,} eine V,-Menge ist. Fiir U; € U, und V, € B, setzen wir

BU!VZ = U{gglle(x): X € Gl N\ {0} s galez(x) < {(f’ gUsz) ¢ Ul}}
und
hUle i= (A N BUsz) Juv, -

Dann ist (hy,v,)w,,v»)en, x 3, €in Netz (U, und B, mit der Ordnung > versehen)
in &, das nach MaB gegen f konvergiert und terminal gleichmiBig totalbe-

schrankt ist, wie man sich leicht iiberlegt. Da auBlerdem Ahy,y, = hy,y, fir alle
U, e U, und alle ¥, € B, gilt, folgt mittels Satz (30) die Behauptung. Q.E.D.

5. Spezialfiille. Vergleich mit dem Bartle-Integral. Beispiele.

(32) Satz. Sei G, ein uniformes Monoid (mit dem neutralen Element als aus-
gezeichnetem Punkt) und seien die Abbildungen G, 3 x> xy € Gs, y € G,, homo-
morph. Dann gilt:

(i) GY ist sowohl mit der Uniformitit der Konvergenz nach Maf als auch mit
der Uniformitdt der Konvergenz lokal nach Map ein uniformes Monoid'?).

(i) &, & Fiok> L> Lerw und £ 1oy sind Untermonoide von GY.

(iii) Die Abbildungen

gerwaf'—)J. fdﬂEG3, Ae@loks
A

und
Lewd [ iy € GFo*
sind homomorph.
(iv) ZLerw ist mit der Uniformitit der Konvergenz im Mittel ein uniformes
Monoid.

Der Beweis dieses wie auch des nichsten Satzes ist trivial.

(33) Satz. Sei G, eine topologische abelsche Gruppe, G; eine Hausdorffsche
vollstindige topologische abelsche Gruppe und seien die Abbildungen G,3 x >
- xy € G3, y € G, homomorph. Dann gilt:

(i) GY ist mit der Topologie der Konvergenz nach Maf bzw. lokal nach MafB
eine topologische abelsche Gruppe, deren Uniformitit die Uniformitit der Kon-
vergenz nach Maf bzw. lokal nach Map ist.

(i) &, & Fiok> L> Lerw und Lo sind Untergruppen von GY.

ll) Produkte von Monoiden, Gruppen oder Vektorrdumen sind mit den punktweise definier-
ten Verkniipfungen versehen.
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(iii) Die Abbildungen
gerwafHJ‘ fd”EG:‘)’ Ae'%lok’
4

und
PLorwd [ py € GFox
sind homomorph.
(iV) Zerw ist mit der Topologie der Konvergenz im Mittel eine topologische
abelsche Gruppe, deren Uniformitdit die Uniformitdt der Konvergenz im Mittel ist.

In Anbetracht von Satz (27) ergibt sich nun unter den Voraussetzungen von Satz
(33): Die Umkehrung des Vitalischen Konvergenzsatzes ist genau dann giiltig,
wenn y definit bzw. lokal definit ist.

(34) Satz. Sei G, ein topologischer (reeller oder komplexer) Vektorraum, G ein
Hausdorffscher vollstindiger topologischer Vektorraum und seien die Abbildungen
G, 3 x> xy € Gs, y € Gy, linear. Dann gilt:

(i) Die Abbildungen GY' > f > af € G, a Skalar, sind sowohl bzgl. der Unifor-
mitdt der Konvergenz nach Maf als auch bzgl. der Uniformitdt der Konvergenz
lokal nach Maf gleichmdpig stetig.

(ii) &, §, Froks L Lorw und Lo, sind Untervektorrdume von G,

(iii) Die Abbildungen _
gerwafHJ. fdﬂ€G3, Ae'%lok,
A

und
. c-gerwaf’_’uf € Ggh‘*
sind linear.
(iv) & bzw. Tk ist mit der Topologie der Konvergenz nach Map bzw. lokal
nach Map ein topologischer Vektorraum, dessen Uniformitit die Uniformitdt der
Konvergenz nach Maf bzw. lokal nach Map ist.
(V) Zerw ist mit der Topologie der Konvergenz im Mittel ein topologischer
Vektorraum, dessen Uniformitdt die Uniformitdt der Konvergenz im Mittel ist.

(vi) Fiir jedes f € L., ist u(R.ox) eine beschrinkte Teilmenge von G.

Beweis. Der Beweis von (i), (ii) und (iii) ist trivial. Zum Beweis von (iv) geniigt
es wegen Satz (33) (i) zu zeigen, daB § bzgl. der Topologie der Konvergenz nach
MaB eine Nullumgebungsbasis aus kreisf6rmigen und absorbierenden Mengen
besitzt. Eine solche Nullumgebungsbasis ist aber das Mengensystem {{f €g: {f ¢ Vl}
ist V,-Menge}: V; € B, und kreisférmig, V, € B,}, wobei B; den Nullumgebungs-
filter von G; bezeichnet. Jede Menge dieses Systems ist kreisf6rmig, wie man un-
mittelbar sieht, und absorbierend, wie die folgende Uberlegung zeigt.

SeiV; € By, V, € B, und fe . Wir wihlen zunichst ein Vo € B; mit Viy + V,, =
< V; und dann ein reelles 7 > 0 und ein V;; € B,, so daB ax e V,, fiir alle Skalare a
mit |a| < rund alle x € V;; gilt. Da f meBbar ist, gibtesein g €&, s0daB{f — g ¢Vy1}
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eine V,-Menge ist. SchlieBlich wéhlen wir ein reelles s > 0 mit s < r, so daB ax eV,
fiir alle Skalare a mit |a| < s und alle x € g(M) gilt.

Sei nun a ein Skalar mit [a| < s. Aus dem Vorangehenden ergibt sich dann
{af ¢ Vi} = {a(f — 9) ¢ Vio} = {f — g ¢ V1,}, weshalb {af ¢ V,} eine V,-Menge ist.

Zum Beweis von (V) geniigt es wegen Satz (33) (iv) zu zeigen, daB Z.,,, bzgl. der
Topologie der Konvergenz im Mittel eine Nullumgebungsbasis aus kreisférmigen
und absorbierenden Mengen besitzt. Eine solche Nullumgebungsbasis ist aber das
Mengensystem {{f € Lery: [4fdue V; fiir alle Ae #}: V; € B; und kreisformig},
wobei B; den Nullumgebungsfilter von G; bezeichnet. Jede Menge dieses Systems
ist kreisformig, wie man sofort sieht, und absorbierend, wie die folgende Uberlegung
zeigt.

Sei V; € B; und f e Z,,,. Wir wihlen zunichst ein V3o € B3 mit V3o + V3o = V5
und dann ein reelles » > 0 und ein V3, € B, so daB az € V3, fiir alle Skalare a mit
|a| < r und alle z € V3, gilt. Es gibt ein ge& mit [, (f — g) du e Vs, fiir alle A€ £.
Da u von endlicher Semivariation auf {g # O} ist, gibt es ein ¥, € B;, so daB
fio+0; b due Vs, fiir alle he& mit h(M) < V; gilt. Wir wahlen schlieBlich ein reelles
s > 0mit s < r, so daB ax e V, fiir alle Skalare a mit |a| < s und alle x € g(M) gilt.

Sei nun a ein Skalar mit |a| < s und 4 € #. Aus dem Vorangehenden ergibt sich
dann {4 agdpe Vs, und a [,(f — g)dpe Vs, und damit f, af dpe V;.

Da also £, mit der Topologie der Konvergenz im Mittel ein topologischer
Vektorraum ist, ist jede Nullumgebung bzgl. dieser Topologie absorbierend, woraus
sich sofort die Behauptung (vi) ergibt. Q.E.D.

Im folgenden seien G, und G, normierte Vektorriume mit den Normen | s
und | |;, sei G; ein Banachraum mit der Norm | |5 und sei die Abbildung G, x
X G, 3 (x, y) > xy € G; bilinear und stetig. In dieser Situation definiert Bartle
[1] sein Integral. Fiir eine Teilmenge 4 von M nennen wir

p4(4): = sup {|u(B)|,: #> B = A}
die sup-Norm von p auf A und

[e] (4): = sup {| [ fdpu|s:fe & mit Af = f und |f(s)|; < 1 fiir alle se M}
die Semivariation von p auf A; wir setzen ferner
ux(A): = inf {u.(B): Z> B > A}
und
lul* (4): = inf {|u| (B): %> B > 4} .

Wir bemerken: u ist genau dann von endlicher Semivariation auf 4 = M, wenn
l#l| (A) endlich ist. Und weiter: Ein Netz (f;);; in GY' konvergiert genau dann nach
Ma8 gegen f e GY, wenn pi({|f — fi|; = r}) - O fiir alle reellen r > 0 gilt. Ersetzt
man hier p3 durch |u||*, so erhilt man Bartles Definition der Konvergenz nach Ma8.
Nur durch diese unterschiedliche Definition der Konvergenz nach MaB unterscheidet
sich dann auch seine Definition der MeBbarkeit und der Integrierbarkeit von der
unsrigen. Ohne Einschriankung sei nun G, der Banachraum LIN,(G, G) der stetigen
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linearen Operatoren von G; in G, und xy = y(x) fiir alle xe G, und yeG,.
Dann gilt p, < |||, und damit ist jede Bartle-integrierbare Abbildung auch in-
tegrierbar. Die Umkehrung ist allerdings nicht richtig, wie der folgende Satz ver-
muten 1aBt.

(35) Satz. Sei fe GY. Dann gilt:
f ist genau dann Bartle-integrierbar, wenn f integrierbar und Bartle-mefbar ist.

Beweis. Sei f integrierbar und Bartle-meBbar. Wir konstruieren eine Folge
(f)nen (NV: = Menge der positiven ganzen Zahlen) in &, die im Mittel Cauchy ist
und im Bartleschen Sinne nach MaB gegen f konvergiert.

Sei hierzu n e N.

Da f integrierbar ist, gibt es ein g, & und ein 4,€ %, so daB |[x (f — g,) du|s <
< 1/n fiir alle X € 2 und |f(s) — g,(s)|, < 1/n fiir alle s € M \ 4, gilt.

Wegen Satz (20) gibt es ein reelles r, > 0 mit 7, < 1/n, so daB |[,, hdu|; < 1/n
fir alle h e & mit |h(s)|, < r,, s€M, gilt.

Da f Bartle-meBbar ist, gibt es ein h,e& und ein B,e %, so daB ||u| (B,) <1/n
und |f(s) — h,(s)|, < r, fiir alle s€ M\ B, gilt.

Wir definieren f,: = g, + (4,\ B,) (h, — g,).

£, ist einfach und fiir X € £ ergibt sich

f 2
| v-ryw s || U-a)a + (- hydu <2,
x 3 X\(4n\Bn) 3 1) XanB 3 n
weshalb (f,),ev im Mittel Cauchy ist. Wegen

{lf—fnll zl} c 4,0 B,

]

ist (fy)nen auBerdem im Bartleschen Sinne nach MaB gegen f konvergent. Q.E.D.

Ohne den Beweis im einzelnen auszufiihren, zeigen wir nun anhand eines Beispiels,
daB integrierbare Abbildungen nicht notwendig Bartle-meBbar und daher auch nicht
notwendig Bartle-integrierbar sind. Sei hierzu M = N, # die Potenzmenge von N,
G, der Banachraum /, der summierbaren reellen Folgen (] |1 = Betragssummennorm)
und G; der Banachraum c, der reellen Nullfolgen ([ |3 = Supremumsnorm). Ferner
sei

T, = {keN: (n ‘21)'1 <ks= n(n;— 1)}(nosN)

und

N keAnT,

1
u(4) (x): = (— y xk) (A= N, xely).
neN
Hierdurch ist ein LINJ(;, ¢o)-wertiges o-additives MaB u auf # definiert. Fiir
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A < N gilt
1
min{ne N:An T, + 0}

#a(4) = [u(4)]; =
und
]| (4) = sup {% Anz(AnT,): ne N} <1

(Anz(X): = Anzahl der Elemente der Menge X). f €1} ist genau dann integrierbar,

- (m{ EOWICNEVE T}>

eine Nullfoge ist. In diesem Fall gilt

Lfdu (G2 f(k)k>nEN(A < N).

N keAnT,

Jedes fe IYf mit f(k), = 0 fiir alle ke N und inf{|f(k) — f(D)|;: k,1e N mit
k #+ 1} >0 ist nun trivialerweise integrierbar, aber wegen |u| ({k,k + 1,
k + 2,...}) = 1 fiir alle k € N nicht BartlemeBbar, also auch nicht Bartle-integrier-
bar. Ubrigens findet man obiges p bei Dobrakov [2] als Beispiel eines bzgl. der
Operatornorm o-additiven OperatormaBes, dessen Semivariation nicht (-stetig ist.

Kehren wir wieder zur allgemeinen Situation zuriick.

Wir bemerken: Wenn U, die diskrete Uniformitit ist, dann ist jedes G,-wertige
MaB von endlicher Semivariation. Ist nun G, = {0, 1} mit der diskreten Unifor-
mitit, dann konnen wir aufgrund der iiblichen Identifizierung von {0, 1} und der
Potenzmenge B(M) von M die Uniformitdt der Konvergenz nach MaB von {0, 1}
auf (M) iibertragen. Die so erhaltene Uniformitit auf (M) nennen wir die Maf-
uniformitdt und die zugehorige Topologie die Maftopologie. Die Mengenoperatio-
nen A, n, U und \ sind gleichmiBig stetig, und die abgeschlossene Hiille % von %
ist wieder ein Ring. Wenn G, ein uniformes abelsches Monoid ist, dann ist g gleich-
maBig stetig und, wenn G, auBerdem Hausdorffsch und vollstindig ist, besitzt daher
genau eine (ebenfalls gleichmaBig) stetige Fortsetzung ji auf Z. fi ist wieder ein MaB.
Diese Fortsetzung ji ist iibrigens ein Integral: Wenn namlich G, = {0, 1} mit der
diskreten Uniformitit, G, = G; und 0y =0, 1y = y (y€G,) ist, dann ist fe
€{0, 1}™ genau dann integrierbar, wenn f~*(1) € Z gilt; in diesem Fall haben wir
§f dus = a(F (1)),

Im nichsten Satz, dessen Beweis wir dem Leser iiberlassen, geht es insbesondere
um die Integration bzgl. ji.

(36) Satz. Sei & ein Ring auf M mit # < S = & und v ein G,-wertiges Maf
auf & mit v|®# = p. Ferner sei v stetig bzgl. der durch p induzierten Maptopologie
und besitze B, eine Basis aus abgeschlossenen Mengen. Dann gilt:

(i) v ist lokal von endlicher Semivariation.
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(ii) Die durch p induzierte Uniformitdit der Konvergenz nach Mafl bzw. lokal
nach Map ist gleich der durch v induzierten Uniformitit der Konvergenz nach
Map bzw. lokal nach Map.

(1“) g(ﬂ) = 3‘(")’ ;}lok(ﬂ) = %lok(v)9 ‘y(ﬂ) = g(v)’ gerw(ﬂ) = gcrw(v) und
3 xok(ﬂ) =2 lok(v)'

(iv) Fiir A€ R N o und f€ Lo (1) = Loy (v) gilt (4 f du = [4f dv.

(V) Auf Le(p) = Lerw(v) ist die durch p induzierte Uniformitit der Kon-
vergenz im Mittel gleich der durch v induzierten Uniformitit der Konvergenz
im Mittel.

AbschlieBend erwdhnen wir noch zwei einfache Beispiele von Integrierbarkeit:
die Summierbarkeit von Familien und die Konvergenz von Netzen.

(37) Beispiel. Sei G; eine Hausdorffsche vollstindige topologische abelsche
Gruppe, G; = G3, G, = N U {0} mit der gewdhnlichen Addition und der diskreten
Topologie, xy das y-fache von x (x €Gy, yE Gz), Z der Ring aller endlichen Teil-
mengen von M und p das AnzahlmaB. Dann ist u lokal von endlicher Semivariation,
und f € GY' ist genau dann integrierbar (oder erweitert-integrierbar) wenn die Familie
(f(s))sem summierbar ist; in diesem Fall haben wir fiir 4 € Z,, = P(M)

[rau-xr0.
A seA

(38) Beispiel. Sei G; = G3, G, = Nu {0} mit der gewdhnlichen Addition und
der diskreten Topologie und xy das y-fache von x (x € Gy, y € G,). Sei ferner M
mit einer nach oben gerichteten Ordnung =< versehen. Wir setzen

Ro: = {A = M: es gibt ein s€ M, so daB A alle ¢ 2 s enthalt}
und
Ry ={AcM: M\AeR} .

Dann ist #: = %, U &, eine Algebra auf M. Durch
p(A): =0 fir Ae®, und =1 fir AeZ,

ist ein G,-wertiges MaB p auf # wohldefiniert. p ist von endlicher Semivariation,
und fe GY ist genau dann integrierbar (oder meBbar), wenn das Netz (f(5))ser
konvergiert; in diesem Fall haben wir

Ifdy=limf(s) fir Ae®, und =0 fir Ae,.
A

6. Der c-additive Fall. In diesem Paragraphen sei y g-additiv und besitze B, eine
Basis aus abgeschlossenen Mengen.

Mit &, bezeichnen wir die Gesamtheit aller abzihlbaren Vereinigungen von
Mengen aus Z.

Fiir V, = G, nennen wir eine Teilmenge A von M eine o-V,-Menge, wenn es
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ein B € %, gibt, so daB A = B und p(C) € V, fiir alle meBbaren Teilmengen C von B
gilt. Satz (5) bleibt nun richtig, wenn man ,,V,-Menge* durch ,,0-V,-Menge*
ersetzt. Analog zu den Definitionen (6), (7), (8) und (12) definieren wir sodann die
Begriffe ,,(lokal) nach a-Maf konvergent (Cauchy), ,,Uniformitit (Topologie)
der Konvergenz (lokal) nach o-Map‘, ,,(lokal-) o-meBbar und ,,(erweitert-,
lokal-) o-integrierbar* und fithren die Bezeichnungen §°, &k, £°, L, und Lo,
ein. Trivialerweise ist die Uniformitit der Konvergenz (lokal) nach MaB feiner als
die Uniformitit der Konvergenz (lokal) nach 6-MaB und daher gelten die Inklusionen
% < 86, %lok < ‘l}'l’ok: &£ < ga’ gerw < g:rw und glok < cg‘lwok' Da Lemma (13)
richtig bleibt, wenn man %, durch 7, und ,,lokal nach MaB* durch ,,lokal nach
o-MaB* ersetzt, konnen wir analog zu Definition (14) das Integral einer erweitert-
o-integrierbaren Abbildung f (iiber einer lokal-mefbaren Menge A) definieren;
wir bezeichnen es wieder mit [, f du, was zu keiner Doppeldeutigkeit fiir f € ..,
fithrt. Das zu f € %7, bzw. £, gehirige unbestimmte Integral

RixdX l—»J fdueG;,
X
bzw. unbestimmte lokale Integral
%aXHJdeue G;

ist ein G3-wertiges o-additives MaB auf #,,, bzw. Z und wird ebenfalls wieder mit p,
bzw. p* bezeichnet. Analog zu Definition (15) werden schlieBlich auf £7,, die
Begriffe ,,im Mittel konvergent (Cauchy und ,,Uniformitit (Topologie) der
Konvergenz im Mittel** definiert.

Wir stellen nun fest: Alle Sitze, Lemmata und sonstigen Bemerkungen der Para-
graphen 2, 3, 4 und 5 bis einschlieBlich Satz (34) bleiben richtig, wenn man jedes
Mal ,,(lokal) nach MaB*, ,,(lokal-) meBbar* und ,,(erweitert-, lokal-)integrierbar*
sowie &, Fiows L> Lerw und L, entsprechend durch ,,(lokal) nach ¢-MaB*,
,»,(lokal-) c-meBbar* und ,,(erweitert-, lokal-) o-integrierbar* sowie §°, Fro> L7 Lorw

und &5, ersetzt. Dies gilt auch fiir Satz (36), wenn dort v alss-additiv vorausgesetzt
wird. Alle Beweise verlaufen analog.

Ist G, = {0, 1} mit der diskreten Uniformitit, dann kénnen wir auch die Unifor-
mitit der Konvergenz nach ¢-MaB von {0, 1}* auf (M) iibertragen. Die so erhaltene
Uniformitit auf B(M) nennen wir die 6-MapSuniformitit und die zugehdrige Topo-
logie die 6-Maptopologie. Die Mengenoperationen A, N, U und \ sind gleichmiBig
stetig, und die abgeschlossene Hiille %° von £ ist wieder ein Ring. Wenn G, ein
uniformes abelsches Monoid ist, dann ist u gleichmaBig stetig und, wenn G, auBerdem
Hausdorffsch und vollstindig ist, besitzt daher genau eine (ebenfalls gleichméBig)
stetige Fortsetzung ji° auf %°. ji° ist wieder ein MaB. Auch diese Fortsetzung ji° ist
ein Integral: Wenn niamlich G, = {0, 1} mit der diskreten Uniformitat, G, = G;
und Oy = 0, 1y = y (y€G,) ist, dann ist fe{0, 1}* genau dann o-integrierbar,
wenn f~'(1)e #° gilt; in diesem Fall haben wir |fdu = g°(f~'(1)). Wenn p
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s-beschrinkt'?) ist, dann ist %#° ein o-Ring und j° s-beschrinkt und ¢-additiv;
die Restriktion von &’ auf den von £ erzeugten o-Ring (%) ist die einzig mogliche
s-beschriinkte g-additive Fortsetzung von p auf o(%).

Der Beweis des folgenden Satzes verlduft analog zu dem von Satz (36).

(39) Satz. Sei S ein Ring auf M mit # = S < %° und v ein G,-wertiges o-addi-
tives Maf auf G mit v|® = p. Ferner sei v stetig bzgl. der durch u induzierten
o-Maptopologie und lokal von endlicher Semivariation. Dann gilt:

(i) Die durch p induzierte Uniformitdt der Konvergenz nach o-Map bzw. lokal
nach o-Map ist gleich der durch v induzierten Uniformitdit der Konvergenz nach,
o-Map bzw. lokal nach o-Maf.

(i) 50) = 50), Falt) = Fuld): 270) = 2°0), L) = L2(v) und
Lroa(w) > L)

(iii) Fiir A€ R O Sy und fe L7 (1) = L(v) gilt [, fdp = [, f dv.

(iv) Auf 22 (1) = £2.(v) ist die durch p induzierte Uniformitit der Kon-
vergenz im Mittel gleich der durch v induzierten Uniformitit der Konvergenz
im Mittel.

Insbesondere haben wir im Falle eines Hausdorffschen vollstindigen uniformen
abelschen Monoids G, und eines s-beschrinkten u, dessen Fortsetzung ji° lokal von
endlicher Semivariation ist, (i) = F@°), (W) = Fiul@), £°(n) = L(&°),
g:rw(/"') = gerw(ﬁa) und ’(Zgok(ﬂ) = glok(ﬁc)'

7. Schwache Integrale. In diesem letzten Paragraphen sei X ein Vektorraum iiber
dem Korper K der reellen oder komplexen Zahlen und L ein Untervektorraum des
algebraischen Dualraums X* von X.

Sei hier zunachst u ein K-wertiges MaB auf #. Fiir A = M nennen wir wie iiblich

|| (4): = sup { ZI [#(4))|: (A:)icr disjunkte

endliche Familie in £ mit A; < Afiralleiel }
die Totalvariation von u auf A und setzen ferner fir 4 =« M
|u|* (4): = inf {|u| (B): 22 B > 4} .
Bekanntlich ist |u| ein [0, co]-wertiges MaB auf 2. Zur Integration K-wertiger
Abbildungen bzgl. 4 nehmen wir fiir G, G, und G; jeweils K und fiir g die gewShnli-
che Multiplikation in K. Dann gilt: u ist von endlicher Semivariation auf 4 e %

genau dann, wenn |u| (4) < oo ist. Ein Netz (f;);r in K™ konvergiert nach MaB
gegen f e KM genau dann, wenn

lul* {If = fil z7}) -0
fiir alle e R, : = Menge der positiven reellen Zahlen gilt. (Erweiterte) Integrier-
barkeit bzgl. p ist dquivalent mit (erweiterter) Integrierbarkeit bzgl. |u|. (Erweiterte)

12y ) heiBt s-beschrinkt, wenn fiir jede disjunkte Folge (4p)nen in £ u(Ap)—> 0 gilt.
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Integrierbarkeit von f impliziert (erweiterte) Integrierbarkeit von |f|. Ein Netz
(f)ier (erweitert-)integrierbarer Abbildungen ist im Mittel konvergent gegen eine
(erweitert-)integrierbare Abbildung f bzw. im Mittel Cauchy genau dann, wenn

Jir=sia 0 v [ir= 7] a0

gilt. Aus der Konvergenz im Mittel eines Netzes (erweitert-)integrierbarer Abbildun-
gen folgt seine Konvergenz (lokal) nach MaB (wegen Satz (28), da u definit ist).
In der Definition der (erweiterten) Integrierbarkeit kann man sich auf Folgen be-
schrinken.

1. Schwache Integrale X-wertiger Abbildungen bzgl. K-wertiger MaBe. In diesem
Abschnitt sei pu ein K-wertiges MaBl auf £ mit lul (A) < oo fiir alle A€ Z. Eine
Abbildung f: M — X heiBt L-(erweitert-)integrierbar, wenn I f (erweitert-)integrier-
bar fiir alle [ € L ist; in diesem Fall heiBt fiir 4 € £, die lineare Abbildung

LalHj lofdue K
4

das L-Integral von f iiber A und wird mit L-{, f du bezeichnet.

Wir zeigen nun, daB und wie sich dieser schwache Integralbegriff als Integral-
begriff im Sinne von Paragraph 3 darstellen 148t.

Wir versehen X und L' jeweils mit der L-Topologie, wodurch X und L* lokal-
konvexe topologische Vektorriume sind; L* ist Hausdorffsch und vollstindig.
Mit ¢ bezeichnen wir die stetige lineare Abbildung

Xsx—(Lal-I(x)eK)e L.

Wir setzen G, = X, G, = K, G = L" und B(x, a) = ¢(ax) fiir x eX und aeK.
In dieser Situation ist z von endlicher Semivariation auf 4 € £ genau dann, wenn die
lineare Abbildung

é”(X)afl——»J. lofdue kK

fiir alle I € L bzgl. der Topologie der gleichmaBigen Konvergenz auf &(X) stetig ist;
dies gilt hier aber wegen |u| (4) < co, wie man leicht sieht. Ferner ergibt sich

(40) Satz. Sei f € X™. Dann gilt:
fist L—(erweitert—)integrierbar genau dann, wenn f (erweitert-) integrierbar ist;
in diesem Fall gilt fiir A € R0

L-J'Afdu = J‘Afdu.

Beweis. Man iiberlegt sich leicht, da3 f (erweitert-,)integrierbar ist genau dann,
wenn es ein Netz (f;)ir in £(X) gibt, so daB fiir jedes I € L das Netz (I o f;)ier im
Mittel Cauchy ist und (lokal) nach MaB gegen [ o f konvergiert; in diesem Fall gilt
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fir Ae Ry

(Lfdy) (1) = limJAlofidu.

Hieraus folgt sofort: Wenn f (erweitert-)integrierbar ist, dann ist f L-(erweitert-)in-
tegrierbar und die Gleichung richtig.

Sei nun f L-(erweitert-)integrierbar. Wir konstruieren ein Netz (f,);s in £(X), so
daB fiir jedes I € L das Netz (I o f;);c; im Mittel gegen I o f konvergiert. Da dann fiir
jedes €L (1o f;);y im Mittel Cauchy ist und (lokal) nach MaB gegen I f konvergiert,
ist f (erweitert-)integrierbar.

Sei E eine nicht-leere endliche Teilmenge von Lund e e R,.

Es gibt ein A € # und ein § € R, so daB fiir jedes € E _[M\A
§5|lof|dlu| < & fiir alle Be 2 mit |u| (B) < § gilt.

Da A(l - f) meBbar ist, gibt es zu jedem I € E ein g,€ &(K) und ein B, € %, so daB
|#| (B)) < 6/n (n = Anzahl der Elemente von E) und |l f(s) — g,(s)| <
< /(1 + |u| (4)) fiir alle se A\B, gilt. Es gibt eine disjunkte endliche Familie
(C))jes in 2 und Familien (x;;)e;, € E, in Kmit g, = ). C;x;;, | € E.

jel
Wir wihlen eine Familie (s;);; in M, wobei 5;€ C;n A\ | B, gilt, falls diese
Menge nicht-leer ist, und definieren IeE

oot = Z;(Cj N AN IUEBz)f(Sj)-

Dann ist (fz,)E.eep.) x &, €i0 Netz (P(L): = Menge aller nicht-leeren endlichen
Teilmengen von L mit der Ordnung = und R mit der Ordnung = versehen) in &(X),
so daB fiir jedes I € Ldas Netz (I o fz,)(g,e®.(L) x v, iM Mittel gegen I o f konvergiert,
denn es gilt fiir e E:

J'|lof—lof,5,£|dfu|§f ]lof|d]u|+J e s] dlu +
M\A AnlleJEBl

lof]d|u| <éeund

+‘[ Il of — g,| dlu] +J |g, — lcfE,sl d],u| <4¢. QED.
g g

II. Schwache Integrale K-wertiger Abbildungen bzgl. X-wertiger MaBe. In diesem
Abschnitt sei p ein X-wertiges MaB auf 2 mit |l o y| (4) < oo fiir alle ] € Lund alle
A € R. Eine Abbildung f: M — K heiBt L-(erweitert-)integrierbar, wenn f (erweitert-)
integrierbar bzgl. I o u fiir alle [ € List; in diesem Fall heiBt fiir 4 € Z,,, die lineare
Abbildung

Lall—aj fd(lopekK
A

das L-Integral von f iiber A und wird mit L-{, f du bezeichnet.

Wir zeigen nun, daBl und wie sich dieser schwache Integralbegriff als Integral-
begriff im Sinne von Paragraph 3 darstellen 148t.
Wir versehen wieder X und L' mit der L-Topologie und setzen jetzt G, = K,
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G, = X, G3 = L* und f(a, x) = ¢(ax) fiir a € K und x € X. In dieser Situation ist p
von endlicher Semivariation auf 4 € 2 genau dann, wenn |l . p| (4) < oo fiir alle
l e List. Ferner ergibt sich

(41) Satz. Sei f e K™. Dann gilt:

f ist L-(erweitert-)integrierbar genau dann, wenn f (erweitert-)integrierbar ist;
in diesem Fall gilt fiir A€ R,

L-J-Afdu=JlAfdu.

Beweis. Man iiberlegt sich leicht, daB f (erweitert-)integrierbar ist genau dann,
wenn es ein Netz (f;),e; in &(K) gibt, das fiir jedes /e L bzgl. I u im Mittel Cauchy ist
und (lokal) nach MaB gegen f konvergiert; in diesem Fall gilt fiir A € 2,

qA f du) () = lim L fid(lop).

Hieraus folgt sofort: Wenn f (erweitert-)integrierbar ist, dann ist f L-(erweitert-)
integrierbar und die Gleichung richtig.

Sei nun f L-(erweitert-)integrierbar. Wir konstruieren ein Netz (f;),. in &(K), das
fiir jedes I € Lbzgl. I o 4 im Mittel gegen f konvergiert. Da dann fiir jedes ! € Lbzgl.
Lo p (fi)ier im Mittel Cauchy ist und (lokal) nach MaB gegen f konvergiert, ist f
(erweitert-)integrierbar.

Sei E eine nicht-leere endliche Teilmenge von Lund ¢ e R,.

Es gibt ein A€ % und ein & € R,, so daB fiir jedes [€ E [y, |f| d|l o p| < & und
§u|f] d|lou| < e fiir alle Be 2 mit 1o p| (B) < 6 gilt.

Da Af bzgl. | o u meBbar ist, gibt es zu jedem [ € E ein g,€8(K) und ein B,e %,
so daB |lop|(B;) < & und |f(s) — gi(s)| < &/(L + ¥ |lop| (4)) fir alle se A\ B,
gilt. leE

Sei (Iy, ..., I,) eine Abzéhlung von E. Wir definieren
n j—1
oot = Z(A nN Btk\Blj) gy, -
j=1 k=1

Dann ist (fz,,)(g e,z x &, €i0 Netz in &(K), das fiir jedes le L bzgl. 1o u im Mittel
gegen f konvergiert, denn es gilt fiir [ € E:

[ir=sedatwen = irtaen+ [ i+
M\4 Anll;]EBt

+ J |f = feold|lop| <3e. QED.
A\ nEB-

AbschlieBend sei noch auf den o-additiven Fall verwiesen. Wenn u ein K-
wertiges o-additives MaB auf 2 ist, dann setzen wir fir 4 =« M

|u|** (A): = inf {|u| (B): #,2 B > 4} ;
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bekanntlich ist ],u[ ein [0, oo ]-wertiges g-additives MaB auf %, und die vor Abschnitt I
gemachten Bemerkungen zur Integration K-wertiger Abbildungen bzgl. u bleiben
richtig, wenn ,,(lokal) nach MaB“ und ,,(erweitert-)integrierbar sowie |u|* entspre-
chend durch ,,(lokal) nach ¢-MaB*“ und ,,(erweitert-) o-integrierbar sowie |u|*
ersetzt werden. Wenn u ein K-wertiges o-additives MaBl auf 2 mit |,u| (4) < oo fiir
alle A € # ist, dann heiBt eine Abbildung f: M — X L-(erweitert-) o-integrierbar,
wenn I o f (erweitert-) o-integrierbar fiir alle l€ L ist, und wenn p ein X-wertiges bzgl.
der L-Topologie auf X o-additives MaB auf # mit |lo p|(4) < oo fiir alle le L
und alle A€ Z ist, dann heiBt eine Abbildung f: M —» K L—(erweitert—) o-integrierbar,
wenn f (erweitert-) o-integrierbar bzgl. 1. p fiir alle I € L ist; die Sétze (40) und (41)
bleiben richtig, wenn ,,L-(erweitert-)integrierbar und ,,(erweitert-)integrierbar*
entsprechend durch ,,L-(erweitert-) o-integrierbar* und ,,(erweitert-) o-integrierbar*
ersetzt werden. Alle Beweise verlaufen analog; nur die Konstruktion von fg, ist
hier ein wenig komplizierter als oben. -
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