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UNTERMANNIGFALTIGKEITEN REDUKTIVER RAUME

PeTER WINTGEN, Berlin
(Eingegangen am 6. August 1974)

In dieser Arbeit wird der Versuch unternommen, eine Theorie fiir Untermannig-
faltigkeiten homogener Rdume, in denen ein invarianter linearer Zusammenhang
gegeben ist, zu entwickeln. Zu diesem Zweck werden gewisse Strukturen hoherer
Ordnung auf den Untermannigfaltigkeiten definiert, die diese bis auf eine Transfor-
mation des homogenen Raumes eindeutig bestimmen. AuBerdem werden die In-
tegrabilitdtsbedingungen fiir das entsprechende Existenzproblem angegeben. Fiir
Untermannigfaltigkeiten reduktiver Rdume lassen sich diese Integrabilitidtsbedingun-
gen auf einfache Weise in Kriimmung und Windung gewisser Zusammenhénge
hoherer Ordnung ausdriicken, die den Strukturen invariant zugeordnet sind.

Ein zentrales Hilfsmittel ist die Theorie der oskulierenden Abbildungen, wie sie
von E. A. FELDMANN [2] und W. F. PoHL [ 7] entwickelt wurde. Sie wird im ein fithren-
den ersten Abschnitt der Arbeit mit einfachen Beweisen kurz dargestellt. Im zweiten
Abschnitt werden einige Hilfsformeln zum spiteren Gebrauch zusammengestellt.
In Abschnitt 3. werden die linearen Isotropiedarstellungen héherer Ordnung definiert
und ihre Niitzlichkeit an Beispielen demonstriert. Fiir homogene Rdume mit inva-
riantem linearem Zusammenhang Inssen sie sich in einfacher Weise durch die ge-
wohnlichen Isotropiedarstellungen erster Ordnung ausdriicken. In Abschnitt 4.
definieren wir die Strukturen hoherer Ordnung auf einer Mannigfaltigkeit und zeigen
in Verallgemeinerung einer Konstruktion von E. Feldmann [2], daB sie unter ge-
wissen Voraussetzungen Zusammenhidnge héherer Ordnung induzieren. In den fol-
genden Abschnitten benutzen wir diese Strukturen um unsere Hauptsitze fiir Unter-
mannigfaltigkeiten zu formulieren und zu beweisen. Im letzten Abschnitt behandeln
wir den Spezialfall, daB sich die Isotropiegruppe eines reduktiven Raumes als Inva-
rianzgruppe eines kovarianten Tensors beschreiben 148t.

In der ganzen Arbeit verwenden wir Ideen und Techniken, die von den Prager
Geometern, insbesondere von L. BoCEk, M. KoCANDRLE und O. KOWALSKI, ent-
wickelt wurden. Thnen habe ich auch fiir verschiedene Anregungen und Hinweise
zu danken.

*) Diese Arbeit wurde durch zwei Studienaufenthalte im Februar 1972 und: im Frihjahrs-
semester 1974 an der Math. Phys. Fakultit der Karls-Universitit Prag gefordert.
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1. TANGENTIALBUNDEL HOHERER ORDNUNG

Es seien X" eine reelle differenzierbare Mannigfaltigkeit der Klasse C,, C(X)
der Ring reellen Funktionen auf X und O, sei das Ideal der Funktionen, die im Punkt
x € X" verschwinden. Durch

J(X) = o,/0L*!
wird die Menge der k-Jets von Funktionen mit der Quelle x und dem Ziel o € R
definiert. Die zu f € O, gehorende Restklasse wird mit jf:( f ) bezeichnet. Wir kénnen
JX(X) als Vektorraum iiber R auffassen. Den dualen Raum T;(X") = J¥(X")* nennt

man den Tangentialraum k-ter Ordnung von X" im Punkt x. Wir konnen jedes
Element Z € T,(X") als Linearform auf C(X) auffassen, die auf 0%** verschwindet:

Z(f) =<Z,j{(f = ()5 feCu(X).
Die Einbettungen O, = 0% c ... induzieren Projektionen
Lo JYX) - X)) o o TYX) = THX)
und Einbettungen
T(X)=T)(X)c...c TF'(X) c T{(X) < ...

In lokalen Koordinaten, welche in einer Umgebung von x definiert sind, kénnen
wir eine Funktion f € C,(X") nach Potenzen von y* — x’ entwicken. Wir setzen
zur Abkiirzung 9; = 9/0x’, 0;; = 0*[0x" 0x’ u.s. w. und erhalten

() SO) =16 + DO O = x) + oo T a6 O = ).
. (¥ = x™) + h(y)
mit h € O%*'. Die Anwendung von Z e T;(X") auf f ergibt dann
Z(f) = Z & 5if(x) +... Z girmin 0iy..0f (%)

wofiir wir symbolisch
k

) Z=3 &0

Irj=1

schreiben. Die Formel (2) ist die Koordinatendarstellung von Z in der Basis 4,
1 £ |r| £ k, von TY(X"). DaB die 9, wirklich eine Basis von Ti(X") bilden, folgt
. sofort aus den Relationen

(3) x* = o
daB heiBt, die Polynom-Jets ji(x*), 1 < |u| < k, liefern die zu 8, duale Basis von

JY(X"). (x* steht fiir x'* ... x, wenn p das Indexsystem iy, ..., i ist).

587



Bei eine Ubergang zu anderen Koordinaten bekommen wir die entsprechende lo-
kale Darstellung aus der Kettenregel der Differentialrechnung. Ist x' = @i(x")
die Koordinatentransformation mit

. ak i
Apryin = _‘__(P_ >
ox"t...0x" "
dann ergibt sich
k
a,,. = z A" a,,
Irl=1
mit
Al

@) (4r) = | 4ip A4 C
e
Al

P'00ni’n

Al L Al

In dem mit * bezeichnenten Gebiet stehen gewisse Polynome in den 4. Die Vereini-
gung der Ti(X"), x € X, ist somit ein reelles Vektorraumbiindel T*(X) mit der Faser-
dimension '

r(n,k)=n+<";l>+...+("+:_1>=(":k)—1.

Die volle Transformationsmatrix (4) ist recht kompliziert gebaut. Meist kommt
man aber mit der folgenden einfachen Regel aus
(5) Opry.in, = A ... Af%, 0;, mod T*1(X").

i1k

Zum Beispiel folgt unmittelbar aus (5): Durch

&(0;,..;,) = 03, 0...00

i
wird ein linearer Isomorphismus g, von Ti(X)[T% '(X) auf die k-te symmetrische

k
Potenz OT,(X) des Tangentialraums T,(X) definiert, der nicht von den Koordinaten
abhingt. Durch Nullsetzen auf T¥~!(X) erhalten wir somit eine Epimorphie

k
1 TH(X) » OT(X
und es ergibt sich eine exakte Sequenz ' ;
k
(6) 0 T '(X)» TX) > OT(X) » o

von Vektorraumbiindeln und Morphismen iiber X.
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Eine differenzierbare Abbildung f:X — Y induziert durch (f®Z, jf¢p) =
= (Z, (¢ o f)) das k-te Differential f® : T*(X) — T*(Y)von f, so daB das folgende
Diagramm komutativ wird:

k
o — T"_'(X) - T{X)> O T(X)- o
j(f(k_” [f(k) F’df
k
0 — T"“(Y) > TY)>OT(Y)-o.

Satz 1.1 (W. F. Pohl [7]) Jeder lineare Zusammenhang auf X" induziert fiir
k = 2,3,... eine Splitterung der Sequenz (6):

k )
0 ——> O T(X) s THX) —25 TF1(X) — > 0.
Diese Splitterung kann dadurch charakterisiert werden, daf fiir jedes x, € X

(8) wk(au lk)l X0 = 0

in Normalkoordinaten mit dem Zentrum X, gilt, sie stimmt fiir affin verwandte
Zusammenhdnge iiberein.

Beweis. Da die Splitterung durch w, und damit durch (8) eindeutig bestimmt ist,
brauchen wir nur die Existenz zu zeigen. Ist X" der affine Raum mit dem kanonischen
flachen Zusammenhang, so setzen wir einfach

© o Y &a)=Y &9,
IEY] Ir[<k

wobei die 0, Differentiationen nach den affinen Punktkoordinaten bezeichnen. Die
Linearitdt der affinen Koordinatentransformationen sichert die Invarianz der
Definition (9). Im allgemeinen Fall wird o, durch Kommutativitdt des folgenden
Diagramms definiert (x, € X beliebig)

ng‘)

€XPyq u
THT) 00 T (x)

~ ok

k(1 20)) S ).

ex| pxu

In Normalkoordinaten gilt exp,, = id und w, hat die Koordinatendarstellung (9),
insbesondere gilt (8). Die letzte Behauptung ist trivial, da die Konstruktion nur vom
Exponential des Zusammenhangs Gebrauch macht.
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Bemerkung 1.2. Man kann durch Symmetrisierung zu jedem Zusammenhang einen
affin verwandten Zusammenhang ohne Torsion finden. Die Bezichung zwischen den
symmetrischen Zusammenhéngen und den Splitterungen der Sequenz

0o - T(X) - T*(X) - é T(X) - o

ist bijektiv. Ist @ : T*(X) —» T(X) eine Faserepimorphie, so erhilt man mit VyY =
= cc(X Y) die kovariante Ableitung eines symmetrischen Zusammenhangs, der @
nach Satz 1.1 erzeugt (vgl. z. B. [2]).

Durch Verkniipfung P, = @, o ... o @, bekommen wir eine Vektorraumbiindel-
epimorphie iiber X

(10) P, : THX) - T(X).

Ist f: Y™ - X" eine differenzierbare Abbildung, dann definieren wir durch D*f =
= P, o f® (D'f = df) die k-te oskulierende Abbildung von f. Sie setzt das Differen-
tial von f auf T*(Y) fort. Im Gegensatz zum Differential hingt sie aber von dem auf X"
gegebenen linearen Zusammenhang ab. Wir definieren auBerdem durch

(/) = Dy() (T (Y))

den k-ten Schmiegraum von fim Punkt f(y) und nennen Ny = T(X)/S,(f), x = f(»)
den k-ten Normalraum von f in y. Den Unterraum Sy '(f)/S(f) von N; bezeichnen
wir mit Hy. Dann definieren wir die k-te Fundamentalform o*(f) von f im Punkt
y € Y so, daB das folgende Diagramm mit exakten Zeilen kommutativ wird:

k
(11) 0— Ty (Y)=» Tj(Y) > OT(Y) > o
lD',“lf ID';[ laﬁ(f)
0o — S';'l(f) - Sy(f) - HYY >o.

Eine leichte Diagrammjagd zeigt, daB of(f) existiert und eindeutig bestimmt ist.
Fiir ¢(X; 0...0X,), X; € T,(Y), werden wir auch a*(Xj, ..., X,) schreiben.

Wenn DY konstanten Rang hat, dann konnen wir das Normalbiindel k-ter
Ordnung von f bilden ‘

N} = U Ty(X)/S5 -
y

Die (k + 1)-te Fundamentalform o**+! fassen wir dann als Vektorbiindelmorphismus
k+1

a**1: O T(Y) > N%

oder als symmetrische (k + 1)-Form auf Y mit Werten im k-ten Normalbiindel
von f auf.
In dieser Arbeit nennen wir f : Y — X k-stabil, wenn D*f fasersurjektiv ist.
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2. DIFFERENTIATION VON TANGENTIALVEKTOREN £-TER ORDNUNG
‘ NACH EINEM PARAMETER

Es sei f : M — X eine differenzierbare Abbildung und
ueM - Z, € Tj,(X)

ein Lift von f in das Biindel TH(X). Fiir jeden Tangentialvektor 4 e T,,(M) definieren
wir die Ableitung von Z nach A als das Element AZ e T} (X), welches jeder
Funktion F auf X den Wert

(42) (F) = AZF)

zuordnet. Hierbei betrachten wir Z,f als Funktion von u, die wir nach A4 differen-
zieren.

Ist Z= ) ¢&(u)0, eine Koordinatendarstellung von Z in lokalen Koordinaten x*
NEL

von X und A = du/dt|,_,, dann gilt
(4Z) F = %{ggr(u) o F(x(0)) : mit x(t) = f(u(t)) =
= Y& 8,F + Y& 0, Fx.
Das heiBit, AZ hat die Koordinatendarstellung

1) AZ =Y &o,+ Y &io,.

UEL NEY

Beispiel 1. M = X, f = idy. Fiir jeden Schnitt Z von T"(X) und jeden Vektor
A€ T, (X) konnen wir AZ e T¢+'(X) bilden und jedes We T:H'(X) 1aBt sich als
Linearkombination solcher Elemente schreiben. Ist ¢ : X — Y eine differenzierbare
Abbildung, dann gilt

) o**(4Z) = 49™(2) .

Beispiel 2. f(u) = x,. Ein Lift von f ist hier eine Vektorwertige Funktionu — Z, €
€ T¢(X) und AZ ist die gewdhnliche Ableitung von Z nach 4.

Beispiel 3. Es sei (G, X) eine Links-Transformationsgruppe. Wir schreiben fiir
I{MZ einfach gZ. Fiir A € T(G) und Z € T;(X) setzen wir

(3) AxZ = A(gZ)e T, (X)
und erhalten so eine bilineare Abbildung

T(G) x Ti(X) - TrH'(X).
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Sind g(u) und Z, differenzierbare Abbildungen von M in G bzw. T(X) und 4 € T, (M)
ein Tangentialvektor von M, dann gilt die Produktregel

@ A.(gZ) = dg(A) * Z + gAZ,

welche man leicht unter Benutzung lokaler Koordinaten von X beweist. Fiir das
*-Produkt gelten auBerdem die folgenden Regeln

(%) (L,A)*Z =g(A+Z), (RA)*Z = Ax*(aZ),

welche unmittelbar aus der Definition folgen.
Ist H, = {h, hx, = x,} die Isotropiegruppe eines festen Punktes x, € X, so
konnen wir die Darstellungen

u: H,, - GL(T(X))
durch ¢(h) = I definieren. Fiir jedes Element E der Lie-Algebra b von H,, gilt dann
(6) dy(E)Z =E=+Z,

da hier die Situation von Beispiel 2 vorliegt.

3. ISOTROPIEDARSTELLUNGEN HOHERER ORDNUNG

Es sei X = G[H ein homogener Raum und H die Isotropiegruppe eines festen
Punktes x, € X. Fiir jedes k = 1,2, ... ist mit y(h) = I} die lineare Isotropie-
darstellung k-ter Ordnung
) 4 H > GL(TE(X))
von H iiber dem Raum Ty (X) definiert. Es ist anzunehmen, daB die Darstellungen
(1) auch fiir k> 1 bei der differentialgeometrischen Untersuchung homogener
Réume wichtig sind. Wir geben hier zwei Beispiele.

3.1. Ein Hauptsatz fiir Untermannigfaltigkeiten (nach L. Bocek [1]). Es sei M
eine differenzierbare Mannigfaltigkeit. Die Vereinigung der Vektorriume Hom .
(T(M), TE(X)), u e M, bildet ein Vektorraumbiindel E, iiber M. Die Wirkung
von H auf Tg(X), welche durch die Isotropiedarstellung k-ter Ordnung definiert ist,
induziert eine Wirkung auf E,. Den entsprechenden Faktorraum bezeichnen wir mit
Z\. Z, ist ein (im allgemeinen nicht mehr differenzierbares) stetiges Faserbiindel auf M.

Ist nun eine differenzierbare Abbildung f: M — X gegeben, dann induziert diese
einen globalen Schnitt ak(f ) in X, der in dem Sinne differenzierbar ist, daB er lokal
durch differenzierbare Schnitte in E, reprisentiert werden kann. Solche Schnitte
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bekommt man mit Hilfe lokaler Lifts von f in die Gruppe G. Esseig:UeM - G
eine lokale Abbildung mit g(u) x, = f(u), dann setzen wir

o = gu)"' fP

und o;(f), sei dann die zu o* gehdrende Aquivalenzklasse. Es ist das Hauptergebnis
der Arbeit [1], daB f unter gewissen Voraussetzungen durch o{’’ bis auf G-Aquivalenz
charakterisiert ist. Diese Voraussetzungen snd: Wenn E = o das einzige Element
von b mit dy(E) Im ¢, = {o} ist, dann sagen wir, in u € M ist die Bedingung B,
fir f erfiillt. Ist dann die Wirkung von G auf X effektiv, M zusammenhingend
und fiir jedes u € M die Bedingung B, _, fiir f erfiillt, so gibt es zu jeder Abbil-
dung f' : M — X mit ¢,(f") = o,(f) ein Element g, € G mit f* = I, o f. Umgekehrt
werden in [1] auch die Bedingungen angegeben, d'e ein Schnitt o in X, erfiillen muB,
damiteseine Abb’ldungf: M — X der einfach zusammenhéangenden Mannigfalt'gkeit
M in X mit o,(f) = o gibt.

Bemerkung 1. Der Begriff ,,Isotropiedarstellung k-ter Ordnung® tritt in [1] nicht
explizit auf.

Bemerkung 2. Es ist klar, dal es nur dann Abbildungen mit der Eigenschaft B,
geben kann, wenn das Differential der Isotropiedarstellung k-ter Ordnung von X =
= G/H injektiv ist. Wenn auf X ein G-invarianter linearer Zusammenhang gegeben
ist, dann sind die k-stabilen Abbildungen wohldefiniert (vgl. Abschnitt 1). Es IiBt
sich leicht zeigen, daB die k-stabilen Abbildungen die Bedingung B, erfiillen.

3.2. Invariante Zusammenhinge. Die G-invarianten symmetrischen linearen Zu-
sammenhinge auf X = G/H entsprechen den G-invarianten Splitterungen von

0 - T(X) » T(X) - o T(X) - 0

(vgl. Abschnitt 1) und diese stehen in eineindeutiger Beziehung zu den H-invarianten
Zerlegungen
T!X)=VeWw

mit ¥V = T, (X). Insbesondere ergibt sich das folgende Kriterium fiir die Existenz
eines invarianten linearen Zusammenhanges in der zweiten Isotropiedarstellung:
Auf X existiert genau dann ein G-invarianter linearer Zusammenhang, wenn
T,(X) ein H-invariantes Komplement in T2 (X) besitzt.

In diesem Fall lassen sich die Isotropiedarstellungen ¢, sehr einfach beschreiben.
Zunichst gibt die mehrmalige Anwendung von Satz 1.1 eine G-invariante Isomorphie
der Vektorraumbiindel

T(X) ~ T(X) ® (O T(X)) ® ... & (O T(X).



Insbesondere ergibt sich in x, eine H-invariante Zerlegung
2 k
TI(X)=VeOV)®..a((OV)
mit ¥V = T, (X). Wegen Formel (1.5) ist die Einschrinkung von ¢ auf die i-te sym-

metrische Potenz O V von V die gewdhnliche Tensordarstellung von ¢ = ¢;. Es
ergibt sich also die Zerlegung

2 k
u=1®0)®..d (0.

4. ZUSAMMENHANGE UND G-STRUKTUREN HOHERER ORDNUNG

Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und in T*(M) sei ein Unterbiindel
der Kodimension n gegeben. Wir bezeichnen mit E, das Faktorbiindel T*(M)/A und
mit P,(M) das zu E, assoziierte Hauptfaserbiindel, dessen Elemente wir als lineare
Isomorphien der Fasern von E, auf R” interpretieren. G = GL(n, R) sei eine abge-
schlossene Untergruppe der linearen Gruppe.

Definition 4.1. Einen Zusammenhang I" auf P,(M) nennen wir linearen Zusammen-
hang k-ter Ordnung vom Typ n auf M. Ist eine Reduktion Q von P,(M) auf die
Gruppe G gegeben, so nennen wir das Paar (4, Q) eine verallgemeinerte G-Struktur
k-ter Ordnung vom Typ n (kurz (G, k, n)-Struktur) auf M.

Fir k = 1, n = 0, bekommen wir die gewohnlichen linearen Zusammenhinge
und G-Strukturen.

Es sei nun wie oben ein Unterbiindel A = T¥(M) gegeben mit k = 2. Wir haben
natiirliche Projektion P : TY(M) — E, die jedem Z € T,(M) seine Restklasse {Z} =
= Z + A, zuordnet. Wir wollen voraussetzen, daB3 die Einschrinkung von P auf
T*~'(M) surjektiv ist. P induziert dann eine Isomorphie

1) Eym T M) 270 = An T(M).

Satz 4.2. Es sei A = T*(M) ein Unterbiindel, so daf P : T*"'(M) — E, surjektiv
ist. Auferdem soll fiir jedes Vektorfeld X auf M und jeden Schnitt Z von 2*~*
der Schnitt XZ in A liegen,

(2 rT(M) 2" < ra.

Es gibt dann genau einen linearen Zusammenhang auf E,, dessen kovariante Ab-
leitung der Bedingung

©) Vx{Z} = {xZ}
fiir jedes Vektorfeld X auf M und jeden Schnitt Z in Tk—l(M) geniigt.
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Beweis. Die Eindeutigkeit ist klar, da P : T*"!(M) — E, fasersurjektiv ist und
sich daher jeder Schnitt Wvon E; in der Gestalt {Z} mit Z e I' T"(M) schreiben 1iBt.
Wenn W = P(Z,) mit Z, e I' T*"'(M) gilt, dann haben wir Z — Z, € I'A**"! und
folglich X(Z — Z,) e I'A. Daher gilt {XZ} = {XZ,} und deshalb ist Vyx{Z} durch
(3) wohldefiniert. Offenbar hat V die Eigenschaften einer kovarianten Differentia-
tion. Ist zum Beispiel F eine reelle Funktion auf M, dann gilt

X(FZ)=X(F)Z + F.XZ
und daher
Vx(F{Z}) = A(F) {Z} + F Vx{Z} .

Der wichtige Spezialfall, daB 1 in T%(M) zu T*~*(M) komplementir ist, wurde von
E. Feldmann [2] behandelt. Hier ist die Bedingung (2) trivial erfiillt und A ist gleich-
wertig mit einer Splitterung der Sequenz (1.6). Der entsprechende Zusammenhang
auf T*~!(M) hat die leicht zu beweisenden Eigenschaften

@) VyZ = XZ
) R(X,Y)Z = VuVyZ — VyWyZ — ViyiZ = 0

fiir Vektorfelder X, Y auf M und jeden Schnitt Z von T*~!(M).
Umgekehrt gibt es zu jedem Zusammenhang auf T*!(M), der den Bedingungen
(4), (5) geniigt, genau eine Splitterung

THM) = T (M) @ 2,

die diesen Zusammenhang gemiB Satz 4.2 erzeugt. (Feldmann nennt solche Zu-
sammenhénge Dissections (k — 1)-ter Ordnung. Im Fall k = 2 haben wir (4), (5)
durch das Verschwinden der Torsion zu ersetzen).

Wir stellen nun einige zum gr6B8ten Teil wohlbekannte Tatsachen fiir die Kriim-
mungstheorie der linearen Zusammenhédnge k-ter Ordnung vom Typ. n zusammen.
Dabei wollen wir voraussetzen, daB P : T(M) — E; injektiv ist, so daB wir T(M) mit
dem entsprechenden Unterbiindel in E, identifizieren kénnen.

Es sei also ein Zusammenhang auf P;(M) gegeben. Wir bezeichnen mit o die Zu-
sammenhangsform und mit V die kovariante Ableitung auf E. AuBerdem sei mit
n : P; > M die Biindelprojektion von P, bezeichnet und die kanonische Form
3 : P, - R" sei durch

(6 9X) = bdn(X); XeTyP,)

definiert. Q@ = Dw, @ = D3 (Da = dao pr,,) bezeichnen Kriimmungs- und
Windungsform. Die Morphismen R:I' T(M) @ I' T(M) » Hom (T'E,, TE;), T:
: I T(M) - T'E; der Kriimmung und Windung sind durch

(7) RX,Y)Z =[Vx.Vy]Z — Vix.iZ
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und
(8) T(X,Y) = VyY — V,X — [X, Y]
definiert. Ist b, : U, —» P, ein lokaler Schnitt von P, und bezeichnen w, = bfw,

9, = b9, Q, = bfQ, 6, = b}O die zugehorigen lokalen Formen, so ergeben sich
die Beziehungen:

w, =Vob'—d, 8 =b,, Q =b,oRob]', ©,=boT.
Die erste Gleichung zum Beispiel bedeutet ausfiihrlich geschrieben
o(X)V = Vy(b;'V) — dV(X)

fiir jedes Vektorfeld X auf U, und jede R"-wertige Funktion ¥, auf die wir die (n, n)-
Matrix ®,(X) e gl(n, R) anwenden. Es gelten schlieBlich die Strukturgleichungen
von E. Cartan: )

9 d9 = -oArd +0
(10) do=-0Ao+Q.

Die hier angefiihrten Fakten ordnen sich in die Theorie der ,,soldered* Vektor-
biindel, welche T(M) als Unterbiindel enthalten, von O. Kowalski [6] ein.

Definition 4.3. Eine (G, k, n)-Struktur (Q, 1) heiBt von spezieller Art, wenn
T(M) — E, injektiv und T*~!(M) — E, surjektiv ist. Gilt (2), so nennen wir den durch
(3) definierten Zusammenhang den kanonischen Zusammenhang von (Q, 2) und
(Q,2) heiBe normal, wenn Q mit dem kanonischen Zusammenhang vertréglich ist
(d. h. die Einschrinkung von w auf Q ist g-wertig bzw. Q ist gegeniiber den Parallel-
verschiebungen invariant).

5. UNTERMANNIGFALTIGKEITEN AFFIN ZUSAMMENHANGENDER
HOMOGENER RAUME

In diesem Abschnitt sollen folgende Voraussetzungen gelten: Es sei X = G/H der
Faktorraum einer Lieschen Gruppe G nach einer abgeschlossenen Untergruppe H.
Mit n(g) = gH bezeichnen wir die kanonische Projektion von G auf X und die
Wirkung von G auf X sei durch

I(x) = gx = n(ga); x = n(a)

erkliart und effektiv. X sei zusammenhiingend und es sei auf X ein G-invarianter
linearer Zusammenhang gegeben.
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Bekanntlich folgt aus diesen Voraussetzungen, daB die Isotropiedarstellung
ty : H > GL(T (X)), xo = n(e), treu ist. Das werde der Vollstindigkeit halber
kurz bewiesen: Ist ¢,(h) die identische Abbildung von T, (X), dann definieren wir F
als die Menge aller Punkte x € X mit dl, | T,(X) = id. F ist nicht leer, abgeschlossen
und offen. Die letzte Behauptung folgt aus der Invarianz der Exponentialabbildung
des Zusammenhangs:

I, o exp, = expy, o dlj .

Also gilt F = X, I, = idy und somit h = e.

P(X) sei das Reperbiindel von X, dessen Biindelprojektion wir ebenfalls mit
bezeichnen. Wir fixieren ein Element z, € n7*(x,) von P(X) und definieren eine Ein-
bettung von G in P(X) durch «g) = gz,. AuBerdem wollen wir die Identifikation

alfy = T(X) = R

vornehmen (die erste sei durch dr und die zweite durch z, definiert).

Bemerkung 5.1 Durch obige Festlegungen ergibt sich eine gewisse Willkiir in
den folgenden Betrachtungen. Sie reduziert sich im Wesentlichen darauf, daB wir
unter den G-invarianten H-Strukturen mit ¢G) eine herausgreifen.

Der Zusammenhang induziert Projektionen P, : T¥(X) — T(X) fiir jedes k =
= 2, 3, ..., die mit der Wirkung von G vertauschbar sind:

(1) dlyjo Py = Po 1.

(Dies folgt aus der Invarianz der Exponentialabbildung). Wegen P, | T*~!(X) =
= P,_; werden wir P fiir alle P, schreiben. Wir definieren noch eine b’lineare
Abbildung B:g x R” > R" durch B(E, A) = P(E = A) (vgl. Beispiel 2.3). Fiir
Eebund he H gelten die Bezichungen

() B(E, A) = dy(E) A

) BAJ(R) E, 4) = hB(F, h~"4)
(vel (2.5), (2.6)). AuBerdem gilt

@ BE, P(2) = P(E = 2)

fiir E € g, Z € T4 (X). Diese letzte Formel beweist man leicht mit Hilfe von Normal-
koordinaten mit dem Zentrum Xx,.

Es sei nun eine (k — 1)-stabile Immersion f: M — X gegeben. Diese induziert
auf folgende Weise eine (H, k, n)-Struktur spezieller Art auf M (vgl. Def. 4.3).
Zunichst sei A = Ker D*f. Wie in Abschnitt 4 setzen wir E; = T*(M)[A und bezei-
chnen mit P, das zu E, assoziierte Hauptfaserbiindel, welches aus den linearen Iso-
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morphien der Fasern von E, auf R" besteht. D¥f verschwindet auf A und induziert
daher eine Faserisomorphie E; — T(X) und eine Biindelhomomorphie

f':P; - P(X).

Ist Z e T}(M), so bezeichnen wir wieder mit {Z} die entsprechende Restklasse in E;-
Liegt b € P, ebenfalls in der Faser iiber u. so gilt

/() D(2) = b{z} .

Wir setzen nun Q = f’~*(G) und erhalten so eine (H, k, n)-Struktur (4, Q) auf M.
Im folgenden Diagramm stehen die steigenden Pfeile fiir Einbettungen und die fallen-
den fiir Projektionen.

7

Pt P(X)

Wir wollen zeigen, daB f durch (4, Q) bis auf G-Aquivalenz eindeutig bestimmt ist.
Zu diesem Zweck dient der folgende Hilfssatz. Es sei w, : T(G) — g die kanonische
Form der Gruppe G und @ = f'*w, die durch f : Q — G aus w, induzierte g-wertige
1-Form auf Q.

Hilfssatz 5.2. Es sei b, : U, > Q ein lokaler Schnitt von Q, A ein Vektorfeld
auf U, und Z ein Schnitt in T*"'(U,), dann gilt fir o, = b}w:

(%) n w4) = b(4)
(6) b{AZ} = Ab{Z} + P(o[4), b{Z}).

Beweis. Wir definieren mit «(g,) = f'(b,) einen lokalen Lift g, von f in G. Es
gilt 0, = g¥w, = g * dg, und :

) b2} = g) D*1(2) = 97D 1(2)..

(5) folgt leicht aus (7) und ng~* dg, = g;* df. Um (6) zu zeigen, setzen wir V =
= g, ' f®(Z) und wenden (2.4) an. Es ergibt sich wegen A(g,V) = 4 f¥(Z)

Af®(Z) = dg(4) * 97" fO(Z) + 9,497 fN(Z) .

Nach Anwendung von g, ! auf diese Gleichung erhalten wir unter Beriicksichtigung
von (2.2) und (2.5)

(®) 97 14 (A2Z) = o A) * g7t fOZ) + 4971 P (2) -
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Wenden wir darauf P an und beachten (1), (4) und (7), so erhalten wir gerade (6),
womit der Hilfssatz bewiesen ist.

Satz 5.3. Es sei f: M — X eine (k — 1)-stabile Immersion. f induziert durch
A = Ker DY, Q = f'"*(G) eine (H, k, n)-Struktur spezieller Art auf M. Ist M
zusammenhingend, dann ist f durch (1, Q) bis auf G-Aquivalenz eindeutig be-
stimmt. Umgekehrt gibt es zu jeder (H, k, n)-Struktur (A, Q) spezieller Art auf M
eine (k — 1)-stabile Immersion f von M in X, die diese Struktur (4, Q) induziert,
wenn M einfach zusammenhdingend ist und (/1, Q) folgende Eigenschaft hat: Es gibt
eine Familie von lokalen Schnitten b, von Q deren Definitionsbereiche U, ganz M
itberdecken und g-wertige 1-Formen w, auf U, die (5), (6) und

9 do, = -}, o]
erfiillen.

Beweis. Es seien f und f zwei (k — 1)-stabile Immersionen, die dieselbe (H, k, n)-
Struktur (Q, 1) erzeugen. Wir benutzen einen lokalen Schnitt b, : U — Q um lokale
Lifts g, und §, von f bzw. f durch g,) = f'(b,) bzw. «§,) = f'(b,) zu definieren.
Wir setzen «, = @, — &, mit o, = g ' dg,, @, = §; ' dj, und zeigen, daB o, ver-
schwindet: Aus (5) folgt na, = o, das heiBt, «, ist h-wertig. Aus (6) und (2) folgt
weiter, daB3 «, verschwinden muB} und daher w, = @, gilt. Wenn wir ohne Beschrin-
kung U, als zusammenhéngend voraussetzen, dann kdnnen wir aus dieser Gleichung
schlieBen, daB sich die beiden Lifts nur um eine Linkkstranslation L, von G unter-
scheiden und es gilt f(u) = a, f(u) fiir u € U,. Ist U,, eine andere offene Menge mit
f(u) = a,f(u) fir ue U, und gilt U, n U, + @ dann gilt a, = a,. FirueU,n U,
gilt ndmlich a; 'a, Df = D' woraus die Behauptung folgt, da f (k — 1)-stabil ist.
Wir haben also f = a,f auf U, n U, und weiter auf ganz M, da M zusammen-
hdngend ist.

Es sei nun umgekehrt eine (H, k, n)-Struktur (4, Q) spezieller Art auf M mit der
genannten Eigenschaft vorgegeben. Wir setzen U, als einfach zusammenhingend
voraus. Wegen (7) gibt es eine Abbildung g, : U, - G mit g, 'dg, = w,. Wir setzen
f. = mg, und bezeichnen mit (2,, Q,) die von f, erzeugte Struktur auf U,. Wir wollen
zeigen, daB diese Struktur mit der Einschrinkung von (,1, Q) auf U, iibereinstimmt,
Dazu betrachten wir die Abbildung ¢, = g; ' D, von T(U,) in T, (X). Offenbar
sind 4, und Q, durch ¢, eindeutig bestimmt. Andererseits gilt wie im Beweis von
Hilfssatz 5.2

(10) 0.(4) = 7 ,(4)
(11) 042) = 4 9.2) + B(o4), 0.2)).

Aus (10) und (11) kdnnen wir rekursiv schlieBen, daB ¢, durch , eindeutig bestimmt
ist und insbesondere ¢,(Z) = b,{Z} gilt, woraus unsere Behauptung folgt. Ist M
einfach zusammenhidngend, dann konnen wir f, mit den ilblichen Fortsezungs-
schliissen (Monodromieprinzip) auf ganz M fortsetzen.
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Beispiel 5.4. Wir betrachten den folgenden einfachen Spezialfall: X = A" sei der
affine Raum mit dem kanonischen flachen Zusammenhang und G.eine Untergruppe
der affinen Gruppe A(n). Ist dann f eine (k — 1)-stabile Immersion von M in A’
so konnen wir als Lift die Abbildung gt(u) = loof(u)? Parallelverschiebung von x,
nach f(u), nehmen. Die Bedingungen (5), (6), (9) reduzieren sich auf die einzige
Gleichung

(12) b{AZ} = Ab{Z}

fiir den entsprechenden globalen Schnitt b, in Q. Um das einzusehen, identifizieren

wir die Lie-Algebra 2(n) von A(n) mit R" ® gl(n, R). Fiir X = (4, E) e ¥(n) und

B e R" ergibt sich nach einer leichten Rechnung (vgl. auch den niichsten Abschnitt)
B(X,E) = EB.

Dir Form w, = (&, y) mit o(4) = b,(A4) und y(4) = o, A€ T(U), geniigt wegen (12)
den Bedingungen (5), (6). Die Gleichung (9) 14Bt sich komponentenweise in der
Gestalt ‘

de+aAy=0, dy+yAyp=o0

schreiben. Die zweite Gleichung ist trivial erfilllt und die erste folgt leicht aus (12):

2da(4,B) = Ab(B) — Bb(A) — b4, B] =o0.

6. UNTERMANNIGFALTIGKEITEN REDUKTIVER RAUME

Es sei X = G[H ein homogener Raum mit den gleichen Voraussetzungen (und
Identifikationen) wie im letzten Abschnitt. AuBerdem wollen wir voraussetzen, daB
die H-Struktur ¢G) < P(X) mit dem invarianten Zusammenhang vertriglich ist,
das heiBt, X ist ein reduktiver Raum. Die Einschrinkung der Zusammenhangs-
form o auf G ist also g-wertig. Der Horizontalraum m = Ker o in T,(G) ist ein
Ad(H)-invariantes Komplement zu }) in g und es gilt

(1) [h,m] =m.

Zur Theorie der reduktiven Rdume vgl. etwa [4], wo man auch den Beweis der fol-
genden Tatsache findet: Die Kurven

(2) x(t) = exp (tE)xo, Eem

sind Geoditische, bezogen auf den affinen Parameter ¢.
Wegen g/h ~ m kénnen wir m mit T,,(X) identifizieren. Es gilt dann

©) B(m. m) = {o} .

Zum Beweis benutzen wir Normalkoordinaten x’ mit dem Zentrum x,. Fiir T =

600



= t' 9 ist die Kurve x(t) = exp (tT) xo durch x/(f) = (tt') gegeben und wir erhalten
fiir S = 57 9,
TS =t's' o,
und B(T, S) = P(T*S) = o.
Ist 4 = (4,, A,) die Komponentenzerlegung von Aeg = m ® b, so ergibt sich

@) B(A, S) = 4,S.

(Wir identifizieren hier und im folgenden H mit ¢,(H) = GL(m) und b mit du,(h) =
c gl(m)).

Die kanonische Form w,:T(G) > g =m @b besitzt die Komponentendar-
stellung wo = (9, ), wobei 9 und w die Einschrinkungen von kanonischer Form
und Zusammenhangsform auf G sind.

Es sei nun f: M — X eine (k — 1)-stabile Immersion und (4, Q) die zugehdrige
(H, k, n)-Struktur auf M. Die durch o auf P* induzierte Zusammenhangsform
bezeichnen wir ebenfalls mit @ und 9 sei die kanonische Form von P*. Die Gleichun-
gen (5.5) und (5.6) lassen sich dann in der Gestalt

() 9.4) = b(4)
() b{AZ} = Ab{Z} + o(4)b{Z}

schreiben. Aus (5.6) oder (6) folgt, daB A der Bedingung (4.2) geniigt. Wir haben
daher nach Satz 4.2 den kanonischen Zusammenhang auf P,, fiir dessen kovariante
Ableitung nach (4.3) und (6) gilt:

b, VA(Z} = Ab{Z} + 0 (A) {b.Z} .

o, ist also die zum kanonischen Zusammenhang gehorende lokale Zusammen-
hangsform, d. h., der durch f aus dem invarianten Zusammenhang von X induzierte
Zusammenhang stimmt mit dem kanonischen Zusammenhang der normalen (H , k, n)-
Struktur (4, Q) iiberein. Die Komponentenzerlegung der Gleichung (5.9) ergibt unter
Beriicksichtigung der Strukturgleichungen (4.9), (4.10) und (1)

(7) 0, = [‘9» st]m
) 2, = [9, 5.

wobei wir mit [ ], und [ - ]; die entsprechenden Projektionen auf m und | bezeichnen.
Die Gleichungen (7) und (8) sind gleichwertig mit

©) Co=[59,
(10) o =[5,

Wir konnen nun Satz 5.3 wie folgt spezialisieren:
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Satz 6.1. Es sei f : M — X eine (k — 1)-stabile Immersion in den reduktiven
Raum X. Durch A = Ker D*f, Q = f'~'(G) wird auf M eine normale (H, k, n)-
Struktur induziert. Fiir die Windungs- und die Kriimmungsform des kanonischen
Zusammenhangs gelten auf Q die Gleichungen (9), (10). Ist M zusammenhdngend,
so ist f durch (1, Q) bis auf G-Aquivalenz eindeutig bestimmt. Ist M einfach
zusammenhdngend, so gibt es zu jeder normalen (H, k, n)-Struktur, fur die (9),
(10) auf Q gelten, eine (k - 1)-stabile Immersion, die diese Struktur erzeugt.

Bemerkung 6.2. Wenn der invariante Zusammenhang von X symmetrisch ist bzw.
[m, m] < gilt, dann wird aus (9)

(11) 0=o.
Im Fall X = A", G = A(n) ist (11) sogar trivial erfiillt, denn es gilt wegen (5), (6)
A 9,(B) — B3,(A) = —w,(4) 9(B) + w,(B)9,(4) — 3[4, B])

wofiir wir auch kiirzer .
d}, = —w, A 9,

schreiben konnen. Die Integrabilititsbedingungen (9), (10) reduzieren sich in diesem
Fall also auf

(12) Q=o0.

7. REDUKTIVE RAUME MIT INVARIANTEM TENSORFELD

Wir wollen die Voraussetzungen und Identifikationen des letzten Abschnitts
beibehalten und zusitzlich noch eine Annahme machen: Auf R” = T, (X) sei ein
g-fach kovarianter Tensor gegeben, der die Isotropiegruppe H = GL(n, R) in folgen-
dem Sinne charakterisiert: g € GL(n, R) liegt genau dann in H, wenn g*t, = t, gilt.

S; sei der Unterraum aller Vektoren 4 von R”, fiir die t,(..., 4, ...) identisch ver-

@)

schwindet und S = () S; nennen wir den Nullraum von t,. Wir setzen weiter

i=1,..,

voraus, dafB3 der Nullraum tr1v1a1 ist
S = {o}.
Wir definieren auf ganz X das G-invariante Tensorfeld t durch
t,=g¥te, gxo=X.

Ist f: M — X eine (k — 1)-stabile Immersion, dann konnen wir auf T"(M) fiir
jedes k = 1,2, ... durch

(1) v = Dif*t
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q
ein differenzierbares Tensorfeld definieren, d. h., einen Schnitt im Biindel ® T"(M)*.
Avf E,; definieren wir das Tensorfeld " durch

2) v({Z4},...{Z}) =2y, ... Z,)

oder ©' = f’*t. Die Elemente von Q sind durch
(3) b*to = T,

charakterisiert (n Biindelprojektion von P,). Anders ausgedriickt: 7, hat beziiglich b
dieselben Komponenten wie t, beziiglich z,. Deshalb gilt: Jeder Zusammenhang,
der mit Q vertriglich ist, fiir den ist auch ¢’ parallel. Insbesondere gilt dies fiir den
kanonischen Zusammenhang. Wir haben daher fiir jedes Vektorfeld A auf M und
Schnitte Zy, ..., Z, von T*"(M):

@) A7(Z0) . (2) =iz::1‘c’({Z1}, o {AZ, . (2))
wofiir wir auch -
) AZos s Z) = Y AZss v AZsy . Z,)

i=1
schreiben konnen.

A ist die Vereinigung der Nullriume von 7 und Q ist nach (3) ebenfalls durch ©
eindeutig bestimmt. Daher ist die (k — 1)-stabile Abbildung f nach Satz 5.3 durch ©
bis auf G-Aquivalenz eindeutig bestimmt, wenn M zusammenhingend ist.

Es sei nun umgekehrt auf der einfach zusammenhingenden Mannigfaltigkeit M

q
ein Schnitt = des Biindels ® T*(M)* gegeben, der den folgenden Bedingungen geniigt:

I. Fiir jedes Vektorfeld 4 auf M und beliebige Schnitte Z,, ..., Z, von T*"!(M)
gilt (5).

II. Die Vereinigung der Nullrdume von 7 ist ein Unterbiindel 1 der Kodimension n
von T*(M). Die kanonische Projektion T{(M) — E, = T*(M)/A ist injektiv auf T(M)
und surjektiv auf T*~*(M).

Wir bezeichnen wieder mit P, das zu E, assoziierte Hauptfaserbiindel und mit 7’

den durch 7 auf E, induzierten Tensor und fordern weiter:
III. Es existiert ein Element by € P, mit

(6) bato =1,, u=mn(b).

Aus I, II, 11T folgt bereits, da3 die Menge Q aller b € P,, die (3) erfiillen, eine nor-
male (H, k, n)-Struktur (4, Q) auf M definiert. Bevor wir das beweisen, formulieren
wir noch die letzte Bedingung fiir 7:

IV. Fiir die Windungs- und die Kriimmungsform des kanonischen Zusammen-
hangs gelten auf Q die Gleichungen (6.9), (6.10).
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Es sei nun A ein Vektorfeld auf M und Z ein Schnitt in 4 n Tx-1(M). Wir haben
zu zeigen, daB AZ in A liegt. Es seien Zy, ..., Z,_, Schnitte in Tk—i(M)- Wegen (5)
gilt

(7) UZyy..nAZ, .y Zyy) =0
0)

fir 1 <i<gq— 1. Wir kénnen AZ = Z' + Z" mit Z' e I' T*~1(M) und Z"erll
setzen (Bedingung II). Aus (7) folgt Z’' € I'A und daher gilt AZ ¢ 1A Es sei nun V
die kovariante Ableitung des kanonischen Zusammenhangs. Aus (5) folgt fiir jedes
Vektorfeld 4 auf M und beliebige Schnitte V;, i = 1,...,q,in E,

q
(8) ATV, .., V) =._Zl1:’(V1, NV 1 7

und (8) besagt gerade, daB t’ parallel beziiglich des kanonischen Zusammenhangs
ist. Auf horizontalen Wegen in P, sind die Komponenten von 1’ konstant, das heiBt,
die Menge Q ist gegeniiber den Parallelverschiebungen invariant. Um einzusehen,
daB Q eine Reduktion des Biindels P, auf die Gruppe H ist, zeigen wir, daB es zu
jedem u; € M eine Umgebung U, und einen Schnitt b, : U, - P, | U, gibt, dessen
Bild in Q liegt. Dazu verbinden wir u; mit u, durch einen Weg u(f) und verschieben
das Element b, (aus Bedingung III) parallel nach u,. Wir erhalten ein Element b,
in n"(ul). Um u,; wihlen wir eine kugeldiffeomorphe Umgebung U, und definieren
b,(u) durch radiale Parallelverschiebung von u; nach u.

Wenn die Bedingungen I -1V erfiillt sind, kdnnen wir Satz 6.1 anwenden und erhal-
ten eine (k — 1)-stabile Abbildung f: M — X die (4, Q) erzeugt. Da aber 7 durch
(4, Q) eindeutig bestimmt ist, gilt t = D*/*¢. Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen:

Satz 7.1. Es sei f: M — X eine (k — 1)-stabile Immersion. Durch © = D'f*t

q
induziert f einen globalen Schnitt in ® T"(M)* fiir den die Eigenschaften I—1V
gelten. f ist bis auf G-Aquivalenz eindeutig durch © bestimmt, wenn M zusammen-
hingend ist. Ist M einfach zusammenhdngend und gibt es auf M ein Schnitt ©

q
in ® T"(M)*, der die Eigenschaften 1—1V hat, dann existiert eine (k — 1)-stabile
Immersion f : M — X mit D¥f*t = 1.

Bemerkung 7.2. Satz 7.1 wurde fiir den Fall X = A", G = A(n) schon von M.
Kocandrle [3] bewiesen. O. Kowalski [5] gab einen besonders durchsichtigen Beweis
des Satzes von M. Kodandrle an, der sich auf die Integrabilititsbedingung (5.11)
stiitzt.

Wir betrachten nun den wichtigen Spezialfall, daB ¢, = {, > eine euklidische
Metrik ist. Wir haben dann H = O(n) und X ist eine homogene Riemannsche Man-
nigfaltigkeit konstanter Kriimmung. Es sei f: M — X eine k-stabile Immersion.
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Wir setzen voraus, daB die oskulierenden Abbildungen Df, i = 1, ..., k, konstanten
Rang haben. Die Fundamentalformen

) al: (3 T(M) - N;~!

sind dann wohldefiniert (vgl. Abschnitt 1). Wir setzen aus formalen Griinden «' = df
und definieren die i-te metrische Grundform f; durch

(10) BdXys .- Xi Yy, .0, Y) = (X4, .o X3), (Y, . YD

fiir Vektorfelder X4, ..., X;, Yi, ..., Y; auf M. Die Tensoren f3; lassen sich folgender-
maBen durch 7 ausdriicken: Wir setzen '

(11) X .. X;=2Z,+Zy; Y,..Yi=W, +W,

wobei Z,, W, Schnitte von T~*(M) sind und Z,, W, zu T~'(M) in jedem Punkt
von M t-orthogonal sind. Es gilt dann offenbar

(12) ) ﬁi(Xl’ D €A SPT Yi) = T(Zz’ Wz) .

Einem Hinweis von M. Kogandrle folgend (vgl. die Bemerkung am SchluB der Arbeit
[3]), wollen wir zeigen, daf} sich auch umgekehrt 7 aus den f3; eindeutig bestimmen
14Bt:

Auf T(M) gilt nach Definition (X, Y) = B((X, Y). Sind X, Y, Z drei Vektor-
felder, so gilt nach (5)

Z Bi(X, Y) = 1(ZX, Y) + (X, ZY).

Vertauschen wir X, Y, Z zyklisch und addieren die Gleichungen alternierend, dann
erhalten wir

(13) (Y, XZ) = 3(ZB(X, Y) + XB,(Y, Z) — YB,(X, Z) +

+ Bi(X, [V, Z]) = Bi(Z, [X, Y]) + Bu(Y, [X, Z])) -

Gleichung (13) zeigt, daB der t-Annullator von T(M) in T*(M) durch B bestimmt
ist. Fiir die Vektorfelder Xy, X,, Y;, Y, konnen wir gemiB (11)

X1X2=ZI+ZZ; Y1Y2=W1+ Wz
setzen und erhalten

(14) T(XLX2, Y,Y,) = Bi(Zs, W) + Bo(X 1, X5, Y, Yz) .

tist also auf T?(M) durch By, B, bestimmt.
Wir zeigen nun, daB der t-Annullator von T/(M) in T'*!(M) bereits durch die Ein-
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schrinkung von 7 auf T'(M) bestimmt ist. Dazu seien X, Y, Z Vektorfelder und V, W
Schnitte in T#~1(M). Es gilt dann nach (5)

(15) X 1(YW, ZV) = 1(XYW, ZV) + (YW, XZV).

In dieser Gleichung wenden wir 6 mal die Permutation

12345

23154
auf die Buchstaben X, Y, Z, V, Wan und addieren die 6 Gleichungen mit dem Signum
der Permutation versehen. Es ergibt sich fiir 27(XYW, ZV) eine Summe von Aus-
driicken der Gestalt ir(AW, BV), wobei A bzw. B eines der Vektorfelder X, Y, Z,
[X, Z], [X, Y], [Y, Z] ist. Damit ist die Behauptung gezeigt und wir sehen auBerdem,
daB sich Funktionen der Gestalt 1(AV, W) mit Ae I' T(M), V, We I T'(M) schon

mit | T(M) berechnen lassen. Analog zu (14) kénnen wir schlieBlich ©(X 4, ..., X4,
Yy, ... Yi44) mit Hilfe von 7| T(M) und f;. berechnen.

Folgerung 7.3. Die k-stabile Abbildung f: M — X ist durch die metrischen
Grundformen By, ..., By bis auf G-Aquivalenz eindeutig bestimmt.

Bemerkung 7.4. Die obigen Betrachtungen behalten ihre Giiltigkeit, wenn wir die
euklidische Metrik t, durch eine pseudoeuklidische ersetzen. Wir haben uns dann
aber auf Immersionen mit nicht isotropen Schmiegriumen zu beschrinken.
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