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UBER DIE ZERLEGUNGEN VON LINEAREN HOMOGENEN
DIFFERENTIALOPERATOREN

JAROMIR SUCHOMEL, Brno

(Eigelangt am 7. Dezember 1970)

In dieser Arbeit werden alle Bezeichnungen und Begriffe, die in [1] eingefiihrt
wurden, verwendet. Es sei ein Differentialoperator A n-ter Ordnung mit dem Defini-
tionsbereich C,(I) gegeben. Das Produkt A4 o u resp. vo 4 von 4 mit der Funktion
u e C,(I) resp. ve Co(I) ist der Operator, der durch die Formel (4o u)y = A(uy)
resp. (vo A) y = v(Ay) fiir alle y € C,(I) definiert wird. Insofern kein MiBverstéindnis
zu befiirchten ist, werden wir vA statt v o A schreiben. Fiir Funktionen y, y,, ...
<oy Yn€ C,(I) fiihren wir die Bezeichnungen wq .; = W(yy, V2, ..oy Vs Vsui) fiir
s=1,2,...n—1, i=12,..,n—s5, wy;=y; fur i=1,2,...,n v;=
= W(yy, 2, .o yy) fir i = 1,2,...,n und v, = 1 fiir alle x eI ein. Jedes Symbol
von der Form ]11 a; mit a; e Co(I) und p > q ist gleich 1 fiir alle x €I zu nehmen.

i=p

1. Lemma. Es seien Funktionen y, e C(I) fiiri = 1,2, ..., s und u € C(I) gegeben.
Dann gilt

(1) W(uys, uys, ..., uys, D)o = w1 W(yy, v ..., y5, D).
Beweis folgt aus dem Hilfssatz 1 der Arbeit [2].

2. Lemma. Es seien Funktionen y,;e C(I) fiir i =1,2,...,n, n 2 2, gegeben.
Dann gilt

(2) W(Ws 5415 Wy g425 s Wo o D) W(py, ¥2s oo ¥y D) =
=0y *W(¥y, y3s e Y D) fiir s=1,2,..,n—1.

Beweis. Bezeichnen wir W(yl’ Y2505 Yo y;.+1) = Uptq und W(yl’ V2soees Vo
Va+1) = Wy sy fUr Va1 € C(I), so ist die Formel (2) dquivalent mit

(3) W(Wsst 15 Wsis+25 ooy Wo 1) = Un “Upyy fralle y,,,eCyI).
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Ist v,.4(xo) * O fiir x, eI, so existiert nach dem Satz 1 aus [3] ein nichtleeres
Intervall I} < I, x, eI, (I, ist die AbschlieBung von I,), in dem v(x) # O fiir alle
xel,und alle i = 1,2,...,s in Kraft ist. Nach (2,3') S. 310 aus [4] ist (3) im I,
richtig und aus der Stetigkeit beider Seiten von (3) folgt die Giiltigkeit von (3) im
Punkt x,. Nehmen wir an, daB v, ,(x,) = O fiir x, €I ist. Bezeichnen wir

Vi(%0) Y2(X0) - Yur(Xo)
y = | Vi) ¥i(xo) .- yhas(xo)

y(ln)(xo) y(z")(xo) y,(,"ll(xo)

und j, =y + e[(x — xo)*'f(k — 1)!] fiir k =1,2,..,n + 1,xel, e > 0. Dadie
Matrix Y hochstens n + 1 reale charakteristische Wurzel haben kann, existiert
ein A > 0 derart, daB

W(F1s Fas --os Pur1) (Xo) = det (Y + ¢E) + 0 fiir alle £€(0, 2)

gilt, wobei E die Einheitsmatrix (n + 1)-ter Ordnung ist. Bezeichnen wir W(W(y,,
.}72’ (A j;.v j;s+1)’ W(yl’ .}_’2’ ARt j;s’ .}7s+2)’ A W(j;l’ )_72’ AR .}-"s’ Pn+l)) = VVe Nach dem
Vorhergehenden ist W,(xo) = (W(J1s F2u -5 Fs) (%0))" ™ W(Fys F2s - s Fnsr) (%0) fiir
e€(0, 2) und daher

lim W,(xo) = (vy(xo))" *det ¥ = 0. *
£=0 4+
Da die Funktionen W(¥,, 1, ..., ¥ Ji) fiir k =s + 1,5 + 2, ..., n + L Polynome
in & mit Koeffizienten aus C,_(I) und den Absolutgliedern wy, fiir k =s + 1,
s+ 2,...,n + 1 sind, ist die Funktion W, ein Polynom in ¢ mit Koeffizienten aus

Co(I) und dem Absolutglied W(wq sy 1, Wy s425 -, Wy nyy)- Hieraus folgt

W(Ws,s+1’ Ws,s+2’ LR} Ws,n+l) (xo) = hm VVg(xo) = 0

=04+

und die Formel (3) ist auch im Punkt x, richtig.

3. Lemma. Es seien gegeben: ganze Zahlen 0 =ro <r, <r, <...<ry=n,
2 < s < n und Funktionen y; e C,,(I) firi =1,2,...,n. Dann gilt

1
(4) hl W(yl’ Y2y eens y’j’ D) =kn' W(bkl’ ka’ ceey b"J'k"'k-l’ D)
=j
firj=12,...,s, wo
bki=hk—lwrk_1,rk_,+i fur i=l,2,...,rk—r,‘_l, k= 1,2,---,j,
(5) k-1
k=1 ('p+1""y)q=I;I+l('q+1—'q+l)

b =]]v fir k=0,1,...,j.

r
p=1 °
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Beweis. Nach (1) und (2) gilt
(6) W(bj+1,1! bj+1,2’ sy bj+1,r,“—r,» D) ° hj ° W(}’n Y2 -e0s Vepo D) =
= h;’“"”“ W(W,J,,j“, Weori42s oo Wepn i D) W(yis Yas - Vrp D) =
= h;_J+1-rJ+l v:;u—r! W(yla Vs eens -V'jn’ D)
fir j = 1,2, ..., s. Mit Hilfe von (6) und der Formel
) hyer = By e R = 1,2,
kann man das Lemma mittels Induktion in bezug auf j beweisen.

4. Satz. Es seien gegeben: ganze Zahlen 0 =ro <r, < ... <ry=n25s<n,
die homogene lineare Differentialgleichung

(8) Yay®" D=0 mit a;eCyI) fur i=0,1,...n und
i=o0
ao + 0 firalle xel

und ein ihr beliebiges Hauptsystem y,, y2,...,y,,eC,,(I). Dann existieren eine
Funktion fe Cy(I), die nur isolierte Nullstellen haben kann, und Differential-
operatoren P;(r; — r;_,)-ter Ordnung mit dem Definitionsbereich C. () fir
'j=1,2,...,s, so daf folgendes gilt:

foY aD"i=PP,_, .. P,
i=0

(PePi—y ... Py) y; =0 fir k=1,2,..,s,

i=1,2,...,r, undalle xel.

Beweis. Der Satz folgt aus dem Lemma 2 von [1] und dem Lemma 3, wo f =
= ag 'vhg, P; = W(bjy, bjzs ..., bjp,—y,_,, D) fiir j = 1,2, ..., s und (5) zu nehmen
ist.

5. Satz. Es seien gegeben: ganze Zahlen0 =ro <r; <...<rg=n2=<s=n,
die Differentialgleichung (8) und ihr Hauptsystem y,, y,, ..., yp€ C,(I) mit v, =% 0
fiirallek = 1,2, ...,sund alle x € I. Bezeichnen wir mit A den durch die Gleichung
(8) erzeugten Operator. Dann existiert die Zerlegung von A in reguliire Operatoren:

]
v W, poa1 W w,
O Ama 1 [ (s, s, s )]
k=s—-1

U’k +1 v, D, v

(3 T T

Beweis. Nach (14) von [2, S. 396] und (3) gilt

(10) w w’k,’k+1’ w"k:"k"'l’ cens Wrries 1 = Urisy
1) /) /) 0,

ric ric i i
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firk =0,1,...»s — 1 und nach (5), (7) und dem Lemma 1 ist

1
(]-1-) T W(hkwrk,rk+1’ hkwrk,rk+2’ A hkwr,‘rk.,,, D) =
k+1Unic+1
_ir_“— W(wrkv'k+1, W’kv'k"’z’ . W’k'k+l’ D) o 1
Upy 41 Urk Urk vrk hkvrk

firk =0, 1,...,s — 1. Mit Hilfe (10), (11) kann man schon den Beweis dem Lemma
3 nach durchfiihren. Vgl. [2, S. 401, 402].

6. Folgerung. Es seien die Differentialgleichung (8) und ihr Hauptsystem
Vis Voo ooes Yu€ C(I) mitv; % 0 fiir i = 1,2, ..., n und alle x €I gegeben. Dann gilt

1 0
(12) —A=T] [”" °W<3’iﬂ,b>:|.
a, k=n—1| Upyq vy
Beweis folgt aus dem Satz 5, wo r, = kfiir k =0,1,...,nund s = n zu nehmen
ist.

7. Bemerkung. Die Formel (12) wurde in der Form

1 ’
el
(20 k=n Up—1
in [5, S. 195] und in der Form

0o
A=a, [] [""“ow(l,D)o ”"]=a0

k=n-1 Uy U411

2 2
v, _ v v,
Dot Do...o—2Do,-2
[

n—1 UpUp—-2 U209 Uy

in [6, S. 194, 196] bewiesen.
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