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SYSTEMES DYNAMIQUES RIEMANNIENS

KonNrAD Jacoss, Erlangen

(Regu le 29 juillet 1969)

I. GENERALITES

Soit 7 une topologie métrisable dans I’espace Q = {w,7,...} et B la o-algebre
engendrée par t. Pour une mesure m définie sur B, on appelle 'ensemble 0E € B
m-Riemannien, si sa frontiére JE est de mesure nulle: m(0E) = 0. Une application
T:Q — Q B-mesurable est appelée m-Riemannienne, si elle est continue sur un
ouvert U tel que m(Q N U) = 0. Si en outre T garde la mesure m, le quintuple (Q, T,
B, m, T) est appelé un systéme dynamique Riemannien.

On démontre aisément que:

1. Les transformations m-Riemanniennes qui gardent m forment un semi-groupe,
spécialement T" (n = 2, 3, ...), est m-Riemannien si T I'est et garde m.

2. Si E est un ensemble m-Riemannien, et T une application m-Riemannienne qui
garde m, alors tous les ensembles ET ™" (¢ = 0, 1, ...) sont m-Riemanniens.

3. Si (Q, 7, B, m, T) est un systtme dynamique Riemannien, alors m-presque
tout point w € Q a une orbite {w, oT, .. } formée de points de continuité de tous les T”
(n=1,2,..).

Définition 1. Soit (2, 7, B, m, T) un systéme dynamique Riemannien. Un point
w € Q est appelé visiteur presque périodique (pour ce systéme), si:

1. Son orbite est formée par des points de continuité de T, T?, ...

2. L’adhérence de son orbite porte la mesure m.

3. Pour chaque voisinage U de w, il y a un L> 0 tel que {oT", ..., oT***"!} A
NU+0(t=0,1,...).

S’il y a un tel visiteur, (2, 7, B, m, T) est appelé presque périodique primitif.

Si T est continue, et 2 compact et invariant minimal, alors le systéme est presque
périodique primitif, et chaque w est un visiteur presque périodique.
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Définition 2. Soit (2,7, B, m, T) un systdme dynamique Riemannien et m(Q) < oo.
Un point w € Q est appelé visiteur régulier (pour ce systéme), si pour chaque ensemble
m-Riemannien F et chaque ¢ > 0il y a un t, > 0 tel que t = t, implique:

t—1 .___".1@

1 ot ' -
LY or ) m(g)[ <e (s=0,1,..).

S’il y a un tel visiteur, (2, 7, B, m, T) est appelé régulier.
Si T est continue et Q compact et strictement ergodique, alors le systéme est
régulier, et chaque point est un visiteur régulier.

Si chaque ouvert non-vide a une mesure strictement positive, alors chaque visiteur
régulier dont I’orbite est formée de points de continuité des T, T?, ..., est aussi un
visiteur presque-périodique.

II. MODIFICATIONS DES SYSTEMES RIEMANNIENS

Dans le cadre de la théorie de la mesure, on connait bien les trois méthodes suivan-
tes pour construire un nouveau systéme a partir d’un systéme donné.

1. Le systéme induit par un sous-ensemble mesurable E de Q: si m(Q) < o
et m est gardé par T, le théoréme de récurrence de Poincaré implique que presque
chaque point de E rentre dans E. Si I’on pose

E =En(Q\ET ™) n..0(Q\ET " Y)nET™" (r=1,2..)
on sait que les E, sont deux a deux disjoints et
m(E) = m(Ey + E, + ...);

par la formule
T, ___{wT (wekE) .
o (weENUE,)
r=1

on définit Ty : E —» E gardant la réstriction my de m sur E.

2. Le systéme étendu a une suite d’étages Q = F, 2 F, 2 ... 2 mesurables:
on pose:

G={(ko) k=0,1,...; oeF}

_((k+1,0) (weFyyy)
(k’w)T"{(o,wT) (0 e FNFeyy)

Si T garde m, alors T garde la mesure % définie dans @ d’une maniére évidente.
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3. Le sAystéme produit représentant le systéme donné: on plonge Q dans I’espace
produit Q@ = Q@ x Q@ x ... = {&® = (wo, @y, ...) | ®, € @} par I'application injective
?:0 - (0, 0T, 0T?, . ).

Si T: (wo, @y, ...) = (01, ®,, ...) est la translation dans Q, on a ®T = T®. P est
mesurable et transporte m dans une mesure T-invariante 7.

Nous allons montrer que, sous des hypotheses bien naturelles, ces trois modifica-
tions gardent las propriétés définies dans le paragraphe 1.

Considérons toujours un systéme dynamique Riemannien (2, 7, 8, m, T). On dit
qu’un point w € Q est adapté au sous-ensemble E de Q, si pour chaque t = 0, wT € E
implique wT' € E; + E,..., ou F dénote toujours I'intérieur de 'ensemble F = Q. Cn
voit immédiatement que pour m(Q) < oo et pour un E m-Riemannien, les E, sont
aussi m-Riemanniens, et m-presque tout point w € Q est adapté 4 E; si tous les oT*
sont des point des continuité pour toutes les T" (n = 1, 2, ...), alors tous les wTj;
sont des points des continuité pour toutes les Ty (observer que les wTy sont des
oT' € E, avec s < 1).

Notons la restriction & E par un indice E. Alors on a le

Théoréme 3. Si (2,1, B, m, T) m(Q) < oo, est présque-périodique primitif, avec
un visiteur presque-périodique w adapté et appartenant au sousensemble m-
Riemannien E, alors le systeme induit (E, 1z, Bg, mg, T;) est aussi présque-pério-
dique primitif, et w est un visiteur presque-périodique aussi pour ce systéme.

Théoréme 4. Si (2, 7, B, m, T), m(Q) < o, est régulier, avec un visiteur régulier w
appartenant au sous-ensemble m-Riemannien E, alors le systéme induit (E, 1z, B,
mg, Ty) est aussi régulier, et w est un visiteur régulier pour ce systéme.

Nous laissons au lecteur la Etz?tche de formuler et démontrer des théorémes analogues
pour des systémes étendus, et passons maintenant aux systémes produits.

Nous supposons que Q peut étre considéré comme sous-ensemble d’un compact
métrique Q tel que 7, B sont des restrictions sur Q des structures 7, B analogues
données dans Q. A partir de 2 nous formons Q2 0 etc... de la méme fagon
comme { etc ... Les symboles 1, @, T sont utilisés aussi bien pour Q.

Théoréme 5. Si (2, 1, B, m, T) est présque-périodique primitif, alors i est porté
par un sous-ensemble invariant minimal du compact métrique Q.

Démonstration. On exploitera les propriétés d’un visiteur presque périodique @
afin de montrer que le point @ = (w, oT, ) e Q est presque périodique au sens usuel
et que l'adhérence M de son orbite dans Q contient tous les points f = (1, 17, ...)
pour lesquels 7 € Q est un point dont tous les T-images sont points de continuité
des T"; ces n portent m, donc M porte . Or, M est un ensemble invariant minimal
dans le compact Q. '
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Corollaire 6. Si (2, ©, B, m, T) est présque-périodique primitif, alors m-présque
tout point de Q est un visiteur présque périodique adapté a un ensemble E m-
Riemannien prédonné.

Théoréme 7. Si (Q, 7, B, m, T) est un systéme dynamique Riemannien régulier,
alors (Q, 2, B, m, T) est aussi un systéme dynamique régulier.

Démonstration. On montre que F = Fy x ... x F, x Q x ... est m-Rie-
mannien si F, ..., F, I'est, et que & remplit la définition d’un visiteur régulier pour F

(avec la fréquence moyenne

mFonF,T™'n...n F,,T‘"))
m(2)

si w est un visiteur régulier pour (Q, 7, B, m, T). Le reste en découle par des méthodes
d’extension évidentes.

En combinant les idées esquissées, on démontre le

Théoréme 8. Si le systéme (Q, 7, B, m, T) est présque-périodique primitif et
régulier, admettant m visiteur présque périodique et primitif a la fois, alors
est portée par un ensemble M = Q strictement ergodique.

Remarque. On établit des résultats analogues en employant des transformations
presque partout continues seulement.

III. EXEMPLE

ia2n

Soit @, = {z| |z| = 1} le tore de dimension 1, T :z — ze*" une translation
dans Q,, avec o irrationel, et E = {¢"?" | 0 < ¢ < B} un arc de longueur strictement
positive. Katok et Stepin (1) ont montré qu’on peut choisir o et § tels que la trans-
formation Ty induite sur E soit faiblement mélangeante. Comme Q, avec T, (et la
mesure de Lebesgue) est strictement ergodique, on trouve que (Q, 7, B, m, T) =
= (E, tg, Bp, (m)g, Tp) remplit les hypothéses du théoréme 8. On trouve donc,
dans Q (=f)) la mesure /M portée par un ensemble strictement ergodique. Elle est
eacore faiblement mélangeante, parce que @ constitue un isomorphisme des espaces
de mesures (2, B, m) et (2, B, i), commutant avec T resp. T.
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