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CONTRIBUTION A L’ETUDE DES TRANSFORMATIONS
DEVELOPPABLES DES CONGRUENCES DE DROITES ET DE LEURS
TRANSFORMEES DE LAPLACE

Veapimmir HorAk, Brno

(Regu le 23 février 1966)

1. En suivant I’idée de E. CecH, nous faisons usage, en étudiant dans I’espace

projectif P5 la congruence non parabolique de droites avec les nappes focales non
dégénérées, du repére

(ll) Al’ A2! A39 A4s
assujetti a la condition analytique
(1.2) [4,4,4;4,] = 1.

Supposons que Lest orientée de telle fagon, que les points 4, et A, soient le premier
et le second foyer de la droite [ A,4,] et les points A; et A, soient situés sur les trans-
formées de Laplace de [4;4,]. Alors la transformation infinitésimale du repere (1.1)
de la congruence Lest déterminée par les relations

(1.3) dA; = w A + 0,4, + 4,4,
d4; = w4, + 0,4 + w4y,
dA; = w34 + w34, + w3345 + frw Ay,
dA, = w4A; + wpd; + prorAs + WA,
et

(1.4) w =0, w,=0

sont les équations différentielles des surfaces développables. Pour les invariants
relatifs «y, %2, B1, B2 de la congruence L on a (vu que les nappes focales sont non
dégénérées)

(1.5) o882 £ 0.
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La congruence L considérée est déterminée par le systéme des équations de Pfaff
(1-6) W4 = W3 =0,
Wiy = AWy, Wy = 00y, O34 = fo0;, W43 = P,0,,
dont les conditions d’intégrabilité sont
(1.7) [w30,] + [doy + (20,5 — 0y — 044), ;] =0,
[day + 0,20,y — @25 — w33), 0] + [w40,] =0,
[waro,] = [dBy + Bi(wrz + w33 — 2044), @] =0,
[dBs + Ba(wyy + @4s — 2033), 0] — [03,0,] = 0.
En dehors de cela, on a
(1.8) [do] = [0 — w33, 0,], [dw,] = [0, — w44, 0,]
et de (1.2) suit la relation
(1.9) Wy + Wy + W33 + Wy, = 0.

Dans la suite nous voulons employer pour abréger [ijk ...] a la place de [A,»AJ-A,‘ o]
Avec le repere ponctuel nous considérons le repére planaire

(1.10) E, =[234], E,= —[134], E;=[124], E, = —[123]
et le repére réglé

(1.11) [12], [13], [24], [14], [23], [34] ,

dont les transformations infinitésimales sont

(1.12) dE, = — wE; — 0,0 E;, — w3 E; — w4E,,
dE, = —o,0,E; — wyEy — wiEy — wg,E,,
dE; = — o,E, — 33E; — BLwE,,
dE, = = wE; — By Ey — w,,E,,

ou

(L13) d[12] = (0, + @2,) [12] + ,[14] — w,[23],
d[13] = w3,[12] + (041 + @33) [13] + oo, [14] + o, 0,[23],
d[24] = —w,,[12] + w0, [14] + B,0,[23] + {02y + w,,) [24],
d[14] = w,,[12] + o[ 13] + (0, + wa4) [14] + 2 0,[24] + w'1[34],
d[23] = —y,[12] + wo,[13] + (022 + ©33) [23] + fr0,[24] — w,[34],
d[34] = —w, [13] + 03,[14] — ©42[23] + ©3,[24] + (w35 + w44) [34].
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La relation qui existe entre la congruence L et sa dualisation L* est déterminée par la
substitution

(1.14) (

Ay Ay A3 A4 E  E; E3Ey of wya 0 By By wm>
EyE  E\ E; Ay Ay Ay Ay — oy — o, By By oy %0 —y;

Le changement d’orientation etraine la substitution
(1 15) <A1 Ay A3 AL E E; EsEf 0y 05 04 05 By B
Ay Ay Ay As B2 Ef EQEy 0y, o 004 B3 By

- Wyg W22 W33 Wyy W31 W33 Wyy a)42>
- W33 Wiy Wyaqg W33 Wy Wyeq W32 D3y

Les formes

(1-16) Q= 00,00, ¢*=pfww,, Fy= o‘1/31‘0;’/“’1 s

F, = flzﬂzw?/wz
liées par la relation
(1.17) @o* = F\F,
et les équations
(1.18) Brw} + 03 =0, wo?+ fo2 =0

déterminent I’élément linéaire projectif de L. On appelle ¢ — forme ponctuelle,
¢* — forme planaire, F,(F,) — premiére (seconde) forme focale; la relation (1.18),
ou (1.18), est I’équation différentielle des lignes asymptotiques de la premiére ou
seconde surface focale (4,) ou (A4,) respectivement. Outre les formes (1.16) E. Cech
a introduit encore les formes ( voir [1], p. 266)

(1.19) Gy = —a,03|B,07 et G, = —a,0?f 0w}

qui déterminent pour G, = 1 et G, = 1 les équations des asymptotiques des nappes
focales.
En passant a la dualisation ou en changeant I’orientation ensuite, nous trouvons la
transformation des formes (1.16)—(1.19) déterminée par la relation (1.14) ou (1.15).
Dans ce qui suit, nous allons encore profiter de la relation

(1.20)  d?[12] = (d(wy; + W22) + (@11 + 022)* + ©3;0; + w40,) [12] +
+ (doy + (201 + 022 + @) 05) [14] =
= (do;y + (wq; + 2035 + 033) ©;) [23] +
+ (Bla)% - “2“’%) [13] + (“10)% - ﬁzwf) [24] + 2w1w2[34]

qui ne dépend pas des formes w5, et wy;.
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2. Outre la congruence L, nous allons considérer une autre congruence L, du
méme type que L(a 020, * 0). Pour la congruence L' nous voulons supposer une
normalisation analogue du repére en désignant les expressions relatives de L par
des notations analogues a celles de L, mais avec des accents.

Une transformation développable T des congruences L et L' est déterminée par
les relations

(2.1) 0 =0, 0,=w0,
et ’on obtient I’homographie tangente en coordonnées ponctuelles ou coordonnées
de droites sous la forme ([1], p. 267)
(2.2) HA{ = oA},
HA, = 0745,
HAy = o(A3 + 2, A}) + 1,45,
HAy = 07 '(A) + A 45) + wAy, o +0, 2,2y, 1y, py arb.,
ou
(22 H[12] =[1727],
H[13] = @*[1'3'] + ou,[127] ,
H[24] = o7*[2'4] — ¢~ 'ma[12]
H[14] = [1'4'] + A,[1"2].
H[23] = [2'3'] — A,[1"2].
H[34] = [3'4] + (A2, — mapa) [127] + 4,[1'47] — 2,[237] =
—oa[13] + o7 'y [2'47],
respectivement.

Une paire de transformées développables Let L est déterminée par le systéme des
équations de Pfaff (1.6) et

(23) Tia = Tp3 ::.0, Tl3=724=09
(2'4) T2 = (“1 - O‘l) Wy, Ty = (“,2 - 0‘2) Wy, T34 = (/)”z - B o, .
Ta3 = (ﬁ,x - Bl) @3,

ou P’on a posé 7y, = Wi — Wy,
Par la différentiation extérieure des équations (2.3); 4 on obtient

(2.5) [‘511 = T33, w1] =0, [122 — T44» 0)2] =0.

On peut introduire les expressions ¢; (£0; i = 1,2,3, 4), définies a I'aide des
invariants relatifs o, %2, B, B2 et af, &3, B1, B3 des congruences L et L, de la maniére

’ ’ 2 ’
(2.6) o = %y, o3 =05u,, Pr=203B, Br= 0iB>, 0. *0.
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1
2
Si I'on pose dans les relations de I’lhomographie (2.2) ¢* = Q% , alors ’homogra-
3
4

w, = Ol
phie correspondante réalise un contact analytique du 1°* ordre des courbes ZZ i ?)
L=
W, = 0]
(A,) et (47)
(42) et (43)

sur les surfaces 7op (v.[1], ch. 4 et 5). On voit sans peine que, en général
(Ey) et (Ey)( - 1] ) peine que, en g
(E4) et (E3)

aucune relation ne doit étre vraie entre les g;.

E. Cech a introduit dans [1], p. 273, les six types suivants de transformations
(déformations) développables du 1°* ordre:

(2.7):-6

déformation ponctuelle o =9 0l =9;°
déformation planaire o* = ¥ 0% =0;?
déformation focale de 1 espéce F, =F} 0} = 05°
déformation focale de 2° espéce | caractérisée par |F, = F} 0% =02
déformation asymptotique la relation ou

de 1¥© espéce G, = G ol = o}
déformation asymptotique

de 2° espéce G, = G, 125 = 03

Les déformations mentionnées du 1°* ordre peuvent étre caracterisées d’'une maniére
géométrique suivante: la transformation développable T déterminée par les relations
(2.1) est une déformation

si et seulement s’il existe
une homographie tangente
réalisant des contacts ana-
lytiques du 1°F ordre
suivants:

ponctuelle

planaire

focale de 1°* espéce
focale de 2° espéce

A{ - A'l, A.2 — A’z,l)
Ey —» Ej, E, > E})
A — A}, Es— Ey, [12] - [1'27].
A, » A}, E4 - Ej, [12] - [172],
3 &re )
Z:;gl[e)tothue del ]si et seulement si elle réalise {(Al) - (4}).
asymptotique de 2¢ une transformation asym-
espéce ptotique (42) = (45).

1y Une telle homographie réalise en méme temps un contact analytique du 1°F ordre [4,4,]—
— [4145].

351



Si Test en méme temps une déformation du 1°F ordre de trois types quelconques des
six déformations indiquées, elle est aussi une déformation des autres types et alors
elle est une déformation projective du 2° ordre. Ensuite dans les relations (2.6) on a

(2.8) eit=0=0=0"=0

Des relations (1.7) il découle (en indiquant par § la différentiation par rapport aux
paramétres secondaires et en posant w;(6) = ey)

(2-9) ey =¢e, =0
et

(2.10) oy + o5(2e35 — ey — €4q) =0, OBy + Bylesz + €33 — 2e44) =0,
ooy + 052(26’11 — €33 — 6’33) =0, 6B, + ﬂz(eu + €44 — 2333) =0.

Les relations analogues sont vraies pour la congruence L. On démontre sans peine
que, vu (2.5), on a (14(8) = t3):

ay oy oy o)

L= 2(t;; — t22), 02 == 2(ty — 1),
oy %y o2 o2

(2.11) 5

B Bi By B
s _Pug ), sP2 P g,
ﬂl ﬁl( ' 22) BZ [))2(11 2)

Les quotients o} /oy, B1/By, @[z, B3[P, sont des invariants relatifs du couple de
congruences Let L en transformation développable. En général, on peut choisir un
particularisation du repére de fagon qu’un quelconque de ces quotients soit égal
a un et alors, vu que t;; — f,, = 0, les autres trois sont des invariants absolus du
couple des congruences discutées. Dans le cas ou T est une déformation du 1°¢
ordre, on peut choisir une particularisation du repére de fagon que justement deux
de ces invariants soient égaux a un et alors dans la relation (2.6), ou (2.7) respecti-
vement, les o? relatifs seront égaux a un.

Si T est une déformation du 1° ordre de deux des types fondamentaux, on peut,
vu (2.11), poser au maximum 3 des fonctions 07 égales a un: dans le cas ou les deux
déformations considérées sont une déformation ponctuelle et une déformation
planaire ou des déformations focales ou des déformations asymptotiques, alors
on peut poser seulement deux des fonctions o? égales a un et les autres deux sont
égales 'une a autre.

Si T est une déformation projective (du 2¢ ordre), on peut particulariser le repére
(1.1) de telle fagon que, dans les relations (2.6) ou (2.7), on puisse poser 0f =% =1,
i=1,234
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On obtient les homographies qui réalisent une déformation ponctuelle ou planaire
ou des déformations focales de (2.2) en posant (v. [2], p. 254)

(2.12)1 -4 02 = oyfay = dhfa,
2 ’ ’
Qpx = ﬂ1//}1 = ﬁz/ﬂz
R =y, =0, A, 4, arb.,
0F, = wifoy = pifpy [ 11 T2 v
012\-"2 “’z/“z = ﬁz/ﬂ/z

Il

respectivement.

Alors le théoréme suivant est vrai:

Si et seulement s’il existe une homographie tangente qui réalise en méme temps
la déformation ponctuelle et planaire ou les deux déformations focales, alors la
transformation développable T est une déformation projective. Dans chacun de ces
cas, il y a co® homographies tangentes qui réalisent les déformations considérées
du 1°F ordre, vu que A, et A, peuvent étre arbitraires.

En employant le lemme de Cartan on obtient de (1.7) les relations

da
(2.13), -6 —L 4 2055 — 0y — 04y = 770, + 750, ,
231
daz
— + 20y; — W33 — W33 = YW + Y03,
o2
d
dh, + Wy + 033 — 2044 = —y,0; + P30,,
1
dp,

— + Oy + W4y — 2033 = Y0, — 7,0,
2
W32 = f2720; + 04750, ,

W4y = 0y50; + B17,02 5
des i-lations analogues sont vérifiées pour la congruence L.

Dans la suite nous voulons indiquer les transformées de Laplace de la con-
gruence L engendrées par la droite [13] ou [24] par L, ou L_; respectivement.
Les congruences L; et L_; se transforment par I’homographie (2.2) d’'une maniére
suivante:

(2.14)  H[13] = @[13"] + em[12].
(2.15) H d[13] = B0, [1'4"] + ayw,[2'3'] +
+ (wsz + Aafrwy — 210,0,) [1'2’] + () [1,31]
et
(216)  H[24] = ¢~2[24] — o~ 'w[12].
(2.17) Hd[24] = a0, [1'47] + Brw,[2'3"] +
+ (—o4y + o0y = A4fiw,) [12'] + (1) [2/47] .
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En substituant dans ces relations d’aprés (2.13) & s, et w,; on voit que le théoréme
suivant est vrai: Si et seulement si les congruences Let L sont dans la déformation
asymptotique de 1% oy 2° espéce, c’est-a-dire si I'on a

(2.18) B, = 0iBs, o, =02, ou o, =oc2,ay, By =02,B,, oo_, 0

respectivement, alors I’homographie (2.2) pour laquelle on a

(2'19)1—3 J'l = - (Y,7 - y7) > ’{2 = V’Z — Y2, My = 0’ Ha, © arb. ’
ou
(219)4-6 Ar=91 =71, A= —(vs—7s)> H2=0, pg,0 arb.,

réalise un contact géométrique du 1°* ordre des congruences L, et L', ou L_, et L'_,
respectivement, dont le coefficient de dilatation®) est

(2.20) ji=0%"%, ou j_,=o0c%0%.

Dans chacun des cas discutés, il y a o' homographies tangentes qui réalisent un
contact analytique des congruences L, et L', ou L_y et L_, respectivement.

3. Avant de passer a I’étude des transformations développables des transformées
de Laplace des congruences L et L' dans la transformation développable, signalons
quelques propriétés géométriques essentielles des déformations projectives du
second ordre des congruences Let L.

Soit la transformation développable T une déformation projective. Dans ce cas
on peut introduire une particularisation du repére telle que (v. chap. 2.)

(3.1) ap =y, ay =, By=PBy, By=P2;
puis on obtient outre (1.6) encore (v. [1], p. 279)

(3-2) Tya =Ty = T34 = T43 =0,

(3.3) =21y =215, = —2T33 = 2744 = C;0] — C20;,
(3-4) [1'31‘01] =0, [T42w2] =0,

(3.5) T2 = Pacr0y + ajc,0,, T4y = 026,05 + ficio; .

L’homographie osculatrice °H de T est déterminée par les relations

(3.6) HA, = A, °HA;, = A,, °HAy= Ay, °HA, = A4,.

2) Les surfaces C et C’ dont les points correspondants possédent des valeurs égales de leurs
parameétres, ont dans un point commun 4 = A4’ un contact géométrique du 1°F ordre avec le
coefficient de dilatation j si et seulement si pour une paire quelconque de courbes correspondantes
de ces surfaces on a 4 = cA’, d4 = ¢jdA’ + (.) A’. Le contact mentionné est un contact ana-

. lytique si et seulement si j = 1.
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Nous allons considérer encore, outre I’homographie osculatrice, I’homographie

ponctuellement associée °K et ’homographie planairement associée °K*, données
par les relations

(3.7) OKA, = A}, °KA, = A,
OKAy = Ay — ¢, A}, °KAy = A, — c,A},
(3.8) OK*A, = A, °K*4, = A},

OK*Ay = Ay + ¢, A}, °K*A, = A, + ¢, A},
(v. [1], p. 279 —280).

Les homographies (3.6)—(3.8) en coordonnées planaires ou en coordonnées de
droites possédent la forme

(3.6) °HE, = E{, °HE,=E,, °HE;=E,, °HE,=E},
(3.7) °KE, = E{ + ¢,Ey, °KE, =E} + ¢,E,, °KE,=E;, °KE,=E,,
(3.8) °K*E, = E} — ¢,Ey, °K*E, = E, — ¢;E,, °K*E, = E}, °K*E, = E},

(3.6)" °H[12] = [1'27]. °H[13] = [1'3]. °H[24] = [2'4],
°H[14] = [1'4], °H[23] =[23'], °H[34] = [3'4],
3.7y ok12] = [12'], °K[13] = [1'3']. °K[24] = [2'4],

OK[14] = [1'4] — c,[1'27], °K[23] = [2'3] + ¢, [1"2],
OK[34] = [3'4] — ¢, [1'4] + c,[2'3'] + ¢ye2[1727],
(3.8)" OK*[12] = [127], °k*[13] =[1'3"], °Kk*[24] =[2'4],
OK*[14] = [1'4] + ¢,[1'2], °K*[23] =[23'] — ¢, [127],
OK*[34] = [3'4"] + ¢, [1'4] = ¢,[2'3"] + ¢yc,[12]
respectivement.
La déformation projective T est nommée déformation

(3.9) singuliére ¢, =¢,=0,
demisinguliére de 1%° espéce/|si et seulement|c, + 0 = ¢, ,
demisinguliére de 2° espéce (si ¢, =0=%c,,
non singuliére ‘ ¢, #¥0£c,.

Si T est une déformation projective singuliére alors nécessairement L et L' sont des
congruences R et inversement.

Le foyer A4 de la transformée de Laplace L, (de la congruence L) engendrée par
la droite [ 4, 4], est déterminé par la relation

(3.10) Ay = 03(@3,4, — 1,0,45), 03 +0, arb.,
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ou
(3.11) W3z = (w32)w1=0‘

Supposons une notation analogue pour la congruence L. L’homographie osculatrice
(3.6) porte le foyer de la droite [13] dans le point

(3.12) CHA; = 03(@3,4] — oy0,A4%).

En raison de (2.1) et de (3.1) on voit que le point °HA; est le foyer de la droite
[A1A4] si et seulement si

(3.13) T35 = (T32)n,=0 = 0,
d’otr il découle d’aprés (3.5) la relation
(3.14) ¢, =0

et alors T est soit une déformation singuliere soit une déformation demisinguliere
de 2° espéce. A I'aide de la substitution (1.14), on obtient un résultat analogue pour
le foyer A, de la transformée de Laplace L_;. Alors on obtient le théoréme suivant:
La condition nécessaire et suffisante pour que la transformation développable des
congruences L et L soit une déformation singuliére (demisinguliére ou non singu-
liére), est: ’homographie osculatrice °H transforme les deux paires de foyers
correspondants (juste une des paires des foyers correspondants ou ne transforme
aucun des foyers) — différents des foyers A, et A, — des transformées de Laplace
Pun dans Iautre.

Nous voulons maintenant expliquer la signification géométrique de ’homographie
ponctuellement (planairement) associée °K(°K*) des congruences L et L' dans la
déformation projective 7. On obtient facilement les relations

(3.15) °KAy = 0305 "4y, °KA, = 0,0, '4,, 0,050,0, 0,
(3.16) °K*E, = 0,67 'E;, °K*E, = 6,0, 'E,, 00,0705 0.

Des relations citées ci-dessus résulte: I’homographie ponctuellement associée trans-
forme outre les foeyrs des congruences L et L' aussi simultanément les foyers des
deux transformées de Laplace; ’homographie planairement associée transforme
outre les foyers des dualisations des congruences Let L simultanément aussi les deux
foyers des dualisations des transformées de Laplace. Cela éclaircit pourquoi dans
le cas de la déformation projective singuliére les trois homographies °H, °K et °K*
se confondent en une seule.

D’aprés (1.13) et (3.6) on obtient

(3.17)  °H[13] =[1'3"7], °Hd[13] = d[1'3'] + () [1'3'] — 75,[1"2'],
(3.18)  °H[24] = [2'4'], °Hd[24] = d[2'4] + (.) [2'4] + ©,,[1'2].
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On a alors: L’homographie osculatrice réalise un contact analytique du 1°F ordre
des transformées de Laplace L, et L, et en méme temps des transformées de Lapla-
ce L_y et L'_| de congruences Let L' en déformation projective si et seulement si
elle est une déformation projective singuliére et alors Let L sont des congruences R.

Si la déformation projective des congruences L et L est une déformation demi-
singuliére de 1% (2°) espéce, c.-a-d. ¢, = 0(c; = 0), alors ’homographie osculatrice
réalise un contact analytique du 1°F ordre des surfaces développables w, = 0(w; = 0)
des congruences L, et L; et en méme temps des surfaces développables w, = 0
(w; =0)de L_y et L_, qui sont des transformées de Laplace des congruences L
et L et inversement.

4. Dans ce chapitre nous allons particulariser le repére de la congruence L
employé aux chapitres 1. et 2. Par la différentiation extéricure des relations (2.13) on
obtient

(4.1) [4y,0,] + [dysw,] =0, [dyew,] + [4dysw,] =0,
[Aylwl] - [A)’swz] =0, [AMCUJ - [Ayza)z] =0,
.Bz[AVzwx] + “1[41)’7502] =0, az[A)’gwl] + ﬂl[A)’lwz] =0,

ou

(4.2) Ayy = dyy + 710, — 033) — 031 — Yio,,
Ay, = dyy + y2(@22 — W44) — @43 — Y30, ,
Ayy = dys + 73(@22 — 044) + 304y — (2105 + 3B,52) ©; + Y505,
Ays = dys + ya(@11 — 033) + 3031 — (0,2, + 3,62) 02 + Y70,
Ays = dys + ps(w22 — @44) + 304 — Boy0, + B1f2) 0y + Y30,
Ay = dys + ve(@y; — 033) + 303, — (Boy0, + Bf2) @y + o, ,
Ay; = dy; + y3(01; — 033) — w31 + Y0,

Ayg = dyg + y5(w2y — 04y) — @42 + 7303 .

En posant comme autérieurement w,(d) = e, ol § signifie la différentiation par
rapport aux parameétres secondaires, il résulte des relations précédentes

(4'3) o7y + Vl(ell —e33)— e =0,
072 + ya(€2z — €aq) — €4 =0,
Oy3 + 7a(ez — eqq) + 3e4y =0,
074 + y4(e“ —e33) + 3e3;, =0,
(€22 — e4s) + 3ey, = 0,
(ell - 833) + 3631 =0,
oy, + V7("11 —e33) — e3;, =0,
(

Oys + va(€2z — e4q) — €4, = 0.

357



De 12 on voit qu’en raison de (1.15) on peut poser dans chaque quaterne 7y, Ya» Y6» 77
et y2, 73, Vs, Vs juste une de ces expressions égale a zéro et les six autres expressions

seront les invariants relatifs de la congruence L. Pour nos considérations nous
choisissons

(4'4) ‘)’7 = yB = 0 s
de sorte que, outre les relations (1.6), on obtient encore pour la congruence L:
(4-5) W33 = By,
Wy = B17102,

digay + 2wz, — 0y — W4y = Y502,

diga, + 20y — W33 — W33 = Y0y,

dlg By + @i + ®33 — 2044 = —7101 + V302,

dig B2 + @1 + 044 — 2033 = P40y — P20, .

A T'aide du lemme de Cartan on obtient des relations (4.1) sous la supposition (4.4)
les relations
(4'6) w31 = —frg10, — £20,,
W42 = — &30y — P840,
dy; + Vx(wu - wss) = (0‘234 + Brg; + 'Yi) w, + (32 + &5) 0, ,
dyz + 72(@22 — 044) = (83 + &6) ©1 + (281 + Prea + 95) @2,
dys + Ya(wzz — W44) = (“1‘12 + 3BB2 — &2 + 3e5 — 35) w; + (ﬁ154 + 37) W,
dys + }’4(‘011 - ‘1’33) = (3231 + eg) 01 + (“1“2 + 3By + 36, — &3 — 56) s,
dys + 75(@22 — @4a) = a0z + BBz + &2 + 383) 01 + (3184 — V] + &) @3,
dyg + ve(@11 — @33) = (3B2er — 97 + 10) @1 + (Boye2 + BB + 36, + &3) @,

ol &, &, ..., &1 sont des fonctions nouvelles.

11 est nécessaire d’élargir la transformation (1.15) qui détermine le changement de
P’orientation de la congruence L par

(4-7) <V1 Y2 7V3VaVs Ve €1 €283 €4 €586 &7 €5 &g 810)
VY2 V1 V4 V3 V6 Vs €4 838281 €588 8781089/ -

La transformation infinitésimale du repere (1.1) est déterminée, aprés la particularisa-
tion, par les relations

(4.8) d4, = w41+ oA, + 0 A4;,
dd, = w04y + 03,45 + WAy,
dA; = 341 + Bry.0142 + w3345 + fr0,4,,
dAy = B17,1024; + 0424 + BroyAy + wa.A4, .



Des relations (4.8); 4 on voit que pour w, = 0 (w, = 0) le point d4; (d4,) est
situé sur la droite [A;A45] ([A244]) et alors le point A5 (A,) est le foyer de la trans-
formée de Laplace L, (L_,) de la congruence L. De 1a résulte la signification géo-
métrique des relations (4.4).

On obtient des relations (4.8) — en substituant d’aprés (1.12) et (1.13) — les
relations relatives au repére planaire et réglé; pour la dualisation de la congruence L
le plan E; ou E, joue le réle d’un foyer sur la droite [E,E;] ou [E,E,] respective-
ment.

Interprétons encore le sens géométrique des relations

(4.9) y,=0 et 7,=0.

De la relation (4.8), ou (4.8)5 il résulte que dans le cas ot y; = 0 (y, = 0), le plan
tangent dans le point A, (A43) & la surface focale (A4) ((43)) de la transformée de
Laplace L_; = {4,4,} (L, = {A4,A4,}) passe par le point A, (4,) et celui-ci est un
foyer tant qu’il est vrai (4.5); ((4.5),). Si toutes les deux relations (4.9) sont vraies,
alors Lest une congruence d’un type spécial. Dorénavant nous supposons

(4.10) 7172 # 0.

On voit sans peine que les équations des lignes asymptotiques des surfaces (A3)
et (A,) sont

(4.11) Baresw? — aye,03 =0,

(4.12) 428302 — Bresw3 = 0.

La condition nécessaire et suffisante pour que la congruence L (et en méme temps
leurs transformées de Laplace) soit une congruence R est:

(413) Oy 0y — Blﬁl = 0’ &+ &g =863 + &5 = 0,

ce que sont les conditions de la correspondance asymptotique des surfaces focales.
5. Dans ce chapitre nous étudions les conséquences des particularisations des

repéres des congruences L et L' en déformation projective introduites au chapitre

précédent. Nous utilisons les résultats pour 1’étude des transformations développables

des transformées de Laplace. Pour la paire des congruences discutées, outre les
relations (1.6), (2.3)—(2.5) et (4.5) sont encore vraies les relations suivantes:

(5-1) T32 = (ﬂ’z)"z - ﬁz?z) Dy, Ty = (/3;?'1 - /31)’1) @3 .

Pour que la transformation développable T soit une déformation projective, il est
nécessaire et il suffit que les invariants relatifs «;, §; et o}, B (i = 1, 2) remplissent les
relations

(52) '1,1 = Q—zal 5 (X,z = QZaZ 5 ﬂ’l = QZBI 5 B/Z = Q_2ﬂ2 , @ + 0'
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Par la différentiation extérieure des relations (2.4) et en substituant a «/, §} et da, df;
et en appliquant (2.13), (4.4) et (4.5), on obtient les relations

(5.3) [2de + o(tyy — T22), 2] =0,
(5.4) [2do + o(ty; — 122), 0] =0,
(5.5) [2de + o(T35 — Tas), @2] + 0¥} — 71) [0,0,] = 0,
(5.6) [2do + o(T33 — Tas) @] — (72 — 72) [@y0,] = 0.

De (5.3) et (5.4) il résulte
(5.7) 2dgfo = 122 — 144 -

En substituant en vertu de (5.7) dans (5.5) et (5.6) on obtient (vu (2.5)),

(5~8) [Tu — T33, wz] - (7; - Vl) [wxwz] =0,
(5.9) [122 = Tas 01] = (03 = 72) [@10,] = 0,

de sorte que
(5-10) Tir — T33 = ()"1 - )’1) Wy, Tap — Ty = ()"z - ?2) (@)

est vrai; cela est en harmonie avec la relation (2.5).
Comme d*[12] ne dépend pas de w3, et w,y, alors, vu (5.10), I’homographie

osculatrice de la transformation développable (2.1) est déterminée d’aprés [1],
p. 270, par les relations (oU f; =y} — 7, et fo = y5 — 7,)
(5.11) °HA, = oA,
°HA, = Q_lAzz >
°HA; = Q(%(le - Yl) AL + A5,
CHAy = 07 '(3(yy — 72) 45 + 43),
ou, en coordonnées de droites, par
(5.12)  °H[12] =[1'27],
°H[13] = ¢*[1'3'],
°H[24] = 07 ?[2'4],
CH[14] = [1'4] + 3(yy — »2) [127],
°H[23] = [23] = 401 — ) [12],
H[34] = [34] + 301 — 7)) [V4] = 30y — o) [23] +
+ 301 — 7)) (02 — 72) [127].
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Des résultats dans le chapitre 3 il suit que la transformation développable T est une
déformation singuliére si et seulement si les relations

(5'13) VI=71. V2=72

sont vraies. Dans ce cas, ’homographie osculatrice est déterminée par les relations
(5.14)  °HA, = oA}, °HA, = 'A,, °HA; =04y, °HA, =g '4;.

On peut déduire les résultats analogues pour les déformations demisinguliéres.

6. Considérons les congruences Let L' dans la transformation développable T qui
est donnée par les relations (2.1). Il est clair que (2.1) exprime aussi en méme temps
la transformation développable des transformées de Laplace L, L; et L_, L_;;
nous désignons ces transformations développables par T, et T_;.

Dans ce chapitre nous voulons étudier les transformations développables énoncées
que I’on peut considérer realisées simultanément en combinaisons diverses, parce
qu’elles sont toutes déterminées par les mémes relations.

Supposons que les repéres des congruences Let L soient normalisées de telle fagon
que les points Aj, A4 et A3, A, soient les foyers des transformées de Laplace des
congruences Let L (v. chap. 4) et que I’on ait

(6.1) 7272 0.

L’homographie tangente H de la transformation développable T est déterminée par
les relations (2.2) et les homographies tangentes H, et H_, des transformations
développables T,(L, — L) et T_,(L_, — L_,) par les relations

(6.2) H,A, = 0,04},

HA; =0, (azlA’1 + 0, % Ay + a23A’3>,
oy
Hi4s = o071 A5,
/ -1, B o\ |, , By
HA, = o, <a41A1 + <Ql l)’2 & — Q172 —1> Ay + ag3A5 + ! [)7—2 A4) s
B2 %y B>
oy, , )
(63) H—1A1 = o_, (Q—l Z2 Al + alZAZ + 1114A4>,
)
H-1A2 = U*lQ—IA127
-1, Bi LAY L B )
H.,Ay=0, ((Q—}Vl Pi _ Q—x}’x_z)Al + a3 A5 + o7} E'I-Aa + as, A4>,
By %2 B4
HoAs = 0107144,
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ol oy 0, 0_( 0, ayy, azs, asq, ays, dq2, A1y, A32, A34 sont arbitraires. Pour les
homographies H, et H_, nous avons

H,[A,A,4,4,] = o i) [A,A4,A454,]
o8,

H_\[AAsAsAs] = o*, 2P a4y ay44],
2By

de sorte que, vu (1.2), o} on 0* | sont déterminés univoquement par les relations

(6'2)’ ”T“iﬂé/%ﬁz =1
ou
(6.3) ot 5B JoyBy = 1.

Des relations précédentes on obtient sans peine les homographies H; et H_, en
coordonnées de droite et de plan.

Chacune des homographies signalées réalise un contact analytique du 1° ordre du
couple correspondant dans la transformation développable; concrétement, on a

(6.4) H[IZ] = [127],
Hd[12] = d[127] + (Ao + Ao, — 144 — 122) [127]
(6.5) H,[13] = o2[1'3],
H, d[13] = 61 d[1'3'] + 6}((72025 + a43) 0B, +
+ 07 'was 0, — Ty — 133) [1'37],
(6.6) H_,[24] = 0'2_‘[1'4'] ,
H_,d[24] = o2, d[1'4] + % (0 [0sa,,0, +
+ (71414 +'a34) 0-1B1®; — Tay — Taq) [2'4].

Le changement d’orientation de la congruence L est déterminé par (1.15) et (4.7);
pour les homographies tangentes H, H,, H _, la transformation suivante est en méme
temps vraie:

(6.7) <Q Py Mz Ay A2 01 Q-4 0y ‘7—1021a23‘141a43012‘114032a34)

-1
0 " HaMy A2 A1 Q101 010y Ay201403;034d5 Go3d4 Ags

et la congruence L, se transforme dans L_ ;. Pour la congruence L et ses transformées
de Laplace des relations analogues a (1.15) et (4.7) sont valables.
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L’homographie (6.2) transforme la congruence L engendrée par la droite [12] de
telle maniére que

68)  H,[12] = ? (ef 2] + elau[w]),

231
(69) H,d[12] = o2 {(.) [127] + ﬁ_'zwz[w] - Z_* 0,[23] +
1

+ (91‘123(‘011 + (022) + 0104302 — Ql—laZle) [1’3’]} .

Désignons (H, une telle homographie H, pour laquelle on a
(6-10) A3 = d43 = d31 =0, ay,0, arb.;

alors pour les congruences Let L satisfaisant aux relations

A o _
(6.11); s %= Logr ot
2 1

(la derniére est une conséquence des deux premiéres et de (6.2)') et seulement pour ces
congruences sont valables les relations

(6.12) oH [12] = ei[1'27],
(6.13) o, d[12] = d[127] + () [127] .

On peut alors énoncer le théoréme suivant: Si et seulement si les congruences Let L
sont dans la déformation asymptotique de 1°"® (2°) espéce, il y a 00> homographies
tangentes H,(H_,) — dépendant de ¢, et a,y (0_, et as,) — de la transformation
développable L, — L\(L_, - L'_,) qui réalisent un contact géométrique du 17
ordre des congruences Let L dont le coefficient de dilatation est

(6.14) ji=er*(j-1 = e7}).

Si la relation j; = 1(j_, = 1) est valable, alors le contact précité est un contact
analytique du 1°" ordre; il y a oo' homographies H,(H _,) qui réalisent ce contact.

La condition nécessaire et suffisante pour que les homographies H et H, coincident,
c.-a-d. pour qu’il existe une homographie réalisant en méme temps les contacts
analytiques du 1°" ordre des transformations T(L— L) et Ty(L, — L;) est: les
relations

(6.15) =01, oi=1, hh=7y,—72,

Ay = Jy = dy3 =dy = a43 =0, p, = 0,44 = arb.

sont vraies et pour les congruences Let L sont simultanément valables les relations
(6.11)1,2. Par une particularisation ultérieure des repéres des congruences Let L on
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peut obtenir que
(6.16) e’ =1, af=0,, By=04,

soit vrai. Par les transformations (1.15), (4.7) et (6.7) on obtient les résultats analogues
relatifs aux homographies H et H_;. On peut énoncer le théoréme suivant:

La condition nécessaire et suffisante pour que la transformation développable
(2.1) soit une bi-déformation du 1°* ordre des congruences Let L et simultanément
de leurs transformées de Laplace L, et L (L_1 et L), ou en d’autres mots la
condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une homographie tangente qui
réalise un contact analytique des congruences données, est: la transformation
développable T est une déformation asymptotique du 1°7(2°) espéce des congruences
L et L. L’ensemble des homographies tangentes qui réalisent une bi-déformation
dépend d’un paramétre.

Sil’on demande que tous le trois homographies tangentes H, H et H_, coincident,
c.-a-d. qu’il existe une homographie tangente réalisant en méme temps les contacts
analytiques des transformations développables T, T et T_, alors il est nécessaire et
il suffit que

(6.17) * =0t =021, oi=0% =1,

Ay=Ay =y =y =0ay{ =03 =04 = Q43 = Ay = Qyy = 35 = A34 =0
soit vrai et en méme temps que les congruences Let L satisfassent aux relations

(6.18) af =0 %y, oy =g%,, By =0, Br=0 %P,
Vi=71, Y2 =72

L’homographie (6.17) coincide avec I’lhomographie osculatrice (5.14). Alors, on a le
théoréme suivant:

La condition nécessaire et suffisante pour que la transformation développable —
donnée par (2.1) — soit une tri-déformation du 1°" ordre des congruences Let L et
de leurs transformées de Laplace, est: T est une déformation projective singuliére
du 2° ordre des congruences L et L' qui sont des congruences R; I’homographie
(5.14) qui réalise la tri-déformation citée est une homographie osculatrice de la
transformation développable T(L-> L). On peut particulariser les repéres des
congruences Let L de telle fagon que

(619) Qz=1’ oz'1=oc1, O(,2=a29 /3;:/}!1 ﬂ’ZZﬂZ
soit vrai.

Considérons dans la suite les homographies tangentes H, et H_, des transforma-
tions développables Ty(L, — L;) et T_(L_, — L_,). On voit que la condition pour
que I’homographie H, réalise la transformation [24] — [2'4'] est

(6‘20) Ayy = G33 = A4y = a43 =0,
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¢.-a-d. ’homographie considérée, que nous voulons désigner par _,H, est déterminée
univoquement (mis & part ¢,) et on a

(6.21)  _,H,[24] = o? ‘f% [247] = a7 ?[2'4],

%P2

, ’ a! (X/ , ,
(622)  _,H,d[24] = o {((vﬁ— — o ) oy — iy B w;) [127] +
ﬂz oy 0y

2 rq0 o '
+ o 2o [1a 4, D wa[23] + () [2'4']}.
B2 %y
D’une comparaison avec la relation pour d[2'4"], qui est analogue a (1.13),, il résulte
que la condition nécessaire et suffisante pour que _,H, réalise un contact géomé-
trique ou analytique du 1°* ordre des congruences L_, et L_,, est donnée par

4 ) ; o oyt o0
(6.23) LIS S Jp R 1 P L
Yt V2 By BB B1B2
ou
, ! 2 Y o , ,
(6.24) o2, B=af—‘ﬁ—f. o=9, ¢*=o*
Y1 Y2 1By

respectivement. L’homographie _,H, qui réalise un contact analytique du 1°* ordre
des congruences L_; et L'_; (nous la désignons par _,H,) est déterminée univoque-
ment par les relations (6.24) et I'on a concrétement
, — — o
(6.25) S H Ay = 0,004y, _ H A, = 0, 1 g, A},

oy

7 - ’ ka3 - B, ’
~1H Ay = 0,0 1A3, —1H1A4=01@11_2A4
2

ol ¢} est déterminé par la relation (6.2)". Comme I’homographie _; H, est une homo-
graphie tangente de la transformation développable L_; — L_,, alors elle doit étre
un cas spécial de ’homographie H _,. Avant tout on voit que la condition nécessaire
et suffisante pour que les homographies H_, et _,H, transforment la droite [24]
dans une droite arithmétique analogue de la congruence L_; est que, outre (6.24),
pour o, et o_, la relation

(6.26) o, = g2 2Pz
B

et alors, vu (6.2)" et (6.3)’, la relation

(6.26) ol, =0’
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soient vraies. Par une comparaison dés homographies (6.3) et (6.25) on obtient

(6‘27) 0, = of alﬂ,z » G2 =0y =043, = a3, =0.
oy By

En changeant I’orientation des congruences Let L on obtient des résultats analogues
pour les congruences L, et L; et ’homographie {H_(a;, = a4 = a3; = a3, = 0).

En résumant toutes les relations (6.24), (6.26) et (6.27) on obtient pour les congruen-
ces Let L dans la transformation développable et pour ’homographie _ \H, = H_,
qui réalise une bi-déformation du 1°° ordre de leurs transformées de Laplace ces
conditions:

(6.28)
2 . 1 2 _ 72 _ _ _ _ _ - _ -0
Q1 = —», Q-1 = —, Q1 = Az3 = 4yy = Aq3 =433 = Q14 = A33 = 34 =
Y1 Y2

(6.29) o) = o7%A%, o) =01A %, B =01A’B,, Py =0;’A"p,,

R \/(“,‘B?>, ar =102 g2 ooz
o1 B Y271

Des relations précédentes on déduit encore les relations

(629)' By oy By = aafa i aaBh = Y3y i yiva -

On a alors le théoréme: La condition nécessaire et suffisante pour que la transforma-
tion développable (2.1) soit une bi-déformation du 1° ordre des transformées
de Laplace des congruences Let L, est: la transformation développable désignée est
en méme temps une déformation ponctuelle et planaire des congruences L et L
(¢ = @', @* = @*') et pour les congruences L et L la relation (6.29) est encore
vraie.

Des relations (2.12), , on voit que I'homographie \H_, = _,H, qui réalise un
contact analytique des congruences L, et L; et en méme temps des congruences L_,
et L_;, ne réalise en général ni une déformation ponctuelle ni planaire. On peut
écrire ’homographie (6.25) sous la forme (o,0_; = +1)

(6-25)’ S H Ay = 000,47, _(HiAy =0_0,45,
_H Ay = 0,074y, _H Ay = 0_0-14}
oll ¢, et g_, sont déterminés par les relations (6.28), et (6.28),. L’homographie
(6.25)" transforme les congruences Let L' d’une maniére suivante:
(6.30) -1H{[12] = 0y0_,0,0-4[127], v
iH d[12] = o0 d[12] + (L) [1'2"] + 040 _,(0,07] — 1) w,[1'4] —
— o0 4(0-107" — 1) @,[2'3].
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Si et seulement si ’'on a
(6.31) eeZi=er'e- =1,

I’homographie _ H, = (H_, réalise un contact géométrique du 1°° ordre des
congruences Let L avec le coefficient de dilatation

(6.32) Jj=(ewe-1)7" = Jruv2friva) -

Comme on a dans ce cas (d’aprés (6.31))

(6.33) Q1 =0-1>

alors des relations (6.29) et (6.28)’ il résulte

(6.34) *_ %2 &=&=al—2’ 21:2.2.(=Qf=92_1),

oy B2 Bi Y1 Y2

et les congruences L et L sont des déformations projectives. Or, ’homographie
_1H, = ;H_, ne réalise pas cette déformation. Pour que le contact précité du 1°F
ordre soit un contact analytique il est nécessaire et il suffit que j = 1 ou d’aprés
(6.31) et (6.28) , la relation ¢} = 0%, = 1 soit vrai et alors la transformation
développable T est une déformation projective singuliére du 2° ordre, comme on
a déduit déja antérieurement.

7. D’aprés les relations (6.5) et (6.6) les transformations développables Ty et T
sont des déformations du 1° ordre, ce qui est vrai pour les transformations déve
loppables en général. Dans ce chapitre nous allons établir les conditions sous les-
quelles les transformations développables Ty(L, — L;)et T_,(L_, — L_,) deviennent
des déformations projectives.

Nous supposerons que les nappes focales des congruences L, L; et L_, sont non
dégénérées et alors outre (1.5) il est encore vrai:

(7.1) 836586 + 0.

En se bornant d’abord a la transformation T, on voit que cette transformation est
une déformation projective s’il y a parmi les homographies tangentes (6.2) une telle
homographie °H, qui réalise pour les congruences L; et L, un contact analytique
du 2° ordre, c.-a-d. si ’on a

(7.2) °H,[13] = o}[1'3], °H,d[13] = o}(d[1'3'] + 9,[1'3']),
°H, d*[13] = o(d*[1'3"] + 29, d[1'3'] + (.) [1'3"]),

ou v

(7.2 81 = (y2a23 + a43) 01f200, + 01 '04ay 0y — Ty — Ta3.

Les deux premieres conditions sont remplies par une homographie tangente quel-
conque des congruences arbitraires dans une transformation développable. Il s’agit
de déterminer les conditions pour que les congruences L; et L, soient dans une
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déformation projective; on substitue dans (7.2); a d?[13] d’aprés

(7.3) d*[13] = [12] [d(B2y21) + B272(2011 + @22 + w33) 0y +
+ Prwgo0) — 0,03,0,] +
+ [13] [d(wyy + @33) + (011 + @33) + (0305 + B4B5) 0,0,] +
+ [24] 20y 00,0, + .
+ [14] [d(ﬁzwl) + Bry.0 07 + ﬂz(zwu + w33 + w44) 601] +
+ [23] [d(ay,) — B2p20? + oy(@44 + @25 + 2033) @,] +
+ [34] (Byw] — oy03)

et & d?[1'3"] une expression analogue. On trouve ensuite

(7.4) H, d*[13] = o3{d*[1'3'] + 29, d[1'3] + () [1'3] +
+ x12[127] + x24[2’4’], + xp[14] + x23[2'3"] + x34[3'4']} ,
ou

o , , ’ o
(7~5) X12 = Q% - d(ﬁz)’zwl) - d(ﬂlz)’zwl) + (h% - Qf)’z j) d(ﬂzwl) -
1

oy 2
- 201ﬁzﬁ’2?;(7’2023 + 043) wf +

rRr a, ’
+ [72)’2/32 — 01y3B, =t — 20,B04(v2a21 + a41):| w0y +

oy

’
o
2 1 N 2. ror
+ (Qlﬁz— Wyp — ﬁzwn) o; — (efojws; — ajwyy) w,y +
oy

a/

2 1
+ /31275(60'33 — Wy — W33 T W4q) ®1 + 01B272 ((022 - w44) Wy,

oy

X34 =0

$1a = gld(ﬂzwl) — d(Byoy) + Bz — 73) @y +
2
+ (Tas - 744) Brw, — 291ﬁ2ﬁ§(?2“23 + ‘143) wf s

X23 = Z’_ld(ale) — d(@jw,) = 201 aaiBrazsmi0z + Bryi(1 = o) of +
1

’
-2 pz -1 ’ 2 ’
+ (91 ayys = — Y20 — 20; “1“1”21) w; + oj(ty; — Tzz) s,
2

— ’ ’ - ﬁ,
X34 = 20 Yoy raz,0i0; + ﬂz(Qf - 1) a)i + (“1 -0 Zalﬁ—z wi
2

Pour que H, réalise un contact analytique du 2° ordre des congruences L, et L il est
nécessaire et il suffit que

(7.6) X132 = Xpy = N34 = X23 =X34=0
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soit vrai pour w; et o, arbitraires. Par un calcul facile on obtient pour H, les con-
ditions

(77) a23 = 07 Q% = 17
2y = y2) — ¥ + s Y =V — Yt v
azy = -1 > 43 = >
207 "oy 20,p,
o = —272(v5 = y2) + 25 — 7s) + 2Aoie) — 2.8y)
=

20,0y
et en méme temps les conditions pour les congruences considérées
(7.8) By = B, & =6r, &= ¢.
Des équations différéntielles des courbes asymptotiques (1.18) et (4.11) des nappes
focales (4,) et (43) et des équations différentielles des courbes asymptotiques sur les
nappes focales (A1) et (43) de la congruence L; on voit que les relations (7.8) experi-
ment que Ly et L, sont dans la déformation asymptotique (A,) — (A}) et (43) -
— (A3); si Ty est une déformation projective, alors Let L sont en méme temps dans
une déformation asymptotique de 1% espéce.

Les relations (7.8) qui expriment les conditions nécessaires et suffisantes pour que
la transformation développable T, (déterminée par les relations (2.1)) soit une défor-
mation projective des congruences L, et L; ont une forme différente de celles qui
expriment que (2.1) est une déformation projective des congruences Let L. C’est une
conséquence de la particularisation du repére (1.1) réalisée au chapitre 4. Pour que
ces conditions aient une forme analogue, il suffit de choisir outre les fonctions
arbitraires ¢, et & (et de fagon analogue dans le cas de la transformation dévelop-
pable T_, outre les fonctions &; et &5) les fonctions &,, &3, &s. & de la maniére suivante:

(7.9) & = Pady, &3 = P18y, &5 = Ohfs, & = 08 .
Alors les conditions (7.8), 3 prennent la forme

(7.10) Bty = BrEy, a1ég = ayég

et vu {6.2) on a

(7.8)' %1 _ B — 2 _ £ _ 01—2

%y 2 B & ’
qui est ce que sont des relations de la méme forme que par ex. (5.2); les deux premiéres
relations (7.8)' sont vraies aussi dans le cas de la particularisation initiale.
En substituant dans (6.2) ¢; = 1 et a,; = 0 d’aprés (7.7);,, on obtient "homo-
graphie osculatrice °H, de la déformation projective T, dans la forme

(7.11) H,4, = 0,4},
°H,A, = 0,a,,4, + 07 '4;,
°H1A3 = c, A5,
OH,A, = 0,05, A} + 01 ' (72 = 72) A2 + 0104345 + 07 AL,
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ol a,q, dq; et a3 sont univoquement déterminés par les relations (7.7)1_5 et o, par
la relation (7.8)".

On obtient soit par un calcul analogue soit en se servant du changement d’orienta-
tion des congruences L et L des résultats analogues pour la transformation déve-
loppatle T_,(L_, — L_,): La transformation développable T_, des congruences
L_, et L'_, est une déformation projective si et seulement si pour les congruences
données

(7.12) By = Plos, & =&, & =¢s

est vrai ou sous la supposition (7.9), 5 si et seulement si

(1.12) %G _ B _ & _
53 B1 &

a2
=0_7

S

est vrai. L’homographie osculatrice °H _, est déterminée par les relations

(7.13)  °H_ A, = 614} + o_,a,,45,

°H_A, = oy A,

°H_ A3 = 0":1(?'1 — 1) A} + 0_ya3,45 + oZ1Ay + 0_jaz, A,

°H_ A4 = ' oy A,
ou
(114)  aps = 2095 — ;1)_1— L T el el Yk

Q- 1%2 2048y
a4y = =210t = v) + 0106 = v) + 2oaeh — aey) o, =1.
2040

On a alors: La transformation développable T\(L, — L,) et la transformation
développable T_((L_, — L_,) des transformées de Laplace peuvent étre chacune
indépendamment aux autres une déformation projective. Si T, (T-,) est une dé-
formation projective, alors T est une déformation asymptotique de 1% (2°) espéce
des congruences L et L.

Il résulte, vu (5.2), que les transformations T, Ty et T_, sont en méme temps des
déformations projectives si et seulement si outre (1.8) et (7.12)" les relations
(714) 0';2 = 0'2_1 = Q_Z
sont encore vraies.

Les homographies osculatrices qui réalisent les déformations projectives citées
sont en général différentes. Si I’on exige qu’une homographie réalise en méme temps
une déformation projective des deux transformées de Laplace des congruences Let L,
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cette homographie réalise aussi une déformation projective des congruences Let L
et finalement on obtient que Let L sont projectivement équivalentes. La démonstra-
tion découle d’une comparaison des relations (7.11) et (7.13), d’ott I'on obtient

’ ’
Y1 = V1 =V2 = Y2 =Gy = Gg = G43 = Ay = A3y = a3, =0

et des relations (4.5) et (4.6).

Les conditions pour existence d’une homographie osculatrice qui réalise en
méme temps la déformation projective de Let L et d’une des paires des transformées
de Laplace Ly - L ou L_; — L_; (en se bornant au cas de L— L et L; — L)
sont:

(7.16) M=V =02 —V2=95—Vs=7s—7s=0,
ﬁ:ﬁzgzg}zs%:f—f:?—’s:gi—z:@_z’
oy B oy B &1 &2 6

c.-d.-d. T et nécessairement aussi T, sont des déformations projectives singuliéres
et alors Let L et leurs transformées de Laplace considérées sont des congruences R.
En vertu des relations (4.6) et des relations analogues valables pour la congruence L,
des relations (7.16), (7.9) et (5.10) on obtient encore pour ces congruences les con-
séquences suivantes

(716) &) —e, =6y —e3 =¢85 — ¢, =¢€; — &5 =63 — &g = €5 — &9 =0,
’ -2
=0 "¢, T3 =0, 15,,=0.

Pour les fonctions 5, 73, Y6 Yes €75 €75 £10> £10 0N ne déduit pas de relations.

8. La congruence Let leurs transformées de Laplace L, et L_; sont des transfor-
mées développables 1’'une de I'autre. On peut alors, dans les considérations précé-
dentes, remplacer la paire des congruences Let L arbitraires par deux congruences
arbitraires de la succession de Laplace. Les résultats relatifs a ces cas particuliers
seront communiqués dans un Mémoire spécial.
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