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REIHEN FUR MAC-ROBERTSCHE UND WHITTAKERSCHE
FUNKTIONEN

F. M. RAGAB, Cairo (U.A.R))
(Eingegangen am 8. April 1961)

In der Arbeit werden einige Formeln aus der Theorie der Mac-Robertschen
E-Funktionen und Whittakerschen Funktionen W) ,(z) abgeleitet. Das
Hauptergebnis ist in der Formel (8) enthalten, aus der noch Summen (9)
bis (12) von einiger Reihen abgeleitet werden.

1. VORWORT

In den Arbeiten [1], [2], [3] wurden schon einige Reihen von Produkten der
Mac-Robertschen E-Funktionen angegeben. Beziiglich der Definitionen und Eigen-
schaften dieser E-Funktionen wird auf [4], Seite 352—358, verwiesen.

Die betreffende Funktion E ist in dieser Behandlung durch die folgende Beziehung
definiert:

E["" Bipian Z} = I'(p) {F(y - a)”Ii[lr(a" -~ ozn)}_1 X jlza—*(l —pTelda x

Y5 45 O 0

q 1 P o
y nj j (1 = ayeetan, 1 [ et da, x

n=1Jo n=g+1 Jo
xj e AL + JAq ... Aylz] 7P da.
0
(Bemerkung der Redaktion')

Weitere Reihen von diesem Typ befinden sich in §3 der vorliegenden Arbeit.
Eine Hilfsformel wird in § 2 bewiesen werden. Sie ist von demselben Typ wie die
in [5] und [6] angegebenen Formeln. In §4 werden zwei Reihen fiir die Whitta-
kersche Funktion W,(,,,,(z) abgeleitet. Diese Funktion kann als E-Funktion mittels
der Formel

(1) E(e, f::2) = (o) I(B) 227D W, 1 o), 305-0(2)
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ausgedriickt werden. Fiir p < g kann die E-Funktion durch

@ Bpie gz 1) = ponl [t UE]
I(ey) ... I'(e,) [T
definiert werden.

Diese Formel gilt auch, wenn p = q + 1, und wird im Folgenden fiir diesen Fall
benutzt (Bemerkung der Redaktion).

In den Beweisen werden die folgenden Formeln benétigt:

Wenn R(¢,+1) > R(x,+,) > 0, so gilt nach [4], S. 395:

1
(3) J‘/Iapﬂ—l(l _ A)Qq'ﬁ-l‘ﬂpi—l—l E(p, a,:q;g_,.tz//l) a1 =

(0]
=T(0g41 — %+) E(p + L;a,:q + 1;0,:2).
Wenn R(a,+1) > 0, so gilt nach [4], S. 394:

(4) j e a1V E(py o, i q;0,:2/A)dA = E(p + 150, :q; 0, 2) -
0

(Siehe [7], S 86);

o f;z o Bz 20, 2B, 00 + B; z
F = .
() 2F1[a+ﬁ——%:|21|:a+ﬂ+%] 3F2[2a+2ﬂ—1,a+[3+%:l

Wenn |arg z| < 7, so gilt nach [4], S. 374:

(6) E(p;a,:q;gs:2)=2—, —r=l g,
") e~

wobei das Integral lings der n-Achse genommen wird, nétigenfalls jedoch mit
Schleifen, um zu erreichen, dass der Pol im Ursprung links und alle anderen Pole in
den Punkten a, ..., a, rechts von dem Integrationsweg liegen. Die ganzen Zahlen = 0
sind als Werte fiir die Parameter ausgeschlossen.

Fiir p < g + 1 ist der Integrationsweg an den Enden nach links gebogen. Fiir
p = g + 1gilt die Formel fiir Jarg z] < J(p — g + 1) 7. Wegen (2) und (5) bekommt
man

7 o Bz o, fz ]=
" S I L e
- n"F(a)F(ﬂ)_E[ 20,2, + f:z
e+ 3)I(B+3) 2a+2ﬂ—1,a+ﬁ+§:|'
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2. INTEGRATION EINER E-FUNKTION NACH IHREN PARAMETERN

Es ist zu beweisen, dass
(8) _I‘QJF(C)F((X_C){([))—C)Z{EI: asﬁ’p;fr'_czz ]dc=
2ni F(a+ﬁ—5—C) a+ B+ 3590 —¢
_ n* I'(a) I'(B) E 20, 2B, 0 + Py, .0, 2 :I
Fe+H)r(p+3) [20+28—1L,a+B+3 010,
gilt. Hierin ist p = q, |largz| < 3(p — q + 2) m,
R(e, — 0,) >0(n =1,2,...,q9), R(x)>0n=gq+1,....,p), R(a)>0.

Der Integrationsweg ist wie in (6) notigenfalls mit Schleifen zu wéhlen, um zu sichern,
dass a und f rechts von dem Integrationswege liegen.

Beweis von (8). Mit (3) und (4) erhélt man, dass die linke Seite von (8) gleich

LJ'F(C) e — ) I(B - 0) z‘{ qu“(Q,,— oc,,)}_lnlfll ﬁl‘;‘"“" (1 = A==t i, .

2ri ) (e + B -3 —0) n=

. l—p[ J""’e_z,%:,‘—;d i E [a, B:z/(A ... ,lp)] a
=q+1

m=a+1)o a+ f+3

ist.
Hier wird die Reihenfolge der Integrationen in der Weise vertauscht, dass das erste
Integral an das Ende gesetzt wird; dann erhalten wir

q -1 q 1 P ©
{HF(Q,, - oc,,)} 11 f A1 = )"l da, I j e tmpm=ldg
n=1 n=1 Jo

n=q+1 Jo

_ E[a,ﬂ:z/(i, ...A,,)J RS JF(C)F(a—C)F(B—C)(Al - AP)CdC'

«+ B +3 2ni) Ie+B—3-10)

Wegen (6) ldsst sich das Integral

sl o1 ()

durch

El:a, B:z/(A ... AP):I

fx+[3—%

ersetzen. Daher wird der zu untersuchende Ausdruck gleich

q -1 q 1 P 0
{HT(Qn - an)} [1 f 21— 2 e lda, [T | e et da,.
n=1 n=1

0 n=q+1 Jo
P B:z/( ... i,,):l El:oz, B:z/(A ... lp):l.
«+p—3 a+f+ 3
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Vermdge (7) erhdlt man daraus weiter

IO, ) (- e,

(e + Y+ 3) la=1 n=1
1-’3[ we_lnlan_l 4L E 20,28 + Biz)(Ay ... A) .
n=a+1 o " "Tl2e 28—t a+ Bt

Durch die Anwendung von (3) und (4) ergibt sich das zu beweisende Resultat (8).

Die Einschrankungen iiber die ¢ konnen ausser Betracht gelassen werden, weil die
Integrationswege von 0 bis 1 kdnnen durch Integrationswege, welche bei O anfangen,
die Stelle 1 umlaufen und dann nach O zuriickkehren, ersetzt werden.

3. REIHEN VON PRODUKTEN VON E-FUNKTIONEN

Es erweist sich, dass (8) fiir das Summieren der folgenden Reihen verwendet
werden kann:

©) ® 'z‘z’ E[a-%—r,ﬂ+r,1v+r:z]E[a+h[3+r,17+"3z]
r=or!(y; r) a+p—5+r a+p+3+r
=wE[ 20, 2B, + B,y iz |
I(a+3) IR +3) 2a+2B-l,a+ﬁ+%J’
wobei |arg z| < 3n, R(a) > 0, R(y) > 0.

(10)

—2r

-1 .
y — = ——~E(@+r p+riiz)E o;_+r,ﬁ+r,a+lﬂ AU
rsorl(a+ f—357) A+ B4+ L4r

=n’l’l“(oc)l"([i)l’(oc+ﬁ—;‘)EI:N, 28, o + B, a+[3—%:z:|
e+ +12) 2o+ 281 a+p+1 |
wobei |arg z| < 3m, R(a) > 0, R(a + f) > %;

(11)

L2r [a+r’ﬂ+r’a+ﬁ+%+r:Z]E(a+r,B+r::z)=
rsorl(x+ B+ 35r) a+f—24r
_ L@ I(B) I« + B +3) 5[2“’ 2B, + B Z]
e+ ) T(6 + 1) 2+ 21 ]
wobei |arg z| < 3n, R(«) > 0, R(x + f) > —1.
Beweis von (9). Nach (6) ersetze man die E-Funktionen in der linken Seite von
(9) durch Integrale, wodurch man

© -2 'LJF(C)F(a+r_C)F(ﬁ+r_C)F(Y+r_C)zgdC.
r=or!(y;r) 2mi re+p—3+r—2¢
le’(f)]’(a—i—r—~é)1’(/3+r—£)1"(y+r—f)zéd€
" 2mi Fe+B+3+r—2¢

erhilt.
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" Jetzt ersetze man { bzw. & durch { + r bzw. & + r und vertausche die Reihenfolge
der Integration und Summation. Dann erhilt man

Lfr(c)r(a ~O)r(B-0rky -1 <t
2mi Ma+p—-5-90

L (MOIe =TI =9Iy =& « , [L&t
'27zij‘ T+ p+ 12— 29 zFx[ ) ]dé.

Durch die Anwendung des Gausschen Satzes summiert man die ,F, und erhalt

o) LJT(C)F(a—C)F(ﬁ—C) ZgE[a,ﬂ,y—c:z]dc‘

omi) I+ p-i-0) a+ B+l

Das Resultat folgt jetzt aus (8) mit p = 1, ¢ = 0. Es sei bemerkt, dass (9) fiir y =
=a+ B —2in(10), fiiry = « + B + J in (11) iibergeht.

4, REIHEN FUR WHITTAKERSCHE FUNKTIONEN

Wegen (1) und (10) bekommt man, dass
S () (Br)

2T "Wt —g-py— _ol2) .
R r!(a + ﬁ" _;’ r) 1(1—a=p)-r, 1B «\()

E a+r B+r,a+f—3+r:iz]
' c+p+itr

(12)

_ n*l"(oz+ﬂ-—%)‘e_ézz%“_a-,,).E 20,28, + B, a+f—3:z2
(e + H1(p+3) 2+ 281, 0+ p+ 3

wobei |arg z| < 37, R(a) > 0, R(a + ) > 3.
Ahnlicherweise, aus (11) und (1) folgt

(13) < (0!; r)(ﬂ; r) -r

z W ——RY — _ z).
o rl(a+ B+ Lir) (1 —a=py-r, 45-a2)

E a+r,ﬂ+r,a+[3+%+r:z _
’ x+p—3tr

_ e+ B+ 3) o iz,4(1-a=B) | 20, 2B, 0 + Bz
I+ Hrp+13) 200+ 28 — 1

wobei |arg z| < 3m, R(a) > 0, R(o + f) > —3.
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Pe3oMme

PSAJIBl ®VHKIIUN MAK-POBEPTA U VUTTAKEPA

®. M. PATAB (F. M. Ragab), Kaupo (Y.A.P.)

JoxasbiBaetcs, yto dynkius Max-Pobepra E, onpe/ieleHHAst COOTHOIICHHEM

g ] = 1) {rtv - o) [1 rc. - )} <[ (= Ay dd

Y5 4; Qs 0

q 1 14 ©
x ]—Ijzlﬁ"“(l — )t da, T | e *armtda, x

. n=q+1 Jo
0

YIAOBJIETBOPSET COOTHOWEHMIO (8), KOTOpOe M SIBISCTCS [JIABHBIM PE3yJILTATOM
paboTbl. I1pu MOMOLIE 3TOFO COOTHOLIICHHS Jaiee BBIBOAITCS cooTHowen st (9) —(12)
nas pynxuuu E v juist pyuxouit Yutrokepa W ,(2).
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