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YexocI0BANKHIT MATEMATHYECKHIl XKYPHAT, T. 12 (87) 1962, Ilpara

ASYMPTOTISCHE DARSTELLUNG DER LOSUNGEN
DER DIFFERENTIALGLEICHUNG

y 4 Q(x)y =0, n =34

MaRrko SVic, Bratislava
(Eingelangt am 24. November 1960)

In der vorliegenden Arbeit werden die asymptotischen Formeln fiir die
Losungen der Differentialgleichung y(") 4+ 0(x)y =0, n= 3,4, abgeleitet.

I. Wir werden uns zuerst mit der Differentialgleichung
Q) Y@+ Q(x)y =0
beschiiftigen. Von der Funktion Q(x) werden wir voraussetzen, dass sie eine stetige

Funktion in dem Intervall <a, o0) ist. Weitere Voraussetzungen iiber Q(x) werden
im Laufe unserer Erorterungen an den betreffenden Stellen hinzugeflgt.

Verwendet man auf die Gleichung (1) die Substitution
@) : y(x) = (%) o(i(x))
so ergibt sich fiir v als Funktion von t die Gleichung
(3) wt o™ 4 (40t + 6ut’ ) v + (6u"t? + 1201+ 3ut" +
4 dur't”) o + (Bt 4 6u"t + 4t + Aut®) v + (u® + Q(x)u)v =0.
(Die Punkte und (IV) bedeuten dabei die Ableitungen nach ¢ und die Striche und (4)
die Ableitungen nach x.)

Setzt man nun

(4) u=1t"3%%,
so ergibt sich aus (3) die Gleichung
(5) U(IV) + 10t:—3/2(t/—1/2)r/ v+ 101/—1[t/—3/2(t1—1/2)u]/ v+

+ [t,—S/z(tr—slz)(dr) + 0(x) t'"”’] v=0.

Bevor wir einige Sétze iiber die asymptotischen Formeln der Losungen von (1)
aussprechen, fiihren wir einen Hilfssatz [[1], Th. 8, S. 64] an.

Hilfssatz 1. Es sei z ein n-dimensionaler Vektor und A eine konstante quadra-
tische Matrix von der Ordnung n. Es seien weiter B(t) und C(t) quadratische Ma-
(rizen von der Ordnung n, deren Elemente die im Intervall J = (to, ©) defi-
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nierte Funktionen sind. Die Elemente von C(t) seien differenzierbar in J und es
seien noch folgende Voraussetzungen erfiillt:
a) die Matrix A hat nur einfache charakteristische Wurzeln;")

b) lim C(f) = 0, f “Ic@) dt < o, f " 1B dt < o

c) fir die charakteristischen Wurzeln r(t), i = 1,2,...,n der Matrix A + B(t)
gilt wenigstens eine von den Ungleichungen:

J:Re[ri(r) - ()] dt > —c, f :lRe[ri(z) —rdr)]dr <c.

Dabei ist t Z t; Z ty und c ist eine von t und t, unabhdingige Zahl.

Dann hat das Differentialsystem z' = (A + B(t) + C(t)) z solche n linear
unabhdngige Losungen z,, k = 1,2, ..., n, dass

Z4 = oxp { J ) d-c} (ce + o(1)) .

to

Satz 1. Es sei die Funktion Q(x) im Intervall {a, o) positiv und viermal
differenzierbar und es gelte:

) f m(Q(x))* dx = o, FQ“”S(x)[(Q‘”S(x))”l dx < o0,
FI[Q”"’(x) (@ "(x))]1dx < 0, rQ‘3’8(X)‘I(Q"3’8(x)‘4’l dx < 0,

X0

Xo 2 4.
Dann ldsst sich jede Losung von (1) in der Form

(7)

19 = 0720 fey oo {55 [0 aefl sin (5 [ (@)t és +.0) o)+
s csemp == [0t aef[sn (J; [ (@@ ar +v) ot |

schreiben. Dabei sind cy, c,, ¢, Y passende Konstanten.
Beweis. Setzen wir .
(®) 0() % =4, dh i(x)= :/15 J (o) ar.
Aus (5) ergibt sich dann die Gleichung ’
(9) o™ + 2007 ¥%(x) (@™ *(x))"v + 20 V()27 H()[Q () ()T v +
+ [4Q7%(x) (Q7**(x)® + 4] v = 0.

1) Das Zeichen | |l bedeutet die Norm, die folgendermassen definiert wird: Sind by die
Elemente der Matrix B, so ist | B = 3. 1|bik|.
ik=
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Dabei ist noch fiir x die zu #(x) inverse Funktion x(t) zu setzen. Wenn wir die Glei-
chung (9) in der Form eines linearen Differentialsystems schreiben und wenn wir
dann die Bedingungen (6) beriicksichtigen, so folgt aus dem Hilfssatz 1, dass die
Losungen von (9) sich in der Form

v = ¢, exp {t} [sin (t + @) + o(1)] + coexp {—1} [sin (t + ¥) + o(1)]
schreiben lassen. Hieraus und aus (2), (4) und (8) erhalten wir (7).

Hilfssatz 2. Es gelte 0 < f(x) £ M, f®(x) = 0 im Intervall {a, ) und es
sei o = 3. Dann hat die Funktion g(x) = f*(x) folgende Eigenschaften:

0<g(x) <M, g(x)£0, g"(x) 20, limg'(x)=0.
Beweis. Vor allem ist es leicht zu ersehen, dass o
f"(x)£0, f(x)z0, fi(x)=0,
lim f'(x) = lim f"(x) = lim f "(x) =0.
Ist
g(x) = fi(x), soist g'(x)= af* 1(x) f'(x) £0.

Rechnen wir jetzt g”(x) aus:

g"(x) = of* (%) [(« = D) (x) + F(x) S ()] -

H() = (o — 1)772) + 16769
Dann ergibt sich fiir H'(x) und H"(x):
CH(x) = (20 = D)) + ) S()
H'(x) = (2e — 1) f7(x) + 2af"(x) f"(x) + F(x) f@(x).

S(x) = (2a — 1) f"*(x) + 20 (x) f"(x) -
S'(x) = (60 — 2) f"(x) ”T(x) + 20 f'(x) fAx) .

Aus diesem letzten Ausdruck und aus den am Anfang des Beweises erwdhnten Tat-
sachen geht hervor, dass S'(x) < 0 fiir « = 1. Das bedeutet aber, dass S(x) nicht-
wachsend ist. Da aber lim S(x) = 0, was aus den Eigenschaften der Funktion f(x)

X0

Setzen wir

Es sei

Dann ist

ersichtlich ist, so muss S(x) = 0 sein. Daraus folgt jedoch, dass
H'(x) = S(x) + f(x) fD(x) 2 0.
Da lim H'(x) = lim H(x) = 0, so muss H'(x) £ 0, H(x) = 0. Es ist also
o o g"(x) = af* *(x) H(x) 2 0,
was bedeutet, dass g'(x) nichtabnehmend ist. Da 0 < g(x) £ M*, so muss g'(x) £0,
lim g'(x) = 0.

X 0
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Hilfssatz 3. Es sei 0 < f(x) £ M, f®(x) < 0 im Intervall <a, ©) und es sei
0 < a < 1. Die Funktion g(x) = f*(x) hat dann folgende Eigenschaften:

0<g(x) =M, g(x)20, g'(x) <0, g"(x)=0,
]1m g'(x) =limg"(x) = 0.

Beweis. Aus den Voraussetzungen iiber die Funktion f(x) folgt leicht, dass
J"(x) 2 0,f(x) £ 0,f(x) 2 0, lim f'(x) = lim f"(x) = lim f"(x) = 0.
Fiir die Funktion g(x) = f%(x) und ihre Ableitungen erhalten wir:
0 <g(x) =M, g'(x)=af*'(x)f(x)=0,
g"(x) = af*"*(x) [(« — 1) /2(x) + f(x) f"(x)] ,
g"(x) = afa — 1) (& — 2) f*73(x) f3(x) + 3o — 1) £272(x) f'(x) () +
+ af N (x) f"(x) .
Also, fiir 0 < a < 1 ist g"(x) <0, g”(x) =2 0. Aus dieser Tatsache und aus der
Ungleichung 0 < g(x) < M* ergibt sich, dass
lim g"(x) = lim g’(x) = 0.

Hilfssatz 4. Es sei t'(x) 2 m > 0, (' 73?(x))® = 0(< 0) fiir x = a. Fiir xo 2 a
gilt dann

[Crmreeregyerax <o, "o oy < 0,

X0

jwl[t’—”z(x) (" Y*(x)) ] dx < o .

Beweis. Nehmen wir an, dass (' ~*%(x))® 2 0, und setzen wir f(x) = '~ 3/2(x)
Aus den Voraussetzungen iiber #'(x) folgt dann, dass
0 <SS m, ) 20, f)S0, [1X)20,
flx) =0, limf’(x) = lim f"(x) = lim f"(x) = 0.
Nach dem Hilfssatz 2, erhalten wir jedoch, dass fiir die Funktion g(x) = f'/3(x) =
= 1" 71?(x) gilt: _
D<gx)sm™ 2, g(x) <0, ¢g"(x) =0, limg'(x)=0.

X0

Nun, aus den Eigenschaften der Funktion f(x) und g(x) folgt, dass
f (' 73(x) |1 723) O dx = f S 1f ()] dx <

o0
<m0 [ FO) dx = —m (),

X0

[EECIGECIEE K

Xo

= (g

() lg"(9)] dx < m™ 2 j () dx =

Xo
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Um die Existenz des dritten Integrals dieses Hilfssatzes zu beweisen, beginnen wir

mit der Identitét
(r=1P(x)) = 3(3) () -
Hieraus folgt, dass
£3(x) (¢ = [0 1) () + ¢ ()T =
' = 3[-2 AR (PR + ) (V)] =
=3[-20()f'x) + 9() /()]
[ =32(x) (¢ =1 2(x))T = 3[—20"(x) F'(x) = g'(0) f"(x) + 9(x) F" ()],

, J:I[t’ﬂﬂ(x) ()T dx <
< %[2 Lilg"(x)f T(X)I fix + jxtlg'(x) £7(x)] dx + J ::Ig (979 dx] g

< %[2 1f'(xo)l Iwg"(x) dx + Ig’(xo)lj‘wf”(x) dx — m'”zjwf”’(x) dx] =
= 217 (o)l (—9'(x0)) + 1g'(xo)l (=f"(x0)) + m ™" f"(xo)] -

Es sei nun (¢ ~3/*(x))® < 0. Wir setzen
S(x) = 7 (x), g(x) = f13(x) = 7).

Dann ist
0<f(x)=m™?, fPx)=0, f"(x)z0, f'(x)£0,

f(x) 20, limf(x) = limf"(x) = lim "(x) =0

X— 00

und nach dem Hilfssatz 3
0<g(x)=m™ 2, g(x)20, ¢g'(x)=0, ¢"(x)20,
lim g'(x) = lim g"(x) = 0.

Auf Grund dieser Eigenschaften gilt
J £7302(x) |(1 ()@l dx = f ) 1F D)l dx <

0 X0

< —m“"”f FOx) dx =m0
X0

X0

j ") (1)) dx = rg(x) lg"(x)l dx =

0

©
< —m'”zj g"(x)dx = m~"? g'(xo) ,

Xo

[Cirm ey on - [ICCESIEE
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o0

= lef'(X) g"(x)l dx + j F) @l =

(] X
o

= — f’(xo)ng”(x) dx + m"3’2[ g"(x) dx = f'(xo) g'(xo) — m™3% g"(x,) .

X0 X0

Damit ist der Beweis beendet.

Aus dem Satz 1 und Hilfssatz 4 folgt unmittelbar

Satz 2. Es sei Q(x) = m >0, (Q73%(x))® 2 0 (£0) fiir x 2 a. Dann lassen
sich die Losungen von (1) in der Form (7) darstellen.

Satz 3. Fiir
x=a gelte Q(x)<0, j (—0(x))*dx = ©,

X0

jw(—Q(x))"/8|[(—Q(x))-1/8]"| dx < o,

xo

jwl{(—Q(x»*“[(—Q(x»-wsy}'l ix < .
r(—-Q(x))-ml[(—Q(x))-3/8]<4>| dx < .

X0

Dann ldsst sich jede Losung von (1) in der Form

(10) 9 = (—Q(X))'“s{exp{ j (o du} (e + o1) +
+ oxp {— j " (- o)) du} (ca + o(1)) + 3 sin (jx(Q(u))* du + (p) n 0(1)}.

X0 X0
darstellen. Dabei sind ¢4, ¢,, 3 und ¢ passende Konstanten.

Beweis. Setzen wir
0() ¢4 = -1, dh. i(x) = -r(—-Q(u))* du.

Dann erhalten wir aus (5) durch Verwendung des Hilfssatzes 1, dass die Losungen
von (5) in der Form
v = exp {1} (c; + o(1)) + exp {—1} (c; + o(1)) + c3sin (t + @) + o(1)

darstellbar sind. Aus (2), (4) und aus diesem letzten Ausdruck erhalten wir schon (10).
Aus dem Satz 3 und aus dem Hilfssatz 4 folgt unmittelbar

Satz 4. Es sei

0(x)= -m<0, [(=0(x)"**]* 2 0(<0) fir xza.
Dann sind die Losungen von (1) in der Form (10) darstellbar.
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Setzen wir nun in der Gleichung (5) #(x) = 3 log x. Dann ist
=) (¢ = 1

Die Gleichung (5) geht in die Gleichung
(11) o™ — 100 + (9 + 16x* Q(x)) v =0
iiber. Durch Verwendung des Hilfssatzes 1 erhalten wir das bekannte Resultat ([2],
[3]):

Satz 5. Es sei [ x°|Q(x)| dx < oo. Dann lassen sich die Losungen von (1) in der
Form
(12) y(x) = x3(c; + o(1)) + x*(c; + o(1)) + x(c3 + o(1)) + ¢4 + o(1)
darstellen. ‘ '

Beweis. Die Differentialgleichung v — 10v" + 9v = 0 hat die charakteristi-
schen Wurzeln 3, —3, 1, —1. Da

rxﬂQ(x)l dt = grxﬂg(x)i dx < o,

X0 X0

erhalten wir nach dem Hilfssatz 1, dass die Losungen von (11) in der Form

v = exp {3t} (¢; + o(1)) + exp {1} (c; + o(1)) + exp {—1} (c5 + o(1)) +
+ exp {—3t} (cqs + o(1))

darstellbar sind. Hieraus und aus (4) und (2) folgt schon (12).
IL. Fiihren wir jetzt die Substitution (2) in die Gleichung
(13) Y+ Qx)y =0
ein. Fiir v erhalten wir die Differentialgleichung ‘
(14) utv + (Bu't’? + 3ut't") o + (ut + 3t + ut") v+
+ W + Q(x)u)o=0.
Setzt man nun
(15) u=1t"1,
so arhilt man aus (14) die Gleichung
(16) v 4 AT TRY 4 [T 4+ Q) o= 0.
Satz 6. Die Funktion Q(x) sei fiir x Z a positiv und stetig und es gelte

(17) F(Q(x))% dx = o0, F|Q-1/3(x) (@~ 1P(x))"] dx < o0 ,

Xy

ij”’G(x) [(Q*5(x))"] dx < oo .
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Dann lassen sich die Losungen von (13) in der Form

(18) 1(3) = 07 fexp { - j;(Q(u»* duf (e + o) +

o {1 [ (ot au i (133 [ (ot)tau 4 o) + 0}

darstellen. Dabei sind ¢y, ¢, und @ passende Konstanten.

Beweis. Setzen wir
(19) (x) = 4 j (Q(w)* du.

Dann ist Q(x) t'~3(x) = 8 und die Gleichung (16) bekommt die Form
(20) v+ 16Q72(x) (Q V(X)) v + [8Q7*(x) (Q7'3(x))" + 8]v =0,

wohin noch fiir x die Funktion x(f), welche die inverse Funktion zu #(x) ist, zu setzen
ist. Schreibt man diese Gleichung als equivalentes Differentialsystem und beriick-
sichtigt man dann die Bedingungen (17) und den Hilfssatz 1, so ist leicht zu ersehen,
dass die Lsungen von (20) in der Form

v = exp {—2t} (¢; + o(1)) + exp {1} c,[sin (/3t + ¢) + o(1)]
darstellbar sind. Hieraus und aus (2) und (15) folgt schon (18).

Satz 7. Es sei Q(x) = m >0, (@ "P(x))"z 0 (£0) fiir x z a. Dann lassen
sich die Losungen von (13) in der Form (18) darstellen.

Beweis. Es geniigt zu beweisen, dass aus den in diesem Satz eingefiihrten Vor-
aussetzungen die Bedingungen (17) folgen. Da O(x) =2 m > 0 fir x = a, so ist
{2 (@) du = 00,0 < Q71P(x) = m~1/3, Nehmen wir an, dass (Q~'*(x))" = 0.
(Q~'"3(x))” nimmt also nicht ab und weil Q7 1/3(x) < m™'/?, muss lim (Q~ B(x)) =

X~ 0
= 0 sein. Es muss also (Q7'/3(x))" < 0 sein. Das bedeutet jedoch, dass (Q~'3(x))’
nicht wichst, und da Q(x) von unten begrenzt ist, muss lim (Q7'3(x)) = O sein.

Daraus folgt aber, dass (Q™'/3(x))" = 0. Aus den abgeléiteten Eigenschaften von
Q~113(x) folgt, dass .

ij_’/3(x) I(Q™13(x))" dx = m~13 j‘w(Q"l“(x))’" dx = m™13(Q73(x,))" < 0.

X0

Setzen wir f(x) = Q7 '3(x), g(x) = f*(x) = Q~Y/%(x). Dann ist f'(x) 20,
£'(x) £ 0, lim f'(x) = lim f(x) = 0,

g(x) = SR S0 20, (%) = i ) [=F0) + A0

g'(x) wichst also nicht. Da aber g'(x) = 0 und g(x) von oben begrenzt ist, muss
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lim g’(x) = 0 sein. Hieraus folgt, dass

X0

j "0 15(x) (@~ V()] dx = j "9 1" (¥)) dx £ —m~ e rg”(x) dx =

X0 X0 X0

= m~ Y% (xo) < 00 .

Danmit ist der Beweis im Falle (Q~'/3(x))” = 0 beendet. Der Fall (Q~'*(x))” = 0
kann dhnlicherweise behandelt werden.

Satz 8. Es sei Q(x) < m < 0, (Q™'*(x))” 2 0 (= 0) fiir x Z a. Dann lassen sich
die Lsungen von (13) in der Form (18) darstellen.

Beweis. Wir setzen Q(x) t'~* = —8 und beniitzen eine dhnliche Beweisfiihrung,
wie beim Satz 6 und 7.

Satz 9. Es sei |7, x*|Q(x)| dx < co. Fiir die Losungen von (13) gelten dann die
asymptotischen Formeln

(21) ¥(x) = x¥(e; + o(1)) + x(c; + o(1)) + ¢5 + o(1) .
(Siehe [2], [3], [4])
Beweis. Wir setzen #(x) = 3 log x. Fiir v erhalten wir dann aus (16) die Gleichung
(22) v —dv + 8x3Q(x)v =0.
Da
Fx3|Q(x)| dt = grx2|Q(x)| dx < o0,

to X0
sind nach dem Hilfsatz 1 die Losungen von (22) in der Form
v = exp {2t} (¢, + o(1)) + ¢, + o(1) + exp {—21} (c5 + o(1))
darstellbar. Hieraus und aus (2) und (15) folgt schon (21).

Bemerkung. Das Verfahren, welches wir bei der Ableitung der asymptotischen
Formeln fiir die Losungen von (1) bzw. (13) beniitzten, konnen wir auch im Falle
allgemeinerer linearen Differentialgleichungen dritter und vierter Ordnung beniitzen.
. Wir haben auch die asymptotischen Formeln fiir die Ableitungen der Losungen

von (1) bzw. (13) nicht eingefiihrt. Aus dem ganzen Verfahren ist aber ersichtlich,
wie man sie finden kann.
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Pe3omMme

ACHMIITOTUYECKOE TIPE/ICTABJIEHME PENIEHUN
JIM®OEPEHLIMAJIBHOTO VPABHEHUS y® + Q(x)y =0, n = 3,4

MAPKO IIBEILL (Marko Svec), Bpatucinasa

B pa6oTe BBHIBOAATCS. aCHMIITOTHYECKHC (bopMyJIBL UL pelerui udhepeHIuab-
goro ypasmemus (1) y® + Q(x)y = 0 u mupdepeRUHaNLHOTO yPaBHEHIA (13)
y" + Q(x)y = 0. O pysxumu Q(x) mpemmonaraercs, TOMAMO TPOYEro, YTO OHA
HenpepHIBHA /U1 X = a. TIpuBe/ieM IJIaBHBIC Pe3yIBTATHL:

Ecmu
ox)zm>0, [@x)]®z0 (£0),

TO peneHus AU(PPepeHIMATHLHOTO YPAaBHEHUA (1) mmeror ACHMIITOTHYECKUI BUJT

)= 0-¥8(x) {cl exp {TI/E j :D(Q(u))* du} [sin (T}E j ;(Q(u))* du + (p) + 0(1)] +
e {~ Ql‘z J':D(Q(u))* du}[ sin <?/1—2 J:O(Q(u))* du + w) 4ot ]}

Ecnu
o) = m<0, [(-0x)"1¥z0 (£0).

To pewenns ypasrerus (1) nmeroT ACHMITTOTHYECKUH BU

v = (-0w) " fewe [ (-0t duf e +o) +
+ exp {- J ;(_Q(u))% du} (cs + o(1)) + casin <'r(Q(u))* du + (p) + 0(1)}.

X0

Ecnu
Qx)zm>0, wm Qx)<k<0 u (Q 1PN z0 (£0),

TO pemienust Au(pGhepeHINaILHOIO YPABHEHMS (13) MOXHO BHIPa3UTh ACHMITOTH-
YeCKH B BUJIE

y = 073(x) {exp {— j;@(u»* du} (e + o) +

+ exp {-;- j :O(Q(u))* du} & [sin (; J3 j :O(Q(u))* du + qo) ol ]} .
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