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CONTACT D’'UNE COURBE REGULIERE AVEC LES HYPERSPHERES
TANGENTES EN UN POINT D’INFLEXION D’ORDRE n — 1
(L’ESPACE EUCLIDIEN A n DIMENSIONS)

T. RACHWAE, Cracovie
(Regu le 21 juin 1960)

Dans cet article, on étudie les conditions pour le contact d’une courbe avec
une hypersphére, dans un espace euclidien & » dimensions, sous I’hypothése
que la courbe donnée ait au point de contact considéré les n — 2 premiéres
courbures non-nulles, la derniére (n — 1)° courbure s’annule en ce point tout
en restant différente de zéro dans un voisinage du point en question. Pour
I’hypersphére osculatrice a la courbe en ce point I'auteur introduit une nou-
velle définition englobant aussi les cas étudiés auparavant. En s’appuyant
sur ses résultats, I'auteur complete certains résultats des autres auteurs.

Introduction. L’ordre du contact de la courbe réguliére avec la sphére tangente
et osculatrice dans I’espace euclidien R, dans le cas, ou les deux courbures sont dxffé-
rentes de zéro, est traité dans les manuels.

J’ai examiné dans mes travaux [5] et [6] le cas ot, dans le point étudié de la courbe,
la premiere courbure est positive, mais la deuxiéme courbure est égale a zéro pour R,
(probléme posé par S. GOL;xB). Ils donnent la solution de ce cas.

Les cas du contact de la courbe dans I’espace euclidien & n dimensions (R,) furent
étudiés par E. EGERVARY et K. HAVLiCEk [1], [4].

E. Egervary s’occupait de I’étude des sphéres osculatrices & dimensions variées,
appartenant a la courbure réguliére dans ’espace euclidien a n dimensions. Il donna la
formule pour le rayon R, _, de la sphére osculatrice &8 k — 1 dimensions, le rapport
entre la courbure x4, et les rayons des sphéres osculatrices Ry, R;, Ry 4y, pour
k=1,...,n—2(R, =0), et le rapport entre les rayons des sphéres osculatrices a
m dlmensxons pour m < n et les courbures d’une courbe.

K. Havlicek [4] étudiait les courbes régulieres a courbures différentes de zéro
K, £0,A=1,...,n — 1etdonna pour elles les conditions nécessaires et suffisantes
pour que 'ordre du contact de la courbe avec I’hypersphére ne soit pas plus petit
queg(2<gq= n). Il définit le lieu géométrique des centres de telles hypersphéres
tangentes; ce lieu, c’est I’espace euclidien & n — g dimensions, nommé espace g
polaire de la courbe donnée dans le point étudié. Dans le cas ou ¢ = n, I’espace po-
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laire se réduit a un point et on appelle ’hypersphére tangente hypersphére osculatrice
au point donné.

K. Havli¢ek donna aussi les conditions nécessaires et suffisantes pour que la courbe
soit hypersphérique, c’est-a-dire posée complétement sur I’hypersphére.

Dans le présent travail, je définis 'ordre du contact de la courbe réguliére (dans
I’espace R,, n = 3) les hyperspheres tangentes et osculatrices dans un tel point de la
courbe ou la courbure k,_, est égale & zéro.

Complétant le travail [4] de K. HavliCek, je donne le théoréme (Nr. 5) définissant
précisément ’ordre du contact de la courbe avec I’hypersphére osculatrice dans le cas,
ou toutes les courbures de la courbe au point étudié sont différentes de zéro (x; > 0
pour A =1,...,n — 2; k,_, * 0) et j’introduis une définition généralisée de I’hyper-
sphére osculatrice.

Le travail se compose de deux lemmes sur la structure de la fonction auxiliaire f’ 1(s)
(pour Ja définition de la fonction fy(s) voir formule 7), de cinq théorémes sur
I’ordre g du contact de la courbe avec I'hypersphére tangente et osculatrice, et d’un
lemme concernant la valeur d’un certain déterminant.

Nous rapportons I'espace euclidien réel R,, & n dimensions (n = 3), au systéme
cartésien de coordonnées rectangulaires. Nous désignons les coordonnées du vecteur
v dans ce systeme par v; (A = 1, ..., n). Par le symbole r nous désignons le radius
vecteur, c’est-a-dire le vecteur accroché constamment & I'origine O (0, ..., 0) du systeé-
me et au bout au point P aux coordonnées ry, ..., .

Supposons que r soit le radius vecteur d’une certaine courbe C réelle non isotrope

a I’équation de vecteur

(1 F= 1),
ou le paramétre s est un arc, ol s € = (sy, ).

Quant 2 la fonction r(s) qui est de la classe au moins n + 1 dans @ nous suppose-
rons une d’entre les hypothéses (Z):

Les vecteurs:

(Z,)

dr d?r d'r
ds’ ds?” 7 ds”
sont linéairement indépendants dans ® ou

: dr d?r d'r s .
(Z,) 1. les vecteurs —, — > e SOt linéairement indépendants pour se ®
ds ds ds"

et s £ sy ou Sy est un point intérieur de I’intervalle w;
2. tqndis que dans le point s, les vecteurs
dr d% d~1r
ds’ds?’ 7 ds

sont linéairement indépendants.
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Nous pouvons alors lier avec chaque point M(s) (défini par le vecteur r(s)) de la
courbe C, le systtme — de n-vecteurs unitaires et réciproquement orthogonaux ts)
i=1,...,n tels que

dr
) ty(s) = —
ds
est un vecteur tangent a la courbe C,
(3) t5(s), ..., t,(s)
sont des vecteurs successifs normaux de la courbe au point M(s), pour lesquels

_/0 quand i *j,

4 .t =5,
*) ’ ! \1quandi=].

Avec ces hypotheses (Z,) les courbures x,(s) de 1a courbe (pour A = 1,...,n — 1)
existent, pendant que ky, ..., k,_, sont positives et x,_, + 0 et pour s ew on a les
formules connues de Frenet:

(5) t,1=K1t29
IR
t; = —Kj t.l_l +Ki'tj+l’ j=2,...,n-—- 1,
1
t = = Knpoq-t,_q.)

Dans le cas des hypothéses (Z,) nous supposons que x,_;(so) = 0.
L’équation de I'hypersphére au centre dans le point S(vy, ..., v,) défini par le vecteur
v = OS et au rayon g est:

(6) (r—v) =¢

ou r est un radius vecteur pour les points de I’hypersphére.
Supposons que I’hypersphére (6) soit tangente  la courbe C au point M(so) = M,
alors son centre S est situé dans ’hyperplan normal de la courbe C au point M,
Introduisons maintenant les fonctions auxiliaires scalaires:

(7) fls)=(@F—-v).t, (i=12..,n).

L’étude de I'ordre du contact de la courbe (1) avec I'hypersphére (6) donne la
désignation de I’ordre de cette la plus basse fonction dérivée

® F) = (r = v — &

qui dans s, est différente de zéro.
Si donc

) F(so) = F'(so) = ... = FP(s) = 0, mais F®*(sq) +0,
Pordre du contact est égal a p.

1) Les accents désignent les dérivées par rapport a s.

572



Remarquons que

(10) F'(s) = 2(r — v).t; = 2fy(s);
on peut donc étudier la fonction f,(s) au lieu de F(s).

Si ,
(11) FPso) =0 pour A =0,1,...,p — 1, mais fP(so) 0,

alors I'ordre du contact est égal a p.

Pour la courbe réguliére, les fonctions fi(s) (i = 1, ..., n) satisfont au systéme des
relations analogues aux formules de Frenet, notamment

(12) fi=1+x.02,
fi=—xi1 ficix v x figr, i=2,..,n—-1,
fp: = — Ky—1 fn—l

Sur la fonction f;(s) nous démontrerons le théoréme suivant:

Lemme 1. Si la fonction r(s) est de classe C*, ot A = max (p + 1, n + 1) et remplit
Phypothése (Z,) dans un certain intervalle non vide w sur I’arc s, alors pour p = 2 les

dérivées de la fonction fy(s) par rapport a s sont représentées par la formule sui-
vante:

p—2 . w
(13) fgp) =2Mp,j'fij) +2Np,j'fi
Jlo jil2
ou
(14) W = minimum (p + 1, n),
(15) M, ; et N, ; sont certaines fonctions des courbures Ky, ..., K,_1

de la courbe et de leurs dérivées dont nous ne déterminons pas la structure,

(16) N, i1 =Ky.Ky...l,, quand W=p+1,

p—n

(17) Ny, =%y .Kyooikyog KPPV 4 YD N}, quand W=n
i/0

et nous supposons:

p—n
Y2, . N,,=0 ot p—n<0.
i/0

Nous omettons la démonstration de ce lemme effectuée a I'aide de I'induction ma-
thématique et résultant facilement des formules (12).

Théoréme 1. Si pour la courbe C a I'équation r = r(s) les hypothéses suivantes
sont remplies:

(18) 1. r(s) est de classe n + 1,
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2. posséde les courbures ic; > 0 pour i = 1,...,n — 2 au point s,, et dans
un certain entourage @ = (sl, sz) de s,
3. k,-1(s0) = 0,
4. K,-4(s) =0 pour s s, et sew;
L

alors il existe oo hypersphéres tangentes a C dans le point My = M(s,) déterminé
par le vecteur r(s,), telles que 'ordre du contact q de ces hypersphéres avec la courbe
C n’est pas plus petit quen —1:q =2 n — 1.

Démonstration. Prenons en considération le systéme local de Frenet a la base
(51, ), ...t ) accroché dans le point M,. Le centre S de I'hypersphére tangente ac
dans M0 ait dans ce systéme les coordonnées (— ay, ..., — o).

Alors

(19)
d’oul nous obtenons
(20) (F=v).§=f=q.

Nous définirons I’hypersphére, dont on parle dans le théoréme, en donnant les
coordonnées — a; de son centre S dans le systéme local de Frenet. a; = 0, car S est

situé sur I’hyperplan normal de la courbe C dans M. Prenons maintenant n — 2 des
équations en les inconnues a5, ..., &, _;:

o
|
<o
I
504-
R
_I"o

(21) 14 K2, =0,
Npa-ta+ Nty + oo+ Ny 0, + Ky oKz Ky pyy =0
pour 2<p<n-2,
N2z 03+ oo+ Nyogpoz Oyey + Ky oKz oo Kyez - @y = 0.
Comme d’aprés I’hypothése «; > 0 pour i = 1,...,n — 2, on peut déterminer

tour a tour les inconnues en partant des équations (21) d’en haut. Nous aurons:

-1 ;.ZNP-"&' ’
(2) @ =08 =", b= pour p=3.,n—1.
Ky KI‘KZ"'Kp-l

Nous déterminerons maintenant ’ordre du contact g pour les hypersphéres tan-
gentes & C aux centres au point S(—dy, — &y, ..., —%_1, —0,), ol la coordonnée «,
est quelconque. 11 est facile de remarquer

(23) f® =0 pour p=1,...,n—2.
Calculons
(24) fegn_l):'zﬁn—x,r&j,
iz
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mais d’aprés I’hypothése k,_, = 0, alors

n—1
(25) [P =Y Koy
ir
n—1
(26) si Y No_y;-% 40, alors f¢* " +0
jlrz2
(27) et I'ordre du contact g = n — 1
n—1

(28) i par contre Y. N,_,,;.«; = 0, alors f{" " =0 et 'ordre ¢ > n — 1.
' jl2 :

Notre théoréme est donc vrai.

Pour simplifier I’énoncé des théorémes suivants, nous introduisons la désignation
suivante:

(29) W, = %N,,,i L.
Théoréme 2. Si pour la courbe C a I'équation r = r(s) nous avons:

(30) 1. r(s) est de classe n + p au moins,

2. les hypothéses 2, 3, 4 du théoréme 1 sont vérifiées et en outre
3. k¥, =0 pour A =1,...,p;

4. Wy=0pour h=n-1,...,n+p—2;

5' Wp+n-—l :f: Oa

n
°

alors pour les hypersphéres aux centres au point S(—0y, — 03, ..., —®, 1, —0,) 0il
a; (i = 1,...,n — 1) est désigné par les formules (22) et o, quelconque, 'ordre du
contact avec la courbe C dans M, est égal @ n + p — 1. Les centres de telles hyper-
sphéres tangentes sont situés sur la droite paralléle au vecteur normal ¢,.

Démonstration. Des considérations effectuées pendant la démonstration du
théoréme 1 il résulte que

(31) fP =0 pour p=0,1,...,n—1.

Nous calculons les dérivées suivantes de la fonction f, et de sa valeur pour s = s,;
/" = 0 d’aprés les hypothéses et le lemme 1.
Appliquant le raisonnement inductif et en s’appuyant sur le lemme 1 on démontre
que

(32) fg”)=0, pour p=n+1,...p+n-2,
mais
(33) foﬁ”"‘” =Wyt 0
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sans prendre en considération o,, et 'ordre ¢ = p + n — 1 en accord avec la thése du
théoréme.
Les centres de telles hypersphéres sont situés sur la droite a I’équation
(34) & =0¢6=—0;4+0, pour i=2,..,n—1, &, quelconques,
ce qui était a démontrer.

Théoréme 3. Si pour la courbe C @ I'équation r = r(s) nous avons:

(35) 1. r(s) est de classe n + p + 1 au moins,

. les hypothéses 2, 3, 4 du théoréme 1 sont vérifiées et en plus pour s = s,
kP =0 pour A=1,...,p,

(p+1) +0,

W,=0pour h=n—-1,...,p+n—1,

n

:Jr.aww

alors il n’existe qu’une hypersphére tangente a C dans M(so), pour laquelle I’ordre
du contact q avec la courbe C ne sera pas plus petit quen + p + 1:

gzn+p+1.
Les coordonnées du centre de cette hypersphére dans le systéme local (i,), i=
=1,..., n seront
Wp+n

o N . I n
(36) =0y, = oy eeny —O0,_q, —0, = 5 o : o (pt1)
KoKy ooe Kyop o KS2H

. 2 N © r .
0l 0y, %y, ..., %,—q SOt les nombres désignes par les formules (22).

Démonstration. Nous supposons «; = a;, pour i = 1,2,...,n — 1.
Des hypothéses et des théorémes précedents il résulte que

(37) fP=0 pour v=0,1,....,p+n—1.
Nous calculons:
(38) o =w,,, + fc,_ i Ky KPRD L,

Si nous supposons

- Wp+n
39 % = 0 = — )
(39) Ky e Kpg - KPHD
alors
(0 jern = o,

et alors nous avons I’hypersphére tangente 2 C dans son point M(so) précisément
définie.

Le centre S de cette hypersphére a dans le systéme local de Frenet les coordonnées
—a; (i = 1, ..., n) définies par les formules (22) et (39).
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Pour cette hypersphére tangente on a
fP=0, ot A=0,1,...,n+p
et ’ordre du contact g est

(41) gzn+p+1

ce qui était & démontrer.

K. Havli¢ek donne dans son travail [4] la définition de I'hypersphére osculatrice,
c’est une telle hypersphére, qui a avec la courbe le contact d’ordre g = n.

Selon cette définition les hypersphéres tangentes du théoréme 2 seraient osculatri-
ces, comme aussi ’hypersphére du théoréeme 3.

En rapport avec cela je propose la modification de la définition de 'hypersphére
osculatrice a la courbe réguliére.

Définition. Si la courbe réguliére C a dans le point M une seule hypersphére
tangente, précisément définie, dont I'ordre du contact est maximal d’entre les ordres
des hypersphéres tangentes a C dans M, alors nous appelons une telle hypersphére
tangente hypersphére osculatrice de la courbe C dans son point M.

D’accord avec cette définition, les hypersphéres du théoréme 2 sont tangentes a la
courbe avec un certain ordre du contact, tandis que I'hypersphére définie par le
théoréme 3 est osculatrice de la courbe C dans M.

Avant d’énoncer le théoréme qui rendrait possible une précise définition de I'ordre
g, du contact de la courbe C avec I’hypersphére osculatrice, nous introduirons encore
un lemme sur la fonction f,(s).

Lemme 2. Si pour la courbe C & 'équation r = r(s), s € (s, s,) out r(s) est de classe
n + 1 au moins, les hypothéses (Z,) sont remplies, alors la fonction fy(s) dans I'inter-
valle (s,, sz) est solution de I’équation différentielle linéaire d’ordre n:

(42) Co . fP 4+ Cpey f"" Vbl +Cy.fy =,
dans laquelle les coefficients C, pour p = 0,1,...,n et ® sont les polynémes en

n
courbures Ky, ..., K,y et leurs dérivées et

(\43) Cn= —K'; K; 2...1(,'"_1;
n
(44) Cooy = (37 3 2 k)
n
n—p—2 /p+l '
(45) CP=Ap+ Z(Si-( » >‘K(lz)'Bp+i; p=2,3’”"n._2‘
n n i/0 np n

les fonctions A, et BI,+l sont les mineurs algébriques du déterminant Q donné sur le
n

tableau 1, correspondant aux éléments f de la I*® et de la 2*™® bande

(46) c1=<1>+2 (’fl) 2. By, ,

n i/0 ! n
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ou ¢ est le mineur du déterminant Qformé par le biffage de la premiére ligne et de

la dern iére colonne;

n—2
— i)
(47) Co =Y «{.B;.
n i/0 n
g=2 _g-3 g=n-2  gen-{ gen
1-f;
-
£
/ S
,/, a //
/ 1/ 7, £ ln~1)
//// £
Kol
-f (Koo)'
p=2 -1 0 (K"
-1 D, _———
-f //,/ “'I ~(K, )1
el V7 Ko f) ™
-1
-1
p=3 7 -1
y -1 %ij
7 A2
pen-2| 7, 7
e
p=n-1 lay
prn Kok [+
Tab. 1.

Démonstration. Prenons en considération les relations (12):

(48)

=0

Qy
i, n~I.K""
2] K,
n—l,:'-( - 4

n.v?k-’v =Kn-¢

Nous différentions ces équations tour a tour, la premiére (n — 1) fois, I"équation

™ (n—j) fois (j = 2, ...,
équations dont nous éliminons les fonctions f; (i = 2, ...,

n — 1); nous obtiendrons le systéme de [n(n + 1)/2] — 1

n) et leurs dérivées. Nous

obtiendrons en fin de compte la relation entre les fonctions i (i=0o,..., n), les

courbures k; (i =

(tableau 1).
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Commentaires du tableau 1. Le déterminant Q est divisé en n ,,bandes* hori-
n
zontales et n ,,poteaux* verticaux. Les poteaux et les bandes le divisent en systéme de
matrice.

La bande p*™ p =1,...,n, contient n — p + 1 lignes. Semblablement, le
poteau g™ (q =1,..., n) contient n — g + 1 colonnes.

| & 1-£
K¢ K .);'
pe1 | Ky 2K, Ky £
KoK Kk | K £
KPV) K YK K| Ke £,
] X -k,
-1 K | K -(Kty)
P2 -1 PR -t
EARATTANARA (K f)”
-K; . -1 A
pe3 K| K -1 KL K
K| 2K | K 1| K K| &
pet -Ks -1 X
-k, K -1 | K| K
p=5 -Ky -1
g-1 g-2 9-3 g-4 95

Remarque: dans le places nan remplies il y a des zéros.

Tab. la.

Nous désignons les éléments du déterminant Q par le symbole a j, ou p est le

numéro de la bande et g est le numéro du poteau Les indices i, j sont les numéros
locaux du vers et de la colonne de la matrice aux indices p, g.

Les éléments a; ; sont définis de la fagon suivante pour lecas p,g <~ 1,...,n —1:
psq

1. Si p = ¢, alors
i—1 —n .
a,,j;-(_ ).xf,‘ », quand i —j=0, a;;=0,quand j —j <0.
P j—1 Pa

2. Si p=g+ 1 alors
aij=—1,quand j=i+1, a;,;=0, quand j*i1.

p.q . pPq

3.Si p=q + 2 alors

P
a.-,,-=—<_ ]) K(i ” ,quand i —j =0, a;;=0,quand i —j<O0.
| 2] J

-1 pa
4. Si p<qoup>gq+ 2, alors
a;:=0.

t,J
P

Dans le cas oll p = n et g = n, les éléments du déterminant sont situés dans le
tableau.
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Remarque. Sur le tableau 1a on donne le déterminant Q pour I'espace Rs (n = 5).

Développant le déterminant Q d’apres les €éléments de la derniére colonne. nous
obtiendrons:

(49) Co.f+ ... +Co.fy =
n n n

Chrt=g
nt1

("1)Wﬂ]
SN

‘I A/l 1 Kn
____________________________ _?‘1/4);( ol Kn
I‘K"T 5%

Tab. 2.

ou C, sont certains mineurs ou bien la somme de mineurs du déterminant Q.
n

La validité des formules (46), (47) pour C, ot p = 0, ..., n — 1 résulte directement
du développement du déterminant. "

Nous discutons la fonction ¢ a la page 582. Nous démontrerons la validité de (43).

n
Nous ferons la démonstration a I’aide de I'induction mathématique. Pour n = 3 nous
obtenons C3 = — kik,. Supposons maintenant la validité de (43) pour n = 3 et
3

calculons C,, ;. Nous développons tour a tour C,,,; définis par le déterminant
n+1 n+1

(tableau 2) d’aprés les éléments de la 1%, 2™, ... n®™ ligne, et puis d’aprés la co-
lonne (n + 1)¥¢; nous obtiendrons ‘

(50) Cpyy = (—1)P I+ DE+2/21 n o

n+1 n
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Le déterminant C, a la méme construction que le déterminant C,, et en différe

n n
seulement par ceci: au lieu de ; il contient x;,, (pouri =1,...,n — 1) et il n’est
pas multiplié par (— 1)+ D/21+n+ 1,

Crt»
n

—_——— e ey ]

Tab. 3.

Profitant de la susdite remarque nous obtenons

(51) Cosy = — k1. k3 1k,
n+1

ce qui était & démontrer.
Nous démontrerons maintenant la validité de la formule (44). Le tableau 3 donne
C,_, sous la forme d’un déterminant. Nous développons ce déterminant et obtenons

(52) Cocy = K2 083 ey W,

ou W, est le déterminant donné sur le tableau 4.
On démontre a I'aide de I'induction mathématique (lemme 3) que
(53) W, =kKyky...Kpq + 21Ky oo Ky Kyq + oo + (0 = 1)Ko ey ;
tenant compte de (52) et (53) nous obtenons
(54) Coor = (K771 65720 Kpey)

n

ce qui était a démontrer.
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Lemme 3. Pour n = 3 le déterminant W, défini par le tableau 4 est

’
0, KyKy .o Kpeg + 261Ky oo Ky Koy + oo + (0 — 1) K} ...rc,,._,l
—1, KoKz ... Ky

(55) W= |

Démonstration. Pour n = 3 notre lemme est vrai. Calculons maintenant W, ,.
Nous transformons le déterminant W, , et arrivons a

(56) Wosr = H]
..................... i W
0 0i "
a
b
\N\ ! 1 ! [
ﬂ\(n-')/ﬁkla 1 I ! 1 ]
g ~No bk H I |
RN : [
0 1 -t U2k K, [
0! 0\1\”4" A
| ! ' R
01 0} 0l k! K
Pl S
AL
bne ll ! 1 I -1 0

0 1 (k| K
~
Kn-2

-4 ik, Korg_
-1 ] Kn-d
\ \

o -1 Kn4

Remargues: %‘7
Sur lo diagonale a-a ilya: KKy Ky ===~ Kj, Kj, ~-=- Kn.g Kooy, Kn-g &
c

j*3--—n-3,
- " b-b + (n-1)K!, O, (n-2)K; O, -—-- (ny)Kj 0, ---—2Kn.s, O, Kn-¢

. ” c-c * seulement ,-1’
Les élements du déterminant qui restent sont égales a zéro (0).

Tab. 4.

(i)

ou W, différe de W, par ce qu’au lieu de x% il s’y trouve xj‘l 1- Maintenant on calcule

facilement que
0 CKy Ky o LKY ...
(57) W, = , K1 Ky .o K, + + n.K; K,
=1, Ky .K5... K,
De ce pas inductif, il résulte directement que
W, = KKy oKy q + 261Ky oo Ky gKpq + oo + (= 1)K} oo Kqey |

ce qui était a démontrer.
La fonction @ est le mineur algébrique du déterminant 2 multiplié par —1. La
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g1 g2 g-3 @=n-3 q=n-2  gen-{

8
P! 7
bij
.
-1
-1
p=2 -1 ///
-4 s
-4 /% 22
@€ -1
n -1
-1
.I /
a,;/ -1 ?,"’
& -4 g
-4 »
pen?| : 4 i
1| Fha
-1 W,
P01 . | K, S
-1 Koo
pen kA4 -1
€ = (-1) 24
Tab. 5.
K| K ] - |
K12 K| K ) |
K7\ 3 K Ki | Ke
Ko k" K 8K | K
-4 K
-1 . Ky Ky Rk
4 = -1 K DKz | K
5 -1 | KK DK | K
*2 -1 Ks
K| K -1 K| K
P ETARA -1 Ky | 2Ks | K
-Ks -1 Ke
i A | Ky 1| K| K

Remarque: dans le places non remplies il y a des zéros.

Tab. 5a.

structure de la fonction @ est donnée sur le tableau 5, et pour le cas de I’espace Rs, ce

n

déterminant est écrit sur le tableau 5a.
Commentaire pour le tableau 5. Le déterminant est divisé en n bandes hori-
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zontales et n — 1 poteaux verticaux. Ils divisent le déterminant en systéme de ma-
trice.

La bande p*™ (p = 1, ..., n) contient n — p + 1 vers.

Le poteau g*™ (g = 1, ..., n) contient n — g + 1 colonnes.

Les nombres b, ; sont les éléments de la matrice pour p = 1,4 = 1.
1,1
Nous désignons les éléments des matrices qui restent par a; j ou i et j sont les nu-

. p.q
méros locaux de la ligne et de la colonne pour la matrice (p, g).

1. b= ! kG pour i—j+120,
1,1 j—1

b,; =0, ol i—j+1<0.

1,1

2. Dans le reste des bandes, il y a les mémes éléments a; ; que dans le déterminant Q
p,q n
pour g =1,...,n — 1.

Théoréme 4. Si pour la courbe C a I'équation r = r(s) ou s € (s, s,) nous avons:

1. r(s) est de classe n + m + 2p + 2 au moins dans Pintervalle (s,, s,),

2. les hypothéses 2, 3, 4 du théoréme 1 sont satisfaites et en plus au point My, =
= M(s,) de cette courbe (s, € (s, 5,)) on a:

(59) 3. }ocf‘l_)i = Kf'j_) I(SO) = 0’ pour ] - ]’ e p’
LHED =) 0
5. W, =0, pour h=n—1,...,p+n—1;
6. d2P*H = PPy = 0, pour 2 =0,1,..,m;

7. $@ptme) _ (p(2p+m+l)(so) +0,
n

alors U'ordre q du contact de la courbe C avec ’hypersphére osculatrice a C en M,
aux coordonnées du centre dans le systéme local de Frenet

p-1
1 YN,
o o o o . )
(59) a1=0’—'a2=oa_a‘;:°—!/—°“—ﬂ‘, ot p=3,...,n—1;
Ky KI'KZ"'Kp—l
Wp+n
o n .
. B “(p+ 1)’

Ky . kZ cee Ky - Kp—q
est égal an + p + m, C’est-a-dire
(60) gq=n+p+m.
Démonstration. Du théoréme 3, il résulte qu’avec les hypothéses données, on a

(61) fP(so) =0 pour 2=0,1,....,n+p.
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Des formules (45) et (46), qui définissent les coefficients C C (j=0,....n-2),

iéme

nous obtenons, qu’ils sont infiniment petits, d’ordre p'*™ au moins, dans I’entou-
rage de s,.

Cela résulte de ce que dans les déterminants qui définissent C, c’est-a-dire dans
A,(p=0,...,n —2)etB,(q =0,...,n — 2), Pavant-derniére colonne se compose
L] n
d’éléments suivants: 0,0, ..., 0, k,_, k,_1, 0; alors ’ordre de C ,(p=0,..,n-2),

infinitésimaux dans I’entourage s,, est au moins le méme que l’ordre de la fonction
infinitésimale «, _,, c’est-a-dire, en accord avec les hypothéses tu théoreme, plus grand
ou égal a p.

Des formules (43), (44) et des hypothéses (3) et (4) du théoréme il résulte que 'ordre
de C,estégalap + 1, et 'ordre de C,_, est p.

n n
En vertu du lemme 2, la fonction f, vérifie dans Pintervalle (s,, s,) I'équation

(62) Cof +Coey f" D h L+ Cofy =

il en résulte que @ est infinitésimale dans I’entourage s, d’ordre 2p + 2 au moins.

n

Divisons I’équation (62) par (s — so)2”*2 et développons les fonctions C, et f{"

qui y paraissent en formule de Taylor dans I’entourage s,, et ensuite avangons de s
jusqu’a so; nous obtiendrons en prenant en considération (43) et (44)

C, 1" .
63) lim —" = — 17 k2, kPRD et ©
@) e S TP T2
Cn—'l -f(lnhl) 10 2 1 + H 1
64) lim A = K} G kD Y ———
( ) S50 (S _ 80)2p+2 1 2 fl p!(p + 2)'
C,.fi»
(65) lim —*——— =0 pour p=0,...,n—2;

s=so (S —_ SO)ZP+2

®
1 .

66) lim . = PPt

( ) s—s0 (S - S0)2p+2 (2p + 2)'

Prenant en considération les relations obtenues (63)—(66), nous avons

(67)

-1 K —1 ‘n-2 °2 (p+1) fntpt1) _ 1 H(2p+2)
LK o Kps . S S/ 1) 4 .
[+ DTF(+2" ’ @(p + D)
(68) il en résulte que si d2P*2 = 0, alors f{"*7*) = 0.
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Raisonnant d’une fagon analogique nous obtenons que si

(69) PP*M =0 ou 2 =2,3,...,m, alors f{"*?*” =0 pour v =1,2,. —1;
(70) si par contre $(2P*m+ D L 0 alors f"*7*™ + 0,
(71) et ordre du contact est égala ¢ =n + p + m.

Dans le cas ot toutes les courbures de la courbe sont différentes de zéro au point
so(xk{so) £ 0, i =1, ..., n — 1) considéré, K. Havlitek [4] a démontré que I'ordre du
contact de la courbe avec son hypersphére osculatrice dans ce point n’est pas plus
petit que n. Dans ce cas, nous calculons cet ordre précisément.

Théoréme 5. Si pour la courbe C a I'équation r = r(s) nous avons:

1. la fonction r(s) est de classen + m + 2 au moins dans Uintervalle o = (s, 5,);
2. satisfait Phypothése (Z,) dans w;
3. au point sp € w on a &)(V) = dﬂ"’(s ) = 0 pour v = 0 1,...,m;

4. 3" (s0) %0,

alors 'ordre du contact de I'hypersphére osculatrice & C dans son point My = M(sy)
est précisément égal d n + m + 1.

Démonstration. Pour I’hypersphére osculatrice @ C en M, nous avons
f?=0 (v=0,1,...,n—1),

n
deI'équation ¥ C; . f’ = & et de I'hypothése 3 nous obtenons que f{” = 0. Ensuite,
Jjlo n

parce que (D = 0, alors f("“) = 0; en généralisant nous obtenons

comme &™ = 0 pour v =0, 1,...,m, alors /" =0,

mais ¢™*D £ 0, alors f"'™*D 4 0;

I’ordre du contact est donc précisément égalan + m + 1 et le théoréme est démontré.
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Pe3rome

KACAHME PEIVJISIPHOI KPUBOW C T'MIEPC®EPOI B TOUKE
TIEPETUBA (n — 1)-TO MOPSKA
(EBKJIMOBO ITPOCTPAHCTBO n U3MEPEHUI)

T. PAXBAJI (T. Rachwal), Kpaxos (ITonbma)
,

Hacrosmas cTatbs npencraBiaeT co0oil pe3ysIbTaT MCCIICIOBAHUS KacaHUs KpH-
BOJ, JIeXalle B n-MEPHOM €BKJIMIOBOM IIPOCTPaHCTBE (n = 3) ¢ runepchepoi
B TOYKe neperuda (n - l)-ro nopsiaka (TeopeMa 1,2,3u 4) a Takke B TOH TOYKE
KPHBOi, B KOTOPO#i BCE KPUBU3HBI HE PaBHbI HYJIIO (TeopeMa 5).

B Touke neperuba (n — 1)-ro TOpsZIKa PEryJSIpPHOH KPHUBOW KPHBH3HBI i;, JUIS
i=1,2,...,n — 2 He paBHBI HYJIIO, HO TEM HE MeHee KpUBH3HA K,_; = 0.

JlBe mepBbie TeOpeMbl CBSA3aHbI C runepchepamu, kacaTeJbHBIMU K KPMBOIi, a T€0-
peMsl 3 1 4 — C CONpHUKACAIOIUMHUCS THnepchepamu.

TeopeMma 1 MOATBEPXAAET, YTO CYIIECTRYET 00 rumepcdep,kacaTesbHbIX K KpH-
B0l B €& Touke meperu6a (n — 1)-ro mopsiaka, ¥ JUisi KOTOPBIX MOPATOK KacaHWs
SIBJISIETCS] YHUCJIOM, HE MEHBIIHUM, YeM n — 1.

CornacHo BTOpO# TeOpeMe, B Cilyyae KOra HOociaeqoBaTeIbHbIE MPOM3BOIHbIE
k¥, nna i =1,..., p, KPMBU3HBI K,_; OTHOCHTEJILHO HATYPAJLHOTO NAPAMETPA §
KPHMBOJ PaBHBI HYJIIO, M TOXe PaBHBI HYJII0O HEKOTOPHIe BenanHbl W, (hopmyna 29),

n

cymecTByeT o' rumepcdep, kacaTeldbHBIX K KPHBOI ¥ MMEIOIUMX TODSITOK Ka-
CaHus paBHBINA yucay n + p — 1.

TeopeMa 3 coobwaeT, 4To B ciiyyae, KOra B PACCMATPHBAEMOIll TOUKE TIOCIIENO-
BaTeNbHBle npom3Bomuele k7, guist i = 1,...,p pPaBHBI HymIO, TeM HE MeHee
nponssomnas k7 He paBHa Hymo u, kpome Toro, W, =0 mis h=n — 1, ...,

n—1
n

n — 1 4 p, cymecTByeT TOJNbKO ofHa Tumepcdepa, KacatenbHas K KPUBOH, HMeIO-
1A NOPAIOK KacaHHs HEe MeHbLIE 4eM uucio n + p + 1. DTy runepcdepy Mbl
Oy/leM Ha3bIBATH CONPHKACAIOILENCS KPUBOIl B Touke neperuba (n — 1)-ro mopanxa.
KoopnuHaThl eHTpa 3TOH conpHKacalomei Tumepcdepsl B JIOKATLHOM Ppemepe
®pene onpeaensor popmyst (22) u (39).

TeopeMsl 4 U 5 [aIOT BO3MOXHOCTb TOYHOTO ONPENE/EHUs NOPSAIKA KaCaHUS
KpHUBOit ¢ runepcdepoii B ciiyuae, KOria ToYka KacaHH SIBJISIETCS TOUKOM meperuda
{(n — 1)-ro nopsaxa xpusoii (Teopema 4) WK eciid B PACCMATPHBAEMOil TOUKE BCe
KPUBUM3HBI HE PaBHbI HyJIIO (Teopema 5).
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