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Yexoc0BauKkHii MaTemaThieckuii sxypuaa 1. 11 (86) 1961, Ilpara

SUR LA DEFORMATION PROJECTIVE DE CERTAINES SURFACES
A RESEAU CONJUGUE DANS S,,+1

Viapmmir KoHouT, Praha
(Regu le 16 mai 1960)

On montre qu’une surface a réseau conjugué dans S,,+, dont les deux
transformées de Laplace dégénérent, est projectivement déformable d’ordre
n + 1 si et seulement si sa dualisation est du méme type.

Soit donnée, dans I’espace projectif de dimension impaire 2n + 1 une surface
a réseau conjugué dont les transformées de Laplace dégénérent en courbes. Supposons
ensuite que la surface ait en chacun de ses points un espace osculateur d’ordre n a 2n
dimensions et que les espaces osculateurs d’ordre n + 1 des courbes du réseau con-
jugué passant par un point se rencontrent en une droite qui n’est pas située dans
I’espace osculateur d’ordre n de la surface en ce point. Sous ces hypotheses, il est
possible de trouver I'expression analytique de la surface vérifiant le systeme (voir [1])

(1) x!,l =0’

n n
X0 = omx b Y a0 4 Ypx®t 4 gx™t 0 g %0,
i=1

i=1
les conditions de I'intégrabilité étant

®) mtt 4 ph® —em'0 =0,
m° 4 nbt 4 plOn, —em —en}® =0,
m"® + pi*' + py°py —e4;° =0,
nit a4 puy—en® —eni, =0 (i=2,...,n),
pit i+ papi—epi® =0 (i=2,..,n),
1,0

myt + pa%q + gt —en, — 5" =0, &= "—.

Dans ce qui suit, nous entendons par ,,surface* toujours une surface de ce type.
Nous appellerons dualisation de notre surface la surface de I’espace duel décrite
par les espaces osculateurs d’ordre n de la surface (ce sont des hyperplans).
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Posons maintenant la question: Quand la dualisation de la surface a-t-elle un
réseau conjugué et quand dégénérent ses transformées de Laplace?

Désignons par le symbole [yo, ¥y, ..., ¥2n] Uhyperplan analytique contenant les
points analytiques variables Yo, Vy, ..., Y2,; alors & = [x, x1%, x%1, ..., x™0, x0"]
est I’expression analytique de la dualisation de la surface x.

On trouve aisément que
él,O — [X, xl,O, xO,ler-l,O, . xO,n] ,
50,1 — [x’ xl.O, xO,l, cen xn,O’ xO‘n-i-l] = pn[x’ xl,O, xO,l. - X"'o, x(),n] +
+ [x’ xl.O’ xO.l’ e xn,O, xn+l.0] —
—_ pnf + q[x, xl,O, xO.l’ e X"'O, xn+l‘0] .
él.l = [X, xl.O, xO.l’ s xn+l,0’ xO,n+l] —
= [X, xi,O, xO.l, e X"+1'0, mx + Znixi.o + Zpixo.i + qxn+l.0] =
—_ n"[x’ xl.O’ xO,l, e xn.O’ xn+1,0] + pn€1.0 A
d’ou
) gt = pgto —Tngot 4 Pre
q q

Donc & vérifie I'équation de Laplace, c’est-d-dire sa dualisation a un réseau con-
Jjugué.

Passons maintenant au probléme de la dégénération des transformées laplaciennes
de la dualisation. Pour que les transformées laplaciennes de la dualisation dégénérent,
il faut et il suffit que les invariants h et k de I’équation (3) s’annulent

ho=plo 4 Pltn _ Pulln _ 10 _ o
q q

0,1 0,1
kz(_:tn) +P~_"n_"_»v_~=("_») -o0.
q q q q

11 s’en ensuit inmédiatement p, = V,, n, = Uq. (Les lettres U, ¥, marquées, au besoin,
d’indices désignent des fonctions d’une variable u, ou v resp. Il résulte de (2¢) que
q = UV; écrivons n, = Ugq = U,V. Les autres conditions d’intégrabilité se réduisent a

(4) m'! — em'® =0,
m®! + ni'! =em + enl?®,
m'® + pit = ep}®,

1,0 , 0.1 , .
np®+ndy —eni® —en_, =0 (i=2..n),

. V'
PRt Dl =l =0 (=2, o=
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11 découle de (44) que (pour i = n)
Uy +ndt = v ULV + v Nu_y s
vV | 4

doun,_y =U,_,V; pour i = n — 2,...,1, nous trouvons a partir de (4) successi-
vement

n,_, =U,_,V, ..., ny=U,V.
D’une maniére analogue, (45) nous donne
Poct = Vacis ooy P =V
A présent, il résulte de (4;) que 'ona m = Vet de (4,)
| P

V' +UWV =— V4 —UV,
| 4 | 4

’

<t
]

<
<=

C’est-a-dire
m=V =aV, o= const.

Nous voila arrivés au résultat suivant:

Les transformées laplaciennes de la dualisation de la surface dégénérent si et
seulement si I’on peut trouver pour la surface une expression analytique vérifiant le
systéme

n n
(5) XMt =0, X0 =aVx + Y UV + Y Vix® 4+ UVx"tho,

i=1 i=1

En changeant les paramétres on peut obtenir U = V = 1, de sorte que pour I’expres-
sion analytique de la surface on aura le systéme

n n
(6) xl,l — 0’ xO,n+1 = ax + Z Uixi,O + VixO,i + xn+1,0 .
i=1 i=1

Les surfaces données par le systéme (5), ou (6), seront appelées surfaces R. Ce sont
les surfaces (et elles seules) qui admettent une déformation projective d’ordre n + 1

(voir [1]).
Cherchons maintenant 4 établir le systéme pour la dualisation et envisageons les
surfaces R qui sont en déformation projective d’ordre n + 1 avec leur dualisation.

Posons & = A&, ou A vérifie les équations
Ot —pi=0, M4+ UL=0.
Par cette transformation I’équation (3) devient &1 = 0.

Les relations suivantes peuvent étre vérifiées par la méthode de I'induction mathé-
matique

(7) En+‘1,o - (_l)n az + Z nAaEu,O + jl_’[xl,o’ x2,0’ xO,l’ x3.0’ s xn+1.0’ xO.n] ,
a=1
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ol ‘A; sont des fonctions de la variable u données par les formules

(8) “Ay =2 A+ (= )T U
kAa =k—1A; +k—1Aa 1

k4, =U,, °4, =0, 22a<k—-1;15k=<n

De fagon analogue, nous trouvons
(9) EO,n+1 — (_1)n+1 (XE + Z nBaEO,a + az +
a=1

3,0

1
1,0 2,0 0,1 N n+1,0 o,n
+1[x , x200 x01 x3:0 . x , x%",

ou "B, sont des fonctions de v données par les formules

(10) "By = *7'B} + (= 1) Viogur
*B, =*"'B; + *"'B,_,
Be=—V,, °B=0, 22a<k—-1,15k<

En comparant (7) et (9) nous obtenons I'équation de la dualisation (écrite sans

barres)

(11) 60,n+1 — fd(l - 2(_ l)n) + ZnnBaéo.a _ ZnA éao én+1,0.
=1

a=1

Drapreés [1], la surface sera en déformation projective non-triviale, d’ordre

n + 1, avec sa dualisation si et seulement si

(12) a0, —"4;,=U;, "B;=V;, (i=1,..,n).
La surface sera en homographie avec sa dualisation si et seulement si
(13) a=0, —"4;,=U;, "B;=1V;.
Littérature

[1] A. Svec: Les surfaces R dans les espaces projectifs de dimension impaire. Yex. mar. x. 9(84),

1959, 243—264.
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Pe3iome

O MPOEKTUBHOM M3rMBAHUU HEKOTOPBIX MOBEPXHOCTEN
C COITPS)KEHHOW CETBIO B S,,4

BIIAAVUMMUP KOI'OVYT (Vladimir Kohout), Ipara

[10BEPXHOCTH NPOSKTUBHOIO IPOCTPAHCTBA Sy,.4(n = 1), Ayann3anuu KOTOPBIX
WCCIIEIYIOTCS B 9TOM CTaThe, 00Ia1AI0T CiIzAyoMMMH cBolictBamu: Ha Hux cyme-
CTBYET OJIHA CQMHCTBEHHAs COMPSDKSHHAS CeTh, MX JIAIUIACOBCKHE NMPeobpa3oBaHUs
BBIPOX/AIOTCS. B KPHBbIE, 4 CONPUKACAIOIIMECS MPOCTPAHCTBA IMOPSIKA N HMEIOT
Pa3sMEPHOCTb 2n. AHAJMTHYCCKH 3TH MOBEPXHOCTH BBIPAXAIOTCS NPH NOMOLIM
cucremsl suaa (1).

Jyanu3aimu Takux IIOBEPXHOCTEH ONMHUCHIBAIOTCS COMPHKACAIOLUMMAUCS NPOCTPAH-
CTBAaMU TIOPSIKA /7 3THX MOBEPXHOCTEH.

%031 NoJiyqaeM Clieayromue pe3yJabTaThl:
1. ,llya/tuaauuﬂ nogepxXHoCMu YKA3aHHO20 Muna umeem maxKHce CONPANCEHHYH
ceme.

2. Jlanaacosckue npeobpazosanus Oyasu3ayuu BbIPONCOAIOMCA 6 Kpugble, ecau
U MOAbKO ecau UCXOOHAA NOBEPXHOCMb OOnycKaem uzzubanue nopaoka n + 1.

3. Auasumuyeckoe npedcmasaenue oyasuzayuu yoogaemeopsaem cucmeme euoa (11).

4. ITogepxnocms cesa3zana co ceoeil Oyaausayueii HeMpUGUANbHLIM U32UOAHUEM
nopsaoka n + 1, ecau u moavko ecau umeem mecmo (12). ITosepxrnocms Koasuneapra
ceoell Oyaauzayuu, ecau u moavko ecau umeem mecmo (13).
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