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Y exocaoBankmii MaTeMmaTnyecknii kypuaa, T. 10 (85) 1960, Mpara

FONCTIONS ALEATOIRES D’INTERVALLE, 1I

FraNTISEK ZiTEK, Praha

(Regu le 29 juillet 1959)

L’article forme la suite du travail [10] portant le méme titre. Il est
dédié & I’étude de certaines propriétés des fonctions aléatoires d’inter-
valle telles que la continuité, la continuité absolue et la dérivabilité,
en particulier en connexion avec la théorie de I'intégrale-(BB).

1. INTRODUCTION

Dans tout cet article, le travail [10] est supposé connu. Aussi nous servons-
mnous de toutes les notions et notations courantes que nous y avons introduites.
Nous nous bornons ici, pareillement comme en [10], aux fonctions aléatoires
4 accroissements indépendants. Les méthodes de notre étude seront aussi
analogues & celles employées dans [10]. A co6té des fonctions-yp (secondes
caractéristiques), nous nous servirons ici plus souvent aussi des fonctions

caractéristiques elles-mémes
(.1 ¢(I, ) = E [exp {is X(I)}] .

Nous allons introduire encore quelques nouvelles notions. Nous appellerons
frgure en K tout systéme fini # d’intervalles disjoints I; e K, K étant comme
d’habitude l’intervalle fondamental donné contenu dans R = (— o0, o0).
Il est évident que toute partition de n’importe quel intervalle J ¢ K est une
figure en K. La norme »(#) d’une telle figure # sera alors définie comme
2(F) = max |I;|. Cette définition est consistente avec notre définition anté-

F

rieure de la norme d’une partition. Nous écrirons |#| pour Z |Z;].
z

Nous dirons d’une fonction aléatoire d’intervalle X définie dans K qu’elle
est & variation finie dans K, lorsque sa fonction-y vérifie

{1.2) [l 8)| <
K

\

pour tout s e R. Il est évident que la fonction X sera alors & variation finie
dans n’importe quel intervalle J ¢ K. '
L’inégalité (1.2) peut avoir un sens déterminé méme si y(I, s) n’est pas
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défini dans tout le systéme K X R. D’une maniére analogue & ce que nous:
avons rencontré déja dans [10] il suffit, qu’il existe pour chaque ¢ > 0 un
nombre positif 6 tel que pour I € K, |I| < 6, y(I, s) soit défini au moins pour
s| = o.

2. FONCTIONS ALEATOIRES CONTINUES

Le but de ce paragraphe est de donner pour le cas de l'intégrale-(BB) un.
théoréme analogue au théoréme 13 de [10] (cf. aussi la note?), p. 596 de [10])..

Theoréme 1. Soit X une fonction aléatoire d’intervalle, définie et intégrable-(BB).
dans K, soit Z son intégrale indéfinie. La fonction aléatoire Z est continue en.
0 st et seulement si X est continue en (.

Démonstration. Soit {I,} une suite arbitraire d’intervalles I, ¢ K telle:
que |I,| — 0. Pour tout n naturel soient I, et I, deux intervalles de K tels.
que a) I, est voisin de I,,, b) I, est voisin de I, ¢) K = I,, u I, u I,,. Désignons.
par (), %n(8), 7n(8), xn(8) les fonctions caractéristiques des variables aléatoires.
Z(K), Z(1,), Z(1,), Z(I,) et par @,(s) celle de X(I,). Comme X est intégrable-
(BB) dans K, on peut trouver pour tout ¢ > 0 et pour tout » naturel des
partitions 2, 2, des intervalles I, et I, respectivement, telles que pour
|s| = o a la fois

) — el <o

21) 2466) — pide)] < -

oll gn,(s) et ¢n(s) sont les fonctions caractéristiques des sommes S(2,, I,, X)
et S(2,, I, X). Nous pouvons méme supposer, sans restreindre la généralité,
que ¥(2,) = |L|, (@,) = |1

Supposons maintenant que X soit continu en §. Nous avons done lim ¢,(s) =

n—»o0

= 1 localement uniformément dans R. En méme temps, nous avons aussi
Lim @,,(s) @.(s) gn(s) = x(s), la convergence étant également localement uni-

forme dans R. Il s’ensuit de 13 ainsi que de I'inégalité

(2.2) 11(8) — @n(8) #n(8)] = 12(8) — @n(S) Puls) @n(s)| +
+ () @n(8)] -+ lga(s) — 1 = 12(8) — @n(8) @ulS) Pn(8)] + |@als) — 1]

que nous avons aussi lim @n(8) @n(8) = 2(s) localement uniformément. En

n—o

vertu de (2.1) il en vient encore lim 1n(8) xf,(s) = y(s). Or, la fonction aléatoire

Z étant additive-B, nous avons yn(s) 7.(8) zn(s) = x(s). La fonction x(s) est.
continue et y(0) = 1, il existe donc un nombre positif s, tel que pour |s| < s,
nous avons |x(s)] > 3. Il existe donc aussi n, naturel tel que pour |s| < s,,
n > n, 'inégalité

(2.3) 7n(8) xn(8)] > %
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a lieu. Soit ¢ positif, il existe alors n, tel que pour [s| = s;, » > 7, ,

&> [7(8) n(8) — 2(8)l = |2n(8) Za(S)] - 11 — su(d)]

<e qui donne avec (2.3) l'inégalité Ixn.(s) — 1| < 4¢ valable pour |[s| = S,
7 > max (n,, n,). Nous voyons donc que lim y,(s) = 1 uniformément dans

n—»co

— 8y =< s < 5. Il résulte de l'inégalité bien connue (cf. aussi [3], chap. L.,
§11)
: Re [1 — 7.(25)] = 4 Re [1 — z,(s)]

que l'on a lim y,(s) = 1 localement uniformément dans R. La suite {I.}

n—o0

ayant été choisie arbitrairement, nous voyons que Z est bien continu en 0.

Supposons maintenant par contre que Z soit continu en ¢, c’est-a-dire que
lim y,(s) = 1 localement uniformément. Il en résulte la convergence (locale-

M—>00

ment uniforme) de y,(s) xn(s) vers z(s). De 13 et de (2.1), nous obtenons alors
facilement lim g, (s) ¢,(s) = x(s). De 'autre coté, en vertu de l'intégrabilité-

n—o

(BB) de la fonction X nous avons aussi

lim ¢ (s) @a(s) @n(s) = x(s) .

n—o0

Nous en déduisons, d’une maniére analogue & celle de la premiére partie de
notre démonstration, que lim ¢,(s) = 1 localement uniformément dans R.

n—»o0
Or, cela signifie que X est continu en 9, c. q. . d.

Remarque 1. Lors de la démonstration de notre théoreme 1, il serait
possible d’exploiter, & part des fonctions caractéristiques, la notion de norme
de Weierstrass (voir [1], §§ 8 et 9); certains passages de la démonstration
seraient alors plus simples formellement (cf. aussi la note?) du travail [10],
citée ci-dessus).

Remarque 2. De la démonstration de notre théoréme 1, on peut tirer
1’énoncé simple suivant:

Sovent {X,.}, {Y,}, {Z,} trois suites de variables aléatoires. Supposons que pour

tout n naturel X, et Y, soient stochastiqguement indépendants et que Z,, ~ X,, + Y ,.
Alors les trois conditions suivantes sont équivalentes (X € X*):

{a) BlmX,~X, BlimY,~7V{0};
(b) BlmX,~X, BlmZ,~X;
(c) BlmY,~V{0}, BlimZ, ~X.

Remarque 3. Comme toute intégrale-(pB) est aussi une intégrale-(BB),
le théoréeme 13 de [10], ainsi que sa réciprogque, est une conséquence directe
de notre théoréme 1.
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3. FONCTIONS ALEATOIRES ASSOCIEES

Si X est une fonction aléatoire d’intervalle définie dans K, nous appellerons
fonction associée & X toute fonction aléatoire d’intervalle X°, dont la fonction-y
y°(I, s) est donnée pour I € K, s ¢ R par la relation

(31) WO(L S) = (p(I’ 8) —1 3

¢(I, s) étant la fonction caractéristique de X. Il résulte du théoréme bien
connu de B. de Finetti (cf. p. ex. [7]) que la fonction aléatoire X° est toujours
du type ID. Nous allons montrer que les fonctions associées ont bien des
propriétés dont jouissent les fonctions originales.

Théoréme 2. Une fonction .aléatoire X définie dans K est continue en § st
et seulement si sa fonction associce X° est continue en 0.

Pour la démonstration de ce théoréme, on peut exploiter les propriétés
connues de la fonction log 2, soit encore e: la convergence w([,, s) — 0, locale-
ment uniforme en s € R, est en effet équivalente & la convergence (Jocalement
uniforme aussi) de ¢(I,, s) vers 1. Mais on peut se servir aussi avec avantage
des deux inégalités suivantes (3.2) et (3.3), qui nous seront d’ailleurs utiles
encore plus tard & plusieurs reprises. En effet, on a

¢(17 8) — 1= exp [W(I’ 8)] —1=
= exp [Re y(/, )] {exp [i Im p(I, s)] — 1} + exp [Re p(I, 5)] — 1.
Or, nous savons bien que nous avons toujours Re y(I,s) =< 0, donec dune
part exp [Re y(I, s)] = 1, et d’autre part exp [Re y(I, s)] — 1 = Re (I, s) .
.exp [¥ Re p(I, s)], 0 < 9 < 1, done
(3.2) lp(Z, 8) — 1] = [exp [t Im y(L, )] — 1] + [Re p(/, s)] =
< [TIm (I, 8)| + [Re p(I, 8)] = 2 |p(I, 9)| .

Pour le cas particulier des fonctions continues en ¢ nous pouvons établir
une inégalité de sens inverse. Soit ¢ > 0, pour > 0 suffisamment petit nous
aurons pour |s| =< ¢ l'implication

1
<6 = ]¢(I,8)—l]<—2‘,
d’ot il vient pour |s| < ¢ (cf. [12])

< 1
|wLm=u%U+ML®—H%JZ;WUS—4P

éi% I, s) — 1r < |, s)—l]{l—{—]q&ls —1|Z|¢] 3)_1[k}§

k=0
1o},

l‘)| —

wa—ﬂ{
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donc pour |s| = o, |I| < 6 nous avons

(3.3) v, 8) < 2p,s) — 1]

Théoréme 3. S¢ une fonction aléatoire X est & variation finie dans K, sa fonction.
associée X° Uest aussi. St X° est continue en 9 et a variation finie dans K, X Uest
ausst.

Démonstration. Le théoréme 3 découle immédiatement des inégalités.
(3.2), (3.3) et du théoreme 2.

Remarque 4. Il n’est pas possible de supprimer dans 1’énoncé précédent
I'hypothése de continuité en ¢ de X°, comme le montre I'exemple de la fonction
X définie dans K = <0, 1) et telle que

.1 1
w(I,s):—Is].]I]—}—@sm pour §€I€K’
pI,s) =0 ’ pour énoneIeK.
On voit aisément que, dans ce cas-la, jT lp(I,s)] = oo, tandis que
K

[lp(L, s) — 1] = 1.
K

Théoréme 4. Une fonction aléatoire X est absolument continue dans K si et
seulement st sa fonction associée X° est absolument continue dans K.

Pour la démonstration du théoréme 4 nous nous servirons du lemme
suivant représentant une version complétée du théoréme 5 de [10].

Lemme 1. Une fonction aléatoire X est absolument continue dans K si et
seulement st sa fonction-y est absolument continue dans K, localement uniformément
par rapport @ s € R.

Démonstration du lemme. I. Supposons d’abord que X soit absolument
continue. A chaque 7 > 0 on peut donc trouver ¢ > 0 tel que pour toute
figure & vérifiant |#| < d on a

(3.4) Plo: |3 XI) Z =0

La continuité en ¢ découle de ’absolue continuité, donc & chaque ¢ > 0 on
peut trouver & > 0 tel que pour I e K, |I| < 9, |s| =0 on a ¢(I,s) * 0.
Fixons maintenant ¢ > 0. Nous avons & démontrer qu’il existe pour tout
& > 0 un nombre positif d tel que pour |s| = ¢ I'implication suivante soit
valable pour toute figure #:

(3.5) |#] <é= ;IV)(L, )l <e.

La fonction caractéristique de > X(I,) est égale au produit || ¢(I;, s). En
F F
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vertu du lemme connu de [5], p. 52 sqq, il découle de (3.4) pour |s| < o, | F| < 6
T’inégalité

(3.6) ]I;I (5, 8) — 1 < (e +2).
‘Comme log [ [¢(I;, s) = > w(I;, 8), il résulte de (3.6) et des propriétés connues
F F

de la fonction log z au voisinage du point z = 1 I'inégalité

(3.7 ‘}ﬁu”% %j?%

4 condition, bien entendu, que n < (¢ 4+ 2)-'. A partir de (3.7) nous obtenons
ensuite

‘ . 3n(o + 2)
(3.8) ;MAM<T;%15.

11 suffit done, o > 0 et ¢ > 0 étant donnés, de trouver 6 > 0 tel que [F| < ¢
entraine (3.4) ol nous prenons

. 1 &
"=“4wm’w+mm+J;

alors (3.5) aura lieu pour [s| < a.

IT. A présent, supposons par contre qu’a chaque o > 0, ¢ > 0 on puisse
trouver 6 > 0 tel que (3.5) ait lieu pour |s| =< o. Alors, on aura aussi

[Tt —1] <
F

pourvu que ¢ < 1, ce qu’on peut toujours supposer. D’aprés la formule (11.5)
du chapitre I de [3] nous avons alors

(3.9 P {w: = 77} = (G—_!—i—z—tﬁ fRe [1 — H‘P(Ia'» s)] ds <
J F

(0 -+ 2mm~1)2 €
o2 1—¢’

11 suffit done, o étant donné, de choisir 6 > 0 tel que (3.5) ait lieu, ¢ étant

choisi de telle fagon que I'on ait

IA

0-2n3
o® + (o + 27)2’°
alors |#| < § entrainera (3.4), c. q. f. d.

e <<

Nous revenons a présent & la démonstration du théoréme 4, qu’il est mainte-
nant déja facile d’achever. L’implication (3.5) découle de I’absolue continuité
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de la fonction aléatoire X; en vertu de (3.2) nous obtenons pour |s| < ¢ I'imp-
lication ‘
|| <6 = 2 lp,s) — 1] < 2,
F

de sorte que y°(1, s) est également absolument continue, localement uniformé-
ment par rapport & s e R. Done, X° est aussi absolument continu.

Si, par contre, c’est la fonction associée X° qui est absolument continue
dans K, elle est aussi continue en @ de sorte que (3.3) a lieu. A I'aide de cette
inégalité, nous déduisons de la continuité absolue de °(I, s) celle de y(I, s),
donc X est absolument continu c. q. f. d.

Théoréme 5. Si une fonction aléatoire X est absolument continue dans K,
elle est o variation finie dans K.

Démonstration. Notre théoréme 5 est une conséquence directe de notre
lemme 1 et du théoréme 3.6 de [2], ou bien des théoremes 9.1 et 6.3 de [9].
Il n’est d’ailleurs pas difficile non plus de construir une démonstration directe
par une voie analogue & celle de la démonstration du théoréme 3.6 de [2].

La démonstration des théorémes donnés dans la suite nécessitera ’emploi
du lemme de Bawly (voir [4], § 24, alinéa 94) dont nous allons nous donner
ici une version modifiée, formulée en termes de fonctions aléatoires d’intervalle
(cf. [10], p. 599).

Lemme 2 (de Bawly). Soit X une fonction aléatoire d’intervalle définie dans K,
sott

(3.10) [lo,s) —1]2=0
K

localement uniformément par rapport & se R (cf. [11]). Soit Z une variable
aléatoire telle que sa fonction-y, yy(s), soit définie pour tout s € R. Alors la condi-
tion mécessaire et suffisante pour que

(3.11) Z ~ (BB)-[ X,
X

est que

(3.12) Z ~ (BB)-[ X°.
K

La démonstration sera analogue & celle donnée dans [4], (cf. aussi la
démonstration du théoréme de la premiére partie du travail [12]). Soit {2,}
une suite arbitraire de partitions de I'intervalle K vérifiant »(2,) — 0. Posons

(3.13) Byfs) = 3 [y(T, 5) — oL, 9) + 1.
Alors évidemment "

|R,(s)] = QZ [log ¢(Z, s) — @I, s) + 1] .
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La condition (3.10) implique qu’a chaque o > 0 on peut trouver n, tel que
pour n > n,, |s| = o on ait

Dlp,8) =1 <%,
Dn
donc aussi |p(Z, s) — 1| < § pour |s| < o, [ € D, n > n,. Mais alors

flog ¢(I, s) + 1 — ¢(L, 9)| = lp(I, 8) — 112"20 lp(l, ) — 11* = 2 |o(1, 5) — 1],
de sorte que pour |s| = g, n > n,

[B,(s)] = 2 ; lp(L, 8) — 1]*.

En vertu de la condition (3.10) nous avons donc localement uniformément
en seR

(3.14) lim |R,(s)] = 0.

Supposons maintenant que (3.11) ait lieu, donc
lim > log ¢(Z, s) = wy(s) ,

n—w 2,

d’ou il vient en vertu de (3.13) et (3.14)
im 3 [p(I, s — 1] = v, (5)
n—>w 2,

localement uniformément. Or la suite {2,} a été choisie arbitrairement, done
(3.12) a lieu.

Pour établir (3.11) & partir de (3.12) on procéde d’une maniére tout & fait
analogue.

Un complément logique de la démonstration précédente est ’énoncé suivant
(cf. [11], théoréme du § 4, cf. aussi [10], § 6).

Théoréme 6. Supposons que pour la fonction aléatoire d’intervalle X donnée
Uintégrale (BB)- [ X ~ Z existe et que la fonction caractéristique de Z ne s’annule
K

pas. Alors X est intégrable-(BB) dans K.

La démonstration est identique & celle du théoréme cité de [11], c’est
pourquoi nous 'omettons ici.

Les deux théorémes suivants sont des conséquences faciles du lemme de
Bawly.

Théoréme 7. Soit X une fonction aléatoire d’intervalle définie dans K, continue
en O, intégrable-(BB) et a variation finie dans K. Alors sa fonction associée X°
jouit des mémes propriétés et pour J € K nous avons

(3.15) (BB)-f X ~ (BB)-[X° .
J T
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Démonstration. Le théoréme découle de nos théorémes 2 et 3, du lemme
de Bawly et de I'inégalité

(3.16) e, s) — 1] = max lp(, 8) — 1 -;I?’(I, s) —1].
7
L’hypothése de non-nullité de la fonction caractéristique de I'intégrale-(BB)
correspondante est vérifiée en vertu de notre théoréme 1 et du théoréeme 3
de [10].

Théoréme 8. Soit X une fonction aléatoire absolument continue et intégrable-
(BB) dans K. Alors X° jouit des mémes propriétés et (3.15) a liew pour tout
Je K

Démonstration. Le théoréeme 8 est conséquence de nos théorémes 4, 5
et 7.

Remarque 5. Les théorémes 7 et 8 restent vrais si nous y substituons X° &
X et inversement.

4. FONCTIONS ALEATOIRES DERIVABLES

Soit X une fonction aléatoire d’intervalle définie dans K, soit ¢ ¢ K. Nous
dirons que X admet au point ¢ une dérivée DX(f) e X*, lorsque pour tout
£ >0, 0 > 0 il existe § > 0 tel que pour |s| = o et pour tout intervalle I =
= {t,t + h) e K, h < 9, I'inégalité

(41) W(I» 8) - h‘l”(t: S)I < he
a lieu, y’'(t, s) étant la fonction-y de la variable aléatoire DX (¢).

Théoréme 9. Si une fonction aléatoire X admel une dérivée au point t e K,
sa fonction associée X° en admet une ausst et Uon a

(4.2) DX(t) ~ DX°(t) .
Par contre, st DX°(t) existe, DX(t) existe aussi et (4.2) a lieu.

Démonstration. I. Supposons d’abord que X admette une dérivée D(X(?)

au point ¢t € K, alors (4.1) a lieu. Ecrivons M (o) = max |y(¢, s)|; M (o) existe
Is|<0o

et est fini, car '(f, s) est une fonction continue de s, elle est donc bornée dans
—0=s=o9. Pour I =<{t,t+h), IeK, h <9, |s| =0, nous avons l'iné-
galité
(4.3)

i’/’(I, 8)] é W(I: 8) - hl[)’(t, O')I + I ETI)I(t} 8),

de sorte que d’une fagon évidente lim y(I, s) = 0 localement uniformément
h—0 +

< eh + hM(o) = hle + M(0)],
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en s ¢ R. 1l existe donc 6; > 0 tel que pour b < éy, |s| < o, on a |yp(Z, s)| < 3.

Mais alors

(L, 8) — v, 9)| = v, 8)I2kZ|w(L s)F = 2 [y(l, 8)[* < 2% [e + M(0)]?,
=0
de sorte que l'on a
4 1y (ds) — by’ )] = 9oL, 8) =l 8)| + vl ) — Pyt 9)] <
< 2h%[e + M(0)]® + e¢h = h {e + 2h [e + M(0)]?}.
Si nous posons
dp = min (9, 0, 3 e[e 4 M(0)]2),
nous aurons pour I = {t,t + h) € K, b < §,, |s| = o I'inégalité
9oL, 8) — hy'(t, s)| < 2he,

donc en effet, X° admet une dérivée en ¢ et (4.2) a lieu.

II. Supposons maintenant au contraire que X° admette une dérivée en ¢;

soit y'(¢, s) la fonction-y correspondante. De méme comme dans la premiére
partie de la démonstration, nous établissons pour [s| = o, < §, I'inégalité

lp(L, 8) — 1| = hle + M(0)],

d’ou il vient de nouveau lim y(I, s) = 0 localement uniformément par rapport
h—0+

a se R. Le reste de la démonstration est sans changement; pour A < ¢, nous

obtenons de oI, 8) — hy'(t, 5)| < he
et de (4.4) I'inégalité
W’(L 8) - }“P'(t, S)I < 2he )
valable pour |s| < o, I = {t,t + h) e K, h << §,, de sorte que X admet effecti-
vement une dérivée en ¢ et que (4.2) a lieu, c. g. f. d.

Comme on a donc toujours
’ : 1
Y (t7 8) = lim z [(p(<t’ ¢ + h)’ 8) - 1] )
h—0 + .

nous voyons que la dérivée DX (t) — si elle existe — obéit toujours & une loi
wndéfiniment divisible. Donc aussi |y'(t, s)| < oo pour tout s € R, ou bien encore
@'(t, s) = exp ['(t, 8)] & 0 pour tout se R.

Nous dirons d’une fonction aléatoire X qu’elle est derwable dans K si elle
admet une dérivée en chaque ¢ ¢ K ct qu’il existe & chaque ¢ > 0, ¢ > 0 un
nombre positif d tel que pour chaque ¢ € K 'inégalité (4.1) ait lieu pour |s| = o,
I=J{,t+h)eK, h <9.

On voit aisément (cf. aussi la démonstration du théoréme 9) que toute
fonction dérivable est aussi continue en . La seule existence de DX(f) en
chaque ¢ € K ne suffit pas pour garantir la continuité en §, comme le montre
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I’exemple de la fonction aléatoire définie dans K = <0, 1) et dont la fonction-y

est de la forme b
WLﬁz%EEM,IzwﬁkK.

Theoréme 10. Soit X une fonction aléatoire dérivable dans K et supposons que
nous ayons DX (t) ~ V{0} pour chaque t € K. Alors X est intégrable-(BB) dans K
et

(4.5) (BB)-[ X ~V{0}
J
a liew pour tout J € K.

Démonstration. Il résulte de la définition de la dérivabilité et de la condi-
tion DX (¢) ~ V{0} qu'on peut trouver pour tout ¢ > 0, 0 > 0 un nombre
positif ¢ tel que

{IeK, Il <0, |s| =0} = {|lp,s)| <elll}.
Mais alors pour n’importe quelle partition 2 de l'intervalle J ¢ K considéré,
vérifiant »(2) < d, on a pour |s| = ¢
Igw(lj, 8l = ;W(Ij, )| <e ;Iﬂ =elJ| =¢|K][,
de sorte que, en effet, f w(I, s) = 0 localement uniformément par rapport
7
a s e R, donc (4.5) a lieu, c. q. f. d.
L’exemple de la fonction ayant dans K = <0, 1) la fonction-y
_ g b—a)
W(I58)_ [8] (1*—(1/)2’

montre qu’il n’est pas possible d’écarter du théoréme 10 la condition de dériva-
bilité: dans le cas de cette fonction-la on a DX(t) ~ V{0} pour chaque ¢ e K,
mais (4.5) n’est pas vérifié.

I=<ab)cK,

Théoréme 11. Soient X et Z deux fonctions aléatoires d’imtervalle, les deux
dérivables dans K. Supposons que Z soit intégrable-(BB) dans K et que pour
chaque t € K nous ayons DX (t) ~ DZ(t). Alors X est aussi intégrable-(BB) dans
K et

(4.6) (BB)-[ X ~(BB)-[ Z
I J
a liew pour tout J € K.

Démonstration. Il résulte de I’hypothése de dérivabilité des fonctions
aléatoires X et Z et de I’équivalence DX(f) ~ DZ(t) que pour tout & > 0,
o > 0, il est possible de trouver 6 > 0 tel que pour |s| = o, [ e K, |I]| < 9,
on ait

|'/"X(I’ 8) - wZ(I9 8)} <e II| .
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Il en vient pour une partition quelconque 2 de l'intervalle J ¢ K en question
I'inégalité

i; vall, s) — QZWX(I, )| = ;WX(I, s) — yol,8)| < ;m =¢|J| < ¢|K|

valable pour |[s| =< o, pourvu que »(2) < d. Lorsque »(2) — 0, nous aurons
alors

lim Z:TPX(I, 8) = lim ;Wz(ly 8) = waz(l, 8)

la convergence étant localement uniforme par rapport & s e R. Done, l'inté-
grale-(BB) de X dans J existe et (4.6) a lieu, c. q. f. d.

Un cas particulier de la fonction Z du théoréme précédent est celui d’une fonction
dérivable et additive-B. Si nous savons donc d’une fonction aléatoire X donnée qu’elle
est dérivable et que sa dérivée coincide (au sens de ~) avec celle d’une fonction aléatoire
dérivable B-additive Z, nous pouvons affirmer immédiatement que pour chaque J ¢ K
nous avons .
(BB)-[X ~ Z(J) .

J

Nous allons montrer encore qu’il est possible de formuler pour les fonctions
aléatoires d’intervalle le théoréme ,,presque‘‘-réciproque du théoréme 10
(cf. [9], théoréme 15.1). Pour sa démonstration nous aurons besoin des trois
lemmes suivants. Le premier d’entre eux est une analogie du théoréme 5.1
de [9], qui sera d’ailleurs également exploité ici.

Lemme 3. Soit X une fonction aléatoire définie dans K et supposons que
(4.5) att liew pour tout J € K. Alors a chaque ¢ > 0, ¢ > 0 on peut faire corres-
pondre un nombre positif 6 joutssant de la propriété swivante: si F est une figure
en K, »(F) < 9, alors pour |s| = o Uinégalité

4.7) |; w(l,s)] <e
a lieu.

La démonstration de ce lemme sera faite par ’absurde. Supposons done
qu’il y ait g, > 0, 6, > 0 tels que pour chaque é > 0 on puisse trouver une figure
& de norme plus petite que 6 et telle que pour un s, au moins (s, peut dépendre
de F), |s| = o, on ait

(4.8) |; (I, s0)| = & -

Or, ¢, ct 0, étant donnés, on peut trouver J, > 0 tel que pour toute partition 2
de l'intervalle K, de norme »(2) < ¢, on ait

(4.9) DX RO
2

pour |s| = o; cela résulte de (4.5). Prenons maintenant une figure %, de norme
»(F,) < 6, et vérifiant (4.8). Soient Jy, k= 1,2, ..., m les intervalles de K
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tels que F U {Jy}i-, est une partition de l'intervalle K. Pour k¥ = 1,2, ..., m,
soit ensuite ¥, une partition de l'intervalle J, telle que »(¥;) < §,, et que
pour [s| = o

€
. I -

(4.10) Zvd o)l <5

ait lieu pour k=1, 2, ..., m; Dexistence de telles partitions %, découle de

nouveau de (4.5) valable pour n’importe quel J ¢ K. Or, le systéme %, u U %, =
k=1

= 2 est une partition de 'intervalle K, vérifiant »(2) < ¢,, donc (4.9) a lieu.
En combinant (4.9) et (4.10), nous obtenons pour s, 'inégalité

29 s0)| = 2L, 80) — 2 2p(l, )| =

< g &
= Zot ool + 2, ol s <3+ g =,
en contradiction avec (4.8). Notre lemme est par 13 démontré.

Remarque 6. Il est évidemment aussi facile de démontrer la proposition
suivante un peu plus générale. Comme nous n’en aurons pas besoin, nous
I’énoncons ici sans démonstration:

8i X est une fonction aléatoire d’intervalle intégrable-(BB) dans K, alors
pour chaque ¢ > 0, o > 0, il existe 6 > 0 tel que pour toute figure F en K de
norme v(F) < 6 Uinégalité

(4.11) 2w 8) — 2 [yl 8) <e
F JeF J
a lieuw pour |s| =< o.

Lemme 4. Soit X une fonction aléatoire d’intervalle définie dans K. Supposons
que nous ayons (4.5) pour tout J € K. Alors pour tout J ¢ K nous avons

J K
donc, la fonction X est absolument continue dans K.

Démonstration. L’inégalité figurant dans (4.12) étant une conséquence
immédiate de ce que l'intégrand est non-négatif, il suffit de montrer qu’a
chaque ¢ > 0, o > 0, on peut associer 6 > 0 tel que pour toute partition 2
de l'intervalle K, de norme »(2) < 4, on ait pour |s| = o I'inégalité

(4.13) ; v, s) <e.

Or, en vertu du lemme 3 précédent nous pouvons trouver pour &, o donnés,
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un nombre positif ¢ tel que pour toute figure F en K de norme »(F) << &
nous ayons pour |s| = ¢ 'inégalité

(4.14) |;zp(1, 5)| < %

Considérons une partition 2 quelconque, de norme »(2) < 6, et un nombre
fixe sy, |8o] = 0. Ecrivons
9t ={1:1¢2, Imuy(,s) =0}
et
D-={I1:1¢2, Imuyd,s,) <O0}.
Nous avons alors »(2+) < §, »(2-) < 6, donc d’aprés (4.14) I'inégalité

QZIW(I, 80)l = ;IRG v, so)| + gZIIm v, s)l = — Re ;w(l, 89) +
+ Im ng(I, 80) — Im;_w(f, 8) = l; v(I, s0)| + I;w(l, 80)| + Igz_w(l, 8o)] < e.

Or, s, a été choisi arbitrairement dans {— o, ¢, I'inégalité (4.13) est donec
valable pour tout s, |s| < o. Pour établir la continuité absolue de la fonction
aléatoire X nous appliquons notre lemme 1 et puis nous procédons en rempla-
cant dans (4.13) la partition @ par une figure en K (voir le passage de I'inéga-
lité (3.7) a l'inégalité (3-8)), ou bien encore nous appliquons directement la
premiére partie de notre lemme 4 et le théoréeme 5.1 de [9] & la fonction
|p(L, s)|. Il est évident que |#| < 6 entraine »(F) < 0.

Lemme 5. Supposons que mous ayons une fonction aléatoire d’intervalle X
et que (4.5) soit valable pour tout J ¢ K. Alors pour chaque ¢ > 0 nous avons
(4.15) [ sup lg(I,s) — 1| = 0.

K |s|<o

Démonstration. En vertu de notre lemme 4 la fonction aléatoire X
vérifiant (4.5) pour chaque J € K est absolument continue, donc aussi continue
en ¢. On peut donc appliquer le théoréme 15 du travail [10]. Soient f;, j =
=1, 2, 3, 4, les fonctions définies pour notre X par les formules (5.2) de [10].
D’apres le théoreme 15 cité nous avons pour J € K, 7 > 0, d’'une part

(4'16) Jffl(I)_T):O) Jff?(-lar)::o: J[f3(I’T)=O’
et d’autre part
(4.17) lim [f,(I,7)=0.
0+ J
11 est facile de montrer (cf. notre lemme 4) que 1’on a aussi
(4.18) [T =0
J

pour J € K, = > 0. Or, pour 7 > 0 nous avons
(p(I, §) — 1= f (et — 1) da:fl(I, x) =
:1 lfg (e — 1) dfy,(I, @) + [ isxdfy(I, @) + [ (et — 1 — i) d f,(I, z) .
z|=>1 lz|<z | <z
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En y appliquant les inégalités classiques (voir p. ex. [4] alinéa 87) nous obtenons
I'inégalité suivante valable pour tout = > 0:

sup |¢(l, ) — 1] =

Is|seo
<2[—f217)”“f11_T)]‘}'O'faIT)"lr‘ [f4(l"3 + f3l, )] .

Par application des relations (4.16) et (4.18) il en vient

_ e
0 gfsup oL, s) — 1| < %fnu,f),
y b=e J

d’olt nous obtenons par le passage & la limite pour v — 0+ D’égalité (4.15),
c. q. f. d.

A présent nous pouvons déja énoncer la proposition promise:

Théoréme 12. Soitt X une fonction aléatoire d’intervalle définie et intégrable-
(BB) dans K. Supposons que (4.5) ait lieuw pour tout J e K. Alors X admet une
dérivée DX(t) presque partout dans K et Uon y a DX (t) ~ V{0}.

La démonstration de notre théoréme 12 repose — pareille & la démonstra-
tion du théoréme analogue pour les fonctions d’intervalle non-aléatoires

(cf. [9], [6]) — sur le théoréme de recouvrement de Vitali. Soit ¢ > 0, posons,
pour simplifier 1’écriture,
g(1) = sup lp(Z, s) — 1]

Pour n =1, 2, ... écrivons

B, — {t:teK, lim sup — g(¢t, ¢ + R)) > 1}
hs04 D n
et

Anz{I:IeK, g(1)>%|1]}.

Supposons que I'ensemble E, soit de mesure extérieure de Lebesgue positive:
u(E,) > 0. Pour n, 0 donnés il existe alors, en vertu de notre lemme 5 et du

théoreme 5.1 de [9] un nombre positif 6 tel que pour toute figure F en K de
norme »(#) < 0 on a

(419) > gy < 12

2n
F

Or, le systéme A, recouvre l'ensemble E, au sehs de Vitali, il existe donc
une figure & = {[;}]v,, I;eA,, »(F) <4, telle que |F|> % u(E,). Or,
d’apres la définition du systéme 4, nous avons pour cette méme figure

> gl) > VI> ( ")
F
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en contradiction avec (4.19), donc u(E,) = 0 pour tout » naturel. On a donc

aussi u(£) = 0 ot £ = Y E,. Mais pour { e (K — E) on aura
n=1

hm —g({t, t + k) = lim sup |tp(<t t+h),s)—1 =0,

—>+|s

donc en effet presque partout dans K — a savoir pour ¢ e (K — E) au moins —
DX°(t) existe et DX°(t) ~ V{0} a lieu. Il suffit maintenant d’une simple appli-
cation de notre théoréme 9 pour obtenir ’existence de DX(f) et la relation
DX(t) ~ V{0}, également pour te (K — E), c’est-d-dire presque partout,
c. q. f. d.

On peut s’attendre & ce qu’il soit possible d’énoncer pour les fonctions
aléatoires d’intervalle encore d’autres propositions concernant les relations
qui existent entre la dérivée et I'intégrale (cf. le théoréme de la seconde partie
de la communication [12]). Le théoréme de Saks (voir [9], 15.2, soit encore
[6], §§ 13 et 14) serait particulierement intéressant. Il faudrait aussi étudier
de plus prés les relations existant entre la dérivée et l'intégrale-(pB) (cf. la
Temarque 3).
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Pezwowme
CJIVUATIHBIE OYHKINNU MHTEPBAJIA, II
OPAHTHIIER 3UT3K (Frantisek Zitek), IIpara

CraTps sABJIsIETCS NPOOIIKEHNEM PaBHOUMEHHOIT crathn [10], KoTopas 31ech
TnpeanoJsiaraeTcs u3BecTHOI. lccilenylorca HeRoTopble najbHeillIne CBOICTBA
CJIydailHBIX QyHKIU maTepBasia u nx (BB)-mHTErpasos, KaK HENPepPBIBHOCTD
B ), abCOMIOTHAA HEeIpPepBIBHOCTH M JuddepeHnupyemocts. ['TTaBHBIME Pe3yIb-
‘TaTaMy HacToseil paboTsl ABAAIOTCA Teopema 1 1 Teopemsr 10 n 12 werBeproro
naparpada.

B rteopeme 1 moxasano, 4ro ciaydaiiHasg (YHKIUS HempepsiBHA B § Toraa
M TOJIBKO TOTJA, €cJIM ee HeonpeneneHHbli (BB)-urrerpai HempepbiBeH B §
(cm. [10], Teopema 13).

B rpersem maparpade BBogmrcs momsTHe compsyReHHON (ynwumm X
ecan (I, §) — xapaxrepumerndeckas QyHRunsa caydaisHoin ¢ymxuumm X, TO
w-QyHRIua coupsprennoil pynxuun X° ounpenernena gopmysoit (3.1). Ykassi-
BaeTcsd, 4To MHOrme cBoliicTBa yHKIuu X, KaK HaIpuMep HeNpephIBHOCTH B 0,
abcoIoTHasE HelPepHIBHOCTE 1 (BB)-uuTerpupyeMocts B KOMOMHAIMI ¢ abco-
JIOTHOI HEeNpPepBIBHOCTHIO, NEPEeHOCATCS H Ha CONPAMKEeHHYI0 (YHKIHUIO.

B gerseprom naparpade BBoamTes monsTue npouspoHoit D X (f) cayuaiinoit
Qynxunu X B Touke ¢ y-pyHrnus y'(, s) cayyaitnoii Beamunnsl D X(¢) momxkua
yaosierBopsath (4.1) wisn e > 0,0 >0, ] = ¢, t +h)c K, h <6 = (¢, 0) —
— u noustue nuddepennupyemoctu B K cayvaitnoit pynxnun X : X nuddepen-
uupyema B K, eciu D X(¢) cymectByer mist mio6oro ¢t € K n ecn 0 Mosker ObITh
BbiOpano HesaBucuMo oT f. Teopemsl aroro maparpaa sABIAIOTCA aHAJIOTAMH
WM3BECTHBIX TeopeM JJIA HecIydailHbIX gyHKuumil maTepBana (cM. [9]). B Teope-
Me 10 goxasano, 4to ecan ciayvaitnasg gynxuus X nuddepeniupyema B K u nis
Beex te K npoussopnas D X(f) pasHa- Hymo ¢ BeposaTHOcThI0 ofmH, 1o X
(BB)-unterpupyema B K u ee (BB)-mHrerpaiisl TOKe pPaBHbI HYIIO ¢ BEPOAT-
Hocteio oquH. Teopema 12 siBasiercst ,,mouru‘‘-o0paTHOil K Teopeme 10 (cm. [9],
Teopema 15.1): Eciin X—caydvaitnas ¢ynkuus, (BB)-uarerpupyemad B K u s
awboro uarepsana J ¢ K (BB)-unterpan or X B J paBeH HYIIO ¢ BeposT-
HOCTBIO OJIWH, TO JUIs oYt BeeX ¢t € K cymectByer npousBogaas D X(f) u ona
TOKe PaBHA HYJIO ¢ BEPOSITHOCTHIO OIMH.

473



		webmaster@dml.cz
	2020-07-02T18:42:04+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




