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YexocaoBankmii MaTeMaTHIecknii mypuai, T. 10 (85) 1960, IIpara

ZUR GEOMETRIE DER TRANSLATIONSEBENEN

VAcrav HAVEL, Brno
(Eigegangen am 13. Juli 1959)
Herrn Prof. Dr. Ing. FrantiSek Kaderdvek zu seinem 75. Geburtstag gewidmet

In dem Artikel untersucht man eine Reihe von Konfigurations-
bedingungen, die unter Fano-Ebenen die Translations- oder Alternativ-
ebenen charakterisieren.

1. KONFIGURATIONSBEDINGUNGEN FUR DIE TRANSLATIONSEBENEN

Der Gegenstand unserer Untersuchungen sei zuerst die affine Ebene o7
([8], S. 10), welche die folgende Bedingung von Fano erfiillen soll: Haben die
Punkte 4, B, C, D aus 2/ eine allgemeine Lage, so sind die Punkte AB n CD,
AC n BD, AD n BC nicht kollinear.

Sind die Punkte 4, ..., 4,, aus 7 kollinear und untereinander verschieden,
so sagen wir, dass sie ein zuldssiges m-Tupel bilden.

Die uneigentliche Gerade der Ebene 2/ bezeichnen wir mit n; den uneigent-
lichen Punkt der Geraden g bezeichnen wir N,. Das Symbol d, bedeute die
kleine affine Desargues-Bedingung ([8], S. 87).

Weiter formulieren wir folgende Konfigurationsbedingungen fiir 27:1)

Bedingung S°. Sind 4 # B (verdnderliche) Punkte, so existiert zu jedem
Punkt Pnone AB ein Punkt Q; @ + A, B, P; PQ || AB; derart, dass der
Schnittpunkt Sz = PN Bo N QN 4p auf AB unabhingig von der Wahl des
Punktes P liegt. (Von den Punkten 4, B, P, @, S35 sagen wir dann, dass sie
sich in der S°-Lage befinden.)

Bedingung St (die erste Bedingung von Baer). Sind A + B (verdnderliche)
Punkte, so folgt dieser Schluss: 1. Der Diagonalenschnittpunkt Sk eines
beliebigen Parallelogrammes ALBM ist unabhingig von der, Wahl des Punktes
Lnon e AB und 2. der Punkt 8%z geht bei einer beliebigen Perspektivitit o
in den Punkt Siopos iiber.?)

1) Sofern nicht anders angefiihrt wird handelt es sich um eigentliche Punkte und

teraden.

2) Ein Parallelogramm ist ein geordnetes Quadrupel von untereinander verschiedenen
Punkten 4, B,C,D; AB || CD; BC || AD; A non e BC. Die Perspektivitit ist in [8],
S. 8 definiert; wir beschrdnken uns nur auf Perspektivitédten mit uneigentlichen Zentrum.
Die Perspektivitidt der Geraden g, auf die Gerade g,, mit dem Zentrum C, bezeichnen

wir {C; gy, gs}-
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Bedingung S? (die 2weite Bedingung von Baer). Zu jedem Punktepaar
A + B kann der Punkt 8% so zugeordnet werden, dass 1. 8%5 = S3, ¢ AB
gilt und 2. beliebige Perspektivitit ¢ dem Punkte 8%z den Punkt S%cpe zu-
ordnet.

Bedingung S? (die Bedingung von Forder). Sind A # B (verinderliche)
Punkte, so folgt dieser Schluss: 1. Fiir ein beliebiges Parallelogramm ABCD
ist der Punkt 8% = AB n N _p(AC n BD) unabhiingig von der Wahl des
Punktes Cnone AB und 2. beliebige Perspektivitit o bildet den Punkt
S8%p in den Punkt S%cps ab.

Bedingung $% Fiir jeden Punkt S existiert eine zentrale Symmetrie mit
dem Zentrum S (d. h. eine involutorische zentrale Kollineation mit dem
Zentrum S und mit der uneigentlichen Achse n).

Den gegenseitigen Zusammenhang der Bedingungen d,, $? (1 = 0, 1, 2, 3, 4)
driick folgender Satz aus:

Satz 1. In der Ebene <7 gilt die Aquivalenz d, < Si; i = 0, 1, 2, 3, 4. (Die
Ebene &7, in der die Bedingung d, gilt, heisst T'ranslationsebene.)

Beweis. Wir beweisen zuerst die Implikation S° = S!. Es gelte also S°;
bei einer gegebenen Perspektivitit o {C; p, ¢} geht der Punkt S3z(4, B e p;
A #+ B) in den Punkt Syopo iiber. In der Tat, setzen wir o. B. d. A. voraus,
dass pnon || ¢, A = p n q. Ist P = (835)°, so hat das Punktsystem 4, B, P,
Q = PN, n S;zN,, S;p die S°-Lage. Aus der Konstruktion des Punktes
folgt, dass auch die Punkte A4°, B°, Sy, @, P die S°-Lage haben. Also ist
P = 85opo.

Nun untersuchen wir ein Punktsystem 4, B, P, @, S5 in der S°-Lage; der
Punkt P nehme jede Lage ausserhalb AB an. Weiter setzen wir L = AP n
N BQ, M = ANgy n NB4p. Der Punkt L nimmt also auch jede Lage ausser-
halb AB an. Wir behaupten: Sz, = 853Spr 0 LM = 855. In der Tat, wird
umgekehrt S7,; # S5 vorausgesetzt, so folgt S7u non ¢ AB, Siy non || AM.
Dies widerspricht jedoch der Voraussetzung, dass die Punkte L, M, Sy,
SSiar Star eine S°-Lage haben. Aus S7, = S5 folgt dann Sjp = Skp; es gilt
also St

Die Beweise der Implikationen S! =- S2, S! = S3, S3 =~ S! werden ganz
analog durchgefiihrt.

Wir beweisen die Implikation S = S°. Es gelte also S2. Sind 4, B, L allge-
mein gelegene Punkte, dann fithrt die Perspektivitit {Npp; AB, AD} den
Punkt 855 in den Punkt S%, iiber, weiter entspricht in der Perspektivitit
{N4; BA, BD} dem Punkte 8% der Punkt S}p und endlich geht bei der
Perspektivitat {N p; DA, DB} der Punkt Sh4 in den Punkt Spp iiber.

Es sei nun P ein beliebiger Punkt ausserhalb 4 5; dann existiert ein Punkt H,
so dass P = 8%y gilt. Tatsichlich, H ist das Bild des Punktes B in der Perspek-
tivitit {Npsi,; 4B, AP} (nach $22). Die Untersuchungen iiber die Punkte
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A, B, L wenden wir noch auf die Punkte 4, B, H an. Daraus folgt dann
S%p = 85p und S° ist bewiesen.

Wir beweisen nun die Implikationen d, = S2, S! => d,. Es gelte d,. In der
Ebene 7 ist d, dquivalent mit der (n, n)-Transitivitit der Ebene 7 ([1],
Satz 6,2).3) Wir bezeichnen 745 jene Translation, die den Punkt 4 in den Punkt
B tiberfithrt. Sind die Punkte 4 + B gegeben, so definieren wir den Punkt
825 derart, dass wir den Punkt C non € AB wihlen und 8%z = AC n CN 4grac
setzen. Man iiberzeugt sich leicht, dass der Punkt S%g nicht von der Wahl
des Punktes C non e AB abhidngt und dass die beiden Teilschliisse von S2
erfiillt sind.

Es gelte S1.4) Haben wir Parallelogramme 44'B’B, CC'B'B; C non ¢ AB,
¢’ non € A’B’. Nach Voraussetzung ist also AB || 4’B’, BC || B'C’. Aber es
ist auch AC || A’C’". Tatsédchlich, die Perspektivitit {Ngl.,sl.,; B'4, B'C}
bildet 4 in C und die die Perspektivitat {Ns!,si.; BA’, BC'} bildet A’ in
¢’ ab. Aus den Relationen Sk, Sy || AC, Spa, Spe || A’C” folgt AC || A'C'.
Es gilt also d,, w. z. b. w.

Wir beweisen weiter die Aquivalenz S! < S4. Es gelte S!. Wir wihlen einen
beliebigen Punkt § und ordnen jedem Punkt A #+ S den Punkt A’ derart zu,
dass § = 8%,; den Punkt S und alle uneigentliche Punkte erkldren wir als
selbstentsprechend. Es kann leicht bewiesen werden, dass die definierte
Abbildung eine Symmetrie mit dem Zentrum S ist.

Es gelte S%. Zu den Punkten 4 + B existiert dann genau eine Symmetrie,
welche 4 in B iiberfithrt. Wir wihlen ein beliebiges Parallelogramm ALBM;
dann ist S = AB n LM das Zentrum einer bestimmten Symmetrie o und
dies ist die gesuchte Symmetrie, denn der Punkt A7 lasst sich wie durch das
Punkepaar L, L°, so durch das Punktepaar L° (L°)° = L konstruieren;
ALA°L? ist dann ein Parallelogramm mit dem Diagonalenschnittpunkt S
und die Parallelogramme ALBM, ALA°L’ mit gemeinsamen Scheiteln A4, L
und gemeinsamen Diagonalenschnittpunkt S fallen zusammen, so dass 4° = B,
L° = M gilt. Die Giiltigkeit von S! folgt schon.

Wir zeigen nun, wie man d, direkt aus S* ableiten kann.’) Es gelte wieder
S4. Zuerst ein Hilfssatz: Es ses ALBM ewn Parallelogramm mit dem Diagona-
lenschnittpunkt S. Bestimmt man den Punkt K derart, dass SMKB wieder ein
Parallelogramm ist, so ist auch ASKM ein Parallelogram.

Den Beweis fithren wir mit Hilfe des Widerspruchs durch. Es sei SK
non || AM. In der Symmetrie mit dem Zentrum S entsprechen sich einander

3) Die Ebene & ist (n,n)-transitiv, wenn sie einfach transitiv mit Ricksicht auf die
volle Translationsgruppe ist. Eine Translation ist als eine zentrale Kollineation mit
uneigentlichem Zentrum und uneigentlicher Achse definiert.

4) Wir wiederholen den Beweis von H. G. ForDER nach ([3], S. 6).

5) Fiur den Beweis des Satzes 1 ist diese Herleitung schon tiberfliissig; wir interessieren
uns um diese Dinge darum, da es sich um eine Verallgemeinerung der Untersuchungen
von H. S. M. CoxeETER und E. S. MENDELSOHN ([7], Theorem 16) handeln wird.
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die Punkte SK n AM, SK n BL. Diese Punkte entsprechen sich jedoch
auch in der Symmetrie mit dem Zentrum SK n BM =+ 8. Dies ist der ge-
suchte Widerspruch, denn es existiert gerade eine Symmetrie, welche den
Punkt SK n AM in den Punkt SK n BL abbildet.

Es seien X # X' zwei Punkte, die sich bei der Symmetrie o entsprechen.
Die Symmetrie mit dem Zentrum X' bezeichnen wir ¢’. Wir behaupten dann,
dass 7 = oo’ eine Translation mit X* = X’ ist. Es handelt sich ndmlich um
das Produkt von zwei Symmetrien, so dass jeder uneigentliche Punkt bei =
ein Fixpunkt ist; also ist 7 eine zentrale Kollineation mit der uneigentlichen
Achse n. Es sei weiter Y ein Punkt ausserhalb XX'. Aus unserem Hilfssatz
folgt dann XX’ || YY", so dass Nxx. das Zentrum der Kollineation 7 ist. Die
Ebene 7 ist daher (n,n)-transitiv, also gilt d,.

Wir formulieren nun folgende Konfigurationsbedingungen fiir o/:

Bedingung B, (die Bedingung von Klingenberg). Ist 4,B,A,B, ein (ver-
anderliches) Parallelogramm mit C;non 4,8, C,none 4,B,, 4,C, || 4,C,,
B,C, || ByC,, so gilt 4,0, || 4,0,, B,C, || B,C;. (Von den Punkten 4,, B;, C,,
A,, B,, C, sagen wir dann, dass sie die By-Lage haben.)

Bedingung Q,. Es sei ABCD ein (verinderliches) Parallelogramm mit
dem Diagonalenschnittpunkt U; es seien 4', U, 0'; B, U, D’ zwei zuléssige
Punktetripel mit A"e¢ AB, B’ e BC, C' e CD, D'e DA. Dann ist A’B'C'D’
wieder ein Parallelogramm. (Von dem Punktsystem 4, B, C, D, A’, B’, ¢, D’
sagen wir dann, dass es die Q,-Lage besitzt.)

Die Beziehungen zwischen den Bedingungen B, Qo d, folgen aus diesem
Satz:

Satz 2. In der Ebene 7 sind die Bedingungen By, Q,, d, einander dquivalent,

Beweis. Es gelte d;, also auch S'. Es seien die Voraussetzungen fiir B,
erfillt, wobei C;none 4,4,, C,non e B;B,. Wir setzen U = 4,4, n B,B,,
Cy = C,U 0 ByC,. Aus der Relation U = 8 4, = Sp 5, folgt, dass B,0,B,C,
ein Parallelogramm ist. Ahnlich folgt aus U = Sgc, = Sy 4,, dass 4,0,4,C,
ein Parallelogramm ist. Nach Voraussetzung ist jedoch 4,C, || 4,C,, so dass
C5 = C,. Hieraus folgt nun schon sehr einfach 4,0, || 4,0,, B,C, || B,C,.

Wenn C, e 4,4, bzw. C, € B\B, ist, dann folgt 4,C, | 4,C,, B,C, | B,C,
direkt aus S. Es gilt also B,.

Es gelte B,. Wir beweisen einen Hilfssatz: Sind A4,, B, C;, A,, B,, Cy;
Ay, B, CF, 4,, B,, Cx 2wei Punktesysteme in der By-Lage mit C; + C7, C, + CF¥,
so st C,C¥ || C,0%.

Zum Beweis setzen wir 4,0, + A,C,, B,C, + B,C, voraus. Nach B, ist
dann A4,0,4,C, ein Parallelogramm. Nach Voraussetzung gilt jedoch auch
A,0F || A,C0F, A,0F | A,C¥. Also kann man auf das Punktsystem 4,, C,, C¥,
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4,, C,, C¥ die Schlussweise von B, indirekt anwenden und es gilt dann C,CF ||
| C,C5, w. z. b. w. Im {ibrigen ist o. B. d. A. 4,C, = 4,C,, B,C§ = B,C%;
daraus ist jedoch C,Cf || C,Cf leicht durch zweimalige Anwendung von B,
ersichtlich. Der Hilfssatz ist bewiesen.

Haben wir nun ein Punktsystem A,, B, C;, 4,, B,, C, in der By,-Lage,
wobei C;non e B, B,. Wir setzen § = 4,4, n B,B,, 8" = BB, n C,C,. Ist
S % 8", so konstruieren wir noch den Punkt S = B;B, n A4;N,s". Das
Punktsystem A,, By, 8’, 4,, B,, 8" besitzt die B,-Lage, so dass 4,8" || 4,5'.
Unserem Hilssatz nach ist C,8" || C,8”, was im Widerspruch damit ist, dass
C., 87, Oy ein zuldssiges Tripel ist. Also ist § =8 = 8" d. h. die Geraden
A,4,, B,B,, C,C, sind konkurrent. Fiir den Fall C, € B, B, ist derselbe Schluss
trivial, so dass S!'1 bewiesen ist.

Wir wihlen nun das Punktsystem A,, B;, C,, 4,, B,, C, in der B;-Lage
speziell so, dass 4,4, || B;C;, B,B, || A,C; (¢ = 1, 2). Nach dem Vorangehenden
geht dann die Gerade C,C, durch den Punkt § = 4,4, n B,B,, so dass die
Perspektivitit {N,p; A,4,, B,B,} den Diagonalenschnittpunkt des Parallelo-
grammes A,B;4,B, in den Diagonalenschnittpunkt des Parallelogrammes.
SA,C,B, iberfiihrt. Es gilt daher $12.

Nebenbei haben wir Folgendes bewiesen: (*) Es gelte d, bzw. By und das Punkt-
system A,B,, C,, A,, B,, C, habe die By-Lage, wobei C, + C,. Dann sind die
Geraden A,A,, B\B,, C,C, konkurrent.

Um den Beweis des Satzes 2 abzuschliessen ist es notwendig zu beweisen,
dass auch die Aquivalenz B, < Q, gilt.

Es gelte By. Es sei ein Punktsystem A4,, B;, Cy, 4,, B,, C, in der B,-Lage
gegeben, dessen Punkte weder auf einer Seite noch auf einer der Diagonalen
des Parallelogrammes A4,B,4,B, liegen. Ist K = 4,C, n B,C,, L = B,C; n
n 4,0, so ist C;LC,K ein Parallelogramm und durch Anwendung von (*)
erhalten wir die Relation C,C, n KL = A,4, n B,B,. Hieraus folgt indirekt
Q-

Es gelte Q,. Es sei ein Punktsystem 4, B, C, D, A’, B’, C’, D’ in der Gy-Lage
gegeben, wobei 4 + A’ &+ B + B’ + (. Wir fixieren die Punkte 4’, ¢' und
lassen die Punkte B’D’ jede mogliche Lage annehmen. Dann héngt der Punkt
U = A'C' n B'D’ nicht von der Wahl der Punkte B’, D" ab. Hieraus folgt.
Si1.

Wir wihlen endlich ein Punktsystem A, B,C,D,A’, B, (', D" in der
Gy-Lage speziell so, dass A'B’ || AC, B'C’ || BD. Die Perspektivitit {Ngp;
C’A’, 0"D'} fiihrt den Diagonalenschnittpunkt des Parallelogrammes A'B'C’D”
in den Diagonalenschnittpunkt des Parallelogrammes UC'DD’ iiber. Es gilt
daher $12. Satz 2 ist hiermit bewiesen.
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2. KONFIGURATIONSBEDINGUNGEN FUR ALTERNATIVE EBENEN

Im Weiteren wollen wir die projektive Ebene 2 ([8], S. 7) betrachten, welche
ebenfalls die Fano-Bedingung erfiillen soll. Wir bezeichnen mit D bzw. d
die Desarques-Bedingung bzw. die kleine Desargues-Bedingung ([8], S. 79
bzw. S. 89). Ausserdem formulieren wir weitere Konfigurationsbedingungen
fur 2.

Bedingung H°. Ist A4, B, C ein (verdnderliches) zuléssiges Punktetripel,
s0 existiert zu jedem Punkt P non e AB und jeder Geraden c¢; Cec + AB;
ein Punkt @ derart, dass C, P, Q ein zulissiges Tripel ist und der Punkt
(AP 0 ¢) @ n (BQ n¢c) P in AB unabhingig von der Wahl des Paares P, ¢
liegt. (Vom System 4, B, C, ¢ sagen wir dann, dass es sich in der H°-Lage
befindet.)

Bedingung H!. Ist A4, B, C ein (veranderliches) zuldssiges Punktetripel,
so ist fiir ein beliebiges Viereck ALBM?®) mit zulidssigem Tripel AL n BM,
BL n AM, C der Punkt AB n LM unabhingig von der Wahl der Punkte L, M.

Bedingung H2. Jedem zuldssigen Punktetripel 4, B, C' ist der Punkt
H 4p¢ derart zugeordnet, dass 1. H ;¢ = Hpyc gilt und 2. beliebige Perspekti-
vitit 67) den Punkt H 4p¢ in den Punkt H 4ogoco abbildet.

Bedingung H?® (die Bedingung des wvierten harmonischen Punktes). Es sei
4, B, C ein (verdnderliches) zulissiges Punktetripel. Dann ist fiir ein beliebiges
zuldssige Punktetripel 4, V, W (mit W non € AB) der Punkt A(CV n BW) n
n BV unabhingig von der Wahl der Punkte V, W.

Bedingung H%. Zu jedem Punkte S und jeder Geraden o; S non ¢ o; existiert
eine harmonische Kollineation mit dem Zentrum S und der Achse o (d. h.
eine involutorische zentrale Kollineation mit dem Zentrum S und der Achse o).

Bedingung R (die Bedingung von Reidemeister). Es seien ABCD, A'B'C'D’
(verdnderliche) Vierecke und es gelte:

1. A+ A;B+ B;C +0;D +D;AB + A'B’; BC + B'C'; CD + C'D’;

DA # D'A’s
2. die Geraden 44’, BB’, CC’, DD’ sind konkurrent, mit gemeinsamem Punkt
8; die Geraden AB, CD, A’B’, C'D’ sind konkurrent, mit gemeinsamem Punkt
E; die Geraden BC, DA, D'C' sind ebenfalls konkurrent, mit gemeinsamem
Punkt F. — Dann ist F e B'C".

Erweitert man die Voraussetzungen in R um die Voraussetzung der Kollinea-
ritit der Punkte S, E, F' und behilt man die Folgerung F € B'C’ bei, so be-
- kommt man die Bedingung r (die kleine Bedingung von Reidemeister).
Erweitert man &hnlich die Voraussetzungen in R um die Voraussetzung

6) Ein Viereck ist ein geordnetes Punktequadrupel allgemeiner Lage.
7) Das Zentrum der Perspektivitét ist jetzt mit keiner Bedingung beschrinkt.
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BC = D’A’ und behilt man wieder die Folgerung F ¢ B'C’ bei, so bekommt.
man die Bedingung B (die Bedingung von Bol).

Bedingung Q. Es sei ABCD ein (verinderliches) Viereck mit dem Diago-
nalenschnittpunkt U; es sei 4’B’C'D’ ein zweites Viereck; es seien 4', U, C';
B’, U, D" zwei zuléssige Tripel und es gelte A’ ¢ AB, B’ ¢ BC,C' e CD, D" ¢ DA.
Dann bilden die Punkte AB n CD, BC n DA, A'B' n C'D', B'C' n D'A"
ein zuldssiges Quadrupel.

Aus der projektiven Ebene & bildet man eine affine Ebene .«7,, indem man
eine Gerade n aus Z als uneigentlich erklart ([8], S. 9); man sagt dann, dass
o7, aus 2 durch Relativisation entsteht.

Durch geeignete Relativisation der Ebene £ kann man zu einer solchen
affinen Ebene .7, gelangen, dass $¢ (1 = 0, 1, 2, 3, 4) bzw. B bzw. Q bzw.D
(hinsichtlich 2) in H? (z+ = 0, 1, 2, 3, 4) bzw. B, bzw. Q, bzw. D, (hinsichtlich
o/ ,) iibergeht. Auf einfache Einzelheiten gehen wir hier nicht ein.

Satz 3. Es seien n, + n, zwei Geraden der Ebene P und es gelte in beiden
Ebenen of, , oA, die Bedingung d*bzw. Si(1=0,1, 2, 3,4) bz2w. Q, bzw. B,
In der Ebene 2 gilt dann die Bedingung d bzw. Hi (i = 0, 1, 2, 3, 4) bzw. Q
bzw. B. (Die Ebene £, in welcher d gilt, heisst alternativ oder auch Moufang-
Ebene.)

Beweis. Einen Teil des Satzes 3 (fiir die Bedingung d,) hat L. A. SKORN-
JAKOV bewiesen ([10], S. 177). Das Resultat von Skornjakov beniitzen wir
nun: Gleichzeitig mit S? bzw. Q, bzw. B, gilt in .«7,, und 7, auch die Bedingung
dy. Also gilt d, in jeder affinen Ebene 7,, wo n eine beliebige Gerade der
Ebene Z ist. Also gilt auch S? bzw. Q bzw. B in jeder Ebene .7,,.

Es ist leicht einzusehen, dass aus der Giiltigkeit von S$* in jeder Ebene 7,
die Giiltigkeit von H* in £ folgt.

Es gelte S° in jeder Ebene «,,. Es seien 4, B, C, ¢,; 4, B, C, ¢, zwei Systeme
aus £ in der H°-Lage, wobei ¢, =+ ¢,. Es sei weiter 7 eine zentrale Kollineation
mit dem Zentrum A und der Achse AB, welche ¢, in ¢, iiberfiihrt. Das Punkt-
system A4, B, C, P, ¢ aus &/, in der S°-Lage geht durch die Abbildung 7 in
das Punktsystem A, B, C, P*, Q" aus </ ¢, in der S°-Lage iiber. Dabei haben
die Geraden (AP n c¢,)Q, (AP" n ¢,) @° einen gemeinsamen Punkt auf 4B,
denn dieser ist bei v Fixpunkt. Hieraus folgt die Giiltigkeit von H® in £.

Ganz analog kann man (mit Hilfe der Aquivalenz der, Bedingungen Si,
by, Q in jeder Ebene .«7,) auch den iibrigen Teil des Satzes 3 beweisen.

Satz 3 hat diese unmittelbare Folgerung:

Satz 4. In der Ebene P sind die Bedingungen Hi (1 = 0,1,2,3,4), B,Q,d
gleichwertig.

Schlussbemerkung. Bekanntlich sind in der projektiven Ebene die
Bedingungen R und D é&quivalent ([6], § 4). Hat eine endliche projektive
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Ebene einen Primzahlpotenzgrad, so sind sogar r und d &dquivalent ([4],
Theorem 2.5). Es bleibt offen, ob r und d auch in den iibrigen projektiven
Ebenen dasselbe bedeuten oder nicht (das Problem von G. Pickert; [9],
S. 7).
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PesowMme

K TEOMETPUM TPAHCJALMOHHBIX IIJIOCKOCTEI
BAIJIAB TABEJI (Véclav Havel), Bpuo

B crarbe moxasbiBaeTcsf CHHTETHYECKUM METONOM, 4To AaHHas adduHHas
IIOCKOCTH, yAOBJIeTBopAmas yciaopmio DaHo, sABIfgeTcA TPaHCIANUOHHOM,
€CJIM M TOJIBKO €CJIM BBINOJIHAETCA OJHO M3 cllefyomux ycmosuit: St (1 =0, 1,
2, 3, 4) (pasnuysble a@puHHBIE clIeUATN3ANNA AKCHOMBI O YeTBePTOil rapMOHH-
YeCcKOM TOYKEe M HEKOTOPHIX POJICTBEHHBIX yciioBmil), By (appunnas cnenmanm-
sanqus yeaosusa Boas), Q, (akcmoma o aByx mapamnesnorpammax). Ilepexomom
K NPOEKTHBHOH IJIOCKOCTH Jajiee JOKa3bIBaeTcdA, YTO JaHHASA IPOEKTHBHAS
IJIOCKOCTh, yHoBiIeTBopsomas yciaosmio Damo, aABIsAeTcs agbTepPHATHBHOI,
€CJIM ¥ TOJIBKO eCiIi BRIIOJIHAETCA KaKoe-Tu00 u3 cilexyomux ycaoBui: Hé (¢ =
=0, 1, 2, 3, 4) (akcmomMa YeTBEePTOil TapMOHHMYECKOH TOYKM ¥ POJACTBEHHBIE
yeaosus), B (yeaosue Boas), Q (ycmoBue o ABYX 4eTbIpeXyroibHIKAX).
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