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Yexoc:1oBanKHii MaTeMaTndecknii xkypHai, T. 9 (84) 1959, Illpara

DEFORMATIONS PROJECTIVES DES SYSTEMES x-CONJUGUES
DANS S,,_; DONT TOUTES LES TRANSFORMEES DE LAPLACE
SONT DEGENEREES

ALOIS SVEC, Praha
(Regu le 29 septembre 1958)

M. B. SEGRE a trouvé, dans son Mémoire [1], une construction
géométrique de réseaux R dans S; dont les deux transformées de La-
place dégénérent. J’ai généralisé son résultat dans [2] au cas des sur-
faces R dans S,, ; et des déformations C, .,; le présent Mémoire con-

_tient une généralisation au cas de variété V,, dans S,,_, et de déforma-

tion C,.
1. Une variété x = (4, ..., u,) du type étudié est déterminée par le
systéeme
xi.’i:O (7:,7‘:1,...,%;'54:7.),
n n-1
Xy = AT - thxz + anxaa ’ (1)
i=1 =1
@ = Q(Ug, .oy Up) 5, b7 = DN Uy, ..., u,), €* = C(Uyg, ..., Uy) -
0 2 - ..
J’emploie la notation z, = 6—':; s Lpg = %%L—s ; pour les indices on a 4,7, ... =
=1,..,n&p,...=1,...,n — 1. Les conditions d’intégrabilité du systéme
(1) sont
c} t
gy — 0y — 5 ap=0 (B+7), (2)
L EY. A g
ay—’_bﬂ?_c_y 7—3(a+bﬂ):0 (/34:7)! (3)
) A ) .
Boy — oy 0y — by =0 (+p+y+1), (4)
p 5 _ G o
Wty — G h— 50+ =0 (F+7), ()
N PR
0797——5;0,,—670‘;:0 (x #B+y Fax), (6)
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ng _ Ch
a/;n+bﬂa—ﬁaﬂzo, (7)

a, + b+ bpbs — ?c% (@4 b)) =0, (8)
ck
aﬂ+b§"+bgbn_c—;b;:0, (9)
A .
b+ b3b* — 5b5=0 (x + f), (10)
Cﬁ
b + chn + bgcﬂ—ci;(bwrcg) =0, (11)
ch
B g — 5 =0 (x*B). (12)

\

Soit donné, & coté de la variété (1), une autre variété, déterminée. par le
systéme (1) analogue au systéme (1); toutes les expressions relatives & cette
autre variété seront marquées d’une barre. Entre les deux variétés soit donné
une correspondance %; = u; (1 = 1, ..., n). Si les deux variétés sont en défor-
mation projective de second ordre, il existe pour chaque paire de points corres-
pondants une homographie qui est nécessairemment de la forme

Kz =z, Kx,=uz; + Ax, Kz, =x,, + 21, + ue (13)
et pour laquelle

Kex=2, Kdz=dz +uxr, Kd%x =d% + 2udx + »x. (14)

n
De (14,) il s’ensuit . = > A* du,, par substitution dans (14;) nous trouvons

i=1
(b* — b* — 2A%ce) duyy + 2> 2¢ du, du; = 0,
i =1
ita

B n-1 15
(" — b + 227) du, + 23 A= du, du, = 0, (15)

a=1
(@ — ¢c) dul = 0
donc, la condition nécessaire et suffisante pourque les variétés (1) et (1) soient
en déformation projective du second ordre est que

bt = bi , €% = c* . (16)

Le probléme de trouver les variétés (1) projectivement déformables se réduit
donc ainsi au probléme de trouver un systéme de fonctions a, b?, c=, satisfaisant
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aux équations (2)—(12) et pour lequel il existe au moins une fonction @ + a
telle que le systéme a, bi, c* vérifie, lui-aussi, les équations (2)—(12).

En substituant a,, calculé a partir de (9), dans les équations (3), nous obte-
nons une équation linéaire en @; comme cette équation doit étre vérifiée par a
et par a simultanément, il vient

=0 (B*7). (17)
Les équations (5) se réduisent &
=0 (B*7), (18)
les équations (3) deviennent
ap =0 - (19)
et (pour a = 0) il vient de (7)
by =0. (20)

On a donc @ = f(u,). Aprés transformation de variables u, = g(u,), (1,)
devient (& la notation manifeste)

n-1 n-1

9% + g"an = fo + 3 bewy + big'ag + D 0y, -
a=1 a=1

Si I’on choisit g de maniére & avoir g'2 = k~f (k = const #+ 0) il sera possible
d’écrire les équations des variétés considérées de telle fagon que I'on ait

a =k (= const). (21)

En procédant de la maniére décrite ci-dessus on obtient d’aprés (21) & partir de
(8) I'égalité

=0 (22)
et & partir de (11), (22) et (20)
b =0. (23)

On a donc en vertu de (18), (20), (23), soit respectivement (17), (22)
b= bilwy), o = c*(u,). (24)

Le lecteur verra aisément lui-méme en appliquant des transformations con-
venables u, = u,(u,) que les variétés projectivement déformables du type consi-
déré sont données par le sysiéme totalement intégrable

n n-1
;=0 s Xpp = kx 4 lez + Loa
' | zl 21 (25)
k= const, U,=U,w,);

on obtient les déformations projectives en faisant varier k.
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2. Il nous reste & déterminer la construction géométrique des variétés (25).
Par differentiation de (25,) en %, ou en «, nous obtenons

Loau + Uaxaa + (Uz; + k) Lo == 0

resp.

Zpnn — Unnn — (U L) 2, = 0 (26)

de sorte que foute courbe du systéme n-conjugué de la variété étudiée est plane et

chacune de ses transformées de Laplace est une droite. La variété (25) posséde l'ex-
pression analytique

(U, ooy W) = X Uy) A ... (1) (27)

Considérons deux de ses sous-variétés, donnés paramétriquement

Yy, oo uy) = aMuy) + ...+ @P(u,) + 2t (u,,) +

+ar(ul ) + .. ar(u,) , (28)
2y, ooy Uy) = 2Nwy) Ao () + 2PNy, y)
+ @ (uy, o) . A 2(uy) (29)
les u;, u’,’,, ..., u, étant constantes. Chacune des deux sous-variétés se trouve

visiblement dans un espace & 2p dimensions. Le point
. —- 1 ’ "
2= y(ul, ey um) - z(ub LR ’I,l/p) = gPt (up+1) - xp+1(up+1)

est situé sur la transformée de Laplace [,, ®)11, p11] de la variété (27). En
s’appuyant sur les résultats cités plus haut, le lecteur démontrera lui-méme
aisément la validité de la construction suivante des variétés (25):

Soit donné dans Sy,_, n drottes d; (v = 1, ..., n) et un pornt P, dans chaque plan
o; = [d;, P] soit donné une courbe y;, passant par le point P. Nous allons con-
struire successivement les variétés V, = y,, Vo, ..., V, (V,; étant & ¢ dimensions).
Supposons que la variété V, ait été déja construite, elle passe par le point P et se
trouve dans Uespace [dy, dy, ..., d,, P]; la variété V,,, sera construite de la fagon
susvante: Soit Q le point de la courbe ., 4, soit S, le point d’intersection de d.,.., avec
PQ, o, = [dy, dy, ..., d,, Q], soit V¢ la projection de la variété V, dans o, le point
8, étant pris pour centre de projection; la variété V., sera Uensemble des variétés
V¢ Qe y,.q. Celte variété V.., se trouve manifestement dans Uespace [d;, ..., d,yq,
P1.V, est une variété du type cherché et ses transformées de Laplace sont justement
les droites d,.
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Peswome

NMPOEKTUBHOE M3TUBAHNE 2-COMPSIREHHBIX
CUCTEM B 8,,-;, BCE JIAIINTACOBCKUE ITIPEOBPA3OBAHUA
ROTOPBIX BbBIPOHIIEHBI

AJIONC TBEIl (Alois Svec), ITpara
(ITocryunio B pegaxnuio 29/I1X 1958 r.)

Muoroo6pasust & = x(uy, ..., %,) B S,,—, yhoBiersopsomme cucreme (1)
7 UPOCKTUBHO U3rnbaeMble, JAaHBI cHcTeMOH (25); WX NpOEKTUBHBIC M3rUOAHUA
HOJTy4aloTesI IIyTeM u3MeHeHns1 uncia k. X reoMerpudeckoe mocTpoeHme uMeer
CIIeYIONMUI BUL:

IIycrs B Sy, nano n upsameix d,; (¢ = 1, ..., %) u Touka P, nycTh B KasKI0i
mrockoct «,; = [d;, P] nama wpusas y;, upoxogsamas uepes touxy P. Ilo-
CTPOMM IIOCTEIICHHO IIOCJIe[OBATEIbHOCTh MHOroOGpasmit V, =y, V,, ..., V,
(V; umeer pasmepuocth ¢). IlpemmomoskumM, 9TO MBI Y€ IOCTPOMIM MHOIO-
obpasue V,, npoxonsiee depes Toury P u jesxainee B npocrpanctse [d,, dy, .
..., d,, P]; nocrponm mHOroo6pasue V,+, ciemyonmm odpasom:

ey

Ilyecrs @ — upomsBolbHAA TOYKA KPHUBOH y,+, Sy — mepecedenue d,i
¢ PQ, g =[dy, dy, ..., d,, Q], Vi — npoexnus muoroobpasus V, B mpocrpan-
CTBO Gy M3 TOURM Sg; MHOroo6Gpasue Vi ABIAETCA COBOKYMHOCTBIO MHOTO-
obpasuit V¢ @ € y,+y; V,+y IeIRUT, OUCBUIHO, B UpocTpancTBe [dy, ..., dyyy, P).
Mnuoroobpasue V, sBiaserca MHOroo0pasueM HCKOMOIO THIA M ee IPeobpaso-
Banusimu Jlangaca sBIsIOTCA KaKk pas npsMeie d;.
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