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YexocuaoBankuii MaTeMaTHIeCknii wxypHax, T. 9 (84) 1959, Ilpara

OSZILLATORISCHE EIGENSCHAFTEN DER LOSUNGEN
DER LINEAREN DIFFERENTIALGLEICHUNG DRITTER ORDNUNG
y" + 24y + (A" +b)y=0, WO 4 = A(x) =0 IST

MICHAL GREGUS, Bratislava
(Eingelangt am 7. Oktober 1958)

In der Arbeit sind zwei geniigende Bedingungen dazu bewiesen,
damit jede Losung der Differentialgleichung y” + 24y" + (4" +b) y =
=0,wod =<0, A", b = 0 stetige Funktionen von z e (— o, o) sind,
hochstens zwei oder eine doppelte Nullstelle habe, weiter eine geniigen-
de Bedingung dazu, damit jede Losung y der angefiihrten Gleichung
mit der Eigenschaft y(a) = 0,a ¢ (— o, o), unendlich viele Nullstellen
habe und weiter der sogenannte Vergleichungs- und Oszillationssatz
und deren Anwendung bei der Lésung von Randwertaufgaben.

Einleitung. In der Arbeit untersuchen wir die Eigenschaften der Liésungen
der linearen Differentialgleichung dritter Ordnung von der Form

y" -+ 24(@) Y + [A'(@) + b@)]y =0, (2)

wobei wir von den Koeffizienten 4 = A(x), b = b(x) voraussetzen, dass
A(x) = 0, A'(z), b(x) = 0 stetige Funktionen von z € (— 00, o0) sind.

Griindlich untersucht wurden bis jetzt die Eigenschaften der Losungen der
Differentialgleichung (a) fiir den Fall A(zx) > 0 fiir x € (— o0, oo). und der Fall
A(x) = 0 wurde grosstenteils nur bei Ergebnissen erwiahnt, welche gleichzeitig
fiir A(x) > 0 und fiir A(z) = 0 gelten.

G. SansonE [1] fithrt eine geniigende Bedingung dazu an, dass im Falle
A(z) < 0 jede Losung der Differentialgleichung (a) hochstens zwei oder eine
doppelte Nullstelle habe. Im ersten Teil dieser Arbeit sind zwei geniigende
Bedingungen dazu bewiesen, damit jede Losung der Differentialgleichung (a)
héchstens zwei Nullstellen oder eine doppelte Nullstelle habe. Die Bedingungen
umfassen die Fille, welche im Satz von G. Sansone [1] nicht enthalten sind.

Ausser weiteren einfachen Ergebnissen iiber die Eigenschaften der Losungen
der Differentialgleichung (a) ist dann im zweiten Teil der Arbeit eine genii-
gende Bedingung dazu bewiesen, damit jede Losung y(x) der Differentialglei-
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chung (a) der Eigenschaft y(a) = 0, a e (— o0, c0) fiir > a unendlich viele
Nullstellen habe.

Im dritten Teil der vorliegenden Arbeit ist der sogenannte Vergleichungssatz
fiir zwei Differentialgleichungen der Form (a) und mit dessen Hilfe der soge-
nannte Oszillationssatz fiir die Differentialgleichung der Form (a), wo die
Koeffizienten Funktionen des Parameters A sind, bewiesen. Am Ende wird die
Applikation des Oszillationssatzes auf die Losung von Randwertaufgaben
angefiihrt.

I. Im Anfang fithren wir einige Ergebnisse tiber die Differentialgleichung (a)
an, welche entweder bekannt, oder ersichtlich sind, welche wir im Weiteren
brauchen werden.

Die adjungierte Differentialgleichung zur Differentialgleichung (a) ist

2" 4 24(x) 2 + [A'(x) — b(x)]z = 0. (b)

Fiir die Losungen der Differentialgleichung (a) bzw. (b) gelten folgende integ-
rale Identitaten [1]:

yy' — 't + Ayt + [by* dt = Konst, e

y" + 24y + f(b - Ai’) y dt = Konst , (2)
bezw. ’

22" — 32" Az — sz2 d¢ = Konst , (1)

2" 4 24z — f(b + A’) z dt = Konst , (2)

wo @€ (— o0, o0) eine fest gewahlte und x e (— 0o, o0) eine beliebige Zahl ist.
Es sei a € (— o0, o0) eine fest gewihlte Zahl. Es seien ¥, y, zwei unabhéngige
Losungen der Differentialgleichung (a) mit den Eigenschaften
(@) = (@) =0, yy(a) = ys(@) = 0.
Es ist bekannt [2], dass die Menge der Losungen der Differentialgleichung (a)
Y = Yy + ¢y, fiir ¥ > a der Differentialgleichung zweiter Ordnung von der

Form
1], 124 o]
[5?/]"{"[60 +§]y—0 (c)
entspricht, wo w = w(x) eine Losung der Differentialgleichung (b) der Eigen-

schaft w(a) = o’'(a) = 0 ist, welche rechts von a keine Nullstellen hat, wie dies
aus der integralen Identitat (1’) hervorgeht.

Die Menge der Losungen der Differentialgleichung (a), welche fiir x > a der
Differentialgleichung (c) entspricht, werden wir im Weiteren ein DBiischel wvon
Losungen der Differentialgleichung (a) vm Punkt a nennen.
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Aus der integralen Identitit (1) folgt, dass die Losung ¥; der Differential-
gleichung (a) und im Falle, dass b(z) = 0 in keinem Intervall ist, auch deren
Derivation ¥, links von @ keine Nullstelle hat.

Die erste Behauptung ist offenbar. Beweisen wir die zweite Behauptung.

Die integrale Identitit (1) fiir die Losung v, ist
Yy — 3y + Ay + [byidi = 0.

Ohne Einschrankung der Allgemeinheit kann man voraussetzen, dass y;(a) > 0,
d. h. y,(x) hat im Punkte a das Minimum. Setzen wir voraus, dass y(%,) = 0,
wo z; < a die erste Nullstelle von ¥;(z) links von a ist. Dann aber ist im Punkte
2, ¥1(2;) < 0 und deshalb ist

yalwn) Yl + Alwy) i) + [0 v dt < 0,

was jedoch ein Widerspruch ist. Also ist y;(%;) =+ 0.

Bemerkung 1. Wenn wir voraussetzen, dass b(x) < 0 fiir x ¢ (— 00, o0) ist,
dann entspricht die Menge der Losungen c¢,y; + ¢,y, der Differentialgleichung
(e) fiir x < a und die Losung y; und deren Derivation y; hat keine Nullstelle
fir x > a.

G. Sansone [1] bewies folgenden Satz: Es seien A'(x), b(x) stetige Funktionen
fur xe<a, by und A(x) < 0. Es sei weiter b(x) = 0, oder b(x) = 0 fir x € {a, b),
dabet sei b(x) nicht gleich Null im ganzen {a, b). Es gelte weiter

[A(x)] = fx]b(t)l dt, (@e=x=0b). (3)

Dann hat jede Losung der Differentialgleichung (a) im {a, b> hichstens zwei Null-
stellen, oder eine doppelte Nullstelle.

Wenn die im Satz angefiihrten Voraussetzungen im ganzen Intervall (— oo,
o) erfiillt sind und die Ungleichheit (3) fiir ein beliebiges @ und x > a gilt,
stellen wir leicht fest, dass der Satz im ganzen Intervall (— oo, ) gilt.

Jetzt beweisen wir zwei Satze, welche den Satz von G. Sansone entsprechend
erginzen, da ihre Behauptungen fiir eine andere Gruppe der Funktionen A4(x),
b(x) gelten.

Satz 1. Es seien A(x) < 0, A'(x), b(x) = 0 [b(x) < 0] stetige Funktionen von
z e (— o0, 00) und zwar solche, dass b — A" < 0 [b — 4" = 0]. Dann hat jede
Lésung der Differentialgleichung (a) im Intervall (— oo, 00) héchstens zwei Null-
stellen, oder eine doppelte Nullstelle.

Beweis. Beweisen wir den Satz fiir den Fall b(z) = 0. Im Falle b(z) < 0 ist
der Beweis dhnlich.

Es sei a € (— 00, 0) ein beliebiger, aber fester Punkt. y(x) sei die Losung der
Differentialgleichung (a) mit der Eigenschaft y(a) = y'(a) = 0, y"(a) > 0. Es
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geniigt wenn wir zeigen, dass y(x) keine Nullstelle fiir z > « hat (fiir x < « hat
y(x) keine Nullstelle wie aus der integralen Identitét (1) hervorgeht), da jede
andere Losung y(z) der Differentialgleichung (a) mit der Eigenschaft y(a) = 0
derselben Differentialgleichung zweiter Ordnung der Fom (c¢) entspricht.

Im Falle, dass y(z) rechts von a wenigstens zwei Nullstellen hat, miisste
zwischen ihnen auch y(z) eine Nullstelle haben, weil die Nullstellen der Losun-
gen der Differentialgleichung (c) sich rechts vom Punkte a abteilen. Falls y(z)
wenigstens zwei Nullstellen links von a hat, oder wenigstens eine links und eine
rechts von @, dann geniigt es y(x) so zu wihlen, damit eine doppelte Nullstelle
in der zweiten oder in der ersten Nullstelle der Losung (z) links von a sei. Ein so
gewihltes y(x) miisste ausser der doppelten Nullstelle noch eine weitere Null-
stelle haben.

Zeigen wir deshalb, dass y(z) mit der Eigenschaft y(a) = y'(a) = 0, y"(a) > 0
rechts von a keine Nullstelle hat.

Offenbar gilt (yy')’ = yy” + y'% Aus der integralen Identitat (2) fiir y(x) ist

.

Yy =y'"(a) — 24y — [(b — A"y dt
und deshalb
wy') =y @)y —24y* —y[(b — A )y dt +y. (4)

Es sei #; > a die erste Nullstelle der Losung y(x).

Nach der Integration der Identitdt (4) in den Grenzen von @ zu ;, bekommen
wir einen Widerspruch. Also hat y(x) keine weitere Nullstelle.

Bemerkung 2. Aus der Identitit (4) folgt weiter

a) Die Derivation der Losung y(x) mit der Eigenschaft y(a) = y'(a) = 0,
y"(a) > 0 hat rechts von a keine Nullstelle. ‘

b) Jede Losung y(x) der Differentialgleichung (a) mit der Eigenschaft
y(a) = 0, y'(a) > 0, y"(a) = 0 hat rechts von a weder eine Nullstelle, noch eine
Nullstelle der ersten Derivation.

Hilfssatz 1. Es seien a < be (—o0, 00). Wenn o eine beliebige Losung der
Differentialgleichung
" + 246" =0 (d)

und y eine beliebige Losung der Differentialgleichung (a) ist, dann gilt fir diese
Lésungen die Identitdt

o'(b) y'(b) — o'(a) y"(a) — a"(b) y'(b) + o"(a) y'(a) + [ (A" +b)yo' dt =0. (5)

Beweis. Multiplizieren wir die Differentialgleichung (a) mit ¢’ und integrie-
ren wir Glied nach Glied im Intervall (a, b>. Wenn

Jo'y" dt = o’'(b) y"(b) — o’(a) y"(a) — o"(B) y'(b) + o"(a) y'(a) + [o"y di
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ist, bekommen wir
a'(b) y'(b) — o'(a) y"(@) — 6" (b) y'(b) + o"(a) y'(a) +
+ fb(A’ + b) yo' dt + fb(a"’ + 240" )y’ dt =0,
daraus folgt die Idaentitz'it (5). ’

‘Hilfsatz 2. Es set A(x) = 0 fir xe (— o0, o). Dann hat jede Lésung o der
Differentialgleichung (d) mit der Eigenschaft o(a) = o'(a) = 0, ¢"(a) + 0, oder
mit der Eigenschaft o(a) = o"(a) = 0, ¢'(a) £ 0, wo ae(—o0, ©) ist, keine
Nullstelle der ersten Derivation.

Beweis. Es sei u(x) eine Losung der Differentialgleichung zweiter Ordnung
u" + 24w = 0 mit der Eigenschaft u(a) = 0, w'(a) * 0. Zeigen wir, dass u(z)
keine weitere Nullstelle hat. Es ist ersichtlich, dass (uu’) = wu” + w2 =
= — 24u® + w2 > 0 gilt.

Setzen wir voraus, dass u(x;) = 0, x; * a ist. Wenn wir die letzte Identitéit
von @ zu x, integrieren, dann erhalten wir einen Widerspruch. Also hat u(x)
keine Nullstelle verschieden von a. Ahnlich wiirden wir dies fiir die Losung
u(x) beweisen, die die Eigenschaft u(a) + 0, u'(a) = 0 hat.

Da die Losung o der Differentialgleichung (d) mit der Eigenschaft o(a) =

= ¢'(a) =0, ¢"(a) + 0 von der Form o = k[u(t) dt, k¥ = Konst, ist, hat sie

keine Nullstelle und keine Nullstelle der ersten Derivation verschieden von a.
Ahnlich ist die Losung ¢ der Differentialgleichung (d) mit der Eigenschaft
o(a) = o"(a) = 0, o’(a) + 0 von der Form o = k [u(t) df, woraus die zweite

Behauptung des Hilfssatzes folgt.

Satz 2. Es seien A(x) < 0, A’(z), b(x) < 0 [b(x) = 0] stetige Funktionen von
x e (—oo, o) und es sev A'(x) + b(x) = 0 [4'(x) + b(x) =< 0] fiir x e (— 00, 0).

Dann hat jede Losung der Differentialgleichung (a) hochstens zwei Nullstellen,
oder eine doppelie Nullstelle.

Beweis. Beweisen wir den Satz fiir den Fall b(x) < 0. Im Falle b(z) = 0 ist
der Beweis dhnlich. Es geniigt wieder zu beweisen, dass die Losung y(x) der
Differentialgleichung (a) mit der Eigenschaft y(a) = y'(a) =0, y"(a) > 0,
a € (— oo, o0) ist eine feste Zahl, links von a keine Nullstelle hat. Setzen wir das
Gegenteil voraus, es sei daher y(z,) = 0, wo #; < @ ist. Im Intervalle (z,, a)
wenden wir die Identitdt (5) aus dem Hilfssatze 1 an, dabei sei ¢ eine Losung
der Differentialgleichung (d) mit der Eigenschaft o(z,) = o'(2;) = 0, ¢”"(2;) > 0,
also ¢'(x) > 0 fiir > x,. Aus der Identitat (5) folgt

o'(a) (@) + o"(2) ¥/ (@) + [ (A’ + b)yo' dt = 0.

Das ist aber ein Widerspruch, da auf der linken Seite der Ausdruck positiv ist.
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Bemerkung 3. Im Satze 1 der Fall b(z) < 0 und im Satze 2 der Fall b(x) = 0
sind spezielle Félle des Satzes von G. Sansone, wovon wir uns leicht iiberzeugen,
wenn wir im ersten Falle die Bedingung 6 — A’ = 0 und im zweiten Falle die
Bedingung 4’ + b < 0 im Intervalle {(a, ) fiir beliebige a e (— o0, c0) und
x > a e (— o0, c0) integrieren.

II. Im Weiteren werden wir untersuchen, unter welchen Voraussetzungen
die Losungen der Differentialgleichung (a) mit der Eigenschaft y(a) = 0 unend-
lich viele Nullstellen rechts von @ haben, d. h. unter welchen Voraussetzungen
sie oszillatorisch sind.

Hilfssatz 3. Es seien A(x) < 0, A'(x), b(x) = 0 stetige Funktionen von x e
€ (— o0, o) und es set A'(x) + b(x) > 0. Es set a € (— o0, o0) ein beliebiger, aber
fester Punkt. Dann ist jede Liosung y(x) der Differentialgleichung (a) mit der
Eigenschaft y(a) = 0, y'(a) > 0, oder mit der Eigenschaft y(a) = y'(a) = 0,
y"(a) > 0, entweder steigend fiir x > a, oder sie hat eine weitere Nullstelle rechts
von a.

Beweis. Es sei y(x) eine Losung der Differentialgleichung (a) der voraus-
gesetzten Eigenschaften. Setzen wir voraus, dass y(z) > 0 fir « > a und dabei
nicht steigend ist. Dann sind zwei Félle moglich. Entweder hat y'(x) rechts von
a eine Nullstelle = und fiir > z ist y(x) fallend, oder y’(x) hat wenigstens ein
Paar von Nullstellen 2, < x, rechts von a, zwsichen welchen y(x) liegt.

Zeigen wir, 'dass im ersten Falle y(x) wenigstens eine Nullstelle rechts von a
hat. Aus der Differentialgleichung (a) geht némlich hervor, dass y” =
= — 24y’ — (4’ +b)y < 0 fiir x > = ist, deshalb ist

y"(x) <0 (6)
fiir x > =. Es ist ersichtlich y”(z) < 0 und so wenn z, >  geniigend nahe vom
Punkt z liegt, ist y"(;) < 0. Wenn wir jetzt die Ungleichheit (6) zwischen z,
und z > 2z, integrieren, erhalten wir ¥"(z) — y"(2,) < 0, woraus ¥'(x) <
< y'(x;) + ¥ (@) (x — ;) folgt d. h. y'(x) - — oo fiir x — o0 und so muss
y(x) eine Nullstelle rechts von a haben. Im zweiten Falle ist es notwendig zu
bedenken, dass y(x) eine Losung der Differentialgleichung (c) ist, wo w(x) + 0
filr x > aist. Zeigen wir, dass w” 4+ 24w + O firz > aist. Esseiz. B. 0" (a) >
> 0, dann ist ersichtlich w(x) > 0 fiir x > @ und aus der Identitit (2') fir w
bekommen wir

w"—|—2Aw=w"(a)—i—fm(A’—l—b)wdt>0.

Wenn wir jetzt die Gleichung (c) zwischen «; und z, integrieren, bekommen wir

Ty

fﬁ’ +22£§9ydt:0,

w
&y
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was jedoch ein Widerspruch ist. Also muss y(x) zwischen z; und z, eine Null-
stelle haben.

Satz 3. Es sei f(x) < 0 eine solche stetige Funktion von x e (— 00, o), dass die
Gleichung y" — f(x) y = 0 tm Intervall (— oo, o) eine oszillatorische Losung hat
und die Entfernung jeder drei aufeinander folgenden Nullstellen jeder threr Losun-
gen kleiner als d > 0 set. Hs seten weiter A(x) = 0, A'(x), b(x) stetige Funktionen
von x € (— 00, 00) und zwar solche, dass A'(x) + b(x) > 0,b(x) — A'(x) >k > 0
far x e (— o0, o) ist, wo k eine Konstante ist und die Funktion

~fif2Amanae =

F(x) = [f(x) + 24(x)]e ™ * + [[b(t) — A'(t)] dt

positiv ber jedem a e (— o0, o0) und ber jedem x; > a in trgendeinem Intervalle
I c (%, o0) ist, dessen Liinge grosser als d ist. Dann ist jede Lisung y der Differen-
tealgletchung (a) mit der Eigenschaft y(a) = 0 oszillatorisch rechts von a.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass die Losung y der Differentialgleichung
(a) mit der Eigenschaft y(a) = y'(a) = 0, y"(a) > 0 rechts von a wenigstens
eine Nullstelle fiir jedes a € (— 00, 00) hat.

Es sei namlich > a die erste Nullstelle der Losung y rechts von a. Es ist
bekannt [2], dass jede Losung der Differentialgleichng (a), welche im Punkte «
eine Nullstelle hat die Losung der Differentialgleichung (c) fiir x > a ist und
wenn sie verschieden von y(x) ist, hat sie zwischen a und z eine weitere Nullstelle.
Wenn jetzt y(x) die Losung der Differentialgleichung (a) mit der Eigenschaft
y(x) = y'(x) = 0 ist, hat sie eine weitere Nullstelle =, rechts von z und so hat
auch y(z) nach [2] eine weitere Nullstelle zwischen z und z,, da y(x) = 0 ist.
Indem wir so vorgehen, stellen wir leicht fest, dass y(x) unendlich viele Null-
stellen rechts von a hat. Da sie die Nullstellen der Losungen der Differential-
gleichung (c) rechts von a abteilen, ist jede Losung der Differentialgleichung (a)
mit der Nullstelle im Punkte a rechts von a oszillatorisch.

Setzen wir also voraus, dass y(z) rechts von a keine Nullstelle hat. Nach
Hilfssatz 3 ist y(z) eine steigende Funktion fiir # > a. Die integrale Identitét
(1) fiir die Losung y(x) ist

yy” . %yzz +Ay2 —|—fby2dt: 0,

daraus folgt 2yy” — y'2 4 24y < 0 fir x> a und also y2 [2 (%) +
’2 A\

+ ‘;//—2 + 2A] < 0 fir x > a. Dies ist moglich nur wenn (‘%) + 4 < 0 ist.

Wenn x; > aist, dann erhalten wir nach Integration der letzten Ungleichheit

x

y'(x) y'(x) _fAd
y@) =yl b @>m,

Ly
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daher

Fe) o

JU5G5 - J ae]a
Y@ <y F
Die integrale Identitat (2) fiir die Losung y(x) ist

y' +24y + [0 — Ay dt = y'(a) .

Also ist y” 4+ 24y eine fallende Funktion und von einem bestimmten z > a
negativ. Wihlen wir in (7) z; > a so, dass

[Ty" + 24y]dt < 0 st (8)
Nach Durchfithrung der Integration erhalten wir

o) = — [24ydt < — y(a,) [24 dt
daher ist

Ly

y@) _sz dt .

a

Wenn wir dies in (7) einsetzen, erhalten wir fiir ein genug grosses z; und > x,
die Ungleichung
- }'Z[ FZAdt]du

yla) <yl@)e *° . (9)
Damit schétzen wir die Losung y von oben ab unter der Voraussetzung, dass
sie keine weitere Nullstelle rechts von a hat. Es sei jetzt z(x) die Losung der
Differentialgleichung 2" — f(x) z = 0 mit der Eigenschaft z(a) = 0. z(z) ist laut
Voraussetzung oszillatorisch. Fiir x > a gilt ersichtlich folgende Identitat

z ’ ’ ’ ’ " Iy, y” y,2
—('y — 2 =z Lz — 20 - — 2L |22l =
[y( y—zy)] + y m e
r\2 ” r\2 "
.,y . 2y _(, y) @y —y
=2 —z= 22" — 22— = |2 —z=—] J 22—, 10
( ?/)+ Yy Y Y (19)

wo 2" = f(x) z. Zeigen wir, dass unter der Voraussetzung y(x) > 0 fir > a,
f(®) y — y" > 0 im Intervalle I von grosserer Lénge als d rechts von a, ist,
wo x, geniigend gross ist. Aus der integralen Identitit (2) und der Ungleichheit
(9) erhalten wir

f@)y =y = @y — y'@) + 24y + [0~ A)ydi+ [ —A)yat =

_fij2anae o« 2
= [(f(x) +24)e = + [ — 4 At y(xy) —y"(@) + [(b — A')ydt >0

L2
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in irgendeinem Intervalle I von einer Lénge grosser als d rechts von z;, wo &, so
T,
gewihlt ist, damit die Beziehung (8) gilt. Dann ist namlich — y"(a) + [ (b —

— A')y dt > 0, wie dies aus der Identitit (2) hervorgeht. Wenn wir jetzt die
Gleichheit (10) zwischen zwei Nullstellen der Losung z(z), welche in I liegen,
integrieren, erhalten wir einen Widerspruch. Also muss y(x) rechts von « eine
Nullstelle haben. Damit ist der Satz bewiesen.

III. In diesem Teil werden wir einen Vergleichungssatz zwischen zwei Diffe-
rentialgleichungen

y" + 24(x) y' + [4'(x) +b@)]y =0, (a)
2" 4 24,(x) 2 + [4i(@) + Dy(2)]z = 0 (a1)

und den sogenannten Oszillationssatz fiir die Losungen der Differentialglei-
chung (a) beweisen, deren Koeffizienten ausserdem von einem Parameter 1
abhéngig sein werden. Wir wenden den Oszillationssatz zum Beweise der
Randwertprobleme an.

Hilfssatz 4. y(x) set eine beliebige Losung der Differentialgleichung (a) dann
kann man sie in der Form

y(@) = 2(2) + [[24,(1) — 24()] y'(t) W (e, 1) dt +

+ [[by(t) — b(t) + Ai(t) — A"(®)] y(t) W(x, t) dt

schreiben, wo z(x) eine Losung der Differentialgleichung (a,) ist, welche im Punkte
a dieselben Randbedingungen wie y hat, W(z, t) ist von der Form

21(%), 25(2), 25(2)

Wi, ) = | 50, 20, 20|,

z(t), 2(t), 2()

dabei_ bilden zq, z,, z; das Fundamentalsystem der Losungen der Differential-
gleichung (a,) deren Wronskian gleich Eins ist.

3
’
3

Den Beweis kann man einfach durch die Metode der Variation der Kon-
stanten durchfiihren, welche wir fiir die Differentialgleichung mit der rechten
Seite

Y’ + 24y + (A, +b)y = (24, — 24)y’ + (b, —b + A; — A"y
anwenden.

Satz 4. (Vergleichungssatz.) Es seien A’, A}, b = 0, b, > 0 stetige Funktionen
von x e (— o0, 0o). Es set I ¢ (— 0, o0) ein beliebiges endliches Intervall. Es seien
weiter —k <A <A, <0, k> 0 eine Konstante, A" < Ay, b < b, fir xel
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dabet sei by — b =m > 0 fiir x e I. Es set y baw. z eine Losung der Differential-
gleichung (a) bzw. (a,) mit der Eigenschaft

y(@) =y'(a) =0, y'(a) >0 bzw. 2(a) =2'(a) =0, 2'(a)=y"(a),
oder mit der Bigenschaft y(a) = 0, y'(a) > 0, y"(a) bzw. z(a) = 0, 2'(a) = y'(a),
2"(a) = y"(a), wo ael und es seien y(x) + 0, z(x) *+ 0 in dem Intervalle I, c I
mit dem linken Endpunkt a. Dann existiert zu den gegebenen Funktionen A(x),
b(x) ern solches my > 0, dass fiir m > mqy y(x) > z(x) fir x > a e I, gill.

Beweis. Nach Hilfssatz 4 gilt zwischen y(x) und z(x) die Beziehung

y(@) = 2(e) + [[24,(0) — 2A(0] 5 (1) W(a, ) At +

It — blt) + AL(D) — A"(0)] y(0) Wi, 1) de .

Es geniigt zu zeigen, dass die Summe der Integrale auf der rechten Seite der
letzten Gleichheit fiir jedes x e I, positiv ist. Beim festen ¢ ist W(x, t) = 2(x)
eine Losung der Differentialgleichung (a;) mit der Eigenschaft z(f) = 0,
2'(t) = 0, 2"(t) = 1. Also ist W(x, t) > 0 fiir jedes ¢ < x ¢ I, da die Losung der
Differentialgleichung (a,) mit doppelter Nullstelle im Punkte a eine weitere
Nullstelle , nicht kleiner als der rechte Endpunkt des Intervalls I, hat, dabei
ist bekannt [2], dass jede Losung des Biischels im Punkte a eine weitere Null-
stelle zwischen @ und @, hat und die Nullstellen jedes Biischels der Losungen
teilen sich rechts von dem Punkte des Biischels ab. Im Intervalle {a, z) c I,
in welchem y'(z) = 0 ist, ist die Behauptung unseres Satzes ersichtlich. Es ist
notwendig zu zeigen, dass

@x

J[24,(t) — 2401 y' (1) Wz, t) dt +
+ [1by(t) — b(t) + Ai(t) — A’ O] y(t) W, t)dt =0
fiir jedes « > w e ;. Es geniigt zu zeigen, dass

J124,0) — 2401y/0) Wea, ) & + [1b,(0) — bO1 ) Wea )t = 0.

Die Behauptung folgt aus dem Mittelwertsatz der Integralrechnung und aus
den Voraussetzungen unseres Satzes. Es ist ndmlich

J[24,(8) — 24(0)] y'(t) W, t) At + [[b1(8) — bE)] () W(w, t) dt =
= [(24,(8) — 24(8)) ¥'(&) + (b2(8) — b(&) y(&)] [W(=, 1) dt,
wo £e (x, o) ist. Der Ausdruck in der eckigen Klammer ist offenbar positiv
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oder Null, wenn m > 0 geniigend gross ist, da %'(z) und y(z) im Intervalle I
begrenzt sind. Damit ist der Satz bewiesen.

Folgerung. Aus dem Vergleichungssatz folgt, dass, wenn x, > a die erste Null-
stelle der Losung y(x) rechts von a ist, z(x) zwischen a und x, wenigstens eine Null-
stelle hat. Erwdgen wir im weiteren die Differentialgleichung

y" 4 24(x, )y’ + [A'(z, 2) + b(x, )]y = 0. (a)
Satz 5 (Oszillationssatz). Es seien 0 = A(x, ) = — k, wo k > 0 eine Kon-

stante ist, A'(x, 1) = 0, b(x, 1) > 0 stetige Funktionen von xe(— o0, 00) und
Ae (A, Ay) und hm b(x, 2) = -+ oo sei gleichmissig fiir alle x e (— oo, o). Es

seien @ << be (— oo "0 ) fest gewdihlte Zahlen. Es ses y(x, 1) eine beliebige Losung
der Differentialgleichung (a) mit der Eigenschaft y(a, 2) = 0. Dann steigt, mit
steigendem A in A,, die Zahl der Nullstellen der Losung y(x, 1) tm Intervall
{a, by ins Unendliche, wobei die Enifernung von zwei aufeinander folgenden
Nullstellen zu Null konvergiert.

Beweis. Bilden wir eine Folge von Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten.
2" — ke [k + 290 — k(e + 2]z = 0} 3 {()} -
Eine Wurzel der charakteristischen Gleichung, die zur Differentialgleichung
() gehort, ist r; = — (k + 27) und die Gleichung zweiten Grades, welche wir
nach der Division der charakteristischen Gleichung mit dem Ausdruck r — 7,
erhalten, ist
—(k+20r 4+ (k+202—k=0.

Diese hat von einem gewissen n beginnend komplexe Wurzeln, also sind die
Losungen der entsprechenden Differentialgleichung zweiter Ordnung oszillato-
risch und mit den steigenden n konvergiert die Entfernung zweier Nullstellen
jeder ihrer Losungen zu Null.

Aus jedem Punkt der Zahlenachse geht (bis zur linearen Abhéngigkeit) eine
einzige Losung dieser Differentialgleichung zweiter Ordnung hervor, welche
offenbar eine Losung der Differentialgleichung (x,) ist und daher konvergiert
die Entfernung zweier Nullstellen jeder Losung jedes Biischels der Differential-
gleichung (w,) mit steigendem » zu Null rechts vom Punkt des Biischels, weil

. die Biischel der Losungen der Differentialgleichung («,) rechts vom Punkt des
Biischels der Differentialgleichung zweiter Ordnung der Form (c¢) entsprechen.
Zu jedem n existiert offenbar ein solches Ae (A;, 4,), dass der Unterschied
b(x, 2) — [(k + 27)® — k(k 4 27)] fur jedes x € (— 00, c0) geniigend gross ist. Es
geniigt jetzt die Differentialgleichung (a) mit der Differentialgleichung (x,) bei
einem geniigend grossen n und A€ (4,, 4,) zu vergleichen. Tatséchlich, es ist
nimlich bekannt [2], dass jede Losung des Biischels in jedem Punkte a der
Differentialgleichung der Form (a), ihre erste Nullstelle rechts vom Punkte a
zwischen @ und z; hat, wo z, die erste Nullstelle der Losung ¥, der Differential-
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gleichung (a) mit der Eigenschaft yy(a, ) = yi(a, 4) = 0, ¥a(a, ) #+ 0 rechts
von a ist. Dabei folgt aus dem Vergleichungssatz, dass x; < %, ist, wo x, die
erste Nullstelle der Losung z,(x) der Differentialgleichung («,) mit der Eigen-
schaft z,(a) = zi(a) = 0, 2j(a) + 0 bei einem geeigneten n ist. Daraus folgt die
Behauptung unseres Satzes.

Satz 6 (Randwertaufgabe in drei Punkten). Die Koeffizienten der Differential-
gleichung (a) sollen die Voraussetzungen des Oszillationssatzes erfillen. a < b <
< ce(—o0, o0) seien feste Zahlen. Weiter seien «(A), «,(4), B(1), B(A) stetige
Funktionen des Parameters 2 € (A;, A,), fir welche |x| + |oy| * 0, 8] 4+ |B4] * O,
wobes entweder (1) == 0, oder f(X) £ O far e (A4, A,) 1st. Dann existieren unend-
lich viele Werte des Parameters Ae (Ay, Ay): Ay Aysts «oey Ayips -+, 2% welchen die
Funktionenfolge y,, Y, 15 -+ Yyip, - .. mit einer solchen Eigenschaft gehort, dass
Yorp = Y(&, A,,p) die Losung der Differentialgleichung (a) ist, welche die Rand-

bedingungen
g g y(a’; lv+p) = 0 3’

%1(Aysp) Y(by Apip) — (Aysp) y'(b, Avip) =0,
B1(Ai0) Y(C, Arip) — BlAvin) ¥'(C, Ayiy) = 0
erfillt und y(x, 4,,,) hat in (a, ¢) gerade v + p Nullstellen.

Der Beweis ist vollkommen derselben wie der Beweis des Satzes 1 [3] fiir
die Differentialgleichung der Form (a), in welcher 4(x, 1) > 0 fiir x € (— o0, o0)
und A e (4,4, 4,) ist, nur ist anstatt des Oszillationssatzes von G. Sansone der
oben angefiihrte Oszillationssatz zu gebrauchen.

Es ist notwendig das Biischel Losungen der Differentialgleichung (a) im
Punkte a und die stetige Abhéngigkeit der Nullstellen jeder Losung des Bii-
schels von A rechts von « [4] zu erwigen. Die erste Randbedingung fiir jede
Losung des Biischels '

C1Y1 + Y s yl(a, A) = y;(a” }‘) =0, y2(a, z) = y'zl(“, A) =0

ist erfiillt und die zweite Bedingung erhalten wir durch entsprechende Wahl der
Konstanten c,, c,.

Folgerung 1. Wenn a = b, «;(A) =0, «(A) % 0, B(A) = 0, By(A) + 0 bzw.
B(A) * 0, B1(2) = O fiir jedes A e (A, A,), dann gehen die Randbedingungen in die
Form

yla, ) =0, y(a i) =0, y, 1) =0
bzw.

yla, ) =0, y'(@ i) =0, ¢, 1) =0
iber.

Folgerung 2. Wenn wir (1), %1(4), B(4), B1(A) entsprechend wihlen, dann gehen
die Randbedingungen fortschreitend in die Form y(a, A) = y(b, 1) = y'(c, ) = 0,
yla, ) = y'(b, 2) = yle, 1) = 0, y(a, 1) = y'(b, ) = y'(c, ) = 0, y(a, 2) =
= y(b, 1) = y(c, A) = 0 uber.
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Bemerkung 4. Die Randwertaufgaben welche zu den, in den Folgerungen 1
und 2 angefithrten Randbedingungen gehéren, wurden, bis auf die Letzte, fiir
den Fall A(x, 2) > 0in der Arbeit [4] gelost. Die Letzte wurde in der Arbeit [2]
gelost.
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Peswome

KOJIEBJIOIUECS CBOMCTBA PEIIEHUIT JIMHERXHOTO
TUOOEPEHIIUAJILHOTO YPABHEHUA TPETBHELO MOPSTIKA
Y’ + 24y’ + (A" +b)y=0, TIE A= A(@@) <0

MUXAJI TPETYII (Michal Gregus), bparnciasa
(Docrymmio B pepaknmo 7/X 1958 r.)

B paGore paccmaTpuBaioTes ¢BOICTBA peleHyii JnHelHoro pu@depeniuaib-

HOTO YpaBHEHMsI TPETHEro IMOPsKa

y' + 24(@) y" + [4A'(x) + b(@)]y =0, (a)
rie A(x) =0, 4'(x), b(x) = 0 sBuAOTCA HENPEPLIBHLIMA (YHKIHUAMA & €
€ (— 00, ).

B nepsoit wactu paboThl JTOKa3aHBI JBA YCIOBHs, JOCTATOYHBIC IJIA TOTO,
uyTo0OBl Y KasKAoro pemreHusi nu@epeHInaIsHOr0 ypaBHeHusi (a) OBUIN camoe
foJipIne JiBe HYJIeBble TOUKE WJIN OJHA YBOCHHAs.
~ Bo Bropoii wactu mokazaHo yciIoBme, HOCTATOUHOE JIJISL TOTO, 4TOOBI y KaiK-
moro pemerusa ¥(r) nuddepeHnuaTIbLHOrO ypaBHeHHs (a) cBoiicTBa y(a) = 0,
@ € (— 00, 00), OBIII0O GECKOHEYHO MHOTO HYJIEBBIX TOUYCK A T > Q.

B rperbeil yacTu foKaszaHa T. Ha3. CpaBHUTEIbHAA TeopeMa s ABYX nudde-
peHIuaJIbHBIX YpaBHEHUIL THHa (a) ¥ IpU IOMOINK Hee T. Ha3. OCHUJLISINOHHAs
reopeMa A AudepeHnaIbHOr0 ypaBHeHus (a), rjae KoaQ@uImueHTs ABIII0T-
csa QyHrmmamun napamerpa A. Ilaxomen, mpuBojuTcst nIpuMeHeHWE OCIHILIA-
IUIOHHOMI TeopeMbl JIJIf PemIeHuil KpaeBhIX 3a/lad B TPeX TOYKAX, KOTOPHIe GBI
pemenst s caydas A(x, A) > 0 B paGore [3] reopema 1, umu B paGore [4].
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