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YexocaoBankuii MareMaTHIeckHii xkypHad, T. 8 (83) 1958, IIpara

K TEOPUN OPIMHAPHBIX TIOTOKOB

OPAHTUIIER 3UTOK (FrantiSek Zitek), IIpara
(IMoctynmiao B pepaxmmo 25/111 1957 r.)

IlepBOHAYANIBHO WEIBIO 3TOH pabOTHI ABJIAIOCH 00OOmEHHe T3-
BecTHOH Teopemsl Hoposiora (em. [2] u [5]) mis cityd4as HecTammoHAp-
HBEIX BXOJAINUX HOTOKOB CHCTEM MaccoBOro obciaysusanms. Ho Kpome
9TOT0 BBOAATCA 37leCh MOHATHA KBA3UCTAMOHAPHOCTH M k-OpIuHAP-
voctu (k= 1, 2, 3, ...) 1 mMOKa3LIBACTCS CBA3bL ITUX MOHATHHA € TEO-
pHecHl  CTALMOHAPHLIX, COOTB., OPHUHAPHEIX pPEry/IAPHBIX. IIOTOKOR.
[aro Toxe ynpomenHoe npencrasienne QyHrnmil y;(¢f) Xuaansa (cM.

[3]).
1. Beeienne

Ha mporsiskeHun Beeil Hameil paGoTEL MBI OyieM IOJIb30BATHCS HENPECTAHHO
HDOHATHAMHU, KOTOPHIe OBIIM BBeJeHH B OCHOBHBIX paborax A. fI. XuHumua
[2], [3] u [4]; 3mech B cirydae HamoOHOCTH HAHWAyTCA BCe ONpeNesieHUss M 00b-
sicHeHus1. MBI coXpaHUM TO3Ke, II 3TO TOJBKO OyIeT BO3MOJKHO U MOJIE3HO, BCE
CHMBOJIBI 1 0003HaYeHUsI, YHOTpeOiaeMble X UHYNHEIM.

Bes sra pabora KacaercAd MCKIIOUUTENBHO GHUHUMHHL NOMOKos 6e3 no-
caedeiicmeus; 9T0 OCHOBHOE IIPe[IOJIOMKEHMe MBI fejiaeM 3[ech pa3 HaBcerja
m He Oy/eM y:;ke IOBTOPSATH er0 B KayKIOM OTAEIbHOM ciydae. Hpome Ttoro,
MBI OyJeM IOYTH Bcerja HpeANoJiararh, 4TO H3ydaeMmble IOTOKH PeryJIsapHEL,
HO TaK KaK MBI BBOJUM TaKJKe IIOHATHE CTPOTO PEryJspHOro IIOTOKA, TO MBI He
CTaBUM 9TO IIPe/INOJIo;KeHre pa3 HaBcerja. HekoToprle u3 moily4eHHBIX pe3yiib-
TATOB HEBO3MOKHO CPa3y HENOCPeACTBeHHO O0OOMWTH A CJIydad CHHTY-
JISIPHBIX IIOTOKOB; 9TOT CIydair TpebyeT 0co06oro u3ydeHwms.

"3 monorpaduu [2] A. fI. Xunuuna xopomo m3BectHa Teopema Hopoioxa,
KoTopas OBIIa y;Ke MONOJIHeHa TteopeMoil 3 paborsl [5] mua caydas obmmx
CTaOUOHAPHBIX HOTOKOB. TH TEOpeMbl IOKA3BIBAIOT CBSA3h MEKAY OPJAMHADPH-
HOCTHIO IIOTOKA U PaBEHCTBOM g = A (4 — WMHTEHCHBHOCTH M A — IlapaMerp
notoka). B [3] BBexr XumHuUmH HoHATHE Befylleil (yHKIUN IIOTOKA, KOTOPYIO
MBI Gynem oGosHavaTh 4epe3 M, moroMy 4ro 31a QYHKIUA COOTBETCTBYET WMH-
TEHCUBHOCTU Y, COXPAHAA CUMBOJ / UIA aHATOrM4Hoil yHKIUH, COOTBETCTBY-
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lomeil mapamerpy A. SHaYeHHWe STHX HOHATHI BEIICHHTCH B Hameil Teopeme 1,
KOTOpasl ABIAeTcsA NPSAMOU aHajormed teopemsl 3 u3 [5] m — B obmacrtu Qu-
HOTHBIX TIOTOKOB 0€3 MOcJefedcTBIsA — TOKe ee 0600meHneM.

2. HeCKOIBLEO JeMM

B srom maparpade MBI MOKaskeM dWeTHIpe JIEMMBI W3 TEODHM MHTerpajia .
Bapruamna (cm. [1]), KoTopsle OyAyT HaM HaZOOHH B HOCIEAYIOMHAX PaCCyIK-
meHmAX. Bce mHTerpansl, BeicTymalomme B 3TOM Iaparpage — MHTEIPaibl
Boprmana. Ecim I — xoneunslii mHTepBas (Ha BemecTBeHHOI ocu), To || 06o-
3HAYaeT ero JUIMHY. :

Jdemma 1. Iycmv I, — koneunwii unmepsan. Iycmv h(I) w M(I) — dee
KOHeuHble, HeOMPUYAmenvHyle @GYHEYUU 0mMm UHmMepsata, onpedeseHuvie 04%
I cly; nyemv M addumusna. Iycmo h(I) = o[M(I)] daa |I| - 0. Tozda
dus a0bozo unmepsasa K c I,

Jun =o. (2.1)

HoxasarenbcrBo. Tak Kak A coriacHO HAIIUM IPENHOIOKEHUSM HEOTPH- -
nmaTeabHa, To B cmry 2.4 u3 [1] JocraTouHo JOKas3aTh, 9T0

[h(I) =0 (2.2)

st moboro K c I,. VI3 mpepnoiioskeHnii JeMMBl BHITEKAer, 9TO JUIA JH000ro
& > 0 Haimerca raxoe 6 > 0, uro mis I c I, copaBeiinBa UMIIAKAAA

] < 6= WI) = eM(I), (2.3)

HO, ¢ JIPYro#l CTOPOHH,

[h(I) = lim Sh(I;)
£ 3
ma >I; =K, ms;,x 1I;] — 0. Temeps, ecam rtomsro max [[;] <6, To B cH-
i i

Iy (23.3)
2. ML) = EJZM(L-) = eM(K) ;
7

HO TaK KaK & MPOU3BOJIHHO MAJIo, TO OTCIOfia ciaexyeT u (2.2), 4. m 1. 1.

3ameuanme 1. Bmecro appuruBHOCTE QyHEKOUE [} [OCTATOYHO HpPERIOIIA-
raTh CyllecTBOBaHWe KoHewHoro mmrerpama [M(I).

o
Jdemma 2. ITycmv M — addumusnas U HeompuyamesdvHas GyHEyus om
unmepeasa, onpedesennas 6 HeKOmMopom koeunom uwmepsane Iy Has I c I,

MBL ROLONCUM
g(l) =1—exp[— MI)]. (2.4)
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Toz2da dasn awbozo K c I, cnpasedauso paserncmeo
ng(I)ZKfM(I)zM(K). (2.5)

Hoxazarensbcrso. Ecimmonomum k(L) = M(I) — g(I), ro pyrrmus h 6yner
YHOBIIETBOPATH BCEM YCJOBUAM Hamell JeMMbl 1, 3Ha9nT, fh([) = 0. Ho orcrona
K

yiKe BEIT@KaeT IIepBOe PaBeHCTBO B (2.5); Bropoe PaBEeHCTBO SBJIAETCH TPHBIH-
aJbHBIM CJEJCTBUEeM agauTuBHOCTH QyHKumum M.

Jdemma 3. Ilycmv 6 neomopom Koreunom unmepeane I, 0ans Heompuyamens-
Has Pynkyus om unmepeana §(I) u nosomcumenvnas PyHkyus om uHmMepeaLa
f(), ydosaemeoparwwue ycaosusm

[g(I)y =0 (2.6)

I

(]

lim f(I) = 1 pasnomepro ¢ I . (2.7)
1I|-»0

Toz0a Oan awboeo K c I, u das Pynryuu p, onpedeaennoii ¢ Iy kar p(I) =

_9d)
)

6ydem cnpasedausvim paseHcmso
Kfp(l) =0. (2.8)

HowrazarenbcTBo. BBUmy HeorpmmartensHOCTH (QYHKIZH P KOCTATOYHO
JIoKasaTk, 49TO

IZW) = lim Sp(I,) = 0 (2.9)

A max |[I;] — 0, 2I; = K. Onmaro, i Z0cTaTo49HO MaIoro 6 > 0 msl, ¢ of-
i ,

HOH CTOPOHEI, IMeeM

Hl<dé=>fI)=1—e, (2.10)

B — ¢ Jpyroil cTOPOHBl —
max |[;| < 6 = >g(I;) <e, (2.11)

i

sHagmT, A max |[I;] < 6

i
o) _ e

Z(» Iy <T—% (2.12)

IIpu sTOM, 0OYEBHAHO, & — MPOM3BOJILHO MAJIOe, 3apaHee BHIOPAHHOE, IIOJIOMKM-
renpHOe gmeso. M3 (2.12) BEITekaer Takmum obpasom (2.9); 5TO 3HAUWT, YTO
CIPaBe[JInBO U YTBEPIKJACHWE HAINeH JIeMMBI.
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Jlemma 4. ITycmo 6 koreunom urnmepsase I, onpedenenst 0se HeompuyaMesbHHLL
Pyuryuu om unmepsasa f u g, yoosaemeopsiowue ycaosusm (2.7) u

0<fl)<1. (2.13)
ITycmy cywecmsyem KoHeunsi unmeepan
g(I)

= < 0 2.14

0 (2.14)

dus awboeo unmepsasa K c I, Toeda cywecmsyem makyce unmeepas om GyHk-
yuu g, u cnpasedaueo paseHcmeo

Jg(l)=k[§%. (2.15)

HoxasarenbcrBo. [l mocrarogro mamoro 6 > 0 cupasemnuso (2.10), Tak
aro mis max |I;| < 6 Gymer
i

gy
ZQ(Ij)é f(I)_ -

OTCIOIIH HEIOCPEeJACTBeHHO BBITEKAaeT, 4TO

(2.16)

fg(1)<~——fg(l) (2.17)

3HAUMT, WHTETPajl OT QYHKOUE ¢ CYIIECTBYeT W cOpaBeJIEBO Tarxe (2.15),
9. # T. A

3. Peryaspusie IIOTOKH

ITycrs x(f) — perymApHEI BXOAAIIWE IOTOK ¢ Bexymeid ¢yExmmer M(f)
¥ BEPOSATHOCTSIME
ve(7,8) = P{a(t +7) —2(t) =k}, £=0,1,2,... (3.1)
ITycrs, Kak OGBIKHOBEHHO, »
P{z(0) =0} =1. (3.2)
OGospaunwm, caenysa XuHUHHY,
(s, ) =3 o5, 1). (3.3)
5=

IIyers temeps I, = <0, T) — moGoil oHeunblii mHTepBad. B maTepBane I,
ounpepennm QyHKmum or maTepBana I = («, B):

M(I) = M(B) — M(»), (3.4)
M) = py(f— o, ) . (3.5)
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3ameuanwe 2. B HEKOTOPHIX WMCHIIOYMTENLHBIX CJIy9asgX MBI COXPaHHM
OIVH W TOT K€ CHMBOJI IJIsl JAHHOH TOYeYHON (YHKIWU ¥ JJIsT COOTBETCTBYIOMIEH
QYHKIEZ OT mHTEpBasa. ITH HeGONbIINE HEIOCIeIOBATEeIbHOCTH HOSBISIOTCS,
OJ{HAKO, TOJBKO HCKIIOYUTENILHO M TOJLKO Tam, IJie HeT OMACHOCTH, YTO Ha-
TOJIKHEMCSI Ha HeIOPO3yMEHWUs.

Hua K c I, nonoxum

A(K) :Igl(I) . (3.6)

Wnrerpan (3.6) cymecrByer, Tak Kak A(]) — HempephiBHasg (YHKIHES OT HH-
TepBajia, yAOBIETBOPSIOMAs, KAK HETPYAHO YGEAUTHCS, YCIIOBHIO

M+ 1,) = ML) + M) (3.7)

11 moOHX ABYX HellepeceraoIuxcs cocefaux muatepsanos I, I, c I,. Kpome
Toro, oueBuano, AMI) =< M(I); o10 3HAYUT, ITO TOMKE

Ay < M(I). (3.8)

W3 (3.8) cmexyer, gro maTerpan (3.6) xoneuex (cm. [1], Teopema 5.1). A sBisercs
HeNDepPHIBHOM ¥ aJiuTHBHOU (yHKIZeil OT MHTepBaJa.

M= HazoBeM, ciaexys HpH 9ToM [3], MaHHBIA BXOJAMWA HOTOK OPAMHAPHEIM,
eciu [UiA Jo60T0 MOJIOKHATENBHOTO & Halifercsa Takoe 6 > 0 garo maa 0 < & <
<tt+r<t+6<T

valT, £) < epy(r, 1) (3.9)
Torna cupasenmuBa

Teopema 1. [uan moeo, umober dannwlii peeyasprhiii nomok x(t) 6via opounap-
Hblm, Bocmamouro w Heobzodumo, umobe Oas awboeo I c Iy umeno mecmo pa-
8EHCMEBO .

Al) = M) . (3.10)

JdorazarenscrBo. A. Ilycrs namusii norox x(f) oppunapen. Torga B cmiry
gopmyas 7 paGorw [4] Gymer

M) =1—exp[— M(I)], (3.11)

HO OTCIOf]A W W3 Hamed jJeMMsl 2 cienyer yixe (3.10).
B. IIycrs (3.10) mmeer mecto. st I = (¢, ¢ + 7) mososxum

JI) = vz, ?) (3.12)

g(I) = py(r, 1) - (3.13)

B cuiny memm 7 m 8 paGotsl [3] Tospko uTO OmpenesneHHas QyHKOUS [ yHOBIe-
TBOpsieT yciaoBuAM Hameil jemmsl 3. Uto Kacaercs (yHKOUM g, TO, OYEBHUIHO,

ME 47— MO =m0+ im0 + S pmn. (3149

452



Orciopa m u3 (3.13) yiKe mOYTH HENOCPEACTBEHHO BHITCKAET HEPABEHCTBO
[9I) = [IMI) — MI)] =0, (3.15)
K

TaK 4T0 (YHKIWS ¢ TOKe YHOBJIETBOPAET YCJIOBHAM Hameid jemMmsl 3. Mer
mMeeM TOT/la, B CHIY 9TOM JIEMME,

9d) _ (3.16)

()
3 (3.16) m m3 HepaBeHCTBa, HOJYIeHHOr0 XWHYMHBLIM B [4], ctp. 323, BhiTe-
Kaer, 4To

1(B) — 2u(x) = 0 (3.17)

mal=a<pf<TT k=23,... [lorok z(t) aeasercs, coraacuo [4], myacco-
HOBCKUM, 3HAYHT, OH TOKE OPJAMHAPEH, 4. T. JL

W3 camoro moxasaTeabcTBa TeOpeMbl 1 cJIe[iyeT, 4TO cIIpaBeJiJimBa TaKKe

Teopema 2. Peeyaspnuiii exodawuii nomor x(t) aeasemes opoOUHAPHBIM MO0
u moavko moz20a, ecau 0an Pynryuu g, onpedesennoii no gopmyse (3.13),
cnpasedauso (2.6).

4. Ctporo peryispHbIe IOTOKM

Ompepieenne. YciaoBuMcs HasHBATh NMOTOK Z(f) CTPOrO pPeryJisApHEIM, eCIH
ero Beflymas QyHKOUs abCONIOTHO HeHPEpHIBHA.

AGCONIOTHO HenpepHBHYI0 Befymylo ¢QyHKDumi0 M(f) MOKHO BHIPA3HTH

B BH[e MHTErpaja
t

M(t) = of,u(r) dr, (4.1)
rpe u(f) — KoOHeYHas1 HeoTpuHaTeldbHass (YHKOWA; ee OOBIYHO HA3BHIBAIOT HH-
TEHCHBHOCTBIO IIOTOKA %(f). O4eBUIHO, 9TO B BTOM CIIy4ae COOTBETCTBYIOMIAS
¢yEroua or mHTepBasa M(I) Toke sBigercsa abGCONIOTHO HEIPEPHIBHOM,
BHAYMT, JJIA JI000r0 £ > 0 Hafgercs takoe 6 > 0, wro mia I;cly,j=1,2,...,n
(rme I,, Kak OGBIKHOBEHHO, — HamepeJ] 3aJlaHHBI KOHEYHBI MHTEPBAJ) cIpa-
BeIJINBA MMILIAKAIYS

}j:[[,-l <bé=>MI;) <ce. (4.2)

3 o6mero HepaBeHcTBa (3.8) BBITeKaer TOrZA M abCOIOTHAS HENPEPHIBHOCTH
¢yEKOuN /A; 9T0 3HAYMT, 9TO IOYTH BCIOXY CYIIECTBYET ee IPOU3BOJHASA

I(f) = lim A

D 4.3
st M (4:3)
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KOTOpass Io4YT! BCIOJy paBHA IIpO]Z[SBOI[HOﬁ

Aty = %wl(r, ) = lim wed (4.4)

0+ 70+ T
®opmyna (4.4) bupenenﬁeT TaK Ha3hBaeMOe ,,M[HOBeHHOe 3HaueHme‘ mapa.-
MéTpa moToKa (f).
Ecim m3yd4aeMelii ¢Tporo peryJsipEHBI HOTOK OpAWHAPEH, TO, OYEBHIHO, W3

(3.10) BEITEKaer

w(t) = 1Ut) noumu ecwdy , (4.5)
uin

u(t) = A(t) noumu eciody . (4.6)

W3 pasencrsa (4.6), coors. (4.5), ciexyer, ¢ APYroi cropoHs], paBeHcTBO (3.10),
TaK 9TO JJIsI CTPOTO PEryJIsiPHHIX HOTOKOB COPaBeINBA

Teopema 3. Cmpoeo peeyaspuulii nomok x(t) opdunapen moeda u moavko mo-
20a, ecau 0as noumu ecex t € Iy cnpasedauso (4.6), snavum,

lim L [M(t + 7) — M(5)] = lim = yy(z, £) . (4.7)
=04+ T 70+ T

CTaIII/IOHapHHe IIOTOKX ABJIAITCA YaCTHBIM CJIy9aeM CTPOro peryjadapHBIX
IIOTOKOB, TAK KaK B 3TOM cJjiyJae

M) =put, 0<pu< o, (4.8)

TaK 4ro Teopema 3 m3 [5] aBasercs — B o0iacTH UHATHEIX HOTOKOB 0e3 IIG-
cieeficTBAA — cJe[CcTBAEM Hamell TeopeMsl 3.

5. k-oppuaapHasie HIOTORH

HyCTL k — neJyioe IOJIOKHUTeJIbHOe YHMCJIO.

Ompeperenne. YcioBIMCS HA3HBATH J@HHBM PeryIAPHBIA MOTOK (%)
k-opimHApHEIM, ecly [iIA N060r0o KOHeYHOTO WHTepBajia K cOpaBelmBO pa-
BEHCTBO

K
I'lie MBI II0JIaraeM
9iI) = ri(7, 1) ) (5.2)
sl = (¢, ¢t + 7).

B cuny Teopemsr 2 coBmajaer moHsTHe l-OpAWHAPHOCTH ¢ MOHATHEM OPIA-
HapHOCTU B CMbIciIe X MHIMHA.
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ITycrs 2(t) — mamEBI k-OpAUHapHEI peryiApHHN HOTOK; Aud I = (¢, ¢ 4 1)
TOJIOFHAM
bil) = vz, t), j=123, ... (5.3)

Wnrerpanst (5.4) cymecTBYIOT; 3TO BEITEKAaeT U3 Hamell JIeMMB 4 W W3 JIeMMEI
10 pat6orsr [3].

3ameganne 3. Beumo 6bl, KOHEYHO, BOSMOKHO — W HaBEPHO 0oJjice HIETraHT-
HO — JIOKa3aTh CYyIIeCTBOBAaHME HHTETPaJIoB (5.4) npsmo, 6e3 mocpeacTBa IeMMBI

4, HO 37lech MBI IOKA3aJl OJIHOBPEMEHHO M paBeHCTBO (2.15), B HameMm ciydae
KOHKPEeTHO

1:(B) — 2:(2) = Bil(x, B)) ; (5.5)
3HAYAT, QYHKIWUN y; XAHIAHA MORHO BHIPA3UTh 0o0Jiee MPOCTHIM CIOCO6G0M pU
HOMOIIY HMHTEerpajioB BapKuiia or BepOATHOCTEH v;.

Has k-opmmuaprOro moroxa Oyjer, KOHEYHO,

k
M(I) = > jB;(I) (5.6)

i=1

n
k

Ay =3 B(I). (5.7)

j=1
Paccmorpum Temeps — pAXOM ¢ JAaHHHIM K-OPAMHAPHEIM IIOTOKOM Z(f) —

L B3amMHO He3aBHCHMBIX OPJAMHAPHHEIX PerylIAPHHEIX IIOTOKOB z,(f), Z,(f), ...,
..., Tx(¢), Bemymue QYHKIUM KOTOPHIX YIOBIETBOPSIOT YCIOBHAM

M(I) = By(I) (5.8)

(¢yernuu B; oTHOCATCA K JAHHOMY k-OpAMHAPHOMY HOTOKY &), X HyCTh

y(t) = Zlizj(t) . (5.9)

Msr momyuniam TakmMm 06pa3oM HOBBIA BXOAAMMI HOTOK ¥(f), KOTOPHIH, ode-
BHJIHO, TOKe SIBIIAETCS PeryJspHBIM, UHUTHBIM IOTOKOM 0e3 HmOociefeidcTBUs.
IToror y(t) sxBmBazenTeH 6 cmbicie Depuyasu HameMmy IIepBOHAYAILHOMY
noTORY «(t); 9TO 3HAYUT, YTO y HETO Te jKe caMble 3aKOHEI PACIpeNieIeHns Bepo-
arHocTel. JI1060i k-opAuHADHBIA peryiIApHBI IOTOK MOKHO BEHIPasuTh B ¢op-
Me nmHelHO# KombuHammu (5.9) l-OpAMHAPHBIX IOTOKOB. (JTOT pe3yibTar
MOKHO 0000InTh, HOBUUMOMY, TAK/Ke s clIydas IOTOKOB, KOTODHE HE fB-
aa10TCs k-Op/IMHADHBIME /i1l HUKAKOTO KOHEYHOTO IEJIOTO TOIORUTEIHHOTO
k.) 9roT darT CHOBA IOJYEPKUEBAET 3HAYEHME OPAMHAPHBIX IOTOKOB B TEOPHU
PeryispHBX BXOASAMEX IIOTOKOB.
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6. ITpeofpasoBaHns BpeMeHN

ITycrs #(t) — peryssipublil NOTOK, nycTh f(¢) — HeyOBIBAIOMAs HEIPePHIBHAS
BemecTBeHHadg (YHKIUA, onpefereHHas st { = 0 u yIOBIETBOPAIOIA yCJI0-
Buio f(0) = 0. Ilonosxnm

y(t) = a[f(?)] - (6.1)
31ech MBI NONYYUIN HOBBIL BXOMAMMA 1moToK %(f), KOTOpPLIA, KOHEYHO, ONATH
ABisercst QuHATHEIM u Ge3 nocieneiictsus. Tax kar piua b — 0

M)t 4+ B) — Mw)(t) = M®@[f(t - k)] — M@®[f({)] — 0, (6.2)
T0 ¥(¢) ToRe siBsteTcst peryisipHsM. Ecsm x(f) opauuapes, To ¥(t) TaKKe opiu-

HApeH, TaK KaK JUIA JOCTAaTOYHO Majoro % mnpupamenue A,f(t) = f(¢ 4 h) —
— f(t) Taxsxe mMajo, 3HAYMT,

P§(h, 8) = pO[A(D), f(8)] = epPLA(R), 1(2)] = eyi”(h 1) . (6.3)
ITpennomnoskmm Temeps, 4YTO JAHHBIH NOTOK #(f) CTAIMOHAPEH W YTO €r0 WHTEH-
cusHOCTh & = 1. Torma, komeuno, M®)(t) = ¢, smagur, M@)(¢) = f(f) u

Aw((0, 1)) =< [ = [0 . (6.4)
0,t)

Orcroma cienyer, 910 060N pPeryssApHbI OPAMHAPHEIA HOTOK 2(¢) ¢ Begymei
M(t) moxkHO paccMaTpuBaTh — XOTSI TOJIBKO B cMBiciie BepHYymImm — Kak mpe-
ob6pasoBaHue

2(t) = x[M(t)] (6.5)
OpocTeilmero NOTOKA ¢ MHTEHCHBHOCTBIO y = 1.

Onpegenenne. YcioBUMCA HA3HIBATH PeryJAPHBI NOTOK 2(f) KBa3mcTaLuo-
HapHBIM, €CiIM CYMeCTBYeT TaKasd HeyOBIBalomIas HempepbiBHas QyHKIuA f(2),
-f(0) = 0, aro (ouaTs ToNBKO B cMblcie Beprymim) —

2(t) = 2[f(1)], ' (6.6)
rje x(f) — cTanquoOHAPHEIL IOTOK ¢ HHTEHCHBHOCTHIO w = 1.
B cumny owesmmmoOro paseHcTBa

M®(f) = M@[f(#)] = f(t) (6.7)

¢ysrnoua f ms (6.6) paBma — ecm OHa CYI[eCTByeT — Befymed (QyHKRmEm
moroxa 2(¢). Pesymprarel, mosyvennsie B Havaje 5TOro maparpada, MOKHO
chopMyIEpoOBaTh CIELyOmuEM 00pasoM:

Teopema 4. Pezyasaprbiii opounapruiii NOMOK K8A3UCTRAYUOHADEH.

Hdua mfowkasaTelbcTBa TeOpeMsl 4 TOCTATOYHO 3aMETUTh, YTO OP/MHAPHEIA
IOTOK SIBJISIETCSA IYacCOHOBCKUM, TAK 4TO BCe paclpefielleHHWs BepOsTHOCTeR
OJTHOBHAYHO OIpeJelIeHbl yKe caMoil Befymed yHKnuer nmoroka (cM. [3] u [4]).

IlonpoGyem Temephr oOXapaKTepu30BaTh KBA3WMCTAIWOHADHEIE peryJApHEIe
notoku BooOme. YTo6B yOpOCTHTH HAWIM PACCYKIEHUsA, MB OTPaHMYAMCH
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TOJBKO cilygaeM k-opaumHApHBIX HOTOKOB. MOKHO mpefmosaraTs, 9TO Nalib-
Helimee o0o0ienune (Ha caydail oOIUX PeryJIAPHBIX KBAa3WCTAIMOHAPHBIX 110-
TOKOB), IIPOM3ONLI0 OBI yike Ge3 OONBIMINX TPYIHOCTEM.

Ms1 6ymeM mOIB30BaTLCA 37€ch ONATH QYHKOUAMHE (5.4) MM COOTBETCTBYIO-
IUMA TOYEIHBIME () YHKIIASIMI '

4,(t) = B,(<0, 1)) = fb;'(l) . (6.8)
{0,t)

ITycrs pam k-opamuapHSBIT KBasucranmoHAPHEI mOTOK 2(t). Tak war z(f) —

KBa3UCTallMOHAPHBIA NOTOK, TO €ro MOKHO BHIPAsUTh B opme

2(t) = ylf(®)], (6.9)
rie y(f) — cranmoHAPHEIA IOTOK ¢ Bemymen ¢yaxumein M®(f) = ¢ u f(t) — Be-
nymast pyExnus morowa z(f). Herpymuo ybemurbess B ToM, 9ro y(f) TOKe sIB-
sstercsi k-OpIWHADHEIM, TaK 9TO — B CHJIY Pe3yibTaToB § 5 — €ro MoKHO
BHIPA3UTh KaK JIMHEHHYI KOMOWHAIMIO B3aMMHO HE3aBWCUMEIX HPOCTEHIIHX
TIOTOKOB

k
y(t) = 3 jas(t) - (6.10)
j=1
ITorokm x;(t) mmeoT mAETEHCUBHOCTH K4; = 0, YIOBIETBOPSAIOMEE COOTHOMEHUIO
k
S =1. (6.11)
j=1
Torna
AP(t) = APTHD] = wif (@) - (6.12)

Ho, ¢ npyroii ctopors:, noTok 2(f) k-opAmHApPeH, TAK YTO €r0 MOKHO BHIDA3HTh

B ¢gopme (5.9) rak
k

2(t) = S jut) (6.13)

j=1
rae w;(t) — HesaBHCWMEIE OpRHHApPHBIe HOTOKU. VI3 Teopemsl 4 ciepyer, 4ro
IOOTOKH w,-(t) KBa3UCTaMOHAPHBI, 3HAYAT, W BBIPA3VWMEI HaK

w;(t) = wilf;(5)], (6.14)
rre %;(t) — opocreitmme noroxu. Onars-TaKku
fi(t) = A(t) = AP(t) - (6.15)

13 (6.15) m (6.12) cmenyer, 9ro
1i(t) = pif(t) (6.16)

TaHK 49TO CIpaBejInBa

Teopema 5. Peeyaapnuii k-opdunapuwii nomor x(t) keasucmayuonapen
moeda u moavko moeda, ecau Oan §=1,2, ...,k t = 0, umeem mecmo pa-
8eHCME0

A,(t) = pM®(2), (6.17)
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20e A(t) — Pynryuu, onpedesennvie 6 (5.4) u (6.8), M@(t) — sedywan Pynryus
nomoka xz(t) u p; — koHcmanmul, yoossemeopsaiowue (6.11).

HoxkazarenbcrBo. Heobxomumocrs yemoBust (6.17) BeITeraer m3 Upens-
IymuX paccyskieHmit, a mMenHo m3 (6.12), (6.15) u (6.16); mocraro4HOCTB
OYeBHUJHA.

3amevanue 4. U3 (6.17) caenyer MesxIy IpPOYAM MHTePecHOe COOTHOIIEHIE

k .
z Mi = %((—% =const =< 1. (6.18)
j=1

IMpumeuanme. Vike mocie orgauu B HaGop 3T0i PaboTH A HO3HAKOMUIICH
co crarbeit: A. PrEROPA: On Poisson and composed Poisson stochastic set
functions; Studia Math. 716 (1957), 142—155, ogHaKko OHa K COKAJEHUIO yKe He
¢Moriia BIMATH Ha COfeprKkanme Hacrosueir paborel. B meil mecmepyiorest poa-
¢TBeHHBIe TPO6GJIeMbl M OHA CYLIECTBEHHBIM 00pasoM JOMONHAET HEKOTODHIe
pe3yiIbTaTH IPHUBeJeHHbe B HacTodlleld pabore.
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Zusammenfassung
ZUR THEORIE DER ORDINAREN NACHWIRKUNGSFREIEN FOLGEN

FRANTISEK ZITEK, Praha
(Eingelangt am 25. Mérz 1957)

Anschliessend an die Arbeiten von A. KHINTCHINE wird in diesem Artikel
die Theorie der nachwirkungsfreien Folgen weitergepflegt. In der ganzen
Arbeit setzen wir voraus, dass die Folgen finit (endlich) und nachwirkungsfre:
sind.

Nachdem im § 2 einige Hilfssétze aus der Theorie des Burkill’schen Integrals
bewiesen werden, wird im § 3 zuerst der bekannte Satz von Korolyuk (s. [2]

458



und [5]) mit Hilfe der Theorie des Burkill’schen Integrals fiir den Fall einer
allgemeinen (also auch nichtstazioniren) Folge erweitert. Es sei I c I, = (0, T')
ein endliches Intervall, M (I) sei dann die mathematische Erwartung der Anzahl
der in der Zeitstrecke I eintretenden Ereignisse und A(I) die Wahrscheinlich-
keit dafiir, dass diese Anzahl nicht Null ist; A sei durch (3.6) definiert.

Satz 1. Far die Ordinaritit einer reguliren Folge x(t) ist die Gleichheit (3.10)
notwendig und hinreichend.

Satz 2. Fir die Ordinaritit einer reguliren Folge x(t) ist es notwendig und
hinreichend, dass (fir jedes endliche Interval K) [g(I) = 0, wo g(I) die Wahr-
K

scheinlichkeit ist dafir, dass in der Zeitstrecke I mindestens zwei Ereignisse
stattfinden.

Im vierten Absatze werden die streng-requliren Folgen definiert: Es sind
solche Folgen, deren Funktionen M absolut stetig sind. In diesem Falle
haben M und A fast tiberall endliche Abgeleiteten u(f) und A(f) und es gilt der

Satz 3. Eine streng-regulire Folge x(t) 1st dann und nur dann ordindr, wenn fast
aberall u(t) = A(f).

Der Satz 3 von der Arbeit [5] ist — im Bereiche der finiten nachwirkungs-
freien Folgen — ein Spezialfall des eben ausgesprochenen Satzes.

Im fiinften Absatze wird der Begriff der k-Ordinaritdt eingefiihrt, der eine
Verallgemeinerung des Begriffes der gewShnlichen Ordinaritat ist.

Im letzten Absatze werden endlich stetige Zeittransformationen angesehen

und der Begriff der Quasistazionaritit eingefithrt. Es wird bewiesen, dass
jede requlire ordindre Folge auch quasistaziondr ist (Satz 4) und dass dee k-ordind-
ren quasistaziondren Folgen durch (6.17) charakterisiert werden konnen, wo M(t)
die mathematische Erwartung der Anzahl der in der Zeitstrecke <0, ) eintre-
tenden Ereignisse ist und 4,(f) das Burkill’sche Integral der Wahrscheinlich-
keit, dass diese Anzahl gleich § ist, darstellt; u; sind Konstanten, welche (6.11)
erfiillen (Satz 5).
. Der fiinfte Absatz enthilt ausserdem noch ein wichtiges Nebenergebnis:
Es gelang uns namlich die Funktionen x,(f) von A. Khintchine (s. [3]) in einer
einfacheren Form auszudriicken, und zwar als Burkill’sche Integrale der
Wahrscheinlichkeiten v,(z, ¢), also '

wlt)= o), k=12, ...
(0,0
Bemerkung. Erst nach dem Druckfertigmachen dieser Arbeit erhielt ich
Kenntnis von der Abhandlung ,,On Poisson and composed Poisson stochastic
set functions* (Studia Mathem. 16 (1957), 142-155) von A. PREKOPA, welche
mit der vorliegenden Arbeit sehr enge Beriithrungspunkte aufweist, jedoch
leider hierauf ohne Einfluss geblieben ist.
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