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YexocaoBankmii MaTeMaTHYecEmii skypHad, T. 8 (83) 1958, Ilpara

SUR UNE CLASSE DE SURFACES SPHERIQUES DANS UN ESPACE
A COURBURE CONSTANTE

KAREL SVOBODA, Brno
(Regu le 10. février 1958)

Ce Mémoire est consacré & I’étude d’une classe de surfaces, qui se
trouvent plongées dans un espace & n + 1 dimensions & courbure con-
stante et qui jouissent de la propriété que, dans un point quelconque
de la surface, les indicatrices de courbure normale, en nombre dem — 1,
sont des circonférences, dont les centres se confondent avec les traces
des perpendiculaires menées par les points de la surface aux plans des
circonférences en question. Aprés avoir fait des recherches relatives
a lexistence et & la généralité, on a donné les propriétés fondamentales
des surfaces considérées et on a déduit les conditions nécessaires et
suffisantes pour qu’une surface de I’espace projectif & n + 1 dimen-
sions puisse étre définie comme une surface d’un espace & courbure
constante qui jouit des propriétés métriques mentionnées. Ces conditions
sont examinées & la base de la relation existant entre les surfaces
considérées et les surfaces minima d’un espace & n dimensions & cour-
bure constante, dont les indicatrices de courbure normale, en nombre
de m — 1, sont des circonférences.

1. Préliminaires

1.1. Ces préliminaires contiennent les notions fondamentales et les relations
analytiques qui seront utilisées pour la définition et I’étude d’une classe de
surfaces plongées dans un espace a courbure constante. En ce qui concerne
ces explications préliminaires, elles sont reproduites d’aprés le Mémoire [1],
dans lequel M. O. Borvka a étudié la courbure normale des surfaces dans des
espaces & courbure constante & un nombre quelconque de dimensions.

Considérons une surface M plongée dans un espace S,,, & » + 1 dimensions
a courbure constante c¢. Supposons que les espaces osculateurs d’ordre &, en
chaque point M de la surface, soient de la méme dimension que nous désignons
par s,. L’espace osculateur d’ordre k en chaque point de la surface étant
plongé dans P'espace osculateur d’ordre k& + 1 et la surface M étant supposée
appartenir & lespace S,,; considéré, il existe un entier p tel qu’on a pour
les dimensions des espaces osculateurs les inégalités s, << s, < ... <s, =
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= n 4 1, les espaces osculateurs de la surface d’ordre = p étant tous & n + I
dimensions. On dit que p est le nombre d’espaces osculateurs de la surface M
au point M.

Dans un point quelconque M de la surface M le k“™ espace principal
(k=1,2, ..., p— 1) est, par définition, I'espace linéaire passant par le point i,
totalement orthogonal & lespace osculateur de la surface d’ordre k et situé
dans l'espace osculateur de la surface d’ordre £ + 1 au point M. En chaque
point M de la surface on a précisément p — 1 espaces principaux de la surface
et le k™ espace principal est & s,.,, — &, (=1) dimensions.

Considérons sur la surface M une courbe C passant par le point M et suppo-
sons qu’il existe, au point M de la courbe en question, le vecteur unitaire
n,(k=1,2,...,p — 1) de la k*™ normale de la courbe C et que sa k#m
courbure scalaire a; soit positive au point M. Il passe par le point M, méme
dans chaque direction du plan tangent de la surface M au point M, des courbes
jouissant des propriétés supposées. Le vecteur unitaire n,, de la k*™ normale
de la courbe C au point M se trouve situé dans 'espace osculateur de la surface
d’ordre k - 1 au point M.

Prenons le vecteur v, (k= 1,2, ...,p — 1), dont la direction est celle du
vecteur unitaire de la k¥™ normale de la courbe C au point M et dont la
longueur est égale au produit des courbures scalaires a,, a,, ..., a; de cette
courbe. Dans un point quelconque M de la courbe O, le vecteur de la k¥™e
courbure normale (k =1, 2, ..., p — 1) de la courbe C au point M est le vecteur, '
qui est la projection orthogonale du vecteur v, dans le k™ espace principal
de la surface au point M. Le vecteur de la k™ courbure normale ne dépend
que de la direction des tangentes des courbes passant sur la surface M par le
point M. Le lieu des extrémités des vecteurs de la k™ courbure normale,
associés & I'ensemble de courbes tracées sur la surface M et passant par le
point M, est une courbe qui s’appelle indicatrice de courbure normale d’ordre k
de la surface M aw point M. 1ly a done, en somme, en chaque point de la surface
précisément p — 1 indicatrices de courbure normale d’ordre respectivement
1,2,...,p— 1.

La propriété fondamentale des indicatrices de courbure normale des différents.
ordres, dans un point quelconque de la surface, est exprimée par le théoreme,,
démontré par M. O. Bortivka dans le Mémoire [1], d’apres lequel toutes les.
indicatrices de courbure normale sont des courbes rationnelles fermées. Nous
allons suivre 'idée de la démonstration du théoréme mentionné dans le cas
spécial des surfaces qui feront ’objet de ce Mémoire.

1.2. Dans le cas de ¢ + 0 I’espace S,., est un espace non-euclidien & n 4 1
dimensions qui se trouve déterminé par une quadrique réguliére A; nous la
prenons sous la forme

—i— (@)2 - (20)2 4 (@) + ... 4 (@)2 =0 (1.1}
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et la regardons comme I’absolu de I'espace non-euclidien S, .,. Pour abréger, .

nous désignons par f(X, X) le premier membre de cette équation.

Un point de l'espace S,,, est un ensemble ordonné de 2 - 2 nombres .

1 .
x, 2, 2, ..., 2" tels que f(X, X) = o Done, les points de 'espace S,,, sont

des points analytiques de 1’espace projectif P,,, & n 4+ 1 dimensions. Etant -

donnés deux points analytiques X, ¥ de I’espace projectif P, ., nous désignons

par le symbole f(X, Y) la forme polaire de la forme quadratique f(X, X) cor- .
respondant aux coordonnées de ces deux points et nous I’appelons produit .
scalaire des points X, Y. En particulier, pour un point analytique X quelconque .
de I'espace projectif P, ,,, nous appelons carré scalaire du point X I’expression -
(X, X). Un vecteur de I'espace S, ,,, issu d’un point M, est tout point analyti- .

que de P'espace projectif P, , situé dans I’hyperplan polaire du point M par
rapport & I’absolu. Le carré de sa longueur est donné par le carré scalaire du
point analytique en question et le sommet d’un vecteur v issu d’un point M
de I’espace est le point analytique M + v. Le point M étant mobile dans I’espa-
ce, dM est un vecteur issu du point M et le carré ds? de la longueur de I'élément
d’arc décrit par le point M est le carré scalaire du vecteur dJ. Deux vecteurs
issus d’un point M de l’espace sont rectangulaires, si les deux points analyti-
ques correspondants, situés dans ’hyperplan polaire du point M, sont conju-
gués par rapport a I'absolu A.

Cela étant, considérons dans l’espace S,,, un point mobile M et associons
a chaque sa position » + 1 vecteurs rectangulaires deux a deux et unitaires
€, €, ..., e, issus du méme point M. Nous obtenons ainsi dans I'espace P,
un ensemble de n + 2 points analytiques linéairement indépendants qui sont
deux & deux conjugués par rapport a la quadrique A. Done, ces points consti-
tuent une base analytique, polaire par rapport & cette quadrique, et on peut
associer & chaque point analytique X de I’espace P,,, un ensemble ordonné
de n -+ 2 coordonnées de ce point, qui se trouvent déterminées par la combinai-
son linéaire suivante

X = aM + x%, + x'e; + ... + ze,. (1.2)
En particulier, on a les formules

dM = oM + w'e, 4 w'e, 4 ... + wme,,

de; = 0, M + wle, + wje, + ... + wle, ¢=01,...m), (13)

les coefficients w étant des formes linéaires aux différentielles des paramétres -

dont dépend le repére mobile associé au point M.
Pour que le point X ne dépende pas de la position du repére mobile, il faut

et il suffit que les coordonnées du point X vérifient les équations différentielles .

do 420 + o, +2lo, + . F @0 =0, oy (1)
dzt + 2wt + 2wy + o] + ... + 20, =0
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Il y a, en conséquence des relations supposées entre le point M et les vecteurs
€y €, ..., €, des relations entre les coefficients du systéme (1.3). On les obtient
en différentiant les équations

f(_M,M)=%, f(M,e)=0, fle;,e)=26;; (,7=0,1,...,mn),

¢,; désignant le delta de Kronecker. En tenant compte de (1.4) on trouve ainsi
0o=0,0+wi=0, 0,+coi=0 (5,j=0,1,...,n) (1.5)

et il en résulte en particulier
ds? = (0°)2 + (012 + ... + ()2 (1.6)
En outre, les formes o sont assujetties & remplir les équations de structure
de l'espace S,., & courbure constante ¢ + 0. On les obtient en exprimant que
les seconds membres des équations du systéme (1.3) sont des différentielles

exactes. Les équations de structure correspondantes sont exprimées par les
formules

[dw’:] = [w”w,’_;] + [wlwi] + ... + [w”w;] ,
[do’] = [0lw)] + [wiw]] + ... + [wjwl] — c[oiw’]
1.3. Dansle cas de ¢ = 0l’espace §,, ., est ’espace euclidien & n 4 1 dimensions

qui se trouve déterminé par la quadrique réguliére A de son hyperplan & I'infini;
nous la prenons sous la forme

x=0, @)+ (@) + ...+ (@)2=0 (1.8)

G,j=0,1,...,m). (1.7)

et la regardons comme 1’absolu de 'espace euclidien §, ;.

Un point de l’espace S,,, est un ensemble ordonné de n -4 2 nombres
x, 2%, 21, ..., 2" tels que x = 1. Donc, les points de 'espace S, sont des points
analytiques de l’espace projectif P,., & n + 1 dimensions. Un vecteur issu
d’un point M de V’espace S, ., est tout point analytique de I’espace projectif
P, ., situé dans I'hyperplan z = 0. Les notions du produit scalaire de deux
vecteurs, du carré scalaire d’un’ vecteur, d’un vecteur unitaire, du sommet
d’un vecteur, de deux vecteurs rectangulaires sont employées au sens de la
géométrie euclidienne.

Considérons dans l’espace S,,, un point mobile M et associons-lui n + 1
vecteurs rectangulaires deux & deux et unitaires e, e, ..., e, issus du méme
point M. Nous obtenons ainsi dans I'espace P,,, une base analytique dont les
points e, e, ..., e, sont situés dans I'hyperplan = 0 et conjugués deux
& deux par rapport & la quadrique A. On peut associer & chaque point M de cet
espace un ensemble de » + 2 coordonnées de ce point, qui se trouvent déter-
‘minées par la relation (1.2), et on a, en particulier, les équations (1.3). Une
considération analogue & celle qui a été faite dans le cas de ’espace non-eucli-
dien montre que les relations (1.4), (1.5), (1.6), (1.7) restent valables méme
dans le cas de I'espace euclidien, a condition d’y poser ¢ = 0.
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2. Définition et ’existence des surfaces a circonférences de courbure normale
localement sphériques

2.1. Les considérations et les calculs suivants seront consacrés a l’étude
d’une classe de surfaces plongées dans un espace S,,, & n 4+ 1 dimensions
a courbure constante ¢, dont les indicatrices de courbure normale, en nombre
déterminé, jouissent des propriétés que nous allons préciser a I'instant. Pour
cela, nous appellerons indicatrice de courbure normale d’ordre k de la surface M
au point M une circonférence de courbure normale localement sphérique d’ordre k,
si cette indicatrice est une circonférence de rayon différent de zéro et de
centre qui se confond avec la $race de la perpendiculaire menée par le point M
au plan de la circonférence. Le k™ espace principal de la surface au point M
étant le plus petit espace linéaire passant par le point M et contenant I'indica-
trice de courbure normale d’ordre £, il est & trois, ou bien & deux dimensions
suivant que le plan de la circonférence de courbure normale d’ordre & ne con-
tient pas le point M, ou bien passe par lui. Le centre de la circonférence locale-
ment sphérique en question se trouve situé, dans le premier cas, & distance
non nulle du point correspondant de la surface tandis que, dans I'autre cas,
il coincide avec ce point.

Maintenant, en faisant usage de la notion introduite, nous allons décrire
les propriétés précises des surfaces, plongées dans ’espace S,,,, & courbure con-
stante, qui feront 'objet des considérations suivantes.

Choisissons deux nombres entiers r =1, m = 3 tels que r <m — 1 et
supposons que le nombre naturel n satisfasse & I'inégalité n + 1 = 2m + r.
Nous allons nous occuper des surfaces, plongées dans un espace S,,, @ n + 1
dimensions & courbure constante c, qui jouissent des propriétés locales swivantes:

Dans un point M quelconque de la surface Uindicatrice de courbure normale
d’ordre k est une circonférence localement sphérique, dont le centre se trouve situé,
pour k = 1,2, ..., 7, a distance non nulle du point M, ou bien se confond, pour
E=r+1r+4+ 2, ...,m— 1, avec le point M.

Nous appellerons une telle surface, si elle existe dans espace S,,,, considéré,
surface M(r) & m — 1 circonférences de courbure normale localement sphériques.

Remarquons qu’en vertu de la définition précédente le k™ espace principal
de la surface M(r) dans un point M quelconque est & trois dimensions, si k =
=1,2,...,7, ou bien & deux dimensions, si k=7r+1, r +2,...,m — 1.

2.2. Faisons correspondre a chaque point M de la surface M(r) un repére
mobile R formé par le point M et par les vecteurs rectangulaires deux & deux

et unitaires e, e, ..., e,. D’aprés (1.3) et (1.5), on a les équations

dm e, + wle, 4+ ... + w"e,,
; 1
de; = — co’M + wle, + wie; + ... + wje,

G=0,1,..,n), (2.1)
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les coefficients o satisfaisant aux relations linéaires wﬁ +wl=0 (i,j=
=0, 1, ..., n) et aux équations de structure d’un espace a courbure constante,
qui sont écrites dans (1.7).

Tout d’abord, nous nous bornons au cas r = 1. Pour procéder d’une maniére
simple, nous particulariserons le choix du repére R attaché & chaque point M
de la surface M(1) de fagon a prendre les vecteurs e, e, dans le plan tangent & la
surface au point M, les vecteurs e, e;, e, dans le premier espace principal
et les vecteurs ey, , €x,o (b = 2,3, ...,m — 1) dans le k*™ espace principal
dela surface au point M. On verra plus tard qu’il y a avantage a faire ce choix
asymétrique des vecteurs en question. Une telle particularisation du repére
est toujours possible en vertu de la définition des espaces principaux et nous
disons, pour abréger, que le repére R attaché & la surface M(1) de la maniére
indiquée est un repére normal. Le repére R étant normal, 'espace osculateur
d’ordrek + 1 (k= 1,2, ..., m — 1) de la surface, en chaque point M, se trouve
déterminé par les vecteurs e, e,, ..., €y, €45 Le choix considéré du repére
a pour conséquence des relations entre les coefficients du systéme (2.1). Nous
les déduirons et nous explorerons ensuite les questions de I’existence des sur-
faces M(1) & m — 1 circonférences de courbure normale localement sphériques.

Les vecteurs e, e,, en particulier, en chaque point M de la surface, étant
dans le plan tangent correspondant, on a d’aprés (2.1) les relations

w =0 (j=0,3,4,...,n), (2.2)
qui entrainent, d’aprés les formules (1.7),
[0'wi] + [w0i] =0 (j=0,3,4,...,7n). (2.3)

On a done, d’aprés le lemme de E. Cartan, les équations

0] = pho' + pho®,

0] = phot + pho?
les p étant des fonctions des variables dont dépend le repére R attaché a la
surface. On a, d’aprés (2.3), les relations p}; = p, (j =0, 3, 4, ..., n).

Maintenant, nous allons exprimer d’une fagon analytique les propriétés

locales des surfaces en question. Pour cela, imaginons sur la surface un point
particulier M quelconque et une courbe générale C passant par le point M eb
supposons que toutes les courbures scalaires de la courbe C' qui figurent dans
la suite soient différentes de zéro au point M. Un raisonnement facile a faire
permet de voir qu’il passe par le point M, méme dans chaque direction du plan
tangent de la surface au point M, des courbes dont les courbures scalaires
satisfont & la supposition précédente. Si I’'on désigne par s I’arc de la courbe C,
on peut poser

(G=0,34,..,n), (2.4)

ol=ds.cos0, w?=ds.sin@, (2.5)

O étant I'angle que fait au point M le vecteur de la tangente de la courbe
considérée avec le vecteur e, correspondant.
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Le plan osculateur de la courbe C au point M se trouve déterminé par les
points M, dM, d2M . On vérifie facilement, d’apres (2.1), (2.2), (2.4) et (2.5), que
a:M

P Fai cM -+ Xy + (...) + X3, + ... -+ X"e,, (2.6)

I’expression (...) non écrite n’étant qu'une combinaison linéaire des vecteurs
e, e, et

Xi= plcos? @ -+ 2¢%, cos Osin O + plysin2@ (j=0,3,4,...,n). (2.7)
Or le point d2M se trouve situé dans I'espace osculateur de la surface d’ordre 2
au point M et cet espace est déterminé, d’apres les remarques préeédentes
et d’apres le choix du repére normal, par les vecteurs e, e, ..., e,. Il en résulte

que X7 =0 (j = 5, 6, ..., n) pour chaque O et ces équations entrainent, d’ap-
rés (2.7), les relations

p{lz p{z =ph=0pk=0 (j=56,..,n).
‘On obtient ainsi, d’apres (2.4), les équations
0l=0, w]=0 (j=25,6,...,n) (2.8)

qui fournissent, dans le cas de £ = 1, la traduction analytique des propriétés
relatives au premier espace principal et au choix correspondant du repére
normal R.

La courbe C, plongée dans l’espace S,.,; a courbure constante ¢, peut étre
d éfinie par les formules de Frenet et on a, en particulier,

dzm
de = cM + ayng

n, étant le vecteur unitaire de la premiére normale et @, la premiére courbure
scalaire de la courbe C au point M. En comparant I’équation précédente et
(2.6) on voit que X° X3, X* sont les coordonnées du vecteur de la premiére
courbure normale de la courbe C au point M, suivant la base formée par les
vecteurs e, e,;, e, du premier espace principal de la surface. Il en résulte que
les équations (2.7) déterminent, pour j = 0, 3, 4, les équations paramétriques
de Vindicatrice de courbure normale d’ordre 1 de la surface au point M.

D’aprés la supposition exprimée, dans le cas de k = 1, par la définition des
surfaces en question l'indicatrice de courbure normale d’ordre 1, en chaque
point M, est une circonférence de rayon R, et de centre, dont la distance V
du point correspondant M est différente de zéro. Dans la suite, nous allons
supposer que R, et V soient des fonctions positives des paramétres dont dépend
le point M sur la surface considérée. Pour que la propriété mentionnée de I'indica-
trice de courbure normale d’ordre 1 soit remplie, il faut et il suffit que les
coordonnées X° X3 X4 exprimées par les formules (2.7), des points de l'in-
dicatrice satisfassent aux équations suivantes
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(X0 — 2% 4 (X2 — 29)° + (X¢ — a*)* = R},

(X0 — 20) 20 + (X% — %) a3 4+ (Xt — at)at = 0. (2.9)

Dans ces équations, les 2°, a3, 2* sont les coordonnées du centre de I'indicatrice
en question et elles satisfont & une équation de la forme

@) + @) + (@2 = V2. (2.10)
Or, si I'on fait un choix convenable des vecteurs e, e,, e, dans le premier
espace principal de la surface, on peut s’arranger que, le repére normal R au
point M soit tel qu'on a x, > 0, z; = 0, x, = 0 de sorte que les équations (2.9)
et (2.10) s’écrivent sous la forme simple

X0=V, (X% + (X =ER.

En substituant les formules (2.7) dans les équations précédentes, on obtient
des relations qui sont remplies pour chaque @ seulement si

Ph=pe=V, pPh=1n=0,
(Ph)? + (P1)? = 2(pha)* + 2(p1a)* + Piabhs + Piabae = (12)* + (P2)® = RY,

Phple + PuPie = Plevhe + PiaPas = 0.
On voit ainsi que, dans un point M quelconque de la surface, aprés avoir fait,
au besoin, une particularisation convenable des vecteurs e;, e, dans le premier
espace principal, on peut s’arranger & avoir les relations

h=V, h=pm=0, 1=V,

pu==R,, pla=pn=0, ph=—R,

Pi=0, Phu=pn=2~R, pp=0,
qui permettent, d’apres (2.7), de ramener les équations paramétriques de
I'indicatrice de courbure normale d’ordre 1 & la forme suivante

X0 =V, X3 = R, cos 20, X* = R, sin 20 .

Les mémes relations entrainent, d’aprés les équations résiduelles (2.4), les
formules
o} =Vol, o}= Rw', oj=Ro?, 911
@) =TVo?, o= —Row?, w,=Ro!, (2.11)
qui expriment, dans le cas de k = 1, les propriétés des surfaces en question en ce
qui concerne l'indicatrice de courbure normale d’ordre 1.

Appliquons les formules de structure aux équations (2.8). Nous avons, en
tenant compte de (2.2), (2.11) et des formules (2.8) elles-mémes, les relations
extérieures quadratiques

(Y i 20
w Ewo’f‘ws + [0*0i] =0,
(j=5,6,...n) (2.12)
1

[wlwi] + [w2 (RK o) — (b
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et nous pouvons poser, d’aprés le lemme de E. Cartan,

i 1 i 2
= 0f = pliot + plo?,
1

W] = PRt + Phaw®, o) = pho' + P (j=5,6,...,n). (2.13)
Les p qui figurent dans (2.13) sont des fonctions des paramétres dont dépend
le repére normal R et elles satisfont, d’aprés (2.12), & des relations de la forme
Tor = Pir + Dlo Pop = Diy — Pl (1 = 5,6,...,m).

En vertu de la supposition » = 1, les propriétés locales énoncées dans la
définition des surfaces en question entrainent que le second espace principal
de la surface, dans un point M quelconque, est & deux dimensions et I'indica-
trice de courbure normale d’ordre 2 est une circonférence localement sphérique
de centre au point M. L’espace principal en question se trouve déterminé
par le point M et par les vecteurs e;, e; de sorte que I'espace osculateur de la
surface d’ordre 3 au point M contient les vecteurs e, e, ..., e; et il est a sept
dimensions.

L’espace osculateur d’ordre 3 de la courbe C au point M se trouve déterminé
par les points M, dM, d2M, d3M. Les relations précédentes montrent qu’on a

d3M

g = () + XKooy o Xoeg o ...+ Xre,, (2.14)

P’expression (...) non écrite n’étant qu'une combinaison linéaire du point M et
des vecteurs e, e,, ..., e, et
X/ = R{(2p}, + pls) cos® O - 3p]; cos® O sin O +
-+ 3pi, cos @sin2 @ + (—2pl, + pl) sin3 O} (j=5,6,...,n). (2.15)
Or le point d3M se trouve situé dans I'espace osculateur de la surface d’ordre 3
au point M qui est déterminé par les vecteurs e, e,, ..., €. On a done X/ = 0
(j=1,8, ..., n) pour chaque 0, a condition que n > 6. Il en résulte, en tenant
compte de (2.15) et des relations valables pour les fonctions p, que
Po=pe=ph=pa=p,=p= (=178 ...m)
ct par suite, d’aprés (2.13),
wh=0, wj=0, 0j=0 (j=18,...,n). (2.16)
Dans le cas considéré, les équations précédentes donnent la traduction analyti-
que des propriétés des surfaces en question qui concernent, dansle casde k = 2,

le second espace principal et les formes o dans (2.16) n’existent pas seulement
sin = 6.

D’autre part, les formules de Frenet entrainent, en particulier,

s = (--) + aya.n, ,
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n, étant le vecteur unitaire de la seconde normale, a, la seconde courbure
scalaire de la courbe C au point M et I'expression (.. .) non écrite n’étant qu'une
combinaison linéaire du point 3 et des vecteurs unitaires de la tangente et de
la premiére normale de cette courbe. En comparant la formule précédente
et celle donnée dans (2.14) on vérifie que X5, X¢ sont les coordonnées du
vecteur de la seconde courbure normale de la courbe C, ces coordonndes étant
rapportées a la base du deuxieme espace principal, formée par les vecteurs e;, e;.
De plus, on en voit que les équations (2.15) expriment, pour j = 5, 6, les équa-
tions paramétriques de 'indicatrice de courbure normale d’ordre 2 de la surface
au point M.

Pour que cette indicatrice soit une circonférence de centre M et de rayon
que nous désignons-par R,R, et que nous regardons comme une fonction
positive des parametres dont dépend le point M sur la surface, il faut et il
suffit que I'expression obtenue par substitution des valeurs (2.15) dans 1’équa-
tion (X°®)? + (X%)2 = (R,R,)? ne dépende pas de @. On obtient par un calcul
facile, que nous omettons, les relations

(2P, + Pia)® 4 (2051 + Pha)? = B3, (251 + Pha) Pix + (P51 + Pla) P51 = 0,
3(1’21)2 + 2(2p5; + piz) Pie + 3(p51)? + 2(2p5; + Pie) sz = R},
9paiPie + (21’31 + Pia)(— 2052 + P51) + 9P5pse + (21721 + 2922)(_21’22 + Pil) =0,
3(pie)® + 2(—2p5s + pi) Pix + 3(pe)® + 2(—2p5e + Piy) P = Ry,
(—2p3s + piy) Pz + (—2p% + P461) Pie =0,
(—2pls + p30)? + (—2p5 + pi)* = R .

Or, on peut s’arranger, aprés avoir fait, au besoin, une particularisation
convenable des vecteurs e;, e; dans le second espace principal de la surface,
qu’on ait

pg1:P(5)2:0, P§1:R2: PQZZT’L:O» pizz—Rz,

Por =P =0, P5;=0, Pie = P =Ry, pia=0
et que les équations précédentes soient remplies par ces valeurs. Les vecteurs
e;, € étant choisis de cette maniére convenable, les équations paramétriques
de l'indicatrice de courbure normale d’ordre 2 sont, en tenant compte de (2.15)
et des valeurs déduites, les suivantes

X% = RRycos830, X®= R R,sin39.

En outre, les relations linéaires (2.13), dans lesquelles j = 5,6, prennent la
forme
oy =0, 0§ =0, 0] = Ro!, wf = R0?, o} = — R0*, o} = R,w!. (2.17)
En définitive, aprés avoir fait un choix convenable du repére normal R attaché

a la surface étudiée M(1), les propriétés locales considérées s’expriment, dans
le cas de &k = 2, par les équations (2.16) et (2.17), & condition de supprimer le
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groupe d’équations (2.16), si la surface en question se trouve plongée dans un
espace S,., a sept dimensions.

En résumant, nous avons établi, aprés avoir fait le choix convenable du
repére R attaché a chaque point de la surface, qu’on a, d’aprés (2.2), (2.8), (2.16),
(2.17), les équations de la forme

W= =0t=...=w"=0,
0l =To', wy=Tw, oj=wi=..=0y=0, R
1= R, o 1-Rot, o= —Ret, off=Rer, O
Wl B = =0 =0, ot =kt = =0k =0,

dans lesquelles £ = 1, 2. Il faut supprimer dans ce systéme le groupe d’¢-
quations résultant de celles qui sont écrites dans la derniére ligne pour
k = 2, sin = 6. Donec, les équations du systéme (2.18) définissent, dans le cas
m = 3, d’'une maniére analytique, les surfaces M(1) & m — 1 circonférences
de courbure normale qui se trouvent plongées dans l'espace §,,, & n 4+ 1
dimensions & courbure constante.

Soit maintenant m > 3 et continuons & déduire des relations linéaires qui
expriment la supposition que, dans un point M quelconque de la surface M(1),
T’indicatrice de courbure normale d’ordre k (k = 3, 4, ..., m — 1) soit une cir-
conférence de centre M de sorte que le k*™® espace principal de la surface
au point M est précisément & deux dimensions. Pour cela procédons par la
voie d’induction compléte.

Choisissons un entier ¢ tel que 3 < ¢ =< m — 1 et supposons que nous ayons
déja démontré que, dans un point quelconque de la surface M(1), aprés avoir
fait, au besoin, une particularisation convenable du repére normal R attaché
a la surface, on peut s’arranger que les propriétés considérées des surfaces
M(1), qui se rapportent aux indicatrices de courbure normale d’ordre <7 — 1
et aux espaces principaux correspondants, soient exprimées par le systéme
(2.18), dans lequel £ = 1, 2, ..., ¢ — 1, & condition de supprimer les équations
résultant de celles qui sont écrites dans la derniére ligne pour & =14 — 1,
sin = 2. Le repére normal R étant choisi d’une maniére convenable, supposons
en outre que les équations paramétriques de l'indicatrice de courbure normale
d’ordre k, dans un point quelconque M de la surface, soient données par les
formules

X241 = R R, ... Rycos (k + 1)@, X¥*+2=RR,... Rysin (k+ 1) 0 ,(2.19)

les X 2e+1 X21+2 désignant les coordonnées des points de 'indicatrice en question,
rapportées au systéme de référence formé par le point M et les vecteurs ey,
€542 du k®™ espace principal. Nous avons vu que les suppositions indiquées
sont vérifiées pour ¢ = 3.

Nous allons montrer que, dans un point M quelconque de la curface, les
propriétés considérées de 'indicatrice de courbure normale d’ordre 7 et du %™
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espace principal s’expriment par des équations, qui complétent les équations
supposées (2.18) a un tel systéme d’équations différentielles, qui peut étre
écrit sous la forme (2.18), & condition que k = 1, 2, ..., 4, et qu’il y faut sup-
primer le groupe d’équations résultant de celles qui se trouvent dans la
derniére ligne pour £ = 4, si n = 2¢ + 2. En méme temps, nous allons démon-
trer que les équations paramétriques de l'indicatrice de courbure normale
d’ordre ¢ prennent la forme (2.19) avec k = 1.

Considérons les équations
wh 3=0, wh =0 (j=2i+1,204+2,...,n) (2.20)

qui sont écrites dans la derniére ligne du systéme (2.18) pour bk =¢ — 1,
sin > 2i. Cette supposition a toujours lieu, car il n’a pas de sens de considérer,
dans le cas contraire, I'indicatrice de courbure normale d’ordre 7 et le %™
espace principal de la surface au point M. En appliquant les formules de struc-
ture aux équations (2.20) on obtient les relations

[w'ag; 1] + [0*w}] = 0,

. il
(i) — [wh =0 UTHTLAAZ.om) o (2.21)

qui entrainent, d’aprés le lemme de E. Cartan, les équations

i | 1 J 2
Wz; 1 = Pa;_120" + Pa;_1207,

ol g G=2 41,2 +2...,n), (222
23 7, i,

les p étant des fonctions des paramétres dont dépend le repére R attaché & la
surface en question. Les fonctions p satisfont, d’aprés (2.21), & des relations
de la forme pgi,l = p;i_l,z, p;i,2 = "—p;z’—l,l =2+1,2+2,..,n).

Dans un point M quelconque de la surface, le i™ espace principal est & deux
dimensions et le repére normal R est choisi de maniére que les vecteurs ey,
€,;.» se trouvent situés dans cet espace. Pour exprimer ce choix d’une fagon
analytique, considérons 1’espace osculateur d’ordre ¢ ++ 1 au point M d’une
courbe C quelconque tracée sur la surface en question et passant par le point M.
L’espace osculateur considéré se trouve déterminé par les points M, dM,
d2M, ..., d#*1M. Cela étant, on a

diti g

; i+ 2

—‘aS'H_'I" = () + X27’+182i+1 + X €10 + e + X"en ’ (2.23)
Pexpression (...) non écrite n’étant qu’une combinaison linéaire du point M
et des vecteurs e, e, ..., €, et

Xi=RRy... R, (Phir2008 (i +1)0 + pj_ypsin (0 4 1) 6} (2.24)
=2-+1,2042,...,n).

Or le point d**1M se trouve situé dans ’espace osculateur d’ordre ¢ + 1 de la
surface au point M qui est déterminé par les vecteurs ey, e, ..., €., € 5.
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On en voit, d’aprés (2.23), que X/ = 0 (j = 24 4 3, 25 + 4, ..., n) pour chaque
0, & condition que n > 2¢ 4 2. Il en résulte, d’aprés (2.24), que

P;i~1,1 = p;i_l,z = P;m = p;i,Z =0 (j=20+3,2i+4,...,n)
et le systéme (2.22) entraine les équations
wh 1=0, wh=0 (j=2 +3,2%+4,...,n) (2.25)

qui expriment les suppositions au sujet des vecteurs ey, €4 du 1™ espace
principal de la surface. Les formes w qui figurent dans (2.25) n’existent pas
dans le cas ol n = 27 2.

La courbe C peut étre définie par les formules de Frenet et on a, en particulier,

d£+1M
“deF1 = (-..) + a5 ...a;n;,

n; étant le vecteur unitaire de la i¥™ normale de la courbe en question et
Pexpression (...) non écrite n’étant qu’une combinaison linéaire des vecteurs
unitaires de la tangente et de la premiére jusqu’a I’(i — 1)¥™ normale de la
courbe C. Il en résulte en vertu de (2.23) que les X2+1 X2+2 sont les coordon-
nées du vecteur de la i*™ courbure scalaire de la courbe €' au point M. Donc,
les expressions (2.24) fournissent, pour j = 2¢ 4 1, 2i + 2, les équations para-
métriques de I'indicatrice de courbure normale d’ordre ¢ de la surface au point
M, ces coordonnées étant déterminées par rapport & la base formée par les
vecteurs e,;,,, €4, du i%™ espace principal.

Ces formules mettent en évidence que l'indicatrice de courbure normale
en question est une ellipse de centre M sur la surface. On en voit le résultat
suivant:

Lindicatrice de courbure normale d’ordre i, dans un point M quelconque de la
surface M(1) & m — 1 circonférences de courbure normale localement sphériques,
plongée dans un espace S,., a n + 1 (>2i + 3) dimensions, est nécessairement
une ellipse dont le centre se confond avec le point M.

Or lindicatrice de courbure normale d’ordre ¢ doit étre, d’apres les supposi-
tions précédentes, une circonférence de rayon que nous désignons par B, R, ...
... R;; nous le regardons comme une fonction positive des parameétres du point
M sur la surface. Pour que cette indicatrice soit une circonférence, il faut et il
suffit que ’équation

(X2i+1)2 + (X2i+2)2 — (Rle . Rz)z
soit satisfaite par les valeurs (2.24) pour chaque @. Cela donne par un calcul

facile les relations
2741 2,2 2

(pzi-u)z + (p25;1,1)2 = (7)35;},2)2 + (sz 1,2)2 = R? s

241 21 2.2 2,12 0

Pai-11 Poil1p + Po; 11 Paisre =
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Or, apres avoir fait, au besoin, un choix convenable des vecteurs e,,,,, €52
situds dans le %™ espace principal, on peut s’arranger que le repére normal B
au point M soit tel qu’on ait les relations

2041 21 21 201

Yoi—11 = B, py 12=Pz1 =0, g = —R;,

2,42 2.2 27+ 2 2; 2

P2;an =0,  Poi 12 = Va1 = R, pas =0
et qu’on puisse satisfaire aux équations précédentes par les valeurs en question.
Le repére R étant choisi d’'une telle maniere, les équations paramétriques de

Pindicatrice de courbure normale d’ordre ¢ prennent, d’apres (2.24), la forme
X1 =RR,...R;cos(v +1)®, X**2=RR,...R;sin(t+ 1)@

et les relations linéaires (2.22) dans lesquelles j = 27 4+ 1, 2¢ + 2 s’écrivent

o3 1= R, wi'l=Rw*, oy''=—Row, 0y'?=Ro'. (2.26)

Les équations précédentes (2.25) et (2.26) fournissent, dans le cas de k = 1,
la version analytique des propriétés considérées des surfaces M(1). Les
équations en question et celles du systéme (2.18) avec k=1,2,...,7 — 1
entrainent un systéme d’équations différentielles qui est de la méme forme
(2.18) et qui est vrai pour k = 1, 2, ..., ¢, & condition d’y supprimer, dans le cas
de n = 2¢ 4+ 2, les équations résultant de celles qui sont écrites dans la
derniére ligne pour k& = ¢. En méme temps, nous avons établi que les équa-
tions paramétriques de I'indicatrice de courbure normale d’ordre ¢ prennent
la forme supposée (2.19), a condition d’y poser k = <.

En définitive, nous avons obtenu dans les considérations précédentes, apres
avoir fait un choix convenable du repére normal R, les formules analytiques
qui expriment les propriétés considérées des surfaces M(1) a m — 1 circonféren-
ces de courbure normale localement sphériques.

2.3. On voit ainsi que les surfaces M(1) a m — 1 circonférences de courbure
normale localement sphériques, §’il en existe, peuvent étre définies par le
systéeme d’équations différentielles suivant

WO =wd=wt=...=w"=0,
0l =TVo', w)=To?, wZ:wﬁ:...:w’;:O,
w:ﬁf}:Rkwl; wgzii:Rsza wglkcz lz_Rsz’ wgi+2:Rkwl’ (227)
S S

k=12,....m— 1),
le groupe d’équations résultant de celles qui sont écrites dans la derniére ligne
pour k = m — 1 étant & supprimer si n = 2m.
Nous allons chercher les conditions d’intégrabilité du systéme (2.27) en

supposant que la distance V du plan de la circonférence de courbure mormale
d’ordre 1 du point correspondant de la surface soit constante. Nous nous bornons
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au cas énoncé dans toutes les considérations qui suivent. Cette supposition
nous permet de démontrer le théoreme suivant qui répond a la question de
Pexistence et de la généralité des surfaces M(1) en question.

Théoréme 2.1. La distance V du plan de la circonférence de courbure normale
localement sphérique d’ordre 1 du point correspondant de la surface étant constante,
il existe, dans un espace quelconque S, ., (n = 2m) @ n + 1 dimensions & cowr-
bure constante, des surfaces M(1) & m — 1 circonférences de courbure normale
localement sphériques et elles dépendent, en général, de 2(n — m — 1) fonctions
d’une variable.

Démonstration. Pour procéder d’'une maniére simple, nous déduirons
les relations extérieures quadratiques qui résultent par différentiation
extérieure des équations écrites dans les deux premiéres lignes du systéme
(2.27). On a, en vertu des formules de structure, les relations

[wloh] + [wPwy] = 0, [wlof] — [we)] =0,
[wlw)] — [w2wi] = 0, [w'wi] + [020)] = 0
et on en déduit immédiatement
wy=10, wy=0. (2.28)
Or on vérifie facilement que ces relations linéaires n’entrainent aucune relation

nouvelle. Les formules de structure appliquées aux équations résiduelles du
systéme (2.27) donnent les relations quadratiques

dR
[ k] + [0 (0] + 0ff_; — 03it])] =0,

o} + o, — o)) — |02 S| — o,
k

[0}, ] + [00l,] =0, [0'wi,]— [0*0},,]=0
k=12,...m—1;9=2m 4+ 1,2m + 2,...,n),

les équations dans la derniére ligne étant & supprimer si » = 2m. Or, on
peut mettre le systéme indiqué sous la forme

{(wl iw?) (dé" +i.0? + o, — wgl,g;)] =0,

[<w1+m2) (dR" i o T olt, — wa',::%)]:o,

[(@! — i) (@hp—y + i0,)] =0, [(0' +iw*)(@fy—y — 10i,)] =0 (2.29)
k=12,....m—1;7=2m +1,2m 4+ 2,...,n),
a condition d’y ajouter la remarque précédente.

Done, le systéme d’équations différentielles (2.27) qui définit les surfaces
M(1) & m — 1 circonférences de courbure normale localement sphériques,
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entraine les équations (2.28) et les conditions d’intégrabilité du systéme ainsi
obtenu s’expriment par les équations (2.29).

Le nombre de relations (2.29) est évidemment 2(n — m — 1) et il y a, parmi
ces relations, le méme nombre de formes linéairement indépendantes qui
figurent dans les équations (2.29) outre les formes w! et w2 Il en résulte
que le systéme d’équations différentielles (2.27) et (2.28) est en involution
et que sa solution générale dépend de 2(n — m — 1) fonctions arbitraires d’une
variable. Le théoréme précédent se trouve ainsi démontré.

Nous reviendrons aux résultats démontrés dans le théoréme 2.1 et nous les
énoncerons, en vue des considérations ultérieures, d’une maniére plus détaillée

2.4. Maintenant, nous allons étudier les surfaces & circonférences de courbure
normale localement sphériques en supposant » > 1. On a done, en particulier,
la supposition que I'indicatrice de courbure normale d’ordre 2, dans un point M/
quelconque de la surface, soit une circonférence dont le centre se trouve a di-
stance non nulle du point M correspondant de sorte que le second espace prin-
cipal au point M est a trois dimensions.

Nous ferons usage des résultats obtenus dans les paragraphes précédents
qui comprennent les recherches relatives aux surfaces M(1) & circonférences
de courbure normale localement sphériques dans le cas de » = 1. En particulier,
nous avons démontré qu’il est possible de faire correspondre & un point M
quelconque de la surface un repére normal R convenable d’une telle fagon
qu’on a les équations (2.2), (2.8) et (2.11). Rappelons que les équations (2.8)
entrainent les relations (2.13).

En supposant » = 2 conservons le choix antérieur des vecteurs e,, e, dans
le plan tangent, des vecteurs e, e;, e, dans le premier espace principal de la
surface au point M et particularisons le choix du repére R de maniére a prendre,
dans chaque point A/ de la surface en question, les verteurs e;, e;, e, dans le
second espace principal et les vecteurs ey, €y.s (K = 3,4, ..., m — 1) dans
le k¥™ espace principal de la surface. Le second espace principal étant & trois
dimensions, ’espace osculateur d’ordre 3 de la surface au point M est a huit
dimensions et il se trouve déterminé, d’apres le choix indiqué du repére normal
R, par le point M et par les vecteurs e, e, ..., e,. Le point d3M situé dans
I’espace osculateur d’ordre 3 de la courbe au point M peut étre exprimé par
I’équation (2.14), les X7 désignant les expressions (2.15). Ce point étant situé
dans Pespace osculateur d’ordre 3 de la surface au point M, on a X7 =
(j = 8,9, ...,n) pour chaque O et on en obtient, d’apres (2.13), les relations

wé:(), (,0;:0, (U_i:() (j=8,9,...,n).

Les X5, X8, X7, qui restent encore, déterminent les équations paramétriques
de l'indicatrice de courbure normale d’ordre 2 dans le systéme de reférence
qui se trouve déterminé, dans le second espace principal de la surface, par le
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point M et par les vecteurs e;, e, e,. Pour que cette indicatrice soit une cir-
conférence localement sphérique de rayon R, R, et de centre & distance V'
non nulle du point M, il faut et il suffit qu’il existe un point de coordonnées
x5, 28, 27 tel qu’on a pour chaque O
(X5 — 292 4 (X0 — af)t 4 (X7 — 27) = (BB,
(X5 — a8) a® + (X6 — %) af + (X7 —a®)a" =0, (2.30)
les coordonnées x5, 2%, 27 satisfaisant a I’équation suivante
(@) + (@) + (@) =T
Nous allons supposer que le rayon de I'indicatrice et la distance de son plan
du point correspondant de la surface soient des fonctions positives des para-
meétres dont dépend la position du point M sur la surface. Or on peut choisir
les vecteurs e;, e;, e, dans le second espace principal de la surface de maniére
4 avoir % = 0, 2° = 0, 27 > 0 et, par suite, & prendre les équations (2.30)
sous la forme
(X9 (X0 = (R,Ry), X7 =V,
Or la deuxiéme de ces équation s’annule, d’aprés (2.15), pour chaque © seule-
ment si
VI
25y + Pl = — (2Ph + pla) = 20% — 3pla — — (2Ph — 381) = 1
1
Pie = Ph = 0.

On en voit que V' = 0 et cela est en contradiction avec ’hypothese faite au
sujet de la distance en question.

Le raisonnement précédent permet d’énoncer le résultat suivant sur les
surfaces & circonférences de courbure normale localement sphériques:

St Uindicairice de courbure normale d’ordre 1, dans un point M quelcongue
de la surface, est une circonférence localement sphérique dont le centre se trouve
a distance non nulle du point M et si Vindicatrice de courbure normale d’ordre 2
est aussi une circonférence localement sphérique, alors som centre se confond
avec le point M. '

La propriété précédente ne dépend pas de la supposition faite au sujet de la
distance V. Or la distance V étant constante, on peut énoncer le théoréme
supplémentaire qui se rapporte a I'existence des surfaces M(1):

Théoréme 2.2. Pour qu’il existe une surface M(r) & m — 1 circonférences de
courbure normale localement sphériques, plongée dans un espace S,y (n + 1 =
=2m 4 1) & n + 1 dimensions & courbure constante, il faut et il suffit quon
ait r = 1.

Démonstration. Ce sont les considérations précédentes et le résultat
énoncé dans le théoréme 2.1 qui fournissent la démonstration du théoréme
en question.
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Les centres des circonférences de courbure normale localement sphériques
des différents ordres, dans un point M quelconque de la surface considérée,
se confondent avec le point M, & la seule exception du centre de la circonté-
rence de courbure normale d’ordre 1 qui est & distance non nulle du point 47.
Le double du vecteur déterminé par le point M et par le centre correspondant
de la circonférence de courbure normale d’ordre 1 est, par définition, le vecteur
de courbure moyenne de la surface aw point M. On en voit que, dans tous les points
de la surface en question a circonférences de courbure normale localement sphéri-
ques, la longuewr du vecteur de courbure moyenne est constante et différente de
zéro.

Dans la suite, les recherches relatives aux surfaces & m — 1 circonférences
de courbure normale localement sphériques se bornent, en vertu des résultats
précédents, a I’étude des surfaces M(1) que nous désignons M tout simplement.
Rappelons que nous allons étudier les propriétés des surfaces M sous la supposi-
tion que la distance V soit constante le long de la surface en question.

2.5. Revenons a la question de 'existence et de la généralité des surfaces M.
Le nombre de fonctions d’unrie variable dont dépend la solution générale du
systéeme d’équations de Pfaff (2.27) et (2.28) éprouve une diminuation si I'on
admet que quelques formes différentielles qui figurent dans les équations (2.29)
en outre des formes w! 4 tw? s’annulent identiquement. In laissant de c6té
le cas spécial des surfaces M qui jouissent de la propriété d’avoir les R, con-
stants et qui serons traitées dans un Mémoire ultérieur il semble qu’il soit utile,
comme on le verra plus tard, de distinguer les considérations correspondantes
suivant que toutes les formes d’un des deux systemes

O 1+ 10y, Ohmy — (0 (G =2m +1,2m + 2,...,n) (2.31)

s’annulent ou bien ne s’annulent pas identiquement, a condition que les formes
en question n’existent pas dans le cas n = 2m. Sitoutes les formes qui appartien-
nent & un de ces deux systémes s’annulent identiquement, on vérifie par un
calcul facile que les équations de Pfaff correspondantes n’entrainent, par la
différentiation extérieure, aucune relation nouvelle. On en voit que le nombre
total de fonctions d’une variable dont dépend la surface en question dans le
cas mentionné diminue de n — 2m fonctions.

Dans la suite nous allons discuter trois cas de surfaces M a m — 1 circonfé-
rences de courbure normale localement sphériques. Pour cela, nous désignerons
par M, chaque surface M de I'espace S,., qui jouit de la propriété qu’au moins
une forme de chacun des deux systémes (2.31) soit différente de zéro. Dans ce
cas, la dimension de l'espace S,,, satisfait & l'inégalité n = 2m + 1. D’une
maniére analogue, nous désignerons par M, chaque surface M de l'espace S,,,,
si au moins une forme d’un des deux systémes (2.31) est differénte de zéro
tandis que toutes les formes de lautre systéme s’annulent identiquement;

pour plus de netteté, nous allons supposer dans la suite que ce soient les formes
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Ohm 1 0%, (= 2m 4 1,2m + 2, ..., n) qui s’annulent identiquement. On
a pour la dimension de I’espace S, , la méme inégalité que dans le cas précédent.
Finalement, nous désignerons par M, chaque surface M de l’espace §,.,,
pour laquelle toutes les formes des deux systemes (2.31) sont nulles. La di-
mension de 'espace §,,, satisfait a I'inégalité » = 2m dans le cas considéré.

En vue des remarques qui précedent et de la distinction considérée des sur-
faces M nous pouvons énoncer, d’'une maniére plus précise, les résultats
antérieurs concernant l’existence et la généralité des surfaces en question:

Les surfaces M,, ou bien M,, ou bien, finalement, My & m — 1 circonférences
de courbure normale localement sphériques existent dans un espace S,, ., quelconque
& courbure constante et elles dépendent, en général, de 2(n — m — 1), ou bien de
n — 2, ou bien, finalement, de 2(m — 1) fonctions d’une variable.

Dans la suite, nous traiterons les deux cas de ¢ & 0 et de ¢ = 0 simultanément,
les considérations que nous avons en vue ne différent pas formellement dans
ces deux cas.

3. Deux types de surfaces a circonférences de courbure normale localement
sphériques

3.1. Nous avons démontré dans les considérations du chapitre précédent que,
chaque surface M & m — 1 circonférences de courbure normale localement
sphériques se trouve déterminée, dans un espace S,,, (n = 2m) & n 4+ 1 dimen-
sions a courbure constante ¢, par le systéme d’équations différentielles (2.1),
dont les coefficients satisfont, le repére normal R attaché & la surface étant
convenablement choisi, aux équations (2.27) et (2.28). Le systéme correspondant
est le suivant

dM = ole + w?e,,
de, = —Tow'e, —Vwe,,
de, = —co'M + Vole, + wle, + R,w'e; + R w?e,,
de, = —cw*M + Vole, — wie, — R w2e; + Row'e,,
2%
dey,y, = — Ry 0ley_y + By w2ey_; + wor 185 -+ Broley,,, + Riwey, s,
. 2k
dey, = —Ry  w’ey 3 — By o'ey 5 — 0a_18my — Biw’ey,, + Riow'ey. .,
n
— 1 2m )
de2m—1 = _Rm—lw €om—3 + Rm—lwzez'm—z + Wom_1%m + Z Lom _18; » (31)
j=2m41
n
2m j
de,, = —R, 0%y _3— R, 0'€,, s — Com_1€m—, + Z ©ome;
j=2m+1
n
_ 3 n j
de, = —Wm_18m- — Vem€am + Z W5,€;

j=2m4+1

(k=2,3,...m —Lh=2m+1,2m 4+ 2,...,n),

et nous y admettons les deux cas possibles ¢ & 0 et ¢ = 0.
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Ce systeme avec les équations de structure (1.7) peut étre envisagé comme
définissant, dans I'espace projectif P, a n + 1 dimensions, une surface qui
est le lieu du point M, et en méme temps un repére mobile R, attaché a chaque
point de cette surface, dont les sommets sont, par rapport a un systeme de
référence fixe, les fonctions M, €y €, ..., €,.

Introduisons dans les considérations suivantes un nouveau repére mobile,
dont les sommets sont les points linéairement indépendants

1 . . ’
M, Ey= M + 7V e, b= ey_,t+iey, FE_= ey, — i€y, €mi, .\ €y
k=1,2,...,m) (3.2)
de I’espace P, ;. En posant
Q= ! + w2, 0271= o' —in?, (3.3)

il est facile & voir que, le systéme d’equations différentielles, qui définissent
les surfaces en question, peut étre remplacé par un systéme équivalent de la
forme

dM = 307, 4+ }QE_,,
B, = o,
A, — —(V*+c) QM + V*QE, — io’E, -+ ROE,,
dE_, = — (V2 4 ¢) Q7'M + V2Q'E, + ioiE_, + R .Q'E_,,
dE, = —R,,Q'E,, —iosm B, + ROQE,,,,
dE_k = _Rk_IQ_IE__(k_)_) + iwgllelE~k + Rk‘QlE—(k+1) ) (3'4)
dB, = —Rp QE,, —iogp B, + 3 (@ a1+ io) e,
j=2m 1
dE—m = —Rm—pg?—lE—(m—l) + iwz:'n’b . IE—m + 22 (w;m~1 - i(l)';m) €,
j=2m+1 i
de, = “é‘(wg‘m_1 - ’iw;bm) E, — %(wgm-l + 9:Ol)gm) L_, + z wiei

j=2m+1

(k=23,...m—Lh=2m+1,2m+ 2,...,n).

Dans ce qui suit, nous ferons usage du systéme précédent pour la recherche
des propriétés des surfaces en question. Remarquons pour cela qu’il faut
distinguer, en vertu de la forme du systéme (3.4), deux cas suivant que
V2 4+ ¢ + 0, ou bien V2 + ¢ = 0; on a nécessairement ¢ + 0 dans le cas V2 -+
-+ ¢ = 0 tandis que la valeur de la constante ¢ est sans importance dans le
cas V24 ¢ % 0.

Maintenant, nous faisons une remarque et une convention qui nous sera
utile dans ’étude ultérieure des surfaces considérées. Dans ce but, nous écrivons
P’équation de la quadrique A par rapport au systéme de référence de I'espace
P,., qui se trouve déterminé par les points linéairement indépendants
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M, E, e, e, ..., e, Par rapport & ce systéme de référence chaque point X
de l'espace P, ., peut étre exprimé sous la forme

X =2aM + 2°E, + x'e, 4+ ... + 2"e,, (3.5)
les z, 2°, z, ..., " étant les coordonnées du point X par rapport au systéme
considéré. Si nous désignons par z, 2°, z%, ..., 2" les coordonnées du méme

point X par rapport au systéme de référence R, nous obtenons, d’apres (3.5),
(1.2) et d’apres I’équation qui définit dans (3.2) le point £, les relations
- - 1 _ :
r=x 42", 22=—=-2", aF=2F¢ (k=1,2,...,n)

14

qui expriment la transformation des systémes de référence en question. En
substituant les expressions précédentes dans les équations (1.1) et (1.8) on
voit que I’équation de la quadrique A est la suivante

L@ @ g @) @ @R =0, (3.6)
si ¢ 4 0, ou bien
x4t =0, %(wo)z—}—(xlﬁ—l—...+(x")2=0, (3.7)

si ¢ = 0. Dans les équations (3.6) et (3.7) nous avons omis les barres au-dessus
des lettres «. Dans la suite, nous employerons le systéme de référence, par
rapport auquel la quadrique A se trouve déterminée par I’équation (3.6), ou
bien (3.7).

3.2. D’apres les considérations précédentes, chaque surface M plongée dans
Pespace S, ., a courbure constante ¢ détermine une surface définie de I'espace
projectif P,,;, qui est exprimée analytiquement par le systéme d’équations
différentielles (3.4). Par contre, chaque surface qui se trouve déterminée,
dans l’espace projectif P, ,, par le systéme d’équations différentielles (3.4)
définit, dans I’espace S,,; & courbure constante ¢ qui se forme de I’espace P,
par le choix d’une quadrique A pour I’absolu, une certaine surface M & m — 1
circonférences de courbure normale localement sphériques. Les réalités indiquées
nous donnent le droit d’employer la notation M pour les surfaces qui se trouvent
déterminées, dans 1’espace projectif P,,,, par le systéme mentionné (3.4).

Cela étant, nous pouvons énoncer le théoréme suivant:

Théoréme 3.1. Le point E, est fixze en position et il est attaché, d’une maniére
univoque, & la surface M de Uespace projectif P, .

Démonstration. Cette affirmation résulte immédiatement du systéme
{3.4). _

Cette circonstance nous donne la possibilité de décrire une connexion entre
les surfaces M en question et celles qui sont plongées dans un espace & n dimen-
sions et qui jouissent, du point de vue métrique, de la propriété que toutes
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les indicatrices de courbure normale, en nombre de m — 1, sont des circonféren-
ces centrées au point correspondant de la surface. En méme temps, on voit
ainsi apparaitre la possibilité de déduire la signification géométrique de la
constante V2 4 ¢ qui figure dans les équations du systéme (3.4).
Considérons un espace projectif R, & n dimensions dontleséléments sont des
droites de 'espace P, ,, passant par le point E, fixe et désignons par X° la
droite qui passe par deux points différents X et £, de l'espace P, ,,. Il est

possible de faire correspondre a un repére quelconque M, ey e, ..., e,, ou
bien M, E,E,E_,,...,E, E_,, ey, ...,e, de lespace P,,, un repere
formé par des droites M°, e}, ..., €2, ou bien M°, B, B® ..., B, E° ., €30i1s - -

..., €2 de l'espace R,. Cela étant, la projection, prise du point E,, des points
gitués sur la surface M est une variété conique plongée dans 'espace R, et &
chaque droite génératrice M° de cette variété se trouve attaché un repére
mobile dont nous venons de parler. D’apres (3.4), la variété en question est
déterminée dans I'espace réglé R, par le systéme d’équations différentielles

dMe = 30Q7H + JO'E°,,

d_Eg = __(V‘Z + C) oLy iwﬁE‘{ + Rl.Q_lEg ,

dE® , = — (V2 + ¢) 2-10° + i0?E° , + R, Q'E°, ,

dEy = —R, QB., —iwy By + RO7ER,,, (3-8)

dE°, = _Rk—1Q_1E9-(k 1y iy By + nglEo_(k ‘1

dE?n = _Rm—l‘QlE?n_l - ia:g;ﬁ-lEgn + Z (a»‘gm, 1+ Zajzm) e? >
j=2m i1

dEEm: —#Rm'—]Q—IEo—(m—l} + iw§z~1Egm + 22 (U)gm,l - ?’wJZm) e;) s
j=2m+1

def = —}(@om_1 — 0in) B — Hozp o+ i03n) B2+ > e

j=2m+1

k=23,...m—Lh=2m+ 1,2m -+ 2,...,n).

Dans la suite, pour plus de simplicité, nous allons regarder chaque droite
passant par le point E, de 'espace P,, comme un point de U'espace R,. Donc,
les points de cet espace sont des droites analytiques de I’espace P, ,. Les points
Mo, €, €S, ..., e0 de Pespace R, étant linéairement indépendants, ils forment
une base analytique de cet espace de sorte que chaque point analytique X°
de I'espace en question peut étre exprimé comme une combinaison linéaire des
points fondamentaux de la base considérée. En vertu des conventions précé-
dentes et d’aprés I'équation (3.5) écrite sans barres au-dessus des lettres z
et I’équation qui définit dans (3.2) le point E,, on voit que la combinaison
linéaire indiquée est la suivante

X0 = aM° + z'ed 4 a2 4 ... + amel . (3.9)

‘Dans cette équation les z, 21, ..., 2" sont les coordonnées du point analytique

X?° par rapport au systéme de référence considéré.

420



On vérifie facilement, en utilisant les équations du systéme (3.8), que la
quadrique K, donnée dans le cas de V2 - ¢ & 0 par I'équation
1 2% ! )2
s @+ @ e @) =0, (3.10)
est fixe. De méme, on obtient dans le cas ot V2 + ¢ = 0 que la quadrique K,
donnée par les équations

=0, @)24L.. 4+ @)2=0, (3.11)

est fixe.
Désignons par T, espace & n dimensions subordonné a I'espace projectif R,
et déterminé par le choix de la quadrique K pour ’absolu. Alors, la signification
géométrique de la constante V2 4 ¢ peut étre exprimée par le théoréeme suivant:

Théoréme 3.2. La constante V2 -+ ¢ est la courbure de Uespace T, que est formé
dans Uespace R, par la quadrigue K regardée comme Uabsolu.

Démonstration. Les affirmations du théoréme précédent résultent facile-
ment des considérations contenues dans les remarques préliminaires du pre-
mier chapitre et des équations (3.8), (3.10) et (3.11).

Remarquons que l'espace T, en question est un espace non-euclidien dans
le cas ot V2 + ¢ # 0 et 'espace euclidien dans le cas de V2 + ¢ = 0.

3.3. Dans les considérations suivantes, qui concernent, pour la plupart,
les recherches des propriétés projectives caractéristiques des surfaces M en
question, nous distinguerons deux cas qui se trouvent déterminés par la valeur
de la constante V2 + ¢ et nous les traiterons séparément. Les résultats précé-
dents montrent que ces deux types de surfaces se distinguent, du point de vue
géométrique, par la métrique qui est définie dans l’espace R, par la quadrique K.
Cette métrique étant non-euclidienne (V2 4 ¢ + 0), nous appelerons la surface
M correspondante surface du type nonm-euclidien sans tenir compte de la
métrique de l'espace S, qui peut étre soit euclidienne (¢ = 0) soit. non-eucli-
dienne (¢ + 0). La métrique de l'espace T, étant euclidienne (V2 + ¢ = 0),
nous appelerons la surface M correspondante surface du type euclidien;
dans ce cas la métrique de lespace §,,, doit étre non-euclidienne (¢ =+ 0).

4. Surfaces du type euclidien 3 circonférences de courbure normale localement
sphériques

4.1. Dans ce chapitre, nous allons nous occuper des propriétés des surfaces M
du type euclidien. Analytiquement, ces surfaces se trouvent définies par le
systéeme d’équations différentielles (3.4), dans lequel il faut poser V2 + ¢ = 0.
L’espace S,,, devant étre non-euclidien dans ce cas, la quadrique absolue A
de cet espace est donnée par I'équation (3.6). En examinant les propriétés
projectives de la surface M nous allons la regarder comme une surface d’un
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espace projectif P, ,, définie par le systéme (3.4). En passant de ’espace P,
a ’espace non-euclidien §, ., nous allons supposer que la quadrique mentionnée
A possede la propriété d’étre 'absolu de I'espace non-euclidien §,, ;.

Désignons par M° la projection, prise da point E, correspondant, de la
surface M. Alors, la projection M° en question est une variété conique de
Vespace P, ., et elle peut étre regardée comme une surface de l'espace R,,
définie par le systéme d’équations différentielles (3.8), danslequelon a V2 + ¢ =
= 0. L’espace T, est euclidien dans le cas considéré et il se forme de 'espace R,
par le choix de la quadrique K, donnée par les équations (3.11), pour I’absolu.

La quadrique K est une variété conique de I'espace P,,, dont le sommet se
trouve au point X; le rapport de cette quadrique avec la quadrique A est
fourni par le théoréme suivant:

Théoréme 4.1. Le point B, attaché ¢ la surface M du type euclidien est situé
sur la quadrique A. La quadrique K est la quadrique d’intersection de la quadri-
que A et de son hyperplan tangent Q av point E,.

Démonstration. On voit facilement, en vertu de (3.6) que le point E, se
trouve situé, sous la supposition V2 4 ¢ = 0, sur la quadrique A et que I’équa-
tion de ’hyperplan tangent @ a la quadrique A au point E, est

x=0. (4.1)

Done, la quadrique d’intersection de ’hyperplan @ et de la quadrique A est
déterminée par les équations (3.6) et (4.1) que 'on peut mettre sous la forme
(3.11). Or, ces équations déterminent la quadrique K comme un objet formé
par des droites de ’espace P, ,,. On en voit la justesse des affirmations énoncées.

Maintenant, nous allons déduire la propriété suivante des surfaces M du
type euclidien: )

Théoréme 4.2. La surface M du type euclidien se trouve située sur la quadri-
que M qui est contenue dans le faisceau de quadriques, déterminé par la quadri-
que A et par Uhyperplan double @ qui est tangent & la quadrique A aw point E,,.
Dans Vespace non-euclidien S, ., & Uabsolu A la quadrique M est une hypersphére
de centre au point B,,.

Démonstration. En désignant, d’une maniére habituelle, les coordonnées
du point M de la surface M on a, d’aprés les remarques figurant dans les
explications préliminaires, une équation de la forme

1 1 1

+ @ ) g @) @+ @)= (4.2)
La droite M° passant par les points M et E, de espace P, ,, peut étre regardée
comme un point de I'espace R, et on a pour les coordonnées de ce point une
équation de la forme

z=1. (4.3)



Les deux équations (4.2) et (4.3) sont remplies par les coordonnées du méme
point M situé sur la surface®en question et elles entrainent une équation
nouvelle

L@ @ g @ )k @R L @R =0, (44)

On en voit que les points de la surface M du type euclidien se trouvent situés
sur I’hypersurface quadratique M qui est définie par I’équation (4.4). En outre,
cette équation montre la relation mutuelle des deux quadriques M et A qui
est énoncée dans le théoréme précédent.

En prenant la quadrique A pour l'absolu de I'espace non-euclidien S, ;
correspondant, la quadrique M devient, dans la métrique ainsi déterminée, une
hypersphére de Pespace §, ;. La démonstration du théoré¢me précédent est
ainsi accomplie.

Alors, chaque surface M du type euclidien apparait, en vertu des résultats
du théoréme 4.2, comme une surface sphérique plongée dans un espace non-
euclidien S, ;.

4.2. Considérons la projection, prise du point correspondant E,, de la
surface M du type euclidien dans un espace P, & n dimensions qui ne passe pas
par le point E,. Cette projection est parfaitement déterminée par la variété
conique qui se trouve engendrée par les droites joignant le peint E, et les
points de la surface considérée et qui peut étre regardée comme une surface A°
plongée dans l'espace R,. Or il existe une correspondance biunivoque entre
les projections, dans un espace P, quelconque, des points de la surface M et
entre les points correspondants de la surface M° de 'espace R, et celanous met
en mesure d’énoncer les résultats relatifs & la projection de la surface M en
nous bornant & la surface M¢ de I’espace R,. Dans le cas considéré des surfaces
du type euclidien, on peut induire & 'espace R, une métrique euclidienne
moyennant la quadrique K, donnée par ’équation (3.11), et parler de I'espace
euclidien T,.

Théoréme 4.3. La projection, prise du point K, de la surface M du type
euclidien est une surface M° qur jowit, dans la métrique euclidienne déterminée
par Uabsolu K, de la propriété que les indicatrices de courbure normale, en nombre
de m — 1, dans un point M° quelconque de cette surface sont des circonférences
centrées au point M.

Démonstration. Analytiquement, chaque surface M du type euclidien
se trouve déterminée par le systéme d’équations différentielles (3.4) avec la
valeur 72 4 ¢ = 0. La variété conique, qui projete la surface M du point K,
correspondant, est une surface M° plongée dans I'espace R, et déterminée par
le systéme d’équations différentielles (3.8), oit V2 4 ¢ = 0. Or on trouve facile-
ment, en comparant ce systéme avec les résultats du Mémoire [1] de M. O.
Boruvka, que le systéme en question définit, de fagon analytique, les surfaces
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qui jouissent, dans espace euclidien T, & ’absolu K, des propriétés métriques
énoncées dans le théoreme précédent. Les affirmations de ce théoréme sont
ainsi démontrées.

D’apres les remarques préliminaires de ce paragraphe nous avons démontré
que la projection, prise du point K correspondant, de la surface M du type
euclidien dans un espace P, quelconque qui ne passe pas par le point &, est
une surface qui jouit, du point de vue métrique, des propriétés déerites dans le
théoréme 4.3. On obtient la métrique euclidienne correspondante en choisissant
pour Pabsolu la quadrique d’intersection de I'espace P, et de la quadrique K.
En vertu du théortme 4.1, cette quadrique absolue est une projection, prise du
point E,, de la quadrique A dans 'espace P,. Rappelons que chaque surface #M°
est une surface minimum & m — 1 circonférences de courbure normale, plongée
dans l'espace euclidien & n dimensions. Dans ce qui suit, nous allons faire
usage des résultats obtenus dans le Mémoire [3] au sujet des surfaces en ques-
tion.

Les équations (1.6) et (2.2) montrent que les courbes définies par I’équation
différentielle 2 = 0, ou Q- = 0 sont des courbes minima de la surface M.
Pour donner des propriétés des courbes minima en question, rappelons que
nous avons dénommé, dans le Mémoire [3], chaque réseau conjugué d’un
espace projectif P, & n dimensions réseau conjugué (U) si sa suite des trans-
formations laplaciennes s’arréte, dans les deux sens, apres la premiére trans-
formation & la maniére de Laplace aux courbes, qui sont situées elles-mémes,
ainsi que leurs espaces osculateurs d’ordre m — 1, sur une quadrique réguliere
d’un sous-espace linéaire 5 n — 1 dimensions de 1'espace projectif P,.

Dans ce qui suit nous allons traiter le réseau conjugué (U) qui se trouve
défini dans 'espace projectif R, moyennant la quadrique K. Cette quadrique
étanv parfaitement déterminée par la quadrique A de Vespace P,., et par le
point E, attaché & la surface M, nous désignons par (U), le réseau conjugué (U)
en question.

Cela étant, nous pouvons énoncer la propriété suivante des courbes minima
sur une surface M du type euclidien:

Théoréme 4.4. Les courbes minima sur la surface M du type euclidien forment
un réseau de courbes, dont la projection, prise du point B, est le réseau conjugué
(U) 4 sur la sierface MO, plongée dans Uespace euclidien T,.

Démonstration. En regardant la surface M comme une surface plongée
dans un espace projectif P, , et définie par le systéme d’équations différen-
tielles (3.4), on vérifie sans aucune difficulté que les courbes exprimées par
Péquation différentielle Q10Q-1 = 0 forment un réseau de courbes. D’apres
(3.8), la projection, prise du point K, de ce réseau est un réseau de courbes
D101 = 0 sur la surface M° de 'espace R,. Or ces courbes apparaissent, dans
la métrique euclidienne induite par ’absolu K, comme les courbes minima

424



sur la surface minimum M° & m — 1 circonférences de courbure normale. Cela
étant, remarquons que nous avons démontré dans le Mémoire [3] que, les
courbes en question forment le réseau conjugué (U),. Il en suit la justesse
des affirmations contenues dans le théoréme précédent.

Nous utiliserons les résultats démontrés dans ce qui précede pour la recher-
che des propriétés projectives caractéristiques des surfaces # du type euclidien.
Nous allons distinguer les considérations correspondantes du point de vue du
paragraphe 2.5, ol nous avons obtenu trois classes différentes de surfaces
en question.

4.3. Tout d’abord, nous explorerons les surfaces M, du type euclidien et nous
démontrerons le théoréeme suivant:

Théoréme 4.5. Pour qu'une surface de Uespace projectif P,., (n = 2m + 1)
a n + 1 dimensions puisse étre définie comme une surface M, du type euclidien,
plongée dans un espace non-euclidien S, ., & n 4 1 dimensions, il faut et il suffit
qu'il existe un point E, fixze situé sur une quadrique réguliére A de Uespace
P, ., et que la surface en question soit douée d’un résean, dont la projection, prise
du point B, est le réseauw conjugué (U), de Vespace projectif R,. Les courbes
engendrées apreés la premiére transformation du réseau (U), dans un sens et dans
Vautre peuvent étre arbitraires, a la condition prés, qu’ aucune d’entre elles n’est
plongée dans un sous-espace linéaire @ m — 1 dimensions de Uespace R,,.

Démonstration. Tout d’abord, nous allons démontrer que chaque surface
M, du type euclidien & m — 1 circonférences de courbure normale localement
sphériques jouit des propriétés projectives mentionnées. Pour cela, nous la
regardons comme une surface de l'espace projectif P,., et nous rappelons
que, d’apres les théorémes 3.1 et 4.1, il existe un point E, fixe qui est situé
sur la quadrique A et qui est attaché, d'une maniére univoque, & la surface
en question. Les courbes minima de la surface M, forment, d’aprés le théoreme
4.4, un réseau de courbes, dont la projection, prise du point E,, est le réseau
conjugué (U), sur la surface M° de I'espace R,. Pour finir cette démonstration
il ne reste qu’a démontrer les affirmations quise rapportent aux courbes formées
apres la premiére transformation du réseau (U), dans un sens et dans 'autre.
Or, cette affirmation se trouve démontrée dans le théoréme 2.2 du Mémoire [3].
Done, chaque surface M, du type euclidien & m — 1 circonférences de courbure
normale localement sphériques jouit des propriétés projectives en question.

Par contre, supposons maintenant qu’il soit possible de faire correspondre
4 une surface de 'espace projectif P, ., un point E, fixe sur la quadrique A et
que la surface en question puisse étre douée d’un réseau de courbes, dont la
projection, prise du point H, est le réseau conjugué (U), de espace projectif R,,,
ce réseau jouissant des propriétés décrites plus haut. Cela étant, nous démon-
trerons qu’'une telle surface peut étre regardée comme une surface M, du type
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euclidien qui jouit, dans un espace non-euclidien S,.,,, des propriétés métriques
en question.

Faisons correspondre & chaque point M de I'espace projectif P,,, un repére
mobile B formé par les points linéairement indépendants M, e, e, ..., e,.
Cela étant, chaque point X de l’espace P,., peut étre mis sous la forme (1.2)
et, en particulier, on a le systéme d’équations différentielles (1.3) qui entrainent
que le point X ne dépend pas de la position du repere si et seulement si les
coordonnées de ce point satisfont aux équations différentielles (1.4). En expri-
mant que la quadrique réguliere A de I'espace P, ., est déterminée, par rapport
a un repeére mobile B quelconque, par ’équation (1.1), on obtient facilement
les conditions (1.5).

On peut évidemment particulariser le repére mobile B attaché a la surface
en question de maniére & prendre les points e, e, dans le plan tangent de la
surface au point M. Ce choix étant fait, on ales équations (2.2), qui entrainent,
d’apres les formules de structure de I'espace projectif, les équations extérieures
quadratiques (2.3). Dans les considérations suivantes, nous particulariserons,
pour procéder d’une maniére simple, le choix du repére R et nous exprimerons
les propriétés énoncées dans le théoréme précédent par des relations analyti-
ques entre les coefficients du systéme (1.4).

Ayant égard aux suppositions faites au sujet des surfaces en question on peut
attacher & la surface considérée de 'espace P, ., un point K, fixe qui se trouve
situé sur la quadrique A, donnée par 1’équation (1.1). Pour exprimer cette
supposition, on peut choisir le point e, du repére mobile R de maniére a prendre
ce point sur la droite déterminée par les points M et E,. Cela étant, il existe
une fonction V, différente de zéro, des paramétres dont dépend le choix du
repére attaché a la surface, telle que 'on a

1
Bo— M + 5 . (4.5)

Le point B, étant fixe en position, on peut déterminer une fonction convenable g
des paramétres mentionnés de fagon & avoir dE, = gE, et cette relation donne
d’aprés (4.5), (1.3), (1.5) et (2.2) une équation de la forme

' 1 1 1
wle; + w?ey +d(7) € +7(w10e1 + wge, + ... + wpe,) = g(M + v eo)-

Les points M, e, e,, ..., e, étant lindairement indépendants, 1’équation
précédente entraine que les coefficients des points particuliers s’annulent

1
identiquement. On obtient ainsi ¢ = 0, puis d(F) = 0 de sorte que V est une

constante le long de la surface en question et les coefficients des autres points
entrainent des équations de la forme

2
wg=—Vao', wyg=—TVo?, wy=wj=..=awy=0" (4.6)
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Finalement, en exprimant la supposition que le point E soit situé sur la quadri-
que A donnée par I’équation (1.1), on obtient, en vertu de (4.5), la condition
V24 c=0.

On voit ainsi que les suppositions faites au sujet du point E, attaché a la
surface en question sont exprimées, aprés avoir fait une particularisation
convenable du repére R, par les équations (4.6), ou V est une constante diffé-
rente de zéro qui satisfait a la condition V2 + ¢ = 0.

Maintenant, nous allons exprimer les suppositions qu’il existe, sur la surface
en question de I'espace P,,,, un réseau de courbes, dont la projection, prise
du point E, est le réseau conjugué (U), sur la surface de I'’espace R, jouissant
des propriétés énoncées dans le théoréme que nous démontrons. Dans ce but,
nous allons faire usage du repére qui se déduit du repére considéré R en y rem-
plagant le point e, par le point E, et nous allons supposer que ce soient les
deux familles de courbes Q' = 0 et 2-! = 0 qui forment le réseau en question.

Cela étant, la projection, prise du point £, de la surface considérée de I'espace
P, est une surface de 'espace R, et elle se trouve déterminée, comme on le
voit facilement en vertu des formules (1.3), (1.5), (2.2), (4.5), (4.6) et de la
condition V2 + ¢ = 0, par le systéme d’équations différentielles

dM°® = w'ed + w2ed,
de? = wlel + wle) + ... oled (=1,2,...,n). (4.7)

Les deux familles de courbes 2! = 0 et 2-1 = 0 forment, d’aprés nos supposi-
tions, le réseau conjugué (U), situé sur cette surface et jouissant des propriétés
considérées. Or, les considérations que nous avons faites dans la démonstration
du théoréeme 2.2 du Mémoire [3] montrent que les propriétés en question des
courbes sur la surface de ’espace R, peuvent étre exprimées, le repére attaché
a la surface étant choisi convenablement, par le systéme d’équations

2k + 1 . 2k:1 = 2k 1 . 2k+1 1
a1 + twy T = R, worl] — twy = RO,
2k 2 . o9kl - 1 2k - 2 . ok.3 “H o1
w1 F twy, T = RO, wglf — twy T = — RO,
2k . 3 2k 4 n 2k 3 _ 2ki4 o on
Wop 1= Cop 1= .. =Wep 1=0, g "=wsy " =...=wyg =0 (4.8)

k=1,2...,m —1)

et par la condition qu’au moins une forme de chacun des deux systemes (2.31)
soit différente de zéro.

Done, le systéme (4.8) exprime, d’aprés les considérations précédentes, les
suppositions que nous avons faites au sujet de la surface en question de I’espace
P, .., ces suppositions se rapportant & ’existence du réseau de courbes jouissant
des propriétés indiquées.

On en voit que toutes les suppositions de cette partie de la démonstration
se trouvent exprimées, le repére attaché a la surface étant choisi convena-
blement, par les équations (2.2), (4.6) et (4.8). Ce systéme étant identique au
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systéme d’équations différentielles (2.27) et (2.28), on en conclut que chaque
surface plongée dans I'espace projectif P, ., et jouissant des propriétés projecti-
ves en question peut étre définie comme une surface M, du type euclidien
a m — 1 circonférences de courbure normale localement sphériques, plongée
dans un espace non-euclidien §, . ,. Le théoréme 4.5 se trouve ainsi démontré.

Le théoréme précédent reste valable méme dans le cas le plus simple de
n = 2m -+ 1.

4.4. Nous allons faire attention aux propriétés projectives caractéristiques
des surfaces M, du type cuclidien. Ces propriétés sont fournies par le théoréme
suivant:

Théoréme 4.6. Pour qu'une surface de Uespace projectif P, (n = 2m 4+ 1)
a n -+ 1 dimensions puisse éire définie comme une surface M, du type euclidien,
plongée dans un espace non-euclidien S,,, @ n + 1 dimensions, il faut et il
suffit qu’il existe un point H, fixe situé sur ume quadrique réguliére A de
Vespace P,., et que la surface en question soit douée d’un réseau, dont la pro-
jection, prise dw point By, est le réseau conjugué (U), de Uespace projectif R,.
Les courbes engendrées aprés la premiére transformation duw réseau (U), dans un
sens et dans Uautre pewvent étre arbitraires, & la condition prés, que précisément
une d’entre elles se trouve plongée dans un sous-espace linéaire a m — 1 dimensions
de Uespace R,.

Démonstration. Nousnous bornons a indiquer ces propriétés géométriques
sans nous occuper de la démonstration détaillée du théoréme précédent. En
effet, cette démonstration ne différe pas essentiellement de la démonstration
du théoréme 4.5 et elle s’appuie sur les théorémes 4.1, 4.4 et sur le théoréme 2.3
démontré dans le Mémoire [3].

Le théoréme précédent reste valable méme dans le cas de n = 2m + 1.

4.5 Finalement, nous allons étudier les surfaces M, du type euclidien.
Dans ce cas on peut énoncer le théoréme suivant:

Théoréme 4.7. Pour gu’une surface de Uespace projectif P, ., (n = 2m) ¢ n + 1
dimensions puisse ctre définte comme une surface M; du type euclidien, plongée
dans un espace non-euclidien S, ., & n + 1 dimensions, il faut et il suffit qu’il
existe un point E, fixe situé sur une quadrique régulicre A de Uespace P, ., et
que la surface en question soit douée d’um réseau, dont la projection, prise du
poiné B, est le réseau conjugué (U), de Vespace projectif R,. Les courbes engen-
drées aprés la premiére transformation du réseau (U), dans un sens et dans
Vautre pewvent étre arbitraires, & la condition prés, que toutes les deux se trouvent
plongées dans un sous-espace linéaire & m — 1 dimensions de Uespace R,,.

Démonstration. Les traits principaux de la démonstration du théoréme
précédent coincident avec la démonstration du théoréme 4.5 et ils s’appuient
sur les théorémes 4.1, 4.4 et sur le théoréme 2.4 qui a été démontré dans le
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Mémoire [3]. C’est pourquoi il n’est pas nécessaire de démontrer en détail
le théor¢me précédent.

Si n = 2m en particulier, le théoréme 4.7 reste valable sans changement
quelconque.

Dans le cas mentionné de n = 2m on peut donner une construction géométri-
que simple des surfaces M, du type euclidien qui se trouvent plongées dans un
espace non-euclidien & 2m - 1 dimensions. Pour cela, considérons le systéme
d’équations différentielles qui définit les surfaces en question. Le systéeme cor-
respondant est le suivant

dM = 10'E, + QE_,,

d#, =0,

dE, = VQ'E, —iwiE, + RQH,,
dE_, = V20'E, +iiE_, + R.QE_,,

dEk = ‘-Rlc-quEkvl - 1:(')§II§~1E7C + RICQ_IEIC'H ’ (49)
dEAIc = _Rk—lg_lE—(k—-l) + T nglEmk ‘!‘ R/cQIEf(Ic«H) >
dEm = —”‘Rm—l‘QlEm—l — 40 EZ—IEnz )

dE—m - _R1n~]Q_1E—(m—1) + e ;m_lE—m
k=2,3,...,m—1).

Le systeme (4.9) et les résultats précédents nous permettent de démontrer le
théoréme suivant:

Théoréme 4.8. Une surface M, du type euclidien, plongée dans un espace non-
euclidien S,,., & 2m ++ 1 dimensions, est engendrée, en la regardant comme
une surface de Uespace projectif Py, .., par les points d’intersection des couples
d’espaces générateurs @ m dimensions de la quadrique M, qui passent par les
espaces osculateurs d’ordre m — 1 de deux courbes, situées dans les espaces & m
dimensions qui sont tracées sur la quadrique M et qui passent par le point E,
attaché & la surface en question.

Démonstration. On voit, en vertu du systéme (4.9), que le point £, (E_,,)
décrit une courbe E,, (E_,,) et que 'espace osculateur d’ordre k (k = 1, 2, ..., m)
de la courbe en question se trouve déterminé par les points linéairement
indépendants E,,_i, B ri1s oo B (B _tmi)s B —n-tes1)s - --» B _m). Les considéra-
tions précédentes montrent que les points mentionnés sont situés sur la
quadrique M, qui contient la surface étudiée, et qu’ils sont conjugués deux a
deux par rapport a cette quadrique. On en voit que les espaces osculateurs
d’ordre k de la courbe E,, (E_,,) se trouvent situés sur la quadrique M. Or, on
obtient dans le cas k = ml'espace [EE, ... E,] ([E_E_, ... E_,]) & m dimen-
sions qui est fixe en position, en vertu du systéme (4.9), et qui passe par le
point F, fixe attaché a la surface. Donec, les courbes E,, et E_,, se trouvent
plongées dans des espaces générateurs & m dimensions de la quadrique M,
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ces espaces passant par le point E,; remarquons que les espaces en question
sont contenus dans I’hyperplan tangent @ de la quadrique M au point X,

Choisissons une courbe de la famille Q! = 0 (2-! = 0) sur la surface M,.
Si le point M se déplace sur la courbe choisie, le point E,, (E_,) reste en po-
sition fixe et on vérifie facilement, en vertu du systéme (4.9), que I'espace
[ME,...E,] ((ME_, ... E_,]) reste aussi en position fixe. Or, ’espace con-
sidéré contient 'espace osculateur d’ordre m — 1 de la courbe E,, (E_,) au
point correspondant K, (£_,,) et il dépend d’un paramétre qui est une intégrale
premiére de 'équation différentielle 0! = 0 (2-! = 0). Remarquons qu’on
n’a aucune correspondance entre les espaces osculateurs de ces deux familles.
Les points M, E,, ..., B, (M, E_,, ..., B_,) étant situés sur la quadrique M et
en méme temps conjugués deux & deux par rapport & elle, I'espace [ME, ... B,,]
([ME_, ... E_,)) est un espace générateur de la quadrique M et il passe par
I’espace osculateur d’ordre m — 1 de la courbe E,, (E_,,). On obtient ainsi deux
familles d’espaces générateurs a m dimensions de la quadrique M, ces espaces
passant par les espaces osculateurs d’ordre m — 1 des courbes E,, et E_,, et
jouissant de la propriété que deux espaces arbitraires, qui appartiennent
a des familles différentes, se coupent précisément en un point M de la quadri-
que M. On en voit laffirmation relative & la construction des surfaces M; du
type euclidien.

Remarquons qu’une courbe quelconque du réseau, dont on parle en général
dans le théoréme 4.7, peut étre engendrée de la maniére indiquée si l'on choisit
un point fixe d’une des deux courbes E,, et E_,, et 'espace générateur corres-
pondant de la quadrique M et si 'on construit les points d’intersection de
Pespace en question avec des espaces générateurs de la méme quadrlque qui
appartiennent aux points de I'autre de ces deux courbes.

La construction précédente est une généralisation immédiate de celle des
surfaces du type euclidien, qui se trouvent plongées dans un espace & cing
dimensions a courbure constante et dont I'indicatrice de courbure normale
est une circonférence localement sphérique. Ces surfaces ont été étudiées dans
le Mémoire [2].

5. Surfaces du type non-cuclidien a cireonférences de courbure normale
localement sphériques

5.1. Maintenant, nous allons considérer les surfaces M du type non-euclidien.
Analytiquement, ces surfaces se trouvent définies par le systéme d’équations
différentielles (3.4), dans lequel on a V2 4 ¢ % 0. Dans le cas considéré,
I’espace S, ., peut étre soit non-euclidien soit euclidien et sa quadrique absolue A
est donnée soit, par ’equation (3.6), soit par les équations (3.7). En examinant
les propriétés projectives de la surface M, nous allons la regarder eomme une
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surface d’un espace projectif P,_,, définie par le systéme (3.4).. En passant de
Pespace P, ., & ’espace non-euclidien S, ,,, nous allons supposer que la quadri-
que mentionnée A posséde, dans un cas et dans l'autre, la propriété d’étre
T’absolu de 'espace non-euclidien ou euclidien S, ;.

La projection, prise du point E, correspondant, de la surface M est une
variété conique de I’espace P, ., et elle peut étre regardée comme une surface
plongée dans 'espace projectif R,. Cette surface M° se trouve définie, d’une
maniére analytique, par le systéme d’équations différentielles (3.8), dans lequel
on a V2 + ¢ % 0. Dans le cas considéré l'espace T, est non-euclidien et il
résulte de 'espace R, par le choix de la quadrique K, donnée par I’équation
(3.10), pour I’absolu.

Les théorémes que nous démontrerons dans les considérations suivantes
expriment les propriétés fondamentales des surfaces du type non-euclidien
et ils indiquent suffisamment la distinction entre les propriétés des surfaces
en question et celles des surfaces du type euclidien qui ont été examinées dans
le chapitre précédent. La quadrique K, regardée comme une variété conique
de 'espace P, ,,, est en relation étroite avec la quadrique A du méme espace.
Cette relation est donnée par le théoréme suivant: )

Théoréme 5.1. Dans le cas ot ¢ + 0, le point E, aitaché a la surface M du type
non-euclidien n’est pas situé sur la quadrique A; la quadrique K est circonscrite
du point Ey a lo quadrique A et elle est tangente & cette quadrique le long de sa
section avec Uhyperplan polaire @ du point E, par rapport a la quadrique A.
Dans le cas ou ¢ = 0, le point E,n’est pas situé dans Uhyperplan Q qui contient la
quadrique A; la quadrique K est une projection, prise du point E,, de la quadri-
que A.

Démonstration. Dans le cas olic #+ 0, on voit facilement, en vertu de (3.6),
que le point B, n’est pas situé, sous la supposition 72 + ¢ #+ 0, sur la quadrique
A et que I'hyperplan polaire ¢ du point E, par rapport a la quadrique A est
donné, dans un systéme de référence quelconque, par I’équation

x+Y-2%—°x°=0. (5.1)

En éliminant la coordonnée z° des équations (3.6) et (5.1) on obtient I’équa-
tion de la quadrique qui est circonscrite du point E, a la quadrique A. Par un
calcul facile on obtient ainsi I'équation (3.10) qui détermine, dans le cas
considéré, la quadrique K comme un objet formé par des droites de I'espace P,, .

Dans le cas de ¢ = 0, ’équation (3.7) montre que le point E, n’est pas situé
dans I'hyperplan @ donné par ’équation  + 2° = 0. En éliminant la coordon-
née x° des équations (3.7) on obtient I’équation de la quadrique qui est une
projection, prise du point E,, de la quadrique A donnée, dans le cas considéré,
par les équations en question. On obtient ainsi I’équation (3.10) qui détermine

431



la quadrique K comme un objet formé par des droites de I'éspace P,,,. On
en voit facilement que le théoréme précédent se trouve ainsi démontré.

Remarquons que la premiére équation (3.7) est identique & ’équation (5.1)
en y posant ¢ = 0. C’est pourquoi nous allons regarder I'hyperplan qui con-
tient la quadrique réguliére A en question comme I’hyperplan polaire du point
E, par rapport & la quadrique A donnée par les équations (3.7).

La propriété suivante des surfaces considérées est tout-a-fait analogue
a celle des surfaces du type euclidien.

Théoréme 5.2. Dans le cas ot c + 0, la surface M du type non-euclidien se trouve
située sur la quadrique M qui est tangente & la quadrique A le long de sa section.
avec Uhyperplan polaire @ du point E, par rapport & la quadrique A ef qui appar-
tient au faisceau de quadriques déterminé par la quadrique A et par Uhyperplan
double Q. Dans le cas de ¢ = 0, la surface M du type non-euclidien se trouve située
sur la quadrique F qui est tangente & la projection, prise du point Ky, de la quadri-
que A le long de sa section avec Uhyperplan polaire du point E, par rapport ¢ la
quadrique A et qui contient la quadrique en question. Dans Uespace non-euclidien.
(euclidien) S,,, a Uabsolu A la quadriqgue M est une hypersphére de centre E,.

Démonstration. En désignant d’une maniére habituelle les coordonnées.
du point M de la surface M, on a dans le cas ol ¢ # 0, d’aprés les remarques.
faites dans les explications préliminaires, une équation de la forme

T @ g ) @) @)= (52)

D’une maniére analogue, les coordonnées du point M° satisfont, en vertu de la.
supposition V2 + ¢ =+ 0, & une équation de la forme

1
2 1\2 n\2 — . 3
s @ @ e @ = gy (5.3)
Les deux équations (5.2) et (5.3) étant remplies par les coordonnées du méme:
point M situé sur la surface en question, on a aussi 'équation suivante

L a0 g @) @) ) =

Ve ¢ 1
=*i{2 @) + @) + .. +wﬁ
c V

que 'on peut mettre, par un calcul facile, sous la forme

Ve 4e \°
ye T )
On en voit que les points de la surface M du type non-euclidien se trouvent.
situés, dans le cas considéré, sur une hypersurface quadratique M, et I'équation
précédente montre que cette quadrique appartient au faisceau de quadri-
ques déterminé par la quadrique A et par Phyperplan double @. Autrement dit,,

%(m + a0z +% ()2 + (21)2 + ... - (x")2—~i—(x + Tl 0] = 0. (5.4)
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la quadrique M est tangente a la quadrique A le long de sa section avec I’hyper-
plan Q.

Dans le cas de ¢ = 0, la démonstration se fait d’une maniére analogue. Main-
tenant, on a les équations

1 1
z -+ =1, W(x)2+(x1)2—{—+(x")2=ﬁ, (5.5)

qui résultent des explications préliminaires et qui conduisent & une équation
de la forme

715 @) + @) + ... + (@) — % (@ +a0)2=0. (5.6)

Cette équation montre que les points de la surface M du type non-euclidien
se trouvent situés sur une quadrique M, dont la relation avec la quadrique A
est décrite dans le théoréme précédent.

En choisissant la quadrique A pour l'absolu de Pespace non-euclidien
(euclidien) S, ., correspondant, la quadrique M devient, dans la métrique ainsi
déterminée, une hypersphére de 'espace §,.,. La démonstration du théoreme
précédent est ainsi accomplie.

Remarquons que chaque surface M du type non-euclidien est une surface
sphérique plongée dans un espace non-euclidien ou euclidien S, ,,.

5.2. Choisissons un espace quelconque P, & n dimensions qui ne passe pas
par le point E,, attaché a la surface M considérée du type non-euclidien, et
étudions la projection, prise du point E,, de la surface M dans I’espace en ques-
tion. Nous faisons usage des explications faites dans le cas des surfaces du
type euclidien et nous nous bornons aux résultats relatifs aux surfaces M°
de Pespace R,. Rappelons que, dans le cas des surfaces du type non-euclidien,
on peut induire & l’espace R, une métrique non-euclidienne moyennant la
quadrique K, donnée par I’équation (3.10), et considérer l’espace non-eucli-
dien T,.

Théoréme 5.3. La projection, prise du point B, correspondant, de la surface M
du type non-euclidien est une surface M° qui jouit, dans la métrigue non-euclidien-
ne déterminée par Uabsolu K, de la propriété que les indicatrices de courbure nor-
male, en nombre de m — 1, dans un point quelconque M° de cette surface sont des
circonférences centrées aw point MP.

Démonstration. Analytiquement, la surface M étudiée du type non-eucli-
dien se trouve déterminée par le systéme d’équations différentielles (3.4) avec
la valeur V2 + ¢ + 0. La projection, prise du point E,, de la surface M est
une surface M° de I’espace R,, qui se trouve définie par le systéme d’équations
différentielles (3.8), dans lequel V2 4 ¢ # 0. Or les résultats de M. O. Boruvka
dans le Mémoire [1] montrent que le systéme en question définit, de fagon
analytique, les surfaces qui sont plongées dans l’espace non-euclidien T,
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4 labsolu K et qui jouissent, dans la métrique déterminée par la quadrique
mentionnée, des propriétés énoncées dans le théoréme précédent, qui se trouve
ainsi démontré.

Nous avons démontré par les considérations qui précédent que la projection,
prise du point E,, de la surface du type non-euclidien dans un espace quelconque
P, quine passe pas par le point E, est une surface dont les propriétés métriques
sont énoncées dans le théoreme 5.3. La métrique non-euclidienne correspon-
dante s’obtient en prenant la quadrique d’intersection de I'espace P, avec la
quadrique K pour I’absolu. En vertu du théoréme 5.1, cette quadrique est
une projection, prise du point E,, de la quadrique A dans 'espace P,. Remar-
quons que chaque surface M° est une surface minimum am — 1 circonférences
de courbure normale, plongée dans un espace non-euclidien a » dimensions.
Dans les considérations suivantes nous ferons usage des résultats qui se rap-
portent aux propriétés démontrées dans le Mémoire [3] au sujet des surfaces
en question.

Dans le théoréme suivant il s’agit des propriétés des courbes minima sur
une surface M du type non-euclidien, ces courbes étant définies par I’équation
différentielle 210~ = 0. Rappelons pour cela que nous avons appelé, dans
le Mémoire [3], chaque réseau conjugué sur une surface de l'espace P, a n
dimensions réseau conjugué (V), si les premiéres, deuxiémes, ..., m®™* trans-
formations laplaciennes de ce réseau, dans les deux sens, sont situées sur une
quadrique réguliére de I'espace P, et si les transformations laplaciennes, dédui-
tes du réseau en question par le méme nombre de transformations dans un
sens et dans 1'autre, sont conjuguées par rapport a la quadrique indiquée a toutes
les transformations laplaciennes du réseau initial, qui sont contenues parmi
les transformations mentionnées.

Dans ce qui suit nous allons traiter le réseau conjugué (V) qui se trouve
défini dans l’espace projectif R, moyennant la quadrique K. Cette quadrique
étant parfaitement déterminée par la quadrique A de l'espace P, ., et par le
point B, attaché & la surface M, nous désignons par (V), le réseau conjugué
(V) en question.

Cela étant, nous pouvons démontrer la propriété suivante des courbes
minima sur la surface M du type non-euclidien.

Théoréme 5.4. Les courbes minima sur la surface M du type non-euclidien
forment un réseaw de courbes, dont la projection, prise du point E, correspondant,
est le réseau conjugué (V) , sur la surface MO, plongée dans Uespace non-euclidien T,,.

Démonstration. La méthode de la démonstration du théoréme précédent
étant tout-a-fait analogue a celle de la démonstration du théoréme 4.4, il est
possible d’omettre la démonstration en question, dont la partie principale
consiste dans l’application des résultats démontrés dans le Mémoire [3].
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Les considérations suivantes sont consacrées a la recherche des propriétés
projectives caractéristiques des surfaces M du type non-euclidien. Nous allons
distinguer les considérations correspondantes du point de vue du paragraphe
2.5, ol nous avons obtenu trois classes différentes de surfaces en question.

5.3. En premier lieu, nous nous occuperons des surfaces M, du type non-eucli-
dien et nous démontrerons le théoréme suivant:

Théoréme 5.5. Pour qu'une surface de Uespace projectif P, ., (n = 2m -+ 1)
a n + 1 dimensions puisse étre définie comme une surface M, du type non-eucli-
dien, plongée dans un espace non-euclidien (euclidien) S,,, @ n -+ 1 dimensions,
ol faut et il suffit qu’il existe un point By fize qui n’est pas situé sur une quadrique
réguliére A de Uespace P, ., (dans un hyperplan @ de Uespace P, qui contient une
quadrique réguliére A) et que la surface en question soit douée d’un réseau, dont
la projection, prise du point E,, est le réseau conjugué (V), de Uespace R,. La
suite de Laplace du réseau conjugué en question ne s’arréte dans aucun des deuzx
sens aprés m transformations.

Démonstration. Tout d’abord, nous allons démontrer que chaque surface
M, du type non-euclidien & m — 1 circonférences de courbure normale locale-
ment sphériques jouit des propriétés projectives mentionnées. Pour cela, nous
la regardons comme une surface de I'espace projectif P,,, et nous rappelons
que, d’apreés les théorémes 3.1 et 5.1, il existe un point E, fixe jouissant des
propriétés énoncées et que, d’aprés le théoréme 5.4, les courbes minima de la
surface en question forment un réseau de courbes, dont la projection, prise
du point E,, est le réseau conjugué (V), sur la surface M° de I’espace R,.
L’affirmation sur la suite des transformations laplaciennes du réseau conjugué
(V)4 a été démontrée dans le théoréme 3.2 du Mémoire [3]. On en voit que
chaque surface M, du type non-euclidien & m — 1 circonférences de courbure
normale localement sphériques jouit des propriétés projectives en question.

Maintenant, il ne reste qu a établir la réciproque. Supposons qu’il soit pos-
sible de faire correspondre & une surface de I’espace projectif P,,, un point X,
fixe pos.sédant des propriétés indiquées et que la surface considérée puisse
étre douée d’un réseau de courbes dont les propriétés détaillées sont fournies
par le théoréme précédent. Ces suppositions étant satisfaites, nous démontre-
rons.qu'une telle surface peut étre regardée comme une surface M, du type
non-euclidien qui jouit, dans un espace non-euclidien ou euclidien §,,,, des
propriétés métriques en question. Parce que la démonstration des affirmations
correspondantes est analogue dans les deux cas possibles, nous ne nous bornons
qu’au cas ou il s’agit d’une métrique non-euclidienne. Cela exige la supposition
que la quadrique A soit une quadrique réguliére de I'espace P, ;.

Faisons correspondre & chaque point M de I’espace projectif P, ., un repére
mobile R formé par les points linéairement indépendants M, e, e,, ..., e,
et répétons les mémes considérations que nous avons suivi en démontrant
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le théoréme 4.5. En particulier, rappelons que le choix des points e,, e, dans
le plan tangent de la surface au point M entraine les équations linéaires (2.2).
Ensuite, on vérifie facilement que la supposition relative a Iexistence du
point K, peut étre exprimée, en choisissant convenablement le point e,, par les
équations de la forme (4.8), dans lesquelles V est une constante différente
de zéro. Le point E, n’étant pas situé sur la quadrique A donnée par 1’équation
(1.1), on obtient facilement l'inégalité V2 4 ¢ # 0. Donc, le repére mobile R
attaché & la surface étant choisi convenablement, les équations (4.6) et la condi-
tion V2 + ¢ + 0 expriment, de fagon analytique, les propriétés de la surface
en question, qui se rapportent a I'existence du. point E, correspondant.

La partie ultérieure de la démonstration s’accorde avec les considérations
que nous avons faites dans la démonstration du théoréme 4.5 si nous changeons
la condition valable pour la constante V2 + c¢. Done, il n’est pas nécessaire de
s’occuper en détail de cette partie de la démonstration et on peut se con-
tenter de la circonstance que toutes les propriétés concernant I'existence d’un
réseau de courbes sur la surface étudiée sont exprimées, le repére R considéré
étant choisi convenablement, par le systéme d’équations différentielles (4.8) et
par la condition qu’au moins une forme de chaque des deux systémes (2.31) soit
différente de zéro. On y utilise essentiellement les résultats qui se trouvent
dans la démonstration du théoréme 2.2 contenu dans le Mémoire [3].

On voit ainsi que toutes les suppositions de cette partie de la démonstration
peuvent étre exprimées, si nous particularisons le repére attaché a la surface
d’une maniére convenable, par les équations (2.2), (4.6) et (4.8). Parce que ce
systéme est identique au systéme d’équations différentielles (2.27) et (2.28),
il est possible de regarder chaque surface de I'espace projectif P,., jouissant
des propriétés indiquées comme une surface M, du type non-euclidien & m — 1
circonférences de courbure normale localement sphériques, plongée dans un
espace non-euclidien S, ;. En respectant les suppositions de ci-dessus on voit
que le théoréme est ainsi démontré. :

En supposant quele point E, ne se trouve pas situé dans un hyperplan @ qui
contient une quadrique réguliére A, on est amené a remplacer la condition
V2 4+ ¢ + O parlinégalité V + 0, qui est contenue dans la condition précédente
pour ¢ = 0. On en voit facilement que le théoréme précédent reste valable
en ce qui concerne la proposition relative aux surfaces plongées dans ’espace
euclidien et il se trouve ainsi démontré complétement.

Le théoréme 5.5 est valable dans un espace quelconque dont la dimension
satisfait & l'inégalité n = 2m + 1. Il contient comme le cas le plus simple
une caractérisation projective des surfaces M, considérées du type non-euclidien
qui sont plongées dans un espace a 2m - 2 dimensions. Dans ce cas on peut
énoncer le résultat du théoréme précédent d’une maniere plus précise:

Théoréme 5.6. Pour qu’une surface de Uespace projectif Pop.o & 2m 4 2
dimensions puisse étre définie comme une surface M, du type non-euclidien,
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plongée dans un espace non-euclidien (euclidien) Somis & 2m -+ 2 dimensions,
ol faut et il suffit qu’il existe un point B, fize qui n’est pas situé sur une quadrique
réguliére A de Uespace Py, (dans un hyperplan Q de Uespace Py, ., qui contient
une quadrique régulicre A) et que la surface en question soit doude d’un réseau,
dont la projection, prise du point E,, est le réseau conjugué de Uespace Rypiq,
dont la suite de Laplace est périodique & période 2(m + 1) et autopolaire par rap-
port & la quadrique réguliére K de Uespace Ry, 4.

Démonstration. Toutes les affirmations du théoréme précédent sont des
conséquences immédiates des résultats démontrés dans le théoréme 5.5 et
dans le théoréme 3.3 du Mémoire [3]. Done, il n’est pas besoin de s’occuper
en détail de la démonstration du théoreme ci-dessus.

5.4. Maintenant, nous allons étudier les propriétés projectives caractéristi-
ques des surfaces M, du type non-euclidien. Ces propriétés sont fournies par
le théoréme suivant:

Théoréme 5.7. Pour qu’'une surface de Uespace projectif P,., (n = 2m + 1)
an + 1 dimensions puisse ére définie comme une surface M, du type non-eucli-
dien, plongée dans un espace non-euclidien (euclidien) S,., @ n + 1 dimensions,
ol faut et il suffit qu’il existe un point B, fize qui n’est pas situé sur une quadrique ré-
guliére A de Uespace P, ., (dans un hyperplan @ de Uespace P, ., qui contient une
quadrique réguliere A) et que la surface en question soit douée d’un réseau, dont la
projection, prise du point E,, est le réseau conjugué (V), de Uespace R,. La suite
de Laplace du réseau conjugué en question s’arréte précisément dans un des deuzx
sens aprés m transformations de le maniére de Goursat.

Démonstration. Iln’est pas nécessaire de démontrer en détail le théoréme
précédent, car la démonstration ne différe pas essentiellement de celle du
théoréme 5.5. On y applique les résultats des théorémes 5.1 et 5.4 et les conclu-
sions formulées dans le théoréme 3.4 du Mémoire [3].

Dans le cas le plus simple ot » = 2m + 1, le résultat correspondant peut étre
énoncé d’une maniére plus précise:

Théoréme 5.8. Pour qu’une surface de Uespace projectif Py & 2m -+ 2 dimen-
stons puisse étre définie comme une surface M, du type non-euclidien, plongée
dans un espace non-euclidien (euclidien) Sypm s & 2m + 2 dimensions, 1l fout et il
suffit qu’il existe un point K, fize qui n’est pas situé sur une quadrique réguliére
A de Vespace Py, .o (dans un hyperplan @ de Uespace Py, ., qui contient une quadri-
que réguliére A) et que la surface en question soit douée d’un réseau, dont la pro-
jection, prise du point By, est le réseau conjugué de Uespace Rypy.,. La suite de
Laplace du réseau conjugué en question est autopolaire par rapport ¢ la quadrique
réguliére K de Uespace Ray, ., et elle jouit de la propriété que les premiéres, deuxié-
mes, ..., m*™ transformations laplaciennes se trouvent situées sur la quadrique K
et que la suite en question Sarréte, dans un des deux sens, aprés m transformations
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de la maniére de Goursat et, dans Uautre sens, aprés m -+ 1 transformations de
la maniére de Laplace.

Démonstration. Les affirmations du théoréme en question résultent
immédiatement du théoréme 5.7 et du théoréme 3.5 formulé dans le Mémoire
[3]. Done, il est possible d’omettre la démonstration détaillée.

5.5. Finalement, nous allons nous occuper des surfaces M; du type non-eucli-
dien.

Théoréme 5.9. Pour qu’une surface de Uespace projectif P, ., (n =2m) a n 4+ 1
dimensions puisse étre définie comme une surface M; du type non-euclidien,
plongée dans un espace non-euclidien (euclidien) S, ., @ n + 1 dimensions, il faut
et il suffit qu'il existe un point E, fixe qui n’est pas situé sur une quadrique
réguliére A de Uespace P, ., (dans un hyperplan @ de Uespace P, ., qui contient
une quadrique réguliére A) et que la surface en question soit douée d’un réseau,
dont la projection, prise du point E,, est le réseau conjugué (V), de Uespace R,.
La suite de Laplace du réseaw en question s’arréte dans les deux sens aprés m
transformations de la maniére de Goursat.

Démonstration. II n’est pas besoin de démontrer en détail le théoréme
précédent, car la démonstration est analogue & celle du théoréme 5.5. Elle
s’appuie sur les théorémes 5.1, 5.4 et en particulier sur les résultats démontrés
dans le théoréme 3.6 du Mémoire [3].

Le théoréme 5.9 reste valable méme dans le cas le plus simple de » = 2m

On peut donner dans ce cas une construction géométrique simple des sur-
faces M; du type non-euclidien qui se trouvent plongées dans un espace non-
euclidien ou euclidien & 2m + 1 dimensions. Pour cela, nous écrivons le systéme
d’équations différentielles qui définit les surfaces en question. Le systéme
correspondant est le suivant

AM = 10-'E, + }Q'E_, ,

dE, =o0,
CAB, = (V4 o) @M + VOB, — iw'H, + R,QE,,
dE_, = — (V2 +¢) Q7'M + V2Q7'Ey + i0iE_, + R2'E_,,
dE, = —R QB — iwsk1Bx + R QB , (5.7)
dE_; = —By Q7B - + iose_ 1B + R.QUE_goyy) »
dB,, = —Rn QB - ing—l m s

dE~m = ———Rm_l-Q—lE——(m—l) '+‘ iw:'rmn—-lE—m
(k=2,3,....,m—1).

Au moyen de ce systéme et des résultats précédents nous déduirons la con-
struction suivante des surfaces M, du type non-euclidien:
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Théoréme 5.10. Une surface M., du {ype non-euclidien, plongée dans un espace
non-euclidien ou euclidien S,,., ¢ 2m -+ 1 dimensions, se trouve engendrée,
en tant qu’'une surface de Uespace projectif Py, .., par des points d’intersection
des couples d’espaces générateurs a m dimensions de la quadrique M, qui passent
par des espaces osculateurs d’ordre m — 1 de deux courbes qui sont situées
elles-mémes, ainsi que leurs espaces osculateurs d’ordre m — 1, sur la quadrique
M et dans Uhyperplan polaire Q du point E,, attaché & la surface en question,
par rapport a cette quadrique.

Démonstration. On voit, en vertu du systéme (5.7), que le point £, (E_,,)
décrit une courbe E,, (E_,) et que I'espace osculateur d’ordre k (k =1, 2, ...
...,m — 1) de la courbe en question se trouve déterminé par les points linéaire-
ment indépendants E, i By yirs oo B (B_tmis B _(mtoin)s -+ B_p). Ces
points étant situés sur la quadrique M qui contient la surface en question
et étant conjugués deux & deux par rapport & cette quadrique, on voit en
particulier que la courbe E,, (E_,,) se trouve située elle-méme, ainsi que ses
espaces osculateurs d’ordre m — 1, sur-la quadrique M. On vérifie facilement
que les points B, E,, ..., B, (E_,E_,, ..., E_,) sont conjugués au point E
par rapport & la quadrique M et on en conclut que les espaces osculateurs
d’ordre m — 1 de la courbe E,, (E_,,) se trouvent plongés dans I'hyperplan
polaire @ du point E, par rapport a la quadrique M.

Choisissons une courbe de la famille Q' = 0 (2-! = 0) sur la surface M.
Si le point M se déplace sur la courbe choisie, le point E,, (£_,,) reste en
position fixe et le systéme (5.7) montre facilement que I'espace [ME, ... E,,]
((ME_, ... E_,]) reste aussi en position fixe. Or cet espace passe par I'espace
osculateur d’ordre m — 1 de la courbe E,, (E_,,) au point K, (E_,,) correspon-
dant et il dépend d’un parameétre qui est une intégrale premiére de I’équation
différentielle 21 = 0 (2-1 = 0). On n’a aucune correspondance entre les espaces
en question de sorte qu’il n’existe aucune correspondance entre les points des
courbes E,, et E_,. Remarquons queles points M, K., ..., E, (M, E_,, ..., E_,)
se trouvent situés sur la quadrique M et qu’ils sont conjugués deux & deux*
par rapport a elle. Par conséquent, lespace [ME, ... E,] (ME_, ... E_,])
ezt un espace générateur de la quadrique M et il passe par I'espace osculateur
d’ordre m — 1 de la courbe E,, (E_,). On obtient ainsi deux familles d’espaces
générateurs a m dimensions de la quadrique M, ces espaces passant par des
espaces osculateurs d’ordre m — 1 des courbes E,, et E_,, et jouissant de la
propriété que deux espaces arbitraires qui appartiennent a des familles diffé-
rentes se coupent en un point de la quadrique M. On en voit que la surface
considérée M; du type non-euclidien peut étre engendrée de la maniere for-
mulée dans le théoréme précédent.

Remarquons qu’une courbe quelconque du réseau, dont on parle en général
dans le théoréme 5.8, peut étre engendrée de la maniére indiquée si 'on
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choisit un point fixe d’une des deux courbes E,, et E_,, et 'espace générateur
correspondant de la quadrique M et si 'on construit les points d’intersection
de I'espace en question avec des espaces générateurs de la méme quadrique,
qui appartiennent aux points de 'autre de ces deux courbes.

11 faut compléter les considérations précédentes par une remarque importan-
te. La surface M; du type non-euclidien étant donnée, on peut déterminer
d’une maniére univoque le point E, fixe en position et la quadrique réguliére M.
Cela étant, la surface en question se trouve engendrée sur la quadrique M de la
maniére énoncée a I'aide des espaces générateurs de la quadrique M qui passent
par des espaces osculateurs d’ordre m — 1 de deux courbes situées sur la
quadrique M. Par contre, si nous choisissons une quadrique réguliere M et
un point K, fixe quin’est pas situé sur cette quadrique et que nous prenions deux
courbes sur la quadrique M, dont les espaces osculateurs d’ordre m — 1 se
trouvent situés sur la quadrique en question et dans I’hyperplan polaire du
point E,, nous pouvons construire le lieu des points d’intersection des couples
d’espaces générateurs de la quadrique M, qui passent par des espaces oscula-
teurs d’ordre m — 1 des courbes choisies. Or le lieu de ces points n’est pas
identique a ’ensemble des points d’une surface Mz du type non-euclidien. On
peut démontrer que le lieu considéré est formé par des points qui remplissent
deux surfaces M, du type non-euclidien et que les deux points que I'on obtient
par la construction précédente appliquée sur les espaces osculateurs fixes
d’ordre m — 1 des courbes données, se trouvent situés sur une droite passant
par le point E,. Il existe une correspondance biunivoque entre les deux sur-
faces M, situées sur la méme quadrique M, a savoir une homographie centrale
qui laisse fixe le point E,, ainsi que 'hyperplan @, et transforme la quadrique
M en elle-méme. Nous nous bornons aux remarques précédentes sans les justi-
fier en détail. ‘

La construction déduite dans le théoréme 5.10 est une généralisation immé-
diate de celle des surfaces du type non-euclidien, qui se trouvent plongées dans
,un espace a cinq dimensions & courbure constante et dont I'indicatrice de
courbure normale est une circonférence localement sphérique. Ces surfaces
font 'objet des recherches du Mémoire [2].

6. Note sur les surfaces a une circonférence de courbure normale localement
sphérique

6.1. Dans la définition, énoncée au paragraphe 2.1, des surfaces & m — 1
circonférences de courbure normale localement sphériques nous avons fait
la supposition que » = 1, m = 3, r < m — 1. Ces inégalités entrainent qu’il
existe, pour un point M quelconque de la surface, au moins une circonférence
localement sphérique dont le centre ne coincide pas avec le point M et, en
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méme temps, au moins une circonférence localement sphérique de centre M.
Or on a r = 1 d’apres le théoréme 2.2 et les inégalités précédentes montrent
que m > 2. On en voit que, dans un point M quelconque de la surface, I'indica-
trice de courbure normale d’ordre 1 est une circonférence de courbure normale
localement sphérique dont le centre est & distance non nulle du point M de la
surface et que les indicatrices de courbure normale d’ordre 2, ..., m — 1 sont
des circonférences localement sphériques centrées au point M. Les surfaces
en question existent dans un espace §,,, quelconque & courbure constante
dont la dimension satisfait & I'inégalité n» + 1 = 2m - 1.

Dans ce chapitre, nous allons faire quelques remarques sur les surfaces,
dont la définition s’obtient de celle qui a été énoncée au paragraphe 2.1, si
nous y supprimons les propriétés relatives a des indicatrices de courbure nor-
male d’ordre k = r + 1, r + 2, ..., m — 1. Or, on a r = 1 nécessairement de
sorte que les surfaces que nous allons étudier dans la suite sont plongées dans
un espace a » + 1 (=5) dimensions et elles jouissent de la propriété d’avoir,
dans un point M quelconque, pour 'indicatrice de courbure normale d’ordre
1 une circonférence localement sphérique de centre qui est a distance différente
de zéro du point M de la surface. Nous désignons encore M les surfaces en
question et nous les appelons surfaces & une circonférence de courbure normale
localement sphérique.

Dans le cas de n = 4 on obtient ainsi les surfaces qui sont étudiées profondé-
ment dans le Mémoire [2]. C’est pourquoi nous allons supposer dans la suite
que les surfaces considérées appartiennent & un espace S,.; & » + 1 (>5)

\

dimensions & courbure constante c.

6.2. Faisons correspondre & chaque point M de la surface M un repére
mobile R et exprimons alors que I'indicatrice de courbure normale d’ordre 1 est
une circonférence localement sphérique dont le centre jouit des propriétés
supposées dans la définition précédente. D’aprés (2.2), (2.8) et (2.11) on voit
que les surfaces en question se trouvent déterminées, d’une maniére analytique,
par le systéme d’équations différentielles (2.1) dont les coefficients sont donnés
par des équations de la forme

= =wt=....=0"=0,
3
0l =TVo', o}=Ro', o= Row?, (6.1)
0=V, o}=—Row?, o}=Ro',

wi=0, wl=0 (j=56,...,m).

Dans les remarques suivantes nous nous bornons encore au cas ou la distan-
ce V est constante le long de la surface en question.

Les conditions d’intégrabilité du systéme (6.1), obtenues par différentiation
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extérieure, forment un systéme de relations extérieures quadratiques et on le
peut mettre par un calcul facile sous la forme

[@0d] + 0] = 0, [0'f] — [0%f] =0,
[@0d] — [wo] = 0, [0 + g = 0,
[wi“:;] + @20} — o] =0, [0}(20} — o] - [aﬂ 91135] =0, (62
[ (08 + 1) + 1001 = 0. w0y [ 0 — )| = o
(j=5,6,...,n).

Les relations qui sont écrites dans les deux premiéres lignes du systéme (6.2)
entrainent les équations

0p =0, wyj=0 (6.3)
qui fournissent, a leur tour, deux relations nouvelles
Z [wiwi]l =0, Z [w{;wi] = 0. (6.4)
ji=5 j=5 8
Nous posons, en vertu des équations (6.2),
R, o = (P + D) 0" — (P — Phy) @, (6.5)
] = pLhLo' + Pje?, o] = pho! + pho? (j=5,6,...,n),

8
les p étant des fonctions des parameétres dont dépend le repére R. En substi-
tuant les expressions (6.5) dans les équations (6.4), on obtient les relations

2 (Pha + Pho - Pz + Phe — Pia - Pi) = 0,
e (6.6)
Z (P + Dia - Piz + Pha — P - Pi) =0

i5
qui doivent étre vérifiées par les fonctions p.

Nous laissons de coté la recherche de I'existence des surfaces considérées
dans le cas le plus général et nous nous bornons aux surfaces pour lesquelles

Pt Pia=0, Pha—pu=0 (j=56,....n). (6.7)

Done, nous supposons dans la suite que les équations (6.6) soient satisfaites
par les relations (6.7) et que les surfaces soient définies, d’'une maniére analyti-
que, par le systéme (6.1) qui est prolongé, d’apres (6.3) et (6.5), parles équations
0l =0 (j=3,4,...,n). (6.8)

Or, on voit facilement que les équations (6.8) n’entrainent aucune relation
nouvelle. Il en suit que les conditions d’intégrabilité du systéme d’équations
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de Pfaff (6.1) et (6.8) sont exprimées par les relations extérieures quisont écrites
dans les quatre derniéres lignes du systéme (6.2) et dans lesquelles on a sub-
stitué d’apres (6.8). On peut mettre les relations en question sous la forme

1
[(wl +iw?) (ﬁéﬁ - wg)] —o0, (6.9)
1

(0" — t0?) (0] +10])] =0, [(o' + iw?)(w] — 10])] = 0
()=25,6,...,n)

et on en voit que le systéme d’équations de Pfaff (6.1) et (6.8) est en involution
et que sa solution générale dépend de 2(n — 3) fonctions d’une variable. Le
raisonnement précédent permet de voir qu’il existe, dans un espace S, ., (n = 5)
quelconque & m + 1 dimensions & courbure constante, au moins une classe de
surfaces M & une circonférence de courbure normale localement sphérigue. En
général, les surfaces de la classe en question dépendent de 2(n — 3) fomctions

d’une variable.

Remarquons que l'on obtient le nombre de fonctions d’une variable dont
dépend la solution générale du systéme considéré d’équations de Pfaff en posant
m = 2 dans le résultat énoncé dans le théoréme 2.1. Il reste & répondre a la
question de savoir s’il existe, outre les surfaces considérées dans ce qui précéde,
encore d’autres classes de surfaces & une circonférence de courbure normale
localement sphérique, ou bien si les surfaces en question sont les seules qui
jouissent des propriétés métriques mentionnées.

Le résultat précédent reste valable méme dans le cas de » = 4, comme on le
voit facilement en comparant les considérations de ce paragraphe avec celles
du Mémoire [2]; or, dans le cas en question, il existe, dans un espace a cinq
dimensions & courbure constante, précisément une classe de surfaces & une
circonférence de courbure normale localement sphérique.

6.3. Les surfaces M, dont l'existence a été établie au paragraphe précé-
dent, se trouvent déterminées par le systéme d’équations différentielles (2.1)
a coefficients qui sont donnés par les équations (6.1) et (6.8). En faisant usage
de la notation antérieure, on peut remplacer le systéme en question par le
systéme équivalent suivant

AM = 31Q-E, + 0B,

dE, =0, =

dE, = — (V*+¢) Q'M +VQ'E, —inE, + RQE,,

dE_, = — (V2 4 ¢) Q7'M + V20-1E, + ing_l + RQE_,, .

dE, = — nglEl - ".wéEz + Z (w§ + iwi) €;, (6-10)
i<s
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dB_, = — R Q7E_ 4 io}E_, + 5 (0} — o)) e,
ji=5

n
dey = — Ho5 — iwg) By — HwF +i0)) By + 3 wje;
i=5
(h=25,6,...,n).

La comparaison des deux systémes (6.10) et (3.4) montre immédiatement que
les propriétés géométriques que nous avons élablies dans les chapitres précédents
restent valables méme dans le cas de la classe considérée de surfaces a une circonfé-
rence de courbure normale localement sphérique. Quant aux propriétés qui dépen-
dent du nombre de circonférences de courbure normale localement sphériques,
il faut poser, dans les résultats correspondants, m = 2. Pour cette raison il
est possible de se dispenser d’une déscription compléte des propriétés des sur-
faces en question.

En particulier, les considérations précédentes fournissent les propriétés
essentielles des surfaces & une circonférence de courbure normale localement
sphérique, plongées dans un espace & six dimensions a courbure constante,
et elles completent les résultats qui se rapportent aux surfaces M étudiées dans
le Mémoire [2].
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Pesome

OB OJ1HOM KJIACCE COEPUYECKUX ITOBEPXHOCTEM
B IMPOCTPAHCTBE IOCTOSTHHOW KPUBU3HBI

KAPEJI CBOBOJIA (Karel Svoboda), Bpuo
(IToctymuno B pegarmuio 10/I1 1958 r.)

IMycrs 7, m, n — wnesasle 4mciia, YRLOBJIETBOPSIONIME HepaBeHcTBaM 7 = 1,
m=38 r<m—1, n+1=2m-+4r Ilycrs S,, — mpocrpancrso n - 1
m3MepeHuil NOCTOAHHON KpuBUBHEL ¢ m A — ero abcoioTHOe KBajpaTHiHOe

muoroo6pasne. Paccmorpum nosepxuocts M ¢ m — 1 ToKaIbHO-cepHISCKEMEI
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OKPY/KHOCTAMI HOPMAJbHOH KPHUBH3HBE, NOTPYAEHHYI0 B 3TO IPOCTPAHCTBO
T ONpefielIeHHYIO CIefYIomuM 06pa3om:

Wrnukarpuca HOpPMAaJAbHON KPUBUBHEL k-ro mopsigka B moboit touxe M 1o-
BEDXHOCTH SIBJISETCSI OKPY/KHOCTBIO, IGHTP KOTOPOH HAXOMUTCH B TOUKE
HmepeceyCHs: IPSIMOM, UPOXOAAIMmEeN Yepes cOOTBETCTBYIomyio Touxky M mo-
BEPXHOCTH HEPHEHIMKYIAPHO K INIOCKOCTY OKPYJKHOCTH, ¢ 3TOH TITOCKOCTHIO
u orcrout ot TouKkm [/ Ha TOCTOsIHHOE PacCTOsiHWE, He PaBHOe HYIIO, ecin
k=1,2, ..., r, unu Ha HyJeBoe paccrosinme, ecan k =7 + 1,7 + 2, ..., m — 1.

st oro, uro6ix B mpocrpanctse S, cyuecrsopaia nosepxuocts Mcm — 1
JIOKAIBHO-CPEPUUCCRUMN OKPYKHOCTAMI HOPMaIbHOI KPUBHU3HBI, HEOOXOANMO
¥ JocTaTouHo, 4TobB 7 = 1. B asTOM caydae cymecTByoT moBepxHOocTH M BO
BCSIKOM IpocTpaHctBe S, ., ¢ IOCTOAHHON KPUBU3HOU ¥ 3aBmesT, B 00meM
ciaydae, oT 2(n — m — 1) QyHKIHII OJHOTO TIePEeMEHHOTO.

IloBepxnocts M oupepmerena cucremolt mudepeHnuaTbHBIX YpPaBHEHHN
(3.4) m o6osnauena M, unn M,, nnu M,, ecnu no xpaiineit Mepe onua Qopma
Kayaoil m3 obeux cmcrem (2.31) He paBHA HYJIIO, WIN IO KpaliHell Mepe ofHA
$opMa TOIBKO OJHOH W3 HTUX CHCTEM He PaBHA HYJIO 1 Bce (OPMBI BTOPOH
cHCTeMBl PaBHBEI HYJIO, Hd Bee QOpPMBL 00enX cuereM paBHB HYIO. Vamepenme
IpPOCTPaHCETBA S, YIOBIETBOPSET B PACCMAaTPUBAEMbBIX CJAydadX HEPaBEHCTBY
n=2m -+ 1, unn n = 2m -+ 1, wim n = 2m.

IToBepxuoct M, paccmarpuBaemble KaK IIOBEPXHOCTH IPOEKTHBHOTO pac-
mupenusa P,,, mpocrpascTBa S,.,, pacmajiaoTcs Ha [iBa THMA IO 3HAYCHUIO
noctoauuoir V2 -+ ¢, a mmenno, Ha tun HeeBkaumoBbul (V2 + ¢ + 0) w tun
eBrInoBL (V2 + ¢ = 0). B nepsBom ciydae mpocTpaHcTBO S, ; MOKeT OBITH
HeeBKIIIIOBO (¢ + 0) miu eBkIumoBO (¢ = 0), B APyroM ciIydae TOJBKO He-
€BKJIIUJIOBO.

Raskmoit mosepxsoctu M upuHajieskut onpejeiennas touka Ky mpocrpan-
crea P,.,. Ilosepxunocrs M npoexrupyercss u3 Toukn K, KOHUYECKAM MHOTO-
obpasuem MP°, TOTrpY;KeHHBIM B IPOEKTHBHOE IPOCTPAHCTBO 7 W3MepPeHMH
R, u onpesiesieHHBIM cucTeMOl uddepennuanpHbX ypasaernil (3.8). IIpocrpan-
crBO R, 06pa3oBano IpAMBIME POCTPAHCTBA P, .|, TPOXONANIMMEA Yepe3 TOUKY
E,. Tlocrossamast V2 4 ¢ siBisiercs KpuUBH3HOW IpocrpaHcTBa T,, KOTOpOe
OIIpeJielIeHO B IIPOCTPAHCTBE R, aOCOTIOTHBIM KBaJpaTHIHEIM MHOrooopasuem K.

Toura FE,, npunamme;ramas mosepxXxocrm M eBKIuAOBA TUIa, JIEKUT HA
KBajipaTnyHOil runepnosepxuoctu A. KBanparnunoe maoroo6pasue K sBisiercs
TepecedeHreM THIEPHOBEPXHOCTH A cO cBOell KacaTesJbHOH I'MIepIIOCKOCTHIO
@ B roure E,. ITosepxaocrs M eBriImioBa THIA JIE}KAT HA KBaJApaTWIHON TI'H-
nepnoBepxnoctn M, copmepyrameiicss B IyYKe KBaJ[PaTHUHBIX TIHIEPHOBEpPX-
HOCTell, JaHHOM MHOrooOpasmeM A W ABOIHON rumepiockoctsio @. Muoro-
obpasme M° sBusercsi B IHpocTpaHcTBe T, MUHHMAJIBHCH IOBEDPXHOCTHIO
¢ m — 1 OKPY/RHOCTAMI HOPMAJIbHON KPUBU3HEL.
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Husa Toro, 9ToGB IOBEPXHOCTH IPOEKTHBHOTO IpoctpanctBa P,., wmoria
6biTh ompepesiena Kak nosepxuocts M), win M,, nnn M, epxnmmosa Tuma,
HOTPY’KCHHAsI B HEEBKIMAOBO HPOCTPAHCTBO S,4,, HEOOXONUMO M JHOCTATOYHO,
97005l CYyIIecTBOBaJIA OlpejiesieHHass Touka K, Jeskamas Ha HeocoboM KBajipa-
THYHOM MHOT000pasuu A, I ceTh KPUBBIX HA NOBEPXHOCTHU, IPOCKIME KOTOPOIT
u3 touku F, saBusierca conpsuzxénHas cerh npocrpaHcTBa R,, mmeiomas coe-
nyomee cpoiictBo: IlocaemoBarenmbnocTs Jlammaca 370l cetm oGpwIBaercs
B o0oMX HanpaBlIeHHAX IOcJe IepBoro npeodpasoBanus cmocobom Jlammaca
Ha KPHBHIX, KOTOpPHle NPHMHANIEKAT ¢ UX CONPUKACAIIMUMUCH IIPOCTPAHCTBA-
Mu mopsika m — 1 Heocobomy MHOrooOpasuio K Broporo mopsjka JIMHEHOIO
mojupocTpancTBa % — 1 m3MepeHmil npocrpaHctBa R,. 9TH KpuUBBIC LPOM3-
BOJIBHEI, HO YIOBJETBOPAIOT YCJIOBUIO, UTO HI OJIHA W3 HUX He IOTPYrKeHa, Win
TOJLKO OJ(HA W3 HUX IOTPYsKeHa, WM KayKlas U3 HUX IOTPYrKeHa B JWHeHHOE
IO/ POCTPaHCTBO m — 1 m3mepenuil npocTpancrea R,.

IToBepxuocts M, eBRIMAOBA THIIA, NOTPY;KEHHAs B IPOCTPaHCTBO 2m 4 1
u3MepeHuil, 00pa3oBaHa TOUYKaMH llepeccueHys nap oOpasyomux NpoCcTPAHCTB
runepnoBepxHocTH M, IpOXOIALIMX UYepe3 COHPUKACAIOUIMECS IIPOCTPAHCTBA
(m — 1)-ro mopsaKa ABYX KPUBHIX, JIEJKAIINX B 00pasyomuX IPOCTPAHCTBAX
runepnopepxnHoctn M, npoxomamux uepes Toury K.

Ecnn ¢ # 0, to Toura FE;, npunamieramas nopepxunoctn M HeeBRIMITOBa
THUIA, HE JIe;KUT HA KBaJpaTuIHOll ruinepuosepXHoctt A; KBagpaTudnoe MHOTO-
obpasue K onmcano ns touru Ky runepuosepxnoctu A. Ecnm ¢ = 0, To Toura
B, ne neykur Ha runepmiiockoctu @, copepskaieit Muoroodpasme A; KBajpa-
tuunoe MHOroobpasue K siBisiercst mpoernueit MEorooGpasus A us touxu L.
TTosepxuocTs M HeeBKINIOBA TUIIA JIEJKUT HA KBAJPATUUHOIl I'UNEPIIOBEPXHOCTI
M, conepsxarreiics B IyYKe KBaJPATHYHLIX I'MIEPIOBEPXHOCTEH, TAHHOM B CIIy-
gae ¢ # 0 MHOrooOpasmeM A ¥ JBOHHOW IOJIAPHON I'HIEPIIOCKOCTHIO ) TOUKN
L, a B ciygae ¢ = 0 mpoexrnueil muoroobpasmsi A m3 Touxku I, m ABOIHOI
runepIiocKoctio @, cogepsrareil Mmuorootpasue A. Muorootpasue M° siBisiercs
B IIpOCTpaHCTBe T, MIHEMAJIbHOH HOBEPXHOCTBIO C M — 1 ORPYKHOCTAMUI
HOPMAaJIbHOH KPUBH3HEL

Jlaa Toro, ¥TOGE TMOBEPXHOCTL NPOEKTMBHOTO NpoOCTpaHcTsa P,., Morma
OBITH OompenesieHa Kak nosepxuHocts M, niu M,, wiu M, HeeBKINIOBA THUIIA,
MOrPY’KeHHAsd B HEEBKIUOBO (EBKJINIOBO) HPOCTPAHCTBO S,.,, HEOOX0IUMO
¥ JOCTATOYHO, YTOOBI CyIIecTBOBaJA onpejesieHHas Touxka F,, He jekamas Ha
Heoco0OM KBaJpaTHIHOM MHOrooOpasuu A (Ha I'UIIEPIUIOCKOCTY, COJEpIKaIlel
Heocoboe KBaJpaTHYHOe MHOroobpasme A) M ceThb KPHUBBIX Ha IOBEPXHOCTH,
npoeknueil KoTopoil m3 Toukm K, aBngercs coupsykéHHAA CeTh IPOCTPAHCTBA
R,, mmeromasn caenyiomee cBoiicTBo: Ilepsble, Bropse, ..., m-ble mpeoGpaso-
pannsa Jlanmaca aToil ceru B 00OMX HanpaBICHUAX NpPUHAIIEKAT HE0coOOMY
MHOToOOpasmio K Broporo mopsjka HPOEKTHBHOTO IpocTpaHcTBa R, Tarkum
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oGpasoM, 9ro mpeoOpasoBanusa Jlamnaca, BOBHUKOINE W3 PacCMaTPUBAEGMOI
CeTH pPAaBHBIM 9YMCIOM NpeoGpas3oBaHWil B 000MX HANpaBIeHUAX, HOJISAPHO
COIPSKEeHE! OTHOCHTEIbHO runepunoBepxuocTr K co Bcemm mpeoOpa3oBaHUsIMEI
Jlammaca Ha9anpHOH ceTH, KOTOpPHIE HAXONATCA B ee IOCIeI0BATEeIbHOCTH
Me;KAY YOOMAHYTEIMA Hpeo0pasoBaHUAMA. JTa HOCIEOBATEIBHOCTh He 00pBI-
BaeTcsA HU B KAKOM M3 000XX HaUpaBJIeHHI mOCJIe m IpeoOpasoBaHmil, Wil 06-
PBIBAETCSA TOJHKO B OJHOM HANPABIEHMHM LOCIE m Ipeobpa3oBaHMIl CHOCOOOM
I'ypsara, miu o6peiBaeTca B 060MX HAIPaBIEHHUAX HOcie M IPeodpPa3oBaHUM
cnocobom I'ypsara. Ecim n = 2m + 1, 10 cooTBercTByIOMmas IOCIETOBATENb-
HOCTH IEepHOJUYHA ¢ HepmoaoM 2(m —+ 1) m aBTOIONIAPHA OTHOCHTEIHHO IHIep-
nosepxHoctu K, wmim o6psiBaercsi BO BTOPOM HampaBjieHHMH mocie m -+ 1
npeo6pazosaHnd cnocobom Jlammaca.

[TosepxHOCTE M3 HEeBKIIIOBA THIIA, IOTPYKeHHAs B HPOCTPAHCTBO 2m + 1
u3MepeHHil, 06pa3oBaHa TOYKAMH HepecedeHHs Iap o0pasyoIuX IPOCTPAHCTB
rumepuoBepxHoctd M, IPOXONAMEX dYepes CONPHKACAIIUECS IPOCTPAHCTBA
(m — 1)-ro mopsAKa [BYX KpPHBHX, JIeKAUMX ¢ MX CONPHKACAIIIIMICS
mpocrpascTBamMa (m — 1)-ro mopsiixa Ha rEOepHoBepXHOCTH M I B MOJApPHOM
runepmiiockoctu @ toukn K.
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