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Yexocaopaukmii MaTeMaTHIECKIi sKypHAT, T. 5 (80) 1955

L’ INVARIANT @, ,, COMME UN INVARIANT SIMULTANE
FONDAMENTAL D'UNE JUSQU’A n + 1 HYPERQUADRIQUES
DANS L’ESPACE A n» DIMENSIONS

CYRIL PALAJ, Zvolen.
(Recgu le 9 juin 1954).

L’ouvrage présent généralise la théorie exposée par l'auteur dans
Pouvrage ,,Sur la signification géométrique de certains invariants
simultanés des coniques et des quadriques‘‘, publié dans le N¢ 3 du jour-
nal ,,Casopis pro péstovani matematiky a fysiky®, 75, 1950, Praha.
On y trouve démontrée la signification géomsétrique de I'invariant 0, , ;.
Cet invariant simultanné puit étre considéré comme un invariant fonda-
mental de (n 4 1) hyperquadriques, puisque tous les invariants simul-
tanés de 2 jusqu'a n + 1 hyperquadriques dans ’espace 4 n dimensions
en découlent comme cas spéciaux, avec leurs significations géométri-
ques, ainsi que les dicriminants eux-mémes de ces hyperquadriques.

Soient dans ’espace a » dimensions, n + 1 hyperquadriques dont les équations

n+1

sont kY = > a,ue@; = 0,0v=1,2,...,n+ 1. Leurs discriminants sont D, =
&it1

= |a,;, v =1, 2, ..., n+1. Formons une matrice cubique avec les matrices de

ces discriminants de telle fagon que la matrice du discriminant de I’hyperquadri-
que ki fasse la 1% couche de la matrice cubique, la matrice du discriminant
de 'hyperquadrique k5" sa 2° couche, etc, la matrice de la derniére hyperquadri-
que k{", sa derniére couche. Le déterminant de cette matrice cubique est le

déterminant cubique
Oy = | 0135|0045 |0345]- @il sa, il -

Le développement du déterminant @, ., estle multiple par [(n + 1)!]* de I’alter-
nation de son terme principal d’aprés les 2° et 3% indices. On a

O,y = [(n+1)!]7. 111110 2)22Y)3133 «+ + Ant1n+1ln+1] -

La construction de I’expression @, , montre que ¢’est un invariant simultané des
formes quadratiques £{". L’étude de la signification géométrique de I'invariant
0,., pour n = 1; 2; 3 est faite dans I’ouvrage de I’auteur cité ci-dessus. L’ouvra-
ge présent généralise la théorie de 'ouvrage cité pour un entier » arbitraire.
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n+1l
Coupons les hyperquadriques k{” = > a,; = 0,0 = 1, 2, ..., n par un hyper-
47=1
n+1l

plan ¢ = > ux; = 0. L’hyperplan ¢ coupe les hyperquadriques kS en des
1

hyperquadriques de 1’espace & n — 1 dimensions. Cherchons I'enveloppe des
hyperplans o™ coupant les hyperquadriques %" en des hyperquadriques
%"~V qui sont liées par la relation @, = 0.

En éliminant la variable z,, , , de I'équation de I’hyperplan o™ et de I'équa-
tion de ’hyperquadrique %{, on obtient 1’équation de la projection du sommet
O, ., dans 'hyperplan z,,; = 0 de 'hyperquadrique d’intersection k{n-Y dans

n+1

Iespace & n — 1 dimensions. De ’équation de I’hyperplan o™ = Z wx; = 0

on tire
n

1
Xpyy = — Du; .
Upi1'T

En portant dans 1’équation de I’hyperquadrique

n+1
(ny ___ J—
" =3 ayxe; =0
iyie1
il vient

n
@} + Cyp®; + oon Ay, il (Eu 2 ) + 2 2 @115%:%5 +

4

+ 2a,,,, n+1x1 Zux + 2 Zamxzw + 2a,,,, n+1x2 zu %+

Un+1'1

+ 2 2“13;-’”3% + 2a,,,, n+1x3 Zu T

—1
+ 2a1.n n+1%n ;l/— Zule =0

n+1 1

et en ordonnant

u3 Uy 2
@11 T+ Qgnitnt1 5 201,1,m41 2} +
Un+1 Up+1
u3 Uy 0
Qo2 + Crni1mi1 3 — 204, 5,041 x3 +
Up+1 Up +1
u? Ug 9
+ @3 + Crnsrnir g — 23000 | X3 +
Unp+1 Uy +1
Uy Uy Ug Uy
+2 (a1 n+l,n+1 ) + @2 — Ay 1me1 T — B x %y +
U1 ' Un 41 Un+1
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U U Uy
+ 2 (al,n+1,n+1 —— T Q13 — A, 1,m41 — A1,3,n+1 n | Ta%s +
Uy +1 Up +1 n+1
1 Uy u
1
+ 20, ns1ne1 T3 Ui%a T Bia — @ 1ne1 " — Q4m+1 %y +
Uy +1 n+1 n+1
1 Uy
+ 2\@y ni1,ne1 S5 Ualhs T Brog — @y o niy T Us — By myg —— | Xy +
Uy Un +1 Un+1
1 Uy u
2
+ 2 (al,n+1.n+1 5 Wty + Bpog — @y 5 041 = Qg mer T | X%y +
’ll;n,)_l Up +1 Up 11
us
T+ 280y ni1n41 T Urls + Qs — @y pnsr = — Qy,5n+1 2,%; +
uk Un +1 n+1
+...=0,
c.ad.

1 Uy
z A1,n+1,m+1 73 Uy U + Qirs — Ay, r,n+1 Us — A1, 5,n+1 XXy = 0.
8= Un+1 w U

n+1 n+1

En multipliant la derniére équation par le facteur «,_,, '’équation de la projec-
tion de I'intersection k"% de ’hyperquadrique k{ par I’hyperplan o™, pro-
jection du sommet O, ,, dans ’hyperplan 2, , = 0,

est
n

2
z (@1, n1,n41%r%s + Qrrslhpis — Q1 rnpaUslhngy — O, 5,418 Ungy) T2, = 0. (1)
rys=1

Si dans cette équation on remplace les coefficients a,;; successivement par
les coeficients @5, @gsj> Qaijs - - -» Anij> ON Obtient les équations des projections des
intersections kY, kY, ..., k' des hyperquadriques k", k™, ..., k(")
par hyperplan o™ du sommet O,.; dans I’hyperplan z,,; =0, c¢. & d. le
systéme d’équations

n

2
2 (@4, na1, np1Urths + Firsnir — Qi rng1Wslinyy — 204 5, np1Urlly i) 2, = 0,
Ty8=1

i=1,2,3..,n. @)

Pour simplifier les calculs, passons & la symbolique d’Aronhold.
Le systéme (2) donne

n

2 —
z (@i, ng1, nt1Ur¥s T Cirshniy — Vi, rnpUsln gy — @y, 1l 1) T, =

ry8=1

n

2
= 2 (ai’"+1ai’"+1u7u“ + AirQisUn i1 — QirQin i Uslln g — a/isai.n+1usun+1) T X =
rs=1 -
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n
(s, np1(Ws, 1%y — iU yq) — az:sun+1(a’i,n+1ur — Uy 1ir)) BT =
r,8=1

n
= Z (@, mprUr — Qign 1) (Usliynyy — Cilhyiq) B =

7,8=1
n
o Aiyni1> Unga| | Ci,ni1s Unya 2,2, =
= ‘ . s =
s;8s=1 @ H ur aivr’ us
n
= z Aiﬂrsxrxs =0 B
7y8=1
A — Qi,nt15 Unt Qi1 Uny1
irs —
Ay > Ur Qi s Us
Le systéme (2) a pris la forme
n
2 Airsxrxs:()y v = 13 2:---’77/' (3)
ry8=1
Afin qu’il existe, entre les projections des intersections &=V, k5"~ ", ..., k'Y
des hyperquadriques &{”, k), ..., k"’ par 'hyperplan o™, la relation géométri-

que exprimée par la condition @, = 0, il suffit, comme il s’agit d’une relation
projective, de lier par cette condition les équations des projections des inter-
sections de ces hyperquadriques avecl’hyperplan o dans’hyperplan z, , = 0.
Ainsi a la relation demandée suffit la condition

0, = IAlfrs[Azr.s'?ASrs!--- !Am‘s| =0, (4)

ol se trouvent entre les traits les matrices des discriminants des hyperquadri-
ques (3).
Le terme principal du déterminant cubique (4) est

Aa,n15 Un 1
Qoa 5 Uy

Qon+15 Unt1
Qoo 5 Uy

a/l,n+1’ Un i1
Ay > U

) l A1,ni1s Unsa
l Ay U

an,'n+17 un+1 an,n+13 u’n+1

1 an’ﬂ b un an’n 2 un
_ | %n+ Ungr Aoy +1> Uny Cpnsrs Unsr | |2
a’ll > Uy azz ’ uz Opp s Up
[(@1,n41%1 — B11Uns1) - (@oni1%s — Cog¥hpir) oo (pyns1%n — Cppni1)]® - (5)

Tous les termes du développement du déterminant cubique (4) s’obtienent par
I’alternation du terme principal d’apres ses 2* indices de la lettre a et d’apres
I'indice de la lettre u, tant que ceux-ci n’ont pas la valeur » -+ 1. Aprés 1’alter-
nation, la relation (5) ne contient que les termes obtenus par I’alternation du
terme

@103 - - - Bnnlhyy 11 5
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en sorte qu’il reste

2n—1
[@11029053 - . . Qunty 12+ wrr T .

Ainsi la condition @, = 0 donne la condition
(330003 -+ Bunlyir]? - Un 7 = 0.
Comme u, ., n’est pas constamment nul, il en vient
P, = [013059055 ... @ppUpn1]> = 0.

L’expresion P,, renferme [(n + 1)!]* termes, est un déterminant cubique du
(n + 1)*™° degré
Pn = [alﬁlazﬁl cee I(L,,i,-}uiujl =0. (6)

P, = 0 est I’équation de l’enveloppe cherchée des hyperplans coupant les
hyperquadriques k", k5, ..., k) en des hyperquadriques k" =, k"=, ..., k"~ Y
qui sont dans une relations géométrique mutelle définie par la condition
0, =0.

Prenons une autre hyperquadrique k{*); de l'espace & n dimensions. Pour
que Uhyperquadrique (", soit polairement circonscrite a la quadrique P,, il
faut que la somme des produits des coefficients correspondants de I’équation
ponctuelle de I’hyperquadrique k"), et de 1’équation tangentielle de 1’hyper-
quadrique P, soit nulle, c. & d. il faut que

Oy = [alij!azii!asﬁl [an+1,z‘,7'| =0, (7)
c.ad. :
Opir = || =0, ki,j=1,2,..,n+1. (8)

Nous trouverons la méme condition, si nous cherchons I’enveloppe des hyper-
plans de I'espace a n dimensions, coupant les » hyperquadriques choises arbi-
trairement parmi les hyperquadriques &\, k%", ..., k"), en des hyperquadri-
ques de I’espace & n — 1 dimensions, liées par la relation @, = 0, et sinousdeman-
dons que I’hyperquadrique restante &{" soit polairement circonscrite & cette
enveloppe. L’enveloppe des hyperplans coupant les hyperquadriques k™,
r=1,2,...,n+ 1, sauf r=r,, en des hyperquadriques liées par la relation

0, = 0, a pour équation
|@1151@043] @305 -+ |@nirsinswis] = 0,
r=12,..,n+1 sauf r=r,.
Pour que cette hyperquadrique soit polairement circonscrite & I’hyperquadrique
k™, il faut que
|@1i5]@2es|@sis] -+ [@n 1,05l = O,
c.ad. '
0n+1 =0.

Pour chaque r on aboutit & la méme condition 6,,, = 0.
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Réciproquement, si 0,,, = 0, 'hyperquadrique k(™ est polairement cir-
conscrite a ’enveloppe des hyperplans

I“li;’l“wl ]ar—l,i,i[a'r+l,i,jlar+2,z‘,7" Idn+1,i,f]uiua'[ =0

pour chaque r = 1,2, ...,n + 1.:

Ainsi nous avons généralisé le théoréme XTI de I'ouvrage cité pour un entier
n arbitraire. Nous avons montré que, si un théoréme analogue au théoréme XI
est valable pour un certain nombre » d’hyperquadriques, dans I’espace a n — 1
dimensions, il est valable aussi pour n -+ 1 hyperquadriques de 1’espace & n
dimensions et ainsi il est valable pour chaque n = 2, entier et positif. Ainsinous
avons la généralisation:

St n + 1 hyperquadrique de Uespace @ n dimensions sont dans une position
mutuelle telle que chacume d’elles est polairement circonscrite & lenveloppe des
hyperplans coupant les n autres hyperquadriques, en n hyperquadriques de U'espace
a n — 1 dimensions dont chacune est & son tour, ciconscrite polarrement ¢ ’enve-
loppe des hyperplans de Uespace & m — 1 dimensions coupont les autres n — 1
des n hyperquadriques en n — 1 hyperquadriques de l'espace ¢ n — 2 dimensions
qut sont dans une position analogue, et ainsi de suite jusqu’a ce que finalement
on aboutit a troits coniques dans le plan dont chacune est polairement circonscrite
a Uenveloppe des droites coupant les deux autres coniques en des couples de points
conjugués harmoniques, alors ces n -+ 1 hyperquadriques de Uespace a n dimensions
sont liées par la relation 0, ., = 0. Et réciproquement. Et aussi duellement.

Si quelques-unes des n + 1 hyperquadriques données coincident, on arrive
4 des cas spéciaux intéressants du théoréeme trouvé. Posons par exemple
@ny1,i,5 = G- La condition @, ., = 0 donne la condition

Ialz‘j[a’zia’] ]anij[a'ni:il =0,

qui montre que I’hyperquadrique dont les coefficients se trouvent dans deux
couches du déterminant cubique 0, , ,, & savoir I’hyperquadrique k", est polai-
rement circonscrite & I’hyperquadrique

lamlazwl !anijluiuj[ =0,

c.ad.d Penveloppe des hyperplans coupant toutes les hyperquadriques données
en des hyperquadriques de I’espace & n — 1 dimensions qui sont dans la rela-
tion caractérisée par la relation @, = 0. Et duellement.

Si les hyperquadriques k" = > a,;@@; =0 et k" = Yayxx; =0 ont
un (n 4+ 1)-édre polaire commun, prenons-le pour polyedre de référence. Pour
que toutes les hyperquadriques &{", k", ..., k{*); soient dans une position
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mutuelle telle que chacune d’elles soit polairement circonscrite & la surface P
des n autres hyperquadriques, il faut que

Q7 O vo. 0lag, 0 oo 0 agyg - A3 1011
o | 0et @ypp ool 010... @ypp ... Of g, ... A3, 9.n 1
n+1 .
0.0 @ ni1,ns1|0 Ao,ni1,m+1 | A3,1,m 15 A3, 2,041 «+ A3 ni1,me1
coi | @nira5 | =0. (11)

En développant le déterminant du premier membre de cette équation,on obtient

@111 [azzzlakia’[ + azsalaki5| + ...+ az,n+1,n+liakii|] +
+ a9 [“211]““:’[ + a’233lakii| + ...+ a’2,n+1,n+1|a’kii|] +

+ @33 [a’211|akij| + azzzl“kij] + ... az,n+1,n+1la’kiil] +
B T U -+
+ @1 [a211ia’ki:il + azzzla/ki:i[ + ...+ aznnlakiil] =0, (12)

ol |ay;| sont les compléments des déterminants mineurs cubiques

@4 0
0 ay;

@ys; 0

, 1%7,1,7=1,2...,n+1
0 ayy; Bt

dans le déterminant cubique (11). On peut satisfaire a I’équation (12) aussi en
égalant & zero chaque déterminant cubique |a;| se trouvant dans cette équa-
tion, c. a d. en égalant a zero

|a3ii|a’4ii[ Ian+1n"j! =0, ¢ <7, (13)

i prenant » — 1 valeurs des nombres 1, 2, ..., n et j prenant n — 1 valeurs des
nombres 2, 3, ..., n + 1. Le premier membre de cette équation est 'invariant
simultané @,_, des équation

g xx; = 0, g2 =0, ..., 2y 22 =0

qui donnent les intersections des hyperplans de reférence correspondants aux
sommets O,, O, avec les hyperquadriques k", k", ..., k") 4, r, s étant des nom-
bres ne se trouvant pas parmi les indices 7, § dans I’équation correspondante.
En désignant l'intersection de deux hyperplans de référence par 1’aréte du

polyedre de référence, on a:

8l existe un (n + 1)-édre polaire commun a deux hyperquadriques k™, k3 de
Pespace a n dimensions, dont chaque aréte coupe les hyperquadriques k™, k", ...,
vees B en des hyperquadriques de Uespace a n — 2 dimensions qui satisfont a la
relation 0,_, = 0, toutes les hyperquadriques k{”, k", ..., k"), sont dans la relation

mutuelle donnée par @,y = 0.
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Si, dans (11), NOUS POSONS @gy; = Gg;; = ... = An 11, 4,4 1& condition (11) prend
la forme

@, O we. Olay, O 0
0... @125 0 ... 0/0... a5, 0 ... O

O = - asig|tau| - |asu| = 0 (14)
0...0  @nigns1|00 0 @yniinig n — 1 fois

et les formules (11) donnent les formules
(n— Dty =0, k=3,i=<7j,

¢ prenant n — 1 valeurs des nombres 1,2, ..., n et j prenant n — 1 valeurs
des nombres 2,3, ...,n + 1, ¢c. 4 d.

I“sia‘l =0, (15)
qui est un déterminant plan du (n — 1)*™° degré.

Le premier membre de la formule (15) est le discriminat des hyperquadri-
ques
Z%,-,wix,- =0 (16)

donnant les intersections des hyperplans de réference correspondantes aux som-
mets 0,, O, avec I’ hyperquadrique k§*, r, s étant des nombres ne se trouvant
pas parmi les indices ¢, j dans I’équation correspondante. Ainsi, pour trois
hyperquadriques, nous avons trouvé:

8’il existe, pour trois hyperquadriques k™, kM, kW un (n 4+ 1)-¢dre
commun aux hyperquadriques k™, kS, dont les arétes sont tangentes a Uhyper-
quadrique k$V, ces trois hyperquadriques sont liées par OF) | = 0.

n)

Donc si parmi les quadriques &{™, k{™, ..., k), il y en a qui se répétent
plusieurs fois, 'invariant @, , donne des invariants spéciaux. On obtient ainsi
tout un systéme d’invariants simultanés dont les significations géométriques
découlent de I'invariant fondamental @, ,, comme cas spéciaux correspondants.
Ainsi pour 7 = 2 nous obtenons les invariants simultanés @,, @,, ©; de méme
que les discriminants d’une jusqu’a trois coniques; pour n = 3 on obtient
les invariants @, @,, @, 6", O, O, @, et les dicriminants d’une jusqu’a
quatre quadriques avec leurs significations géométriques. Donc I'invariant
0,1 peut étre considéré comme un invariant simultané fondamental de n + 1
hyperquadriques de l’espace & n dimensions. Comme cas spéciaux correspon-
dants en découlent tous les invariants simultanés de deux jusqu & = 4 1
hyperquadriques de cet espace avec leurs significations géométriques générales,
et les discriminants eux-mémes de ces hyperquadriques.

352



Peswome

WHBAPHAHT 6,., B KAYECTBE OCHOBHOTI'O
COBMECTHOT'O UHBAPUAHTA OJJHOI IO = + 1
TMIEPIIOBEPXHOCTEl BTOPOI'O IIOPAJIKA
n-MEPHOTI'O ITPOCTPAHCTBA

KUPWJLJI ITAJIAHL, (Cyril Palaj), 3Bomnen.
(IMocrymuio B pegaxuuio 9/VI 1954 r.)

PaGora ommpaercss Ha paGory asropa: ,,Sur la significatin géométrique de
certains invariants simultanés des coniques et des quadriques*, ony6IMKOBaHHYIO
B sypnaie Casopis pro péstovdni matematiky a fysiky, roé. 75 (1950) nomep 3.
B paGore 06o6miena Teopusi TUTHPOBAHHON paboTH st 00IIero HaTypasbHOIo
n, B Heil Haiifeno ofIlee reoMeTpHYecKoe B3HAYEHUE OCHOBHOIO COBMECTHOTO
unBapuanra O, 7m1a n + l-apebix KBaaparumueckux ¢opm, obpasoBaHa
cuereMa IIPOM3BOJHBIX MHBAPHUAHTOB, HalijleHa eUHAA TOYKA BPEHUA JJIA NH-
BapuauToB cucremsl. Teopus paspaboraHa IpuMeHeHIEM KyGIYeCKHX olpeje-
guresteil. [[yg reoMeTpuuecKoro 3HAYEHIA 0CHOBHOIO COBMECTHOTO NHBAPUAHTA,
BHIPIKEHHOr0 KYOWYeCKUM OIIpe/IesuTes1eM

Oni1 = |@is] Waij |@3i5] -+ [@nyr, i,
e Mess[y BePTUKAJIbHBIMU OTPE3KaMU HaXOMATCSA MATPUIIBI TUCKPUMUHAHTOB
7 -+ 1 runepmoBepXmocTeil BTOPOTO MOPAAKA, Haljeno:
Ecau n 4 1 sunepnosepxrocmeii 6mopozo nopadre n-sepro2o0 npocmpancmea
HAL00AMCS 6 MAKOM B3QUMHOM NOAOHCEHUL, YN0 KANCOas U3 HUL NOAAPHO ONUL-
cana oeubaiouell 2unepnaocKocmel, nepeceKaUus 0CmalbHble N-2unepnosep-

HOCMU 8MOP020 NOPAJKA 8 M-2UNeProBePIHOCMAL mopo2o nopadra n — l-
MEPHO20 NPOCMPAHCINGA, U3 KOMODBIL KANCOAR ONIMb ROAIPHO ORUCGHA 02U6aI0-
well 2unepnaockocmett n — l-mepro2o npocCmMpancmeas, nepeceKauyiy 0Cmasb-
nue m — 1 u3 amux n-2unepnoseprrocmeti «mopozo nopadka ¢ n — 1 2unep-
NOGEPLHOCTNAL 8INOPO20 NOPKKEG N — 2-MEPHO20 NPOCMPAHCMBE, KOMOPLle HA-
Z0OAMCA 8 AHANOSUMECKOM OMHOWECHUL U M. 0., HOKOHeYy RPpuxodum k mpem
EDUbM 6Mopo2o nopadka 6 RAOCKOCMU, U3 KOMOPUL KancOas noAIpHO ONUCAHA
oeubanwwell npAMLLT, nepecekawur 0ee 0cMALbHBE KPUSble 6MOpoeo Nopadka
6 2aPMOHUNECKUX YeMGePKAX Moyer, 048 smux n + 1 eunepnaockocmeti 6mopozo
nopadka n-mepnozo npocmpancmes 0, = 0. H naoGopom, u dseoticmeenHo.

Hrs ormGatomieii rumepmmockocreil Zux; = 0, mepeceralonux n-IUilepIo-
BepXHOCTell BTOporo nopajgxa 7 -+ 1-MepHoro IPOCTPAHCTBA B N-IUIIEPIOBEPX-
HOCTSIX BTOPOTO MOPAAKA % — 1-MepHOro IPOCTPAHCTBA, JJIA KOTOPHX &, = 0
HalimeHo:

Py, = |ayi5] @oisl@sis] - - |@nis] wus| = 0.
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Haasie HaiigeHo:

Cywgecmeyem au o6wuii noasprsuii n + 1-20p deyx eunepnosepxrocmeii emo-
poeo nopadka k™, k" n-meproeo npocmpancmea, kancdas 2pars Komopozo
nepecexaem 2unepnoseprHoCmiL 6mopoeo nopadra ki, kM, ... k.., & eunep-
ROGEPLTHOCMAL 6MOPO20 NOPAOKA M — 2-MePHO20 NPOCINPAHCMEAE, 04 KOMO-
pux O, = 0, mo ece eunepnoseprrocmu émopozo nopsdka ki, kS, ... k",
HATOOAMCS 60 63AUMHOM NOLOHCERUL, D45 Komopozo O, ., = 0.

Ecam m3 rumepmosepxuocreit Broporo mopsanka k™, kY, ..., k"), nexoropuie
BCTPEYAlOTCA KpaTHO, M3 MHBapuaHra O,,; BOBHMKAIOT CTIeNMAIbHEIE WNHBA-
puanTsi. Taxum 0GpasoM IOJIydYaeTes LEJbI PAJ COBMECTHHIX MHBApPHAHTOB,
reoMeTpuYeCKMe BHAYEHMA KOTOPHIX IOJYYalOTCA COOTBETCTBYIOM[eil CIieru-

anusanueil 13 0CHOBHOro MHBapuaHta @, ;.
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