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YEXOCJTOBAIIKNN MATEMATUYECKUN KYPHAJ

Mamemamureckuti uncmumym Yexocaosaykoii Arademuu nayw
T. 4 (79) IIPATA 31. X. 1954 T'. % No 3

UBER ZWEI NEUE EBENE KONFIGURATIONEN (12,, 16;)
BOHUMIL BYDZOVSKY, Praha.
(Eingegangen am 18. Dezember 1953.)

In einer Arbeit in den ,,Mathematischen Nachrichten‘!) hat Prof.
M. Zacharias eine Konfiguration (12,, 16;) studiert, die von den vier
schon bekannten Konfigurationen dieser Art verschieden ist. Ich habe
im Kapitel I. der vorliegenden Arbeit diese Konfiguration einer nihe-
ren Untersuchung unterworfen und dabei gefunden, dass die zuge-
horige Inzidenztafel eine zweite Losung zuldsst. Den Eigenschaften
dieser so 'gefundenen Konfiguration ist Kapitel IT. gewidmet. Die
diesbeziiglichen Betrachtungen haben zu einer weiteren Fragestellung
gefihrt; die Antwort ist eine weitere Konfiguration, der Kapitel I11.
dieser Arbeit gewidmet ist.

I.

Ich werde die von Prof. M. Zacharias eingefiihrte Bezeichnung beibe-
halten und reproduziere in Fig. 1 seine Inzidenztafel, die in einer weiteren
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1) Mathematische Nachrichten, 1. Ba,nd, Heft 5, Sept./Okt. 1948, S. 332.
2) Mathematische Nachrichten, 8. Band, 1952, Sonderabdruck S. 5.
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seiner Arbeit auf S. 5 enthalten ist?). Da alle vier oben angefiihrten Konfigura-
tionen die Kigenschaft besitzen, dass ihre Punkte auf einer kubischen Kurve
liegen, so habe ich zunéchst untersucht, ob und inwiefern eine durch diese
Inzidenztafel definierte Konfiguration diese Eigenschaft besitzt. Zu diesem
-Zwecke fiihre ich auf einer Kurve 3. Ordnung vom Geschlechte Eins in wohl-
bekannter Weise einen elliptischen Parameter ein in der Weise, dass die Kol-
linearitdt von drei Punkten der Kurve dadurch ausgedriickt ist, dass die
Summe der den Punkten angehorigen Parameter kongruent Null modd. per,
ist. Es sei u; der Parameter des Punktes 4;, v; der Parameter des Punktes B;.
w; der Parameter des Punktes C; und ¢; der Parameter des Punktes D;. Dann
sind die Inzidenzen der Tafel durch folgende sechzehn Kongruenzen ausge-
driickt, und zwar entspricht

der Geraden a die Kongruenz
der Geraden a, die Kongruenz
der Geraden a, die Kongruenz
der Geraden a; die Kongruenz

Uy Uy +u3 =0,
v + v + v =0,
Wy 4 Wy + wy =0,
A A E—

U +w + ¢ =0,

der Geraden b, die Kongruenz

der Geraden b, die Kongruenz  wu; + w, + ¢, =0,
der Geraden b; die Kongruenz  w, -+ ws + ¢, =0,
der Geraden ¢, die Kongruenz 1w, + v; +w, =0,
der Geraden ¢, die Kongruenz w, + v, + w, =0,
der Geraden c; die Kongruenz — u, + v3 + w; =0,
der Geraden d, die Kongruenz u, + v, + ¢, =0,
der Geraden d, die Kongruenz  wu; + v, + ¢, =0,
der Geraden d, die Kongruenz  u; + v3 + &3 =0,
der Geraden e, die Kongruenz v, 4 w, 4 £ =0,
der Geraden e, die Kongruenz v, + w; + ¢, =0,
der Geraden e; die Kongruenz vy + w; + ¢, =

Jede Kongruenz soll kurz durch denjenigen Buchstaben bezeichnet werden,
welcher die ihr entsprechende Gerade bezeichnet. Durch Addition der Kon-
gruenzen by, b,, b; bekommt man

Su; +wy, + wy +wy 6+t F =0,

woraus durch Benutzung von Kongruenz a, und a; folgt

3u, = 0.

Ganz dhnlich bekommt man
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Es sind also 4,, 4,, A; drei (in einer Geraden liegende) Inflexionspunkte
der Kurve. Durch Addition von ¢, d, bekommt man

Uy + us + 20, +wy + ¢, =0
und mit Riicksicht auf b;:
Uy +lu3 + 20, —u; =0,
woraus mit Riicksicht auf a folgt

20, —2u, = 0.
Es ist jedoch
— 2u, =1u,,

die vorletzte Kongruenz besagt also, dass

20, + uy = 0.
Ganz dhnlich folgt aus c¢,, d,, b,, @

20, +u; =0

und aus c¢g, ds, b, @
203 4+ u; = 0.

Dies besagt bekanntlich, dass die Punkte v;, d. h. die Punkte B;, Beriithrungs-
punkte der vom Punkte 4, an die Kurve gelegten Tangenten sind. Wendet
man dasselbe Verfahren auf die Kongruenzen b,, ¢;, d;, a, bezw. b;, d;, ¢,, a an,
so kommt

Qw;, +u; =0 firi—=123,
und .
2 +u, =0 fir ¢=1,2,3,
was besagt, dass die Punkte C;, bezw. D); Beriihrungspunkte der vom Punkte
A;, bzw. A, an die Kurve gelegten Tangenten sind. Da u; Inflexionspunkt
ist, kann sein Parameter als kongruent Null angenommen werden und der
Parameter des Punktes u, kongruent 2w,/3, wo 2w, eine Periode der in Betracht
kommenden elliptischen Funktion ist. Dann ist der Parameter des Punktes
ug kongruent 4w,/3. Die Kongruenz

2o+ u, =0
hat dann drei Losungen, die kongruent den Halbperioden w; der elliptischen
Funktion sind; wir nehmen an, dass
V; = w; .

Dann folgt aus ¢;
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und aus d;
4w,

t, 3

ll

2w,
— 0= g —+ o,

Damit sind die Parameter aller Punkte der Konfiguration festgelegt; wir
stellen sie zusammen:

20 4w
— e 1
u, =0, uz:—3—, u3:-?,
vy = 0y, - Vg =Wy, V3 = ws, (I)
4w, 4w 4w
— — 1 — 1
w, = 3 ‘o, wy=—""+0w,, wy=—+ vz,
2w 2w . 20
— 1 1 1
h=—g'to, h=-3"to, =40

Diese Losung hat sich aus den Kongruenzen a, a;, b;, ¢;, d; ergeben; man be-
statigt ohne weiters, dass dieselbe diese Kongruenzen tatsichlich erfiillt.
Man iiberzeugt sich aber auch leicht, dass die gefundenen Parameterwerte
auch den bei der Berechnung nicht benutzten Kongruenzen e; geniigen. Es
hat sich also Folgendes ergeben:

Auf einer kubischen Kurve vom Geschlecht Eins gibt es eine der Inzidenztafel
1. entsprechende Konfiguration. Dieselbe besteht aus dres in einer Geraden liegenden
Inflexionspunkten und den neun Berihrungspunkten der von diesen Inflexions-
punkten an die Kurve gelegten Tangenten.

Diese Beriihrungspunkte sind bekanntlich sog. sextaktische Punkte der
Kurve. Nun liefern jedoch die soeben erwihnten 12 Punkte eine Hesse'sche
Konfiguration auf der Kurve. Man bekommt bekanntlich eine Hesse’sche
Konfiguration, wenn man die zwolf Berithrungspunkte der, von drei in einer
Geraden liegenden Punkten der Kurve, an die Kurve gelegten Tangenten be-
trachtet. In unserem Falle ist diese Konfiguration insofern spezialisiert, als
die drei in einer Geraden liegenden Ausgangspunkte mit unter die Konfigura-
tionspunkte zu zihlen sind, da von den vier Beriihrungspunkten der von einem
Punkte der Kurve an dieselbe gelegten Tangenten einer mit dem Ausgangs-
punkt, der ein Inflexionspunkt ist, zusammenfillt. Eine weitere Spezialisation
besteht darin, dass die je drei iibrigen Berithrungspunkte auf einer Geraden
liegen, was eine bekannte Eigenschaft der Inflexionspunkte der kubischen
Kurve ausdriickt. Diese drei Geraden gehoren jedoch nicht zur Hesse’schen
Konfiguration, da die Konfigurationsgeraden dieser Konfiguration je drei
Beriihrungspunkte verbinden, die verschiedene Tangentialpunkte besitzen.
Dagegen gehoren zu dieser Hesse’schen Konfiguration drei Geraden, die
in der Inzidenztafel nicht enthalten sind, ndmlich die Geraden B,C;D,, B,C,D,,
B;0,D,. Tatsichlich bestatigt man leicht auf Grund der Tafel (I), dass die
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drei Punkte v,, ws, £y, bezw. vy, Wy, t5; v5, Wy, £, je in einer Geraden liegen. Diesen
Tatbestand kann man folgendermassen zusammenfassen:

Drer in einer Geraden liegende Inflexionspunkte einer kubischen Kurve vom
Geschlecht Eins, sammt den neun Berithrungspunkten der von diesen Inflexions-
punkten an die Kurve gelegten Tangenten, bilden eine Gruppe von zwélf Punkten,
die zu je dreien auf neunzehn Geraden liegen. Lisst man von diesen Geraden je
dret passend gewdihlte fort, so erhilt man entweder eine Hesse’sche Konfiguration
oder eine der Inzidenztafel 1. entsprechende Konfiguration.

Wie die drei fortzulassenden Geraden gewéhlt werden miissen, ergibt sich
sofort aus den obigen Erwidgungen. Um die Hesse’sche Konfiguration zu er-
halten, muss man diejenigen drei Geraden fortlassen, welche je drei denselben
Tangentialpunkt besitzende Beriihrungspunkte enthalten, also, um zu unserer
Bezeichnung zuriickzukommen, die Geraden B,B,B,, (,C,C;, D,D,D;. Um
die der Inzidenztafel entsprechende Konfiguration zu erhalten, muss man fol-
gendermassen vorgehen: durch jeden Beriihrungspunkt gehen zwei Geraden,
die noch je zwei Beriihrungspunkte enthalten, deren Tangentialpunkte ver-
schieden sind von dem, welcher dem gewihlten Beriihrungspunkt zugehort.
Von diesen zwei Geraden muss eine fortgelassen werden; ist dies fiir einen
Beriihrungspunkt geschehen, so folgt aus den Konfigurationsregeln ohne
Weiteres, welche weitere zwei Geraden fortgelassen werden sollen. So sind
z. B. B,C,D;, B,C;D, die zwei oben erwihnten Geraden fiir den Punkt B,.
Wird die zweite fortgelassen, so muss von den durch B, gehenden Geraden
die Gerade B,C,D; fortgelassen werden, da anderenfalls durch C; nur drei
Konfigurationsgeraden gehen wiirden. Aus dhnlichem Grunde muss dann die
Gerade B;0,D,, fortgelassen werden. So erhidlt man genau den in unserer
Inzidenztafel vorgesehenen Fall. Wird dagegen B,C,D; fortgelassen, so miissen
auch die Geraden B,U;D,, B,C,D, fortgelassen werden und an ihre Stelle
treten im Konfigurationsschema dann die Geraden B,C,D,, B,C,D;, B,C,D,,
was natiirlich eine Konfiguration desselben Typus ergibt.

Die so gewonnene, von der Hesse’schen verschiedene Konfiguration ist
identisch mit der von Prof. M. Zacharias betrachteten, was ohne grosse Schwie-
rigkeiten aus bekannten Eigenschaften der kubischen Kurve gefolgert werden
kann. Doch wird dies durch die weiter folgenden Betrachtungen unmittelbar
erwiesen werden. Im Einklang damit und im Anschluss an eine von Prof.
Zacharias gewihlte Bezeichnung werde ich weiterhin eine durch die Inzidenz-
tafel 1. definierte Konfiguration, deren Punkte auf einer kubischen Kurve
liegen, kurz als Konfiguration Z bezeichnen.

Nachdem im Vorhergenden eine geometrische Losung der Inzidenztafel
gefunden worden ist, eriibrigt es nun zu untersuchen, ob es die einzig mdégliche
Losung ist. Das werde ich rechnerisch durchfiithren und zu diesem Zwecke ein
geeignetes Koordinatensystem wéhlen. Hiebei werde ich von der Eigenschaft
Gebrauch machen, dass die drei Geraden B,B,B;, C,C,C;, D D,D, sich in
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einem Punkte treffen.3) Diesen Punkt wéhle ich als den Punkt O, (1,0, 0)
weiterhin habe der Punkt B, die Koordinaten 0, 1, 0, was durch die Bezeich-
nung B, (0,1, 0) ausgedriickt sein mag. Desgleichen gelte D, (0,0, 1) und
C, (1,1, 1). Hiedurch ist das Koordinatensystem festgelegt und aus der
soeben erwahnten Eigenschaft folgt, dass B, (y, 1, 0) ist, wo y einen von Null
verschiedenen Wert hat. Desgleichen sei Bj (y', 1, 0), Dy(z, 0, 1), .Dy(2', 0, 1),
Cy(u, 1, 1), Cy(u’, 1, 1). Es ist 4,0,D, (d. h. diese drei Punkte liegen in einer
Geraden), und desgleichen 4,C,D,. Der Punkt A, ist also Schnittpunkt der
Geraden
CD,...wvy—xy =0, CoDy...%) + ay(z—u)—zx; =0.

Daraus ergiebt sich
Az, 2,1 +2z—wu).
Es ist weiter 4,B,C;, 4,B,C, und daraus folgt in ahnlicher Weise

Ayy, 1 +y—u,y)

und aus A;B,D,, A;B,D, folgt A4(0, z, —y). Der Punkt 4, liegt auch auf der
Geraden
ByCy ..oy —y'ay + 23(y’ — ') =0,
was die Bedingung ergibt
wy' —uw'y +y—y =0. (1)
Der Punkt 4, liegt auch auf der Geraden
BiD, ...z, —y'x,—2'3 =0,
was zur Bedingung fiihrt
y2 —y'z =0. (2)
Dass der Punkt A4, auch auf der Geraden
CyDy ...z + 292" —u')— 223 =0
liegt, wird durch die Bedingung ausgedriickt
uz' —u'z+z—z2 =0.
Diese folgt jedoch sofort aus den Gleichungen (1), (2) durch Elimination von
y,y' (was eine einfache geometrische Bedeutung hat), sodass die letzte Glei-
chung keine neue Bedingung bedeutet. Es ist auch nicht notwendig auszu-

driicken, dass die drei Punkte 4,, 4,, A; in einer Geraden liegen, denn das
folgt aus dem Desarguesschen Satze iiber perspektive Dreiecke.

Es muss noch ausgedriickt werden, dass B,C,D; ist; dies gibt die Bedingung
Z—u =0, (3)

3) S. die in Anm. 1) angefiithrte Arbeit S. 333.
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ebenso folgt aus B,C,D;
w—y = (4)

und aus B,C, D,

y +2z—1=0. (5)
Die sechs Zahlen y, z, u, ¥, 2', «' geniigen also den fiinf Gleichungen (1) bis
(5), die leicht zu 16sen sind. Man substituiere aus den letzten drei Gleichungen
fiir ¢/, 2/, ' in (1) und (2); man erhilt so

yr—z—u-+uz—y+1=0,
uy —(l—=2)z=0. (5")

Durch Elimination von w ergibt sich hieraus die Gleichung
E—y P +ely—2)+ty—y+1]=0, (6)
aus welcher folgt als efsbe Loésung:
I. z = y. Hieraus folgt dann weiter:
u=1—y, y=1—y, 22=1-y, v =y.

Ist y reel, so ist dann die ganze Konfiguration reel und ich bezeichne diese
erste Losung kurz als die ,,reelle‘‘. Die Konfigurationspunkte sind:

A(1,1,2), A,1,2,1), A40,1,—1),
B,(0,1,0), By, 1,0), B;(1—y,1,0),
Ol(l> 1’ l) > 02(1 -—Y L 1) ’ 03(?/7 17 1) )
D1(0,0,1), Dyy,0,1), Dy(1 —y, 0, 1)

und diese geniigen unserer Inzidenztafel. Man iiberzeugt sich leicht, dass
auch B,C,D,, B,C\D,, B,C,D; ist.

Als zweite Losung ergibt sich aus 6):
IT. 224 2y—2)+y2—y+1=0.

Hieraus folgt
r=1+4+ay,

wo « eine imaginére dritte Wurzel aus 1 bezeichnet. Man bekommt weiter
u=—x(l+ay), ¥ =—uoy, 2 =—al+ay), v =y. (1)

Diese Losung bezeichne ich kurzerhand als die ,,imaginédre, da sie in keinem
Falle zu einer geometrisch reellen Konfiguration fiihrt. Die Konfigurations-
punkte sind in diesem Falle:

Al(l + xY, 1 + XY, 1_0‘2.__?/) ) A2(y: — o — &Y, y) ’ AS(O’ 1 + &Y, —“?/):
B

1(0’ 19 0) s Bz(y’ 1: 0) 5 Ba(—— xY, l, 0) ’
(1,1, 1), Cy(—a—oa%y,1,1), Oy, 1,1),
DI(O, 0) ]-) > Dz(l + &Y, 07 1) ’ DS(_(X - 0‘2‘7/’ O> 1)
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und man iiberzeugt sich leicht, dass sie unserer Inzidenztafel geniigén Dagegen
gilt in diesem Falle weder B,C3D, noch B,(;D; noch B;C,D;. Soll namlich
B,C4D, gelten, so muss

Lo 10’
I y 11 =1+oay—y=0.
14y 01|
Hieraus folgt
1
Yy = und dann z = =y.
1 —« —

Das ist jedoch ein Fall der reellen Losung (der natiirlich zu keiner reellen
Konfiguration fithrt, da y imaginér ist). Bei der imaginéren Losung treten also
keine der Konfiguration fremde Verbindungsgeraden von je drei Punkten
auf, wie es bei der reellen Losung geschieht. Daraus folgt auch, dass die Punkte
einer der imagindren Losung entsprechenden Konfiguration auf keiner Kubik
liegen, denn sollte dies der Fall sein, so miisste B,C;D, usw. gelten, wie wir
oben gefunden haben. :

Zusammenfassend kénnen wir also folgenden Satz aussprechen:

Der Inzidenztafel 1. kann durch zwei verschiedene geometrische Losungen ge-
nitgt werden. Die Konfigurationen der ersten Liésung haben die Eigenschaft,
dass alle thre Punkte auf einer Kubik vom Geschlechte Eins liegen; unter thnen
gibt es sowohl reelle -als auch imagindre Konfigurationen. Dabei treten drei Ver-
bindungsgeraden von je drei Konfigurationspunkten auf, die nicht zur Konfigu-
ration gehoren. Die Konfigurationen der zweiten Losung sind immer imagindr,
thre Punkte liegen auf keiner Kubik und es treten keine der Konfiguration fremde
Geraden auf, es gibt jedoch einen der Konfiguration fremden Punkt (s. weiter
unten).

Hieraus folgt nun sofort, dass die Konfiguration Z zur reellen Losung
gehort, dass also ihre Punkte auf einer Kubik liegen.

Angesichts des Umstandes, dass die Punkte aller bisher bekannten (fiinf)
Konfigurationen (12,, 16;) auf einer Kubik liegen, ist es bemerkenswert, dass
durch die imaginire Losung unserer Inzidenztafel das erste Beispiel einer
Konfiguration dieser Art geliefert wird, deren Punkte auf keiner Kubik liegen.

Ich fiige noch einige Bemerkungen hinzu.

Auf S. 333 seiner in Anm.) erwihnten Arbeit hat Prof. Zacharias die Frage
offengelassen, ob es andere Konfigurationen gibt als die von ihm angegebene,
welche seiner Inzidenztafel in Fig. 1 auf derselben Seite geniigen. Diese
Frage ist durch den soeben ausgesprochenen Satz bejahend und restlos be-
antwortet, da die soeben erwihnte Inzidenztafel mit der in dieser Arbeit
betrachteten aquivalent ist.
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In einer Konfiguration (124, 16,) ist ein jeder Punkt mit acht Punkten ver-
bunden, da durch denselben vier Konfigurationsgeraden gehen, und also von
drei Punkten getrennt. Die gegenseitige Lage dieser drei Punkte ist fiir die
Konfiguration kennzeichnend. In der durch die Inzidenztafel 1. definierten
Konfiguration gibt es drei Punkte (ndmlich die Punkte A4;) von solcher Be-
schaffenheit, dass ein jeder von je drei in einer Konfigurationsgeraden liegen-
den Punkten getrennt ist. Was die iibrigen Punkte anbelangt, so ist z. B. der
Punkt B; von den Punkten 4,, U;, D, getrennt; von diesen sind 4,, C; und
A,, D, verbunden (denn es ist 4,C;D; und 4,0,D,), dagegen Cj, D, getrennt.
Ahnliches gilt von den Punkten B;, B, und auch von allen Punkten O, D;,
da alle diese Punkte dquivalent sind. Das bedeutet, da es in diesem Falle
kein Quadrupel von gegenseitig getrennten Punkten gibt, wihrend in den
vier bisher bekannten Konfigurationen wenigstens ein solches Quadrupel
vorkommt.

Wiirde man in der Inzidenztafel den Ansatz B,C,D,, B,C.D,, B,C,D, mit
dem Ansatz B,C;D,, B,C,D;, B;C,D, vertauschen,so wiirde man die gleiche Kon-
figuration Z bekommen, doch eine andere der imagindren Losung, natiirlich
von demselben Typus. :

II.

Als kennzeichnende Eigenschaft der von ihm betrachteten Konfiguration
gibt Prof. Zacharias?) gewisse perspektivische Beziehungen zwischen den
Konfigurationspunkten an. Dieselben bleiben natiirlich geltend auch im
imagindren Falle, doch ist bemerkenswert, dass da noch weitere solche Be-
ziehungen auftreten, sodass die Konfiguration in diesem Falle als Losung
einer Aufgabe iiber mehrfache Perspektivititen aufgefasst werden kann.

Zunichst betrachten wir die drei Geraden B,C,D,, B,C;D,, B,C,D,. Thre
Gleichungen sind

X —uxy =0, x,—yxr, =0, x, +a,z—1)—zx; =0.
Die Determinante dieser drei Geraden lautet, wenn man fiir u aus (5') einsetzt:

Y 0 z2(z—1)
L —y 0 | =z +2ly—2) +y—y+1]
1 z—1 —=z

und ist also Null im Falle der imaginéren Losung. Das bedeutet, dass die drei
oben genannten Geraden sich in einem Punkte schneiden. Dieser Punkt S
hat die Koordinaten wy, u, y oder, wenn man jetzt (7) benutzt:

—oy(l +ay), —o(l+oy), y.
1) S. Anm. 1), S. 333.

201



Nun ist die Gleichung der Geraden A4;4,4;:

2w — 1) + gy + o1 + ay) =0
und man iiberzeugt sich leicht, dass die Koordinaten des Punktes S dieser
Gleichung geniigen. Der Punkt S ist also Schnittpunkt von vier Konfigura-
tionsgeraden, gehort aber nicht zur Konfiguration. Es treten also, wie wir

sahen, im imagindren Fall keine fremden Geraden auf, dagegen ein fremder
Punkt, der nicht zur Konfiguration zu zéhlen ist.

Die Perspektivitidtseigenschaft der durch Inzidenztafel 1. definierten Kon-
figuration besteht darin, dass die Dreiecke B,C,D,, B,C,D,, B;C;D; paarweise
perspektiv sind und zwar so, dass diese Perspektivititen denselben Mittel-
punkt und dieselbe Achse besitzen. Ich werde weiterhin kurz von drei gleich-
artig perspektiven Dreiecken sprechen. Nun iiberzeugt man sich leicht,
dass im Falle der imaginiren Losung auch die Dreiecke B,C3D,, B,C,D,,
B;C,D, gleichartig perspektiv sind, wobei der gemeinsame Mittelpunkt der-
selbe ist, wie im ersten Falle, und auch die beiden gemeinsamen Achsen zu-
sammenfallen. Durch eine ganz elementare und uninteressante Rechnung
findet man, dass sich die Geraden C;D,, C, D, C,D, im Punkte

A(—oa(l +oay), 1+oay, 1 —a-+ 2xy)

treffen, desgleichen die Geraden B,C;, B,(;, B;C, im Punkte

Ay 2y —1,9)
und die Geraden B,D,, B,D;, B,D, im Punkte

Ayloy(L + o), — (1 +ay), oy)

und dass diese drei Punkte tatsichlich.in der Geraden A4,4,4; liegen. Es sind
also im imaginéren Falle die neun Punkte B, C;, D, in solcher gegenseitiger
Lage, dass sie auf zweifache Art in drei Dreiecke verteilt werden kinnen, die
perspektiv mit derselben Achse sind, wobei in beiden Féllen die Achse dieselbe
ist. (Es ist ein Leichtes sich zu iiberzeugen, dass nicht solches im reellen Fall
vorkommt). Nun ist die Frage nahe, inwiefern diese Verhiltnisse fiir die
Konfiguration unserer imaginiren Losung charakteristisch sind. Diese Frage
werde ich beantworten. '

Es seien also umgekehrt neun Punkte gegeben und es sollen die Bedingun-
gen untersucht werden, unter welchen diese neun Punkte sich auf zweierlei
Art in drei Dreiecke verteilen lassen, welche gleichartig perspektiv sind,
wobei in beiden Fillen der gemeinsame Mittelpunkt und die gemeinsame
Achse dieselben sind. (Daraus folgt schon auch, dass drei einander entsprechen-
de Punkte in einer Geraden liegen und drei einander entsprechende Geraden
sich in einem Punkte treffen). Sind also drei Dreiecke gleichartig perspektiv,
so liegen ihre Ecken zu je dreien auf drei durch den Mittelpunkt gehenden
Geraden und ihre Seiten schneiden sich zu je dreien in drei auf der Achse
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liegenden Punkten. Indem ich die im vorigen Kapitel benutzte Bezeichnung
beibehalte, bezeichne ich die Ecken der drei perspektiven Dreiecke mit B,,
C;D; wobei B;, B,, B; in einer durch den Mittelpunkt gehenden Geraden
liegen und das Gleiche von Oy, C,, U, bezw. D,, D,, D, gilt, und B,U,, bezw.
C.D;, B;D; die entsprechendenf Dreiecksseiten sind. Ich wéhle den gemein-
samen Mittelpunkt als den Punkt O,(1, 0, 0) des Koordinatensystems; ist
dann wiederum B,(0, 1, 0), D,(0,0, 1), Cy(1,1,1), so ist auch B,(y, 1, 0),
Cy(u, 1, 1), Dy(z,0,1), By(y', 1,0), Cy(u’, 1, 1), Dy(2’, 0, 1). Es schneiden sich
die drei Seiten C;D, in einem Punkte 4,, die drei Seiten B,C; in einem Punkte
A,, die drei Seiten B,C; in einem Punkte A,. Die drei Punkte A;, 4,, 4,
liegen in der gemeinsamen Perspektivitdtsachse. Sind die Punkte By, C, D,
B,, C,, D, gegeben, so ist durch einen beliebig auf BB, gegebenen Punkt B,
der Punkt O, eindeutig bestimmt, da auf der Geraden B;C; der Schnittpunkt
A, der Geraden B,C;, B,C, liegt; dies liefert die obige Bedingung (1), d. h.
wy' —uw'y +y—y =0. (8)

Durch den Punkt Bj ist eindeutig auch der Punkt Dj; bestimmt, da auf der
Geraden B,D; der Schnittpunkt 44 der Geraden B,D,, B,D, liegt; dies liefert
die obige Bedingung (2), also
- yz' —y'z =0. 9)

Dass dann auch die Gerade C'g;D3 den Schnittpunkt A4, der Geraden (D,
C,D, enthilt, folgt aus dem Desarguesschen Satze. Sind also die beiden ge-
fundenen Bedingungen erfiillt, so sind die Dreiecke B,C,D,, B,C,D,, B,C3D,
gleichartig perspektiv. Durch eine einfache Rechnung findet man die Gleichung
der gemeinsamen Achse dieser drei gleichartig perspektiven Dreiecke in der
Form .

yYy+z—u-+1)x, —yxr,—z20; =0. (10)
Sollen nun die neun Punkte B;, C;, D; noch auf eine zweite Art auf drei gleich-
artig perspektive Dreiecke verteilt werden kénnen, und zwar so, dass der Mittel-
punkt und die Achse dieselben sind, wie im vorigen Falle, so seien z. B. B;C3D,,
B,C,D,, B,C,D, die zu betrachtenden Dreiecke. Man betrachte zunichst die
beiden ersten Dreiecke. Diese sind perspektiv, der Geraden

BC,y...x;—u'x; =0

entspricht die Gerade

By0y .oy =y, + @3y — 1) =0
und ihr Schnittpunkt ist

Py, v +y—11y).
Der Geraden
CsDy ... 2y + 2y(z —u') — 22y =0

entspricht die Gerade

C\Dy...¢; + (' — 1) —2'2; =0
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und ihr Schnittpunkt.ist
Pyu'z —z,2 —z,u + 2 —z—1).
Endlich entspricht der Geraden
BDy...;—zx3 =0
die Gerade - :
B,D,...x, —yx,— 22y =0
und ihr Schnittpunkt ist ’
Pa(yZ, Z— ZI, Z/’) M
Nun sollen die drei Punkte P;, P,, Py auf der Geraden(10) liegen. Es gentigt
zu fordern, dass dies fiir zwei dieser Punkte der Fall sei, z. B. P,, P,. Dies
gibt weitere zwei Bedingungen: _
Wy +2—u)—y—z+1=0, (11)
742yt z—u—1)=0. (12)
Nun soll das Dreieck B;C,D; zusammen mit den beiden vorigen drei gleich-

artig perspektive Dreiecke liefern. Es miissen sich also die Geraden B,Cj,

B0, und B,Cy... 0y, —y'x, + a3(y —u) =0

in einem Punkte treffen; dies liefert die Bedingung
yu—u')—y'(1l—u')=0. (13)

Ebenso miissen sich die Geraden B,D,, B,D, und

BD,...xy—y'z, =0
in einem Punkte treffen, was zur Bedingung fiihrt

CYr—yz—y'Z =0. (14)
Wir haben also sechs Bedingungen gefunden dafir, dass die neun Punkte
B;, C;, D; auf zweierlei Art auf drei gleichartig perspektive Dreiecke verteilt
werden koénnen, mit demselben gemeinsamen Mittelpunkt wund derselben
gemeinsamen Achse. Diese Bedingungen sind notwendig und auch hinreichend,
doch sind sie nicht unabhéngig, wie sich sofort zeigen wird.

Aus (9) folgt
y' =my , 2 = mz M

wenn man dies in (14) einsetzt, so kommt —daz =+ 0ist —

m:—m+1=0.
Dies bedeutet, dass
m=—u,
wo « eine imaginire dritte Wurzel aus der Einheit ist. Dies in (13) eingesetzt

ergibt w =—oa—ou. (15)
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Setzt man dies in (8) ein, so bekommt man identisch Null, d. h. (8) folgt aus
(9), (14), (13). Setzt man aus (15) in (11) ein, so bekommt man zunéchst
— oty — &% 4 P —oauy —ouz + aut—y—z+4+1=0.
Setzt man hier iiberall — x — 1 fiir x2, so bekommt man nach einfacher Um-
formung 1—u)(y+2z—u-+«%) =0.
Es ist jedoch, wie man sofort einsieht, u = 1, also gilt
y—z—u+ > =0. (16)

Setzt man jedoch fiir 2" in (12) ein, so bekommt man dasselbe Ergebnis, d. h.,
von den beiden Bedingungen (11), (12) ist nur eine unabhéngig. Die gefundenen
Bedingungen sind also durch die folgenden Formeln geldst:

u=y+z+a*, Yy=—oy, 2 =—az, v =—ay+2z—1), (17)
wie man leicht durch Berticksichtigung von (12) und (15) erhalt. Hiebei sind
y, z willkiirlich.

Nun bestéatigt man leicht, dass auch B,C,D,, B,C;D,, B;C,D, drei gleich-
artig perspektive Dreiecke sind, wobei der gemeinsame Mittelpunkt und die
gemeinsame Achse dieselben sind, wie in den vorigen Féllen. Diese Achse hat
die Gleichung (10), die jetzt unter Benutzung von (17) die Form annimmt:

(1—oa?) 2, —yx,—2x; =0. (18)
Es hat die Gerade B,C, die Gleichung
xl_(y+z+“2)x3 :0’
die Gerade B,C; die Gleichung
Ty — Yy + Xy(— a2y + a2z — ) =0
und die Gerade B,C,; die Gleichung
xy + ayr, — xg(ay + 1) =0
Multipliziert man die erste Gleichung mit — «2 und addiert sie dann zur zwei-
ten, so bekommt man die Gleichung (18); addiert man zur ersten mit — o2
multiplizierten Gleichung die zweite, multipliziert durch — «,”so bekommt
man die dritte. Dies bedeutet, dass die drei Geraden sich in einem Punkte der
Achse A,4,4, schneiden. Desgleichen haben die Geraden C,D,, C;D,, C,D,
bezw. die Gleichungen:
T, + Xo(—y + % —oa?) + azxy; =0,
B oy +z— 1w, =0,
X, + 2y(z— 1) —2x3 =0.

Die zweite mal —— «2? addiert zur dritten gibt die Gleichung (18), die zweite
mal — « addiert zur dritten mal — « gibt die erste, d. h., die drei Geraden
treffen sich in einem Punkte der Achse 4,4,4;. Damit ist die oben angedeu-
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tete Perspektivitit bewiesen. Zusammenfassend kann man also Folgendes
behaupten:

Es gibt Gruppen von neun Punkten von der Eigenschaft, dass sie sich auf dret
verschiedene Arten in je drev Dreiecke verteilen lassen, welche gleichartig perspek-
tiv sind derart, dass der gemeinsame Mittelpunkt und die gemeinsame Achse
jeweils dieselben sind. Neun Punkte von dieser Beschaffenheit liegen zu je dreien
auf drev Geraden eines Biischels und erfiillen weitere vier Bedingungen, gemdiss
den Formeln (17). Ist die Verteilung auf zwei Arten méglich, so folgt daraus
schon, dass sie auf eine weitere Art moglich ist.

Kehren wir nun zu unserer Konfiguration des imaginaren Falles zuriick, so
erinnern wir uns daran, dass ihre neun Punkte B;, C;, D; sich auf zwei Arten
in je drei gleichartig perspektive Dreiecke verteilen lassen, ndmlich so, dass
B,C\D,, B,C,D,, B,C3D,, bezw. B,C,D,, B,C,D,, B;C,D, die drei perspektiven
Dreiecke sind. Ausserdem jedoch liegen die Punkte B, C,, Dj; B,, C5, Dy
B;, Cy, D, je in einer Geraden, diese Geraden treffen die gemeinsame Achse
in demselben Punkte. In diesem Falle konnen also die Dreiecke B,C,D,,
B,C.D,, B;C,D, als singuliar betrachtet werden, ndmlich als Dreiecke, deren
Ecken in einer Geraden liegen, und dann besteht ihre gleichartige Perspektivi-
tat eben darin, dass sich die betreffenden drei Geraden in einem Punkte der
gemeinsamen Achse treffen. Die Gruppe von neun Punkten, von welchen die
obige Aussage gilt, ist also im Falle unserer Konfiguration in der soeben an-
gegebenen Weise spezialisiert. In der Tat, liegen die drei Punkte By, C,, D;
in einer Geraden, so gilt augenscheinlich . !

Z =u,

woraus dann mit Riicksicht auf die Formeln (17)
z=ay +1

folgt und die Formeln (17) in die oben gefundenen, fiir unsere Konfigurationen
geltenden Formeln (7) iibergehen.

Es gilt also das folgende Ergebnis:

Die durch die Inzidenztafel 1. definierte Konfiguration (12, 16;) besteht im
imaginiren Falle aus drei in einer Geraden liegenden Punkten A,, 4,, A, und
aus weiteren neun Punkten, welche auf drei Arten in je drei gleichartig pers-
pektive Dreiecke verteilt werden konnen derart, dass der gemeinsame Mittelpunkt
und die gemeinsame Achse jeweils dieselben sind, wobei die eine Art in dem
Sinne singuldr ist, dass die betreffenden Dreiecke in je eine Gerade ibergehen.
Die Punkte A4, A,, 45 sind dann die Treffpunkte der einander enisprechenden
Setten von einer Gruppe gleichartig perspektiver Dreiecke.

Es leuchtet ohne Weiteres ein, dass auch die Punkte P,, P,, P, mit den
Punkten B;, C;, D; (unter Ausscheidung der Punkte 4;), natiirlich in der an-
gegeben Weise spezialisiert, unsere Konfiguration ergeben.

v
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IIT.

Die Konfiguration Z sowie die weitere hier betrachtete Konfiguration unter-
scheidet sich von den bisher bekannten dadurch, dass sie Punkte enthilt, fir
welche die drei von ihnen getrennten Punkte jeweils in einer Konfigurations-
geraden liegen. Doch sind diese Konfigurationen nicht ,rein‘, da im ersten
Falle drei der Konfiguration fremde Geraden auftreten, im zweiten Falle ein
der Konfiguration fremder Punkt vorhanden ist. Ich habe versucht eine Kon-
figuration zu finden, welche die angefiihrte kennzeichnende Eigenschaft in
irgendeiner Weise besitzen wiirde, ohne fremde Elemente zu enthalten. Dies
ist mir gelungen und in Inzidenztafel Fig. 2. ist diese Konfiguration definiert.

TIx x| x| x]_| NN
2 1% X | X% HEER
s XX % |
4% X < =< [ 1
ST < < < 11
6 x| % x| X B
7 X | [ | x| |>
8 x [x X | %
9l | | x| x| X%
10| x | [ >
1% 1 | I <%
| I XTI T
Fig. 2

Die Konfiguration kann reel geometrisch realisiert werden, wie ich nach-
weisen werde. Vorerst soll die Konfiguration beschrieben werden. Die Kon-
figurationspunkte sind kurz mit 1, 2, ..., 12 bezeichnet und zwar so, dass
1,2, 3 die Punkte sind, welche die Eigenschaft haben, dass die jeweils von
ihnen getrennten drei Punkte in einer Konfigurationsgeraden liegen. Und
zwar ist der Punkt 7 von den in einer Geraden liegenden Punkten 7, §, 9 ge-
trennt, der Punkt 2 von den in einer Geraden liegenden Punkten 9, 10, 11
und der Punkt 3 von den in einer Geraden liegenden Punkten 11, 12, 7. Diese
drei Geraden treffen einander in Konfigurationspunkten, worin diese Kon-
figuration wesentlich von der Konfiguration Z abweicht. Durch den Punkt 1
gehen weitere drei Konfigurationsgeraden, welche die Punkte 10, 11, 12 ent-
halten. Hier sind nun verschiedene Ansitze denkbar; ohne alle untersucht zu
haben, habe ich einen Ansatz versucht, der zur Tafel 2. gefithrt hat, namlich:
die Punkte 7,..., 12 liegen auf den Seiten eines Dreieckes, dessen Ecken
7,9, 11 sind. Ich habe den Ansatz gemacht, dass je zwei von diesen sechs
Punkten, die nicht Ecken sind, verbunden sind, dass also notwendig 1 10 12
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ist und dann auf I 77 ein weiterer Punkt 4 liegen muss. Desgleichen ist dann
2812 und 27 65,3810 und 3 9 6. Durch den Punkt I geht dann noch
eine Konfigurationsgerade, diese ist notwendig I & 6, ebenso ist 246 und
3 4 5. Auf solche Weise hat man schon dreizehn Konfigurationsgeraden
festgesetzt, von denen je vier durch die Punkte I, 2, 3 gehen, dagegen nur
je drei durch die tibrigen neun Punkte. Diese drei Geraden miissen also je drei
verschiedene von den neun Punkten 4, ..., 12 verbinden. Da boten sich zwei
Moglichkeiten, von denen ich 47 10, 5 6 12, 6 8 11 wihlte. Auf solche Weise
entstand die Inzidenztafel.

Gemaiss dieser Tafel ist

der Punkt 1 von den Punkten 789,
der Punkt 2 von den Punkten 9 10 11,
der Punkt 3 von den Punkten 11127,
der Punkt 4 von den Punkten 89 12,
der Punkt. 4 von den Punkten 8 10 11,
der Punkt 6 von den Punkten 7 10 12,
der Punkt 7 von den Punkten 7 36,
“der Punkt & von den Punkten 745,
der Punkt 9 von den Punkten 12 4,
der Punkt 70 von den Punkten 25 6 ,
der Punkt 77 von den Punkten 23§, .
der Punkt 72 von den Punkten 346

getrennt. Fiir die Punkte 1, 2, 3 liegen die von ihnen getrennten Punkte in je
einer Konfigurationsgeraden, was doch der Ausgangspunkt fiir diese Kon-
figuration war. Dagegen sind die von einem jeden der iibrigen neun Punkte
getrennten Punkte im Dreieck verbunden, d. h., je zwei sind verbunden, ohne
dass alle drei in einer Geraden liegen.

Es ist ein Leichtes sich zu iiberzeugen, dass die Punkte dieser Konfiguration
nicht auf einer kubischen Kurve liegen. Ist u, der Parameter des Punktes ¢,
so geben die 1., 2., 6., 9., 11., 13. Konfigurationsgeraden die folgenden Kon-
gruenzen:

Uy + Uy +u3 =0, (1)
Uy = Uy uy =0, (2)
Uy + Us +u;, =0, (3)
Uy + Us + Uy =0, (4)
Uy Uy Uy =0, (5)
ug + Us + uy; = 0. (6)

Addiert man die Kongruenzen (2), (3), (4) unter Benutzung der Kongruenz (1),
so bekommt man

Uy + ug 7 T st uy + Uy =0.
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Die Addition von (5), (6) ergibt
Uy + wg + uq F ug + Uy Uy =0
Aus diesen zwei Kongruenzen folgt
Uy = Ug ,
was unzuldssig ist.
Nichtsdestoweniger existiert die Konfiguration, was man rechnerisch nach-

weisen kann in einer Weise, die ganz analog derjenigen ist, welche im Kapitel
I. angewandt wurde. Man wihle ein Koordinatensystem derart, dass

7(1,0,0), 9(0,1,0), 11(0,0,1), 4(1,1,1)
gilt. Aus 789 folgt dann 8(y, 1, 0), aus 9 10 11 und 4 7 10 folgt 10(0, 1, 1),
aus 7 11 12 folgt 12(u, 0, 1), aus 1 4 11 folgt 1(1, 1, 2), aus 6 8 11 folgt 6(y, 1, v),
aus § 9 12 folgt 6(u, ¢, 1), aus 25 7 folgt 2(w, ¢, 1), aus 36 9 folgt 3(z, y, v).
1 10 12 fithrt zur Bedingung

1+uv—wuz =0, (1)

12 3 fihrt zur Bedingung
w4y +wez—tyz—xr—ow =0, (2)

156 fithrt zur Bedingung
w4y +ur—tyz—1—uv =0, - (3)

246 fihrt zur Bedingung
w4ty +1—y—w—itv =0, (4)

2 8 12 fithrt zur Bedingung
w—u—ty =0, (5)

346 fihrt zur Bedingung
yt+ur+tv—uww—ty—x =0, (6)
3 8 10 fiithrt zur Bedingung

l4+tov—2=0, (7)
da y =+ 0. Aus (7) folgt
x =140, (8)
aus (5) folgt
w=u -+ 1y, (9)
aus (1) folgt
uz =14 u. ‘ (10)
Setzt man dies in (2) ein, so bekommt man nach kurzer Rechnung
| (w + y)(tv +w) = 0. (11)
Die erste Losung v = — ¥y ist unzulédssig. Die Gleichung der Geraden 1 10 12

ist namlich
2, + ury, —urs = 0.
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Setzt man hier die Koordinaten von &(y, 1, 0) ein, so bekommt man auf der
linken Seite ¥ - u; sollte dies gleich Null sein, so wiirde der Punkt § auf der
Geraden 1 10 12 liegen, was unzuldssig ist. Es gilt also nur die Losung

tw—+u=0. (12)
Wir setzen nun aus (8), (9), (10), (12) in (3), (4), (6) ein; so kommt
wy + vy +y—uv =0, (3")
uy —uww—1+4+y =0, (4")
wy + vy —ov—v:=0. (6")

Die Gleichung (4') ist in v linear, es ist also leicht aus (3") und (4’) und aus (6')
und (4') v zu eliminieren. Das fithrt zu den Gleichungen
uy*(u + 1) —y(u2 4+ 3u +1)4+1 =0, (13)
2w+ 1) +y(—uwdt+ut—2)—u+1=0. (14)
Die Gleichung (13), multipliziert mit (v — 1), addiert zur Gleichung (14),
multipliziert mit (u 4 1), gibt nach kurzer Rechnung

(y — wluy(u? +u+ 1) +y +u—1] =0. (15)
Eine Losung dieser Gleichung ist also
L Yy =1u.
Die zweite uy(u? - u+ 1)y u—1=0
addiert zu (14) gibt
Y+ Dy + 2u—1) = 0.
Nun ist ¥ & 0 (sonst wiirde 8§ = 9 sein) und auch » #= — 1. Denn anderen-
falls wiirde z = 0 sein [nach (10)] und der Punkt I(1,1,2) wiirde auf 78 9
liegen, was unzuléssig ist. Es ist also
II. y=1—2u
die zweite Losung.
I. Setzt man y = u in die Gleichung (13), so bekommt man
(v 4+ 1) —u2—2u + 1) =0,
also nach Ausschluss der unzulédssigen Losung # = — 1 als eigentliche Losung
der obigen Bedingungen
wW—u— 2 +1=0. (16).
II. Setzt man y =1 — 2« in die Gleichung (13), so kommt, nach Aus-
schluss der unzuldssigen Losung u = 0, als eigentliche Losung der obigen
Bedingungen
Ut +u4+1=0. (17)
Diese Gleichung hat imaginire Wurzeln, fiihrt also nur zu imaginiren Kon-
figurationen.
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Dagegen hat die Gleichung (16) drei reelle Wurzeln, und zwar, wie man so-
fort einsieht, je eine in den Intervallen:

(—2,—1), (0,1), (1,2).

Sind also die Punkte 7, 9, 11, 4 gegeben, so existieren drei reelle Konfigu-
rationen geméss der Inzidenztafel 2. Diese reellen Konfigurationen sollen zu-
nichst untersucht werden. Die Gleichung (16) ist irreduzibel; denn sollte sie
reduzibel sein, so hitte sie notwendig eine der Wurzeln 1, —1, was nicht der
Fall ist.

Es soll jetzt die Losung y = » in die fritheren Formeln eingesetzt werden.
So folgt aus (4')

u =u?+u—1.
Nach (16) ist jedoch
w2 t+u—1=ut—u;
also
v=u —1. (18)
- Dann liefert (12) die Gleichnug

t(u?—1) ——u.

Multipliziert man hier zu beiden Seiten mit (u — 1) und beniitzt dann die
Gleichung (16), so kommt

t=1—u. (19)
Aus (8) folgt dann weiter
x =u? (20)
und aus (9) .
w=u(2—u). (21)
Endlich folgt aus (10)
z=014+u):u. (22)

Auf Grund dieser Ergebnisse schreiben wir nun die Koordinaten der Kon-
figurationspunkte auf. Es ist:
Hu,u,u + 1), 2wm2—u),l—u,l), 3(u,u?u?—1),
41,1,1), 5u,1—wu,1), 6(u,l,uw —1), 7(1,0,0),
8(u,1,0), 9(0,1,0), 10(0,1,1), 11(0,0,1), I12(u,0,1).

Als Gleichungen der Konfigurationsgeraden findet man dann:

123 zu(u + 1) —z, + 23(1 — 2u) =0,
1411 x,—x, =0,
156 2y (w2 — 1) + uxy + 23(1 — 2u) =0,
11012 T, + uxy, —ur; =0,
246 %y + xu(u —2) —a5(u —1)2 =0,
257 Ty + x3(w—1) =0,
2812 z, —ux, —ur; =0,
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345 ux, + xo(uw — 1) + 23(1 — 2u) =0,

3810 X, — UTy + uxy =0,
369 ’ 2, —x3(u—1) =0,
4710 Xy — a3 =0,
5912 x, —ury; =0,
6811 x, —ux, =0,
789 23 =0,
91011 z, =0,
71112 2, =0.

Bei der Ableitung und namentlich Vereinfachung dieser Gleichungen ist von
der Gleichung (16) Gebrauch gemacht worden. Als einziges Beispiel fiihre ich
da die Gleichung der Geraden 3 6 9 an. Diese Gerade verbindet den Punkt 9
mit dem Punkte 3 und hat also die Gleichung

2 (u2— 1) —uxy; = 0.
Multipliziert man diese Gleichung mit (x — 1), so bekommt man bei z; den
Koeffizienten
(w—1)u—1) =uw—u2-——u+1=u (gemadss (16))
und dies fiihrt zu der oben angegebenen Form dieser Gleichung.

Mit Ausnahme von 2, 3, 6 sind die Koordinaten der Konfigurationspunkte
linear in u; wird » als ein Parameter angesehen, so bedeutet dies, dass die
betreffenden Punkte auf einer Geraden liegen. Das ist nichts iiberraschendes
bei dem Punkte I, der auf der Geraden 4 /1 liegt, und den Punkten 8, 12,
die je auf einer Koordinatenachse liegen. Es iiberrascht aber beim Punkte 4.
Dieser bewegt sich also, bei verdanderlichem u, auf der Geraden, wie man leicht
nachrechnet, ot 2y — g =0, (23)
was fiir die Konstruktion der Konfiguration von Bedeutung ist, wie man im
weiteren sehen wird.

Auch unter den Konfigurationsgeraden gibt es solche, deren Gleichungen den
Parameter « linear enthalten, was dann bedeutet, dass die betreffende Gerade
in einem Biischel liegt. Das ist selbstverstandlich bei den Geraden 170 12,
267,3810,369,5912, 6811, die je durch einen festen Punkt hindurch-
gehen, iiberraschend ist es bei der Geraden

2812 T, — UTy, —uxy = 0.
Diese enthélt den festen Punkt (0, 1, —1), was wieder fiir die Konstruktion
der Konfiguration von Bedeutung ist.

Noch Eins geht aus der Tafel der Gleichungen hervor: durch Subtraktion der
Gleichungen 4 912, 6 8§ 11 bekommt man Gleichung 4 7 10; dies bedeutet,

dass diese drei Geraden durch denselben Punkt hindurchgehen; es ist der
Punkt S(u, 1, 1).
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Nun iiberzeugt man sich zunichst, dass die gefundenen 12 Punkte alle
voneinander verschieden sind. Da ist ohne weiters klar, dass die Punkte 7
bis 12 voneinander und von den iibrigen sechs Punkten verschieden sind.
Ebenso leuchtet ein, dass der Punkt 4 von allen iibrigen verschieden ist. Die
Punkte 1,3, 5,6 haben dicselbe erste Koordinate und verschiedene zweite
Koordinaten, sind also alle verschieden. Eine kleine Rechnung zeigt dann,
dass der Punkt 2 von den Punkten 1, 3, 5, 6 verschieden ist.

Auf dhnliche Weise iiberzeugt man sich leicht, dass auch die gefundenen
Konfigurationsgeraden voneinander verschieden sind.

Nun muss untersucht werden, ob es nicht vorkommt, dass mehr als drei
Konfigurationspunkte in einer Konfigurationsgeraden liegen. Man sieht sofort,
dass der Punkt 4 nicht auf der Geraden I 2 3 liegt, da seine Koordinaten der
Gleichung dieser Geraden nicht geniigen. Dann kann auch der Punkt § nicht
auf dieser Geraden liegen, da 3 4 § ist. Das Gleiche gilt von den Punkten 6
und 71. Daraus folgt dann auf Grund derselben Schlussweise, dass auch keiner
der iibrigen Punkte auf dieser Geraden liegen kann. Ganz &hnlich zeigt man
dann, dass auch keine der tibrigen Konfigurationsgeraden einen weiteren Punkt
enthalten kann.

Aus dem letzten Ergebnis folgt nun, dass es ausser den Konfigurationsgera-
den keine Gerade gibt, welche drei der Konfigurationspunkte verbinden wiirde.
In der Tat, eine solche Gerade wiirde notwendig drei Punkte verbinden, die
alle gegenseitig nach der Inzidenztafel getrennt sind, denn anderenfalls wire
diese Gerade mit einer Konfigurationsgeraden identisch, auf welcher mehr als
drei Konfigurationspunkte liegen wiirden, was ausgeschlossen ist. Nun aber
sind keine zwei Konfigurationspunkte, die von einem Konfigurationspunkte
getrennt sind, von einander getrennt, wie wir oben gefunden haben. Es gibt
also kein Tripel gegenseitig getrennter Punkte und also keine der Konfigu-
ration ,,fremde‘ Gerade.

Es gibt auch keinen der Konfiguration ,,fremden Punkt, das heisst, ausser
den zwolf Konfigurationspunkten keinen Punkt, der Treffpunkt von vier
Konfigurationsgeraden wire. Géibe es namlich einen solchen Punkt, so wiirden
die einander in diesem Punkte treffenden Konfigurationsgeraden alle zwolf
Konfigurationspunkte enthalten. Nun gibt es, wie man aus der Inzidenztafel
leicht ersieht, nur ein Quadrupel von Geraden, die alle zwo6lf Konfigurations-
punkte enthalten, nimlich die vier Geraden 123, 47 10, 59 12, 6 8 11. Die
drei Geraden 47 10,5 9 12, 6 8 11 gehen durch den Punkt S(u, 1, 1) (s. oben).
Setzt man diese Koordinaten in die Gleichung von I 23 ein, so bekommt
man auf linker Seite

ud + u?— 2u,

was nicht gleich Null ist, da die linke Seite von (16) irreduzibel ist und also mit
dem hier aufgeschriebenen Polynom keinen Teiler gemein hat.



Die hier betrachtete Konfiguration ist also frei von ,,fremden* Punkten
und ,,fremden‘‘ Geraden.

Dies ersieht man iibrigens auch sofort aus der Fig. 3, wo unsere Konfiguration
konstruiert ist, und zwar fiir die im Intervalle (1,2) liegende Wurzel von Glei-
chung (16). Der Wert dieser Wurzel ist

w = 1,80

auf zwei Dezimalstellen genau. Die Konfiguration ist
durch die Punkte 7, 9, 11, 4 bestimmt, denn sind diese
vier Punkte gewidhlt worden, so sind » und somit alle
Punkte der Konfiguration bestimmt. Auch leuchtet
ein, dass es eine kubische Konstruktion geben muss,
die zu der Konfiguration fithrt, wenn die vier er-
wihnten Punkte gegeben sind. Dies soll nicht
weiter ausgefithrt werden. Die Figur’ beruht auf
rechnerischer Grundlage. Das Dreieck 7 9 11 ist als

gleichseitig angenommen worden und der Punkt 4 in seine Mitte gelegt. Dann
wurde der Punkt 8(1, 80; 1; 0) auf Grund seiner Koordinaten aufgetragenin 7 9;
hernach sind alle weiteren Konstruktionen nur mit dem Lineal ausfiihrbar.
Es ist zuniichst der Punkt 70 als Schnittpunkt von 4 7 und 9 11 bestimmt.
Weiterhin bestimmen die Geraden 8 77 und 4 7 den Punkt S(u, 1,1) und S 9
bestimmt dann auf 7 17 den Punkt 12. Man konstruiert dann weiter die Ge-
rade (23); diese enthilt den Punkt 70 und den Treffpunkt von 49 und 7 11

und ist als ihre Verbindungsgerade bestimmt. (In der Figur ist diese Hilfs-

214



gerade nicht eingezeichnet.) Die Gerade 9 12 schneidet dann diese Gerade im.
Punkte 5. Jetzt erginzt man die Figur durch den Punkt 7 als Schnittpunkt
von 411 und 10 12, den Punkt 3 als Schnittpunkt von 45 und 8 10, den
Punkt 2 als Schnittpunkt von 7 3 und § 7 und den Punkt 6 als Schnittpunkt
von 8 11 und I 5. Die ibrigen Koinzidenzen dienen zur Kontrolle der Pri-
zision der Zeichnung.

Die imagindre Losung unserer Inzidenztafel bekommt man, wenn

y=1—2u
gesetzt wird, wo dann, wie oben gefunden, u der quadratischen Gleichung
22 +u+1=0 (17)

geniigt; diese Gleichung hat imagindre Wurzeln. Wir setzen fiir y jetzt in die
fritheren Formeln ein. Gleichung (4') gibt

w =uy +y—1=—2u*—u,

also

v=—1—2u. (24)
Weiterhin ist

tv+uu =0,

also .

t =wu:(1l+ 2u).
Aus (17) folgt

—u=1:(1+ 2u),

also
b= —u? = (4 1):2. (25)
Weiterhin ist
r=14+v=—2u, (26)
uz =1+ u = — 2u?, (mit Riicksicht auf (17))
also
2 =—2u. (27)
Endlich ist

w=1u+ty =u—u(l —2u) = u(l —u + 2u?)
und durch Benutzung von (17)
w=—2u=uy-+4+1. (28)
Auf Grund dieser Ergebnisse kann man nun die Koordinaten der Konfigura-
tionspunkte angeben. Es ist:
11,1, —2u), 22w+ 1), u +1,2), 3Qu—1,2u, 2u + 1),
41,1,1), 5Qu,u+1,2), 62u—1,—1,2u+ 1),
7(1,0,0), 82u—1,—1,0), 9(0,1,0), 1000,1,1),
11(0,0,1), 12(u,0,1),
wo u eine Wurzel von (17) ist.
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Als Gleichungen der Konfigurationsgeraden findet man dann:

123 2, —2y(2u + 1) — a3 =0,
1411 2, —x, =0,
156 wxy — Xy + 23(w + 1) =0,
11012 2 (2u + 1) —xy + 23 =0,
246 (w4 1) — 2y —uxy =0,
267 2, — x3(u + 1) =0,
2812 zy + 2(2u— 1) —uxgs =0,
345 2 — 2%, + 23 =0,
3810 x, + o, (2u-—1) —axy(2u—1) =0,
369 2y —x3(2u 4 1) =0,
4710 Ty — 1y =0,
5912 2, —uxy =0,
6811 z, + x(2u—1) =0,
789 z; =0,
91011 x; =0,
11127 z, = 0.

Ganz éhnlich wie im reellen Falle kann bewiesen werden, dass diese Kon-
figuration weder fremde Punkte noch fremde Geraden enthilt.

Die Konfiguration lédsst sich quadratisch konstruieren. Eine solche Kon-
struktion soll angegeben werden. Alle gefundenen Koordinaten sind linear
in %, wenn also » als Parameter angesehen wird, so bedeutet dies, dass ein
jeder Punkt der Konfiguration sich auf einer Geraden bewegt. So sieht man,
dass das fiir die Punkte 3, § die Gerade

X — 22, 23 =0 (29)
ist. Als geometrischen Ort des Punktes 2 bekommt man
@y — 2, = 0. (30)
Diese Gerade verbindet den Punkt 77 mit dem Punkte P(2, 1, 0). Der Punkt 6
bewegt sich auf der Geraden
Ty — 2y — 253 = 0. (31)
Die Punkte 7, 9, P, P'(1, 1, 0) (P’ ist Treffpunkt von 7 9 und 11 4) bilden ein
harmonisches Quadrupel und auch die Geraden (29), (30), (31) bilden mit der

Geraden 7 9 ein harmonisches Quadrupel, was bei der Konstruktion zu be-
nutzen ist.

Auch die Koordinaten der Konfigurationsgeraden sind linear in wu; das
bedeutet, dass eine jede dieser Geraden bei verdnderlichem % durch einen
festen Punkt hindurchgeht. Fiir die Gerade 1 2 3 ist dieser feste Punkt @ (1,0, 1),
also Schnittpunkt von 7 11 und 4 9.
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Das lineare Verhalten ist fiir einige der Konfigurationspunkte und Kon-
figurationsgeraden die Folge von (17), muss also nicht gelten, solange « nicht
dieser Gleichung geniigt. Dagegen ist die Linearitit der Koordinaten des
Punktes 6 unabhéngig von (17), denn dieser Punkt hat die Koordinaten -—
s. weiter oben — (y, 1, v) und die Werte von y und » sind durch die Gleichung
(17) nicht beeinflusst worden. Dasselbe also gilt auch von der Geraden (31),
auf welcher sich der Punkt 6 bewegt. Wenn wir also diesen Punkt als Ausgangs-
punkt fiir die Konstruktion nehmen, so wissen wir, dass durch die Inzidenz
von 6 und (31) die durch die Gleichung (17) gelieferte Losung nicht schon
vorweg genommen wurde. Man wihle also 6 beliebig auf (31), konstruiere
dann Punkt 2 als Schnittpunkt von 4 6 und (30), dann den Punkt 4 als Schnitt-
punkt von 7 2 und (29), dann den Punkt 7 als Schnittpunkt von 4 77 und @ 2.
Da sieht man, dass da perspektivische Punktreihen entstehen, sodass speziell
die Punktreihen I und § projektiv sind. Thre Verbindungslinie I & umhiillt
also einen Kegelschnitt, der durch die angewandten Perspektivitdten ein-
deutig bestimmt ist. Es sei 6" der Schnittpunkt von 1 § mit (31). Es ist ohne
weiters klar, dass zwischen den Punkten 6, 6’ eine Verwandschaft (1,2) be-
steht, welche drei Deckpunkte besitzt. Kiner davon ist der Punkt P. Denn ist
6 =P, so ist 2==P und 6 = P, der Punkt I liegt dann auf einer Geraden
durch den Punkt P und 1 § schneidet also dic Gerade (31) wiederum im
Punkte P. Die beiden iibrigen Wurzeln 16sen unsere Aufgabe.

Zum Schlusse mochte ich noch bemerken, dass man, wie eben die bisherigen
Arbeiten tiber die Konfiguration (12,, 16;) zeigen, versuchsweise zu neuen
Konfigurationen gelangen kann, dass es jedoch wiinschenswert wire, irgend
ein Ordnungsprinzip einzufiihren, das gestatten wiirde, in irgendeinem Maasse
Ubersicht iiber die ganze Materie zu gewinnen. In dieser Hinsicht sind gewisse
Beobachtungen wichtig: es gibt Konfigurationen der betrachteten Art, die
durch die Inzidenztabelle eindeutig bestimmt sind, und solche, wo dies nicht
der Fall ist. Es gibt Konfigurationen, deren Punkte auf einer kubischen Kurve
liegen, und solche, die diese Eigenschaft nicht besitzen. Einige der bisher be-
kannten Konfigurationen, so z. B. die Konfiguration Z, sind durch fiinf ihre
Punkte bestimmt, wihrend die zuletzt betrachtete Konfiguration bereits
durch vier ihre Punkte bestimmt ist. Die frither bekannten Konfigurationen
haben mindestens einen Vierer von gegenseitig getrennten Punkten; die in
diesem Aufsatze behandelten Konfigurationen besitzen keine solche Punkt-
gruppe. Diese und #dhnliche Beobachtungen koénnten zur Losung der oben
angedeuteten allgemeinen Aufgabe einigermassen beitragen.



Peswome.

O JIBYX HOBBIX KOHOUT'YPAIIMAX (124, 16,)
B. BBIJI;KOBCKUI (B. Bydzovsky), ITpara.

(ITocrynuio B pegaxnuio 18/X111953.)

ITpod. M. 3axapuac B cBoeii paGore, KOTOPYI OH HM3jiaj B :KypHaJIe
Mathematische Nachrichten, 1. Band, Heft 5, Sept./Okt. 1948, S. 332,
usydaer KOHQUIypaluio WHOro BUA, 9eM [0 CUX IIOp M3BECTHEE 4eThipe KOH-
¢urypamun ykasanHoro tuma. Asrop B I-oif riaBe IpejraraeMoii BHUMAHUIO
quraTesas paboThl MOABEPIHYJ 9Ty HOBYIO KoHQUrypamuio Gojee IIy0OKOMY
MCCJIeIOBAHMIO W 0GHAPYRILI, YTO COOTBETCTBYIOMAsA TA0INIA MHITUAEHTHOCTH
ToIyckaer elle apyroe pemrenue. Mcciaemosanmio cBolicTB HalifjeHHO# Taxum
o6pasom xongurypanuu nocsamena II-ag roasa macroameit padorsi. IlogoGmo-
r0 pofia pacCy#R[eHUsA IMpUBEIH aBTOPA K BONPOCY O CYI[ECTBOBAHMU [PYTUX
KOHQUIYpaluii ¢ OIpejesieHHEIME cBoilictBaMu. OTBeT Ha STOT BOIPOC HAH
B III-beit riraBe, KOTOPAsA NOCBAILIEHA NI3YYEHUIO JaIbHelIel KoHGUryparun.
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