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ťJYOD 

Otočíme-li písmeno V o devadesát stupňů doprava 
nebo doleva, dostaneme znaménko nerovnosti. Nevyhne 
se mu nikdo, kdo se jen trochu zabývá matematikou, 
a intuitivně s tímto znaménkem pracuje každý, neboť 
denně všichni používáme pojmů „větší než", „menší 
než" atp. 

Bez nerovnosti se neobejde ani Matematická olympiá-
da; vyskytuje se skoro v každé úloze — nezávisle na ka-
tegorii řešitelů. Ve většině úloh hrají nerovnosti pouze 
pomocnou roli, ale početné jsou i úlohy, v nichž je ne-
rovnost podstatnou složkou, v nichž jde třeba o to vy-
řešit jednu či více nerovností (či přesněji, v dnešní 
terminologii, nerovnic) o jedné či více neznámých, kde se 
jedná o určení rovinného oboru, který je popsán nerov-
nostmi atp. Důležitost nerovností a nerovnic ve školské 
matematice je konec konců zdůrazněna i skutečností, 
že speciálně jim byly věnovány už dvě publikace Školy 
mladých matematiků: svazek 5 F. Veselého O nerovno-
stech a svazek 18 K. Havlíčka Analytická geometrie 
a nerovnosti. 

I v tomto svazku Školy mladých matematiků půjde 
o nerovnosti, ovšem z poněkud jiného hlediska než třeba 
u obou zmíněných publikací. Zde budeme chápat ne-
rovnost ve smyBlu odhadu, budeme se ptát, zda nějaký 
výraz, v němž vystupují čísla xlt x2, . . . ,£„ — označme 
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tento výraz symbolem F(xl, x2, ..., xn) —, lze odhad-
nout jiným, jednodušším, nebo pro naše konkrétní účely 
vhodnějším výrazem G(xx, x2, ..., x„). Budeme zkrátka 
vyšetřovat nerovnosti tvaru 

(U.l) F(xltx2, . . . ,x„ ) ¿G(xx , x2, ..., xn) , 

přičemž čísla budou ležet v nějaké předem 
dané množině M. Výraz G(xx, x2, • • •, xn) pak bude 
horním odhadem výrazu F(xlt x2, ..., x„), a naopak — 
výraz F(xx, x2, ..., xn) bude dolním odhadem výrazu 
G(xx, x2, ..., xn). 

Nespokojíme se přitom jen tak s nějakým odhadem; 
budeme chtít, aby nerovnost (U.l) byla v nějakém 
smyslu přesná. Tuto přesnost můžeme vyjádřit různým 
způsobem: můžeme např. požadovat, aby pro jistou 
íi-tici ěísel xlt x2, ..., x„ z M nastala v (U.l) rovnost; 
nebo můžeme požadovat, aby rozdíl mezi pravou a levou 
stranou bylo možno učinit libovolně malý; nebo můžeme 
chtít, aby jistá konstanta — např. konstanta c, má-li 
výraz G tvar c.G(xx ,x2 , . . . , x„) — byla nejlepsí možná, 
tj. např. taková, že nerovnost (U.l) už neplatí, zvolí-
me-li G ve tvaru Č.G, kde je č < c; nebo můžeme poža-
davek přesnosti vyjádřit jinak. Ilustrujme to na příkla-
dech. 

Příklad U.l. Pro každé reálné číslo x platí 

x •¿¡\x\\ 

platí však také x ^ a\x\ + je-li /í ¡ž 0 a a ^ 1. 
Označíme-li F(x) = x a Gatp(x) = <x|x| + /?, dostaneme 
odhad 

F(x) ^ Gatíl(x) , 
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který platí pro všechna reálná čísla x, je-li « ž 1 
a ¡g 0; nejlepším horním odhadem ze všech odhadů 
tvaru Oat0 ovšem bude výraz (?1>0(x) = |x|, neboť 
Glm0(x) 5Í Oai p(x). Jinými slovy: konstanty ¡x = 1, /? = 0 
jsou ze všech konstant « ^ 1 a (5 S 0 nejlepší. 

Příklad U.2. Zvolme za M interval ^0, a položme 

F(x) = sin x. Zkoumejme horní odhady Ha(x) tvaru 
<x.x a dolní odhady Dfi(x) tvaru f}.x,tj. zkoumejme, kdy 
pro všechna x e M platí 

Dp{x) ^ sin x ^ Ha{x) 
čili 

(XJ.2) ^ sin x ^ <xx . 
2 

Lze ukázat, že to platí pro a S: 1 a j? ^ — (viz též 
ít 

obr. 1), zatímco pro « < 1 neplatí horní odhad a pro 
2 

R > — neplatí dolní odhad (uvědomte si, že všude je 
71 

podstatné, že x e M\). Nerovnosti 

y 

1 / (a>1)/ ^ y=ir* 

0 i -f X 

Obr. 1. 
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n 
x šř sin x á x 

jsou přitom přesné v tom smyslu, že rovnost nastává 
7Z jednak pro x = 0 a u dolního odhadu ještě pro x = —. 
Ji 

2 
Konstanty fi0 = — a = 1 jsou nejlepší možné, neboť 

31 
2 

je-li ¡3 < — a « > 1, platí 
71 

(}x PqX ^ sin x íS «„a; ^ «x . 

Příklad U.3. Budte oc, p kladná čísla, M interval <«,oo) 

a F{x) = — j/a;2 — a2. Chtěli bychom výraz F(x) od-
OL 

hadnout shora výrazem typu Hv(x) = yx, y > 0. Z geo-
metrie víme, že výraz F(x) popisuje část hyperboly 

o 
(viz též obr. 2). Je-li y < — , bude nerovnost 

(U.3) — l/a;2 — <x2^yx a 

Obr. 2. 



platit jen pro některé hodnoty x, nikoliv pro všechna 
ze M (řešte rovnici /? — a* = txyx!). Horní odhad 

a 
dostaneme, volíme-li y ^ — . Nej lepší horní odhad při-

tom dostaneme, volíme-li y = y0 = — , neboť pro 

y > yt a pro každé x e M platí 

Zde nelze ukázat, že by v nerovnosti (U.3) nastávala 
pro y = y0 rovnost, naopak, nerovnost je vždy ostrá. 
Rozdíl mezi pravou a levou stranou však konverguje 
k nule, roste-li x do nekonečna, tj. rozdíl mezi pravou 
a levou stranou lze učinit libovolně malý volbou vhodné 
hodnoty x. 

Nerovnosti typu odhadů se v Matematické olympiádě 
často objevují. Např. v 8. roěníku byl v kategorii B zadán 
tento příklad: „Dokažte, že pro každou trojici kladných 
čísel a, b, c platí vztah 

nalezněte všechny trojice, pro něž nastává rovnost." 
To lze chápat jako úlohu dokázat odhad 

ukázat, že je přesný a že devítka je nejlepší možná 
konstanta. Tato úloha je speciálním případem úlohy, 
která se objevila ve 2. ročníku Matematické olympiády 
v kategorii A a kde šlo o to dokázat nerovnost 

« 

oc 
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(U.4) (Xl + X,+ ... +agfJr + -I- + ... + ž n*. 
V. •c2 *» J 

My se k této úloze vrátíme v dalším a uvedeme dva způ-
soby řešení této úlohy — viz příklad 1.1 a příklad II.2. 

V tomto svazku uvedeme několik užitečných odhadů 
nebo — chcete-li — nerovností. Jejich význam — 
a i smysl tohoto svazečku — je v tom, že je dobré 
je znát, vědět o nich, neboť se mohou hodit při řešení 
řady úloh, s nimiž se čtenář setká [viz např. nerovnost 
(U.4) — autor ztroskotal kdysi právě na této úloze 
a dodnes se za to hanbí; kdyby byl znal Cauchyovu 
nerovnost, vyřešil by ji obratem ruky, ale tehdy ještě 
svazky Školy mladých matematiků neexistovaly]. 
To však není jediný jejich význam, a řekl bych, že není 
ani hlavní. Za důležitější než znát tyto nerovnosti pova-
žuji umét je dokázat, či přesněji védét, jak se dokazují. 
V těchto důkazech (a my u některých nerovností uve-
deme důkazů několik) je totiž skryta řada pěkných idejí, 
šikovných početních obratů a pod., což vše lze využít 
i v řadě jiných matematických problémů. 

Doporučujeme proto čtenáři, aby při četbě tohoto 
svazečku maximálně spolupracoval, aby sledoval hlavní 
ideje důkazů jednotlivých tvrzení a pokusil se je odlišit 
od těch kroků, které představují jistou početní rutinu, 
aby se zamyslel nad tím, zda se na daný problém lze 
dívat i z jiné strany a zda existuje možnost zobecňo-
vání. To byl konec konců i důvod toho, že některé ne-
rovnosti jsou dokazovány vícerým způsobem, ač by se 
to mohlo někdy zdát zbytečné či zbytečně složité. 

Každá kapitola obsahuje řadu úloh, jejichž řešení by 
mělo čtenáři pomoci v tom, aby se mohl podílet na právě 
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požadované spolupráci. Úlohy jsou různého stupně 
obtížnosti a v závěru svazku jsou obsaženy výsledky, 
návody k řešení nebo celá řešení; bylo by však vhodné, 
kdyby čtenář nalistování posledních stránek odložil na co 
nejpozdější dobu. Bylo by možno dodat více úloh či 
příkladů, domnívám se však, že úlohy zde obsažené 
mohou zainteresovaného čtenáře podnítit k tomu, aby si 
podobné úkoly kladl sám; přitom bych chtěl připome-
nout, že beze smyslu nejsou ani zdánlivě zcela triviální 
úlohy jako volba speciálních čísel v dané nerovnosti 
(viz např. úlohy II. 1 a II.2 nebo úlohy III.3, III.4 
a III.5) — i takový výsledek může být zajímavý a někdy 
dokonce osvětlí nerovnost více než vztah s obecnými 
vektory. A čtenář, který bude mít skutečný zájem, 
najde inspiraci v seznamu literatury na konci svazku: 
zvláště v knihách [4], [5] a [6] najde mnoho dalších 
vhodných úloh. 

Nakonec několik slov k užitečnosti nerovností, 
o nichž budeme hovořit. Vyjděme třeba z elementární 
nerovnosti 

(a — b)2 ^ 0 , 

která platí pro všechny dvojice reálných čísel a, b. 
Plyne odtud, že a2 — 2ab + b2 ^ 0, čili že a2 + b2 ^ 
^ 2ab, čili že 

(U.5) ab < -- a2 + - i b2. 

Tím jsme tedy odvodili jednoduchý odhad výrazu 
ab, který je zajímavý především pro a ^ 0, b 0. 
Odhad (U.5) znal už Eukleides a my v dalším uvidíme, 
jak je užitečný (geometricky znamená, že plocha obdél-
níka není větší než polovina plochy čtverce sestrojeného 
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nad úhlopříčkou!); zobecněním tohoto odhadu, a nímž 
se též setkáme, je odhad 

Tento odhad je jedním z nejdůležitějáích pomocných 
prostředků při řešení různých problémů matematické 
analýzy, a to problémů velice netriviálních. S trochou 
nadsázky lze říci, že na tomto odhadu je založena ne-
jedna matematická teorie. Snad tedy čtenář uvěří, že 
nerovnosti, s nimiž se setká, nejsou jen samoúčelným 
prostředkem Matematických olympiád. 
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PŘÍPRAVNÁ KAPITOLA 

V dalším podstatně využijeme tohoto pomocného tvrzení: 

Véta P.l . Budiž OÍ reálné číslo, t > 0. Pak platí 

(P.l) t* — od + <x — 1 ^ 0 pro a > 1 a pro oc < 0, 

(P.2) í* — od + a — 1 á 0 pro OÍ e (0,1). 

Rovnost v (P.l) i v (P.2) nastává tehdy a jen tehdy, je-li 

Poznámka P.l. Pro hodnoty « = 0 a a = 1 není ve větě 
P.l vysloveno žádné tvrzení. Je však ihned vidět, že pro 
tyto hodnoty platí v (P.l) rovnost pro všechna t ^ 0. 

Úloha P.l. Předpokládejte, že platí (P.l) pro « > 1, a do-
kažte, že pak platí (P . l )proa< 0 a (P.2) pro « e (0, 1). 

Z předcházející úlohy plyne, že stačí dokázat (P.l) 
pro a > 1, a tím už bude dokázána celá věta P.l. 

Budiž s > 0 a budiž n přirozené číslo. Pak je 

t = 1. 

— 1 sn—1 J L _ I (,» + a » - i + . . . + a + i ) _ 

(í»"1 + . . . + « + ! ) = 

71+1 n 
s—\ 

n 
s — 1 



odtud plyne (musíme rozlišit případy 0 < s ^ l a s > l ) , 
že 

( P . 3 ) 

n + 1 n 

a že rovnost nastane tehdy a jen tehdy, je-li 3 = 1. 

Jsou-li nyní man přirozená čísla, m > n , plyne z (P.3) 

sm — 1 sn — 1 ^ „ 
^ 0 ; 

m n 
položíme-li zde s = tlln (t > 0) dostáváme nerovnost 

/Yfí 
«">/»— 1 — — (í — 1) > 0 , 

n 

což je nerovnost (P.l) pro racionální čísla r > 1 : 

(P.4) tT — r ř - f r — 1 ^ 0 , r > 1 racionální; 

tato nerovnost je ostrá pro t ^ 1. 

Je-li nyní « iracionální číslo, a > 1, existuje posloup-
nost {rk} racionálních čísel rk > 1 tak, že lim rk = <x. 

00 

Pro každé rk platí (P.4); přejdeme-li tam k limitě pro 
h oo, dostáváme (P.l) i pro <% > 1. Tato nerovnost 
už ovšem nemusí být ostrá pro t ^ 1. To však 
„napravíme" takto: Je-li « > 1 a í ^ 1 (I >0 ) , položí-
me 

<x = r.ff, kde r je racionální číslo, r > 1, /9 >1. 

ijeme-li nerovnosti (P.4) pro t? místo pro t (t^ ^ 
le 

{Vy — rtP + r—1 > 0 čili (<")' >rt? — r + 1. 
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Pak však je 

t* — <xi+OL—l - (py — rpt + rp—1 > 
>rtP — r + \ —rpt + rP— \ = 

= «t> — pt + p — 1) ^0, 

takže nerovnost (P.l) je opět ostrá pro « > 1 a í ^ 1. 

Poznámka P.2. Větu P.l lze ovšem snadno dokázat, 
ovládáme-li základy diferenciálního počtu. 

V dalším budeme používat označení, které nyní za-
vedeme: Budiž n přirozené číslo, x1,x2, ..., x„ komplex-
ní čísla; w-tici těchto čísel budeme značit * : 

* = (x1 , x2, ..., xn) , 

a budeme hovořit o (komplexním) vektoru x. Budou-li 
čísla x1( x2 x„ reálná, řekneme, že vektor * je 
reálný. Někdy budeme hovořit o bodu x — bude tím 
míněn bod n-rozměrného eukleidovského prostoru, který 
má souřadnice xlt x2, ..x„. 

A nyní označení: 
1 =(1, 1, ...,1); 0 = (0, 0, ..., 0) ; 

x ^ 0 znamená, že xk ^ 0 pro k = 1 , 2 , . . . , » (hovoří-
me pak o nezáporném vektoru x); 

x > 0 znamená, že xk > 0 pro k = 1,2, . . . , « . (hovoří-
me pak o kladném vektoru x); 

x Ťí 0 znamená, že xk ^ 0 pro k = 1, 2, . . . , n (tj. 
pro všechna k)\ 

x ^ 0 znamená, že xk ^ 0 alespoň pro jedno z čísel k\ 

— = [— — -—1 r o x ^ j -X ^ XN ) 
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x? = (x\, x\, ..., x») pro x ^ O a kladné číslo p resp. pro 
x >0 a reálné číslo p; speciálně je 

|/x = d/x^l/x^r..., ]/x~n); 
1*1 = (|*i|, kal W ) ; 
mn(x) je pro reálný vektor * nejmenší z čísel x1,xi, ..., 

Xnt 

Mn(x) je pro reálný vektor x největši z čísel xltx2, ..., 
xn. 

Je-li x = (xlt x2, ..., x„) a y = (ylt y2, ..., yn), pak 
x + y = {xx +yltx2 +y2, .. .,xn + yn), 

* y = {^yXtx2y2 xnyn) , 

c.x = (cxlt cx2, ..., cx„) pro komplexní číslo c, 

— = , . . . , - ^ 1 p r o y ^ O , 
y lvi V2 y«J 
x = y znamená, že xk = pro ¿ = 1,2, 

Řekneme, že vektory x a y jsou úměrné, a zapíšeme 
to symbolem 

* ~ y . 
existují-li reálná čísla a, /9 tak, že « ' + j5J > 0 a že 

« * = 

(tj. = fiyk pro & = 1, 2. . . . , ra). 
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K a p i t o l a I. 

ARITMETICKÝ, GEOMETRICKÝ 
A HARMONICKÝ PRŮMĚR 

Budiž x = (xlt xít ..., xn). Označme 

( L 1 , A.W = + 
Tv 

tzv. aritmetický průmér číselx1,x2, .. .,x„; dále označme 
pro x ^ 0 

71 
(1.2) On{x) =]/x1x2...xn 

tzv. geometrický průměr čísel xx, x2, ..., xn a konečně 
označme pro x ^ 0 

(1.3) H.(x) = — r . 

Xi x2 xn 

tzv. harmonický průmér čísel xlt x2, ..x„. 

Je ihned vidět, že pro x > 0 je An(x) > 0 a 

čili 

(1.5) jj.JJL) .A.(x) = « 1 

pro každé x >0. 
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Dále je zřejmé, že pro 

(1.6) xx = x2 = ... = xn = a > 0 

jo 

(1.7) An{x) = (?„(*) = Hn(x) = a . 
Oznaěíme-li dále pro x >0 log x = (log xx, log x2, .. ., 
log xn), je z definice aritmetického a geometrického prů-
měru vidět, že 

(1.8) log Gn(x) = (log xj, + log x2 + . . . + log x„) = 
71» 

= A „(log * ) . 

Pomocí tohoto vzorce lze řadu vlastností geometrického 
průměru odvodit z vlastností aritmetického průměru. 
Oznaěíme-li e* = (e1-, e®*, . . . , e1»), platí tento vzorec, 
který je „inverzní" ke vzorci (1.8): 

(1.9) Gn{ e") = e^<»>. 

Dokážeme toto důležité tvrzení: 

Věta 1.1. NecM je x >0. Pak je 

(1.10) m„(x) ^ Hn(x) ^ Gn(x) < An(x) ^ i fn (x ) . 

Jsou-li alespoň dvě z čísel xlt x2, ..., xn různá, jsou všech-
ny nerovnosti v (1.10) ostré. 

Tato věta v sobě zahrnuje řadu nerovností; dokážeme 
je postupně. Důkaz případu 

(1.11) mn(x)^Hn(x) 
je snadný: Bez újmy na obecnosti můžeme předpoklá-
dat, že platí 
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(1.12) X1 ^ X2 ^ . . . ^ Xn_! ^ xn , 

cc 
přičemž je xt > 0. Pak je ra„(x) = xx a —í- ^ 1 pro 

Xie 
k = 1, 2, . . . , To znamená, že 

^ Xi X2 / 2-1 Xn 

á 1 + 1 + . . . + 1 =n 

a po vydělení této nerovnosti kladným číslem I f-
V xi 

H 1- . . . -1 1 dostáváme (1.11). — Bude-li alespoň 
x2 xn) 

jedna z nerovností v (1.12) ostrá, bude ostrá alespoň 
£C 

jedna z nerovností —- ^ 1 (k = 1, 2, . . . , » ) a dostane-
Xlc 

me ostrou nerovnost ra„(x) < H„(x). — Bude-li platit 
(1.6), bude m„(x) = o a to spolu se vztahy (1.7) dává 
rovnost 

m„(x) = Hn(x). 

Stejně snadno se dokáže nerovnost 
(1.13) An(x) Mn(x) . 
Opět totiž můžeme předpokládat, že platí (1.12); pak je 
Mn(x) = xn a xx + x2 + ... + xn ^ xn + zn + ... + 
-f x„ = nMn(x), odkud už (1.13) pijme. — Bude-li ales-
poň jedna z nerovností v (1.12) ostrá, dostaneme ostrou 
nerovnost An(x) < Mn{x), kdežto v případě (1.6) bude 
Mn{x) = An{x) = a . 

Nejdůležitější z nerovností (1.10) je nerovnost mezi 
aritmetickým a geometrickým průměrem — označme ji 
(AG): 
(AG) Gn(x) á An (x ) . 
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Důkazu této nerovnosti věnujeme zvláštní odstavec; 
zatím však předpokládejme, že (AG) platí, a dokažme 
za tohoto předpokladu poslední z nerovností v (1.10), 
nerovnost 

(1.14) Hn(x) á On(x) . 

Z definice geometrického průměru především plyne, že 

(L16> g Í t ) = ~oM p r o x > ° • 
Nerovnost (AG) platí podle předpokladu pro každé 

x > 0, a platí tedy i pro — , tj. 

(L16) « . ( J L ) S i l . ( J L ) . 

Tuto nerovnost můžeme pomocí vzorců (1.5) a (1.15) 
zapsat ve tvaru 

- J — 
On(x) ~ Hn(x) 

a odtud už plyne (1.14). — Je-li alespoň jedna z nerov-
ností v (1.12) ostrá, je (podle předpokladu!) ostrá i ne-
rovnost (1.16), a tedy je pak Hn(x) < On{x). 

Poznámka 1.0. Vzorec (1.10) shrnuje celkem 10 nerov-
ností. My jsme zde dokázali dvě přímo a jednu za před-
pokladu, že platí nerovnost (AG); zbývající už z těchto 
ětyř nerovností plynou. Řadu z těchto zbylých nerov-
ností lze ovšem dokázat přímo: např. m„(x) ^ On(x), 
mn(x) iS An(x) a další. Také to, že v jistém smyslu pre-
ferujeme nerovnost (AG), není podstatné: Čtenář snadno 
dokáže, že nerovnost (AG) plyne z nerovnosti (1.14), 
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a tak lze tedy dokázat (1.14) a všechno ostatní odvodit 
z této nerovnosti. Doporučujeme proto čtenáři, aby si 
rozmyslel, které z deseti nerovností obsažených v (1.10) 
lze dokázat přímo, bez „okliky" přes nerovnost (AG). 

Důkaz nerovnosti (AG) 
Existuje celá řada důkazů této nerovnosti, lišících se 

metodou, náročností a použitými pomocnými prostřed--
ky. Jen v knize [1] je uvedeno těchto důkazů dvanáct. 
Zde uvedeme zatím čtyři důkazy; jejich myšlenky lze 
využít i v řadě jiných úvah. 

První důkaz je (pravděpodobně) i historicky nejstarší: 
vznikl kolem roku 1820 a jeho autorem je A. L. Cau-
chy (1789—1857). Tento důkaz je zajímavý mj. také 
tím, že využívá tzv. regresivní (zpětné) indukce. 

Už v úvodu jsme ukázali, že platí nerovnost 

(1.17) ab ^ 4- (a2 + b2) pro všechna a ^ 0, b ^ 0; 
¿i 

z odvození této nerovnosti je vidět, že bude ostrá, bude-li 
a ^ b. Zvolme xx > 0, x2 > 0 a položme v (1.17) 
a = j/a?!, b = j/x2; pak bude 

(Lis) y ^ ^ - i x . + x,) 

čili 
ť?a(x) ^ At(x), 

přičemž nerovnost je ostrá, je-li xt x2. Budiž nyní 
Y = (Ví, Ví, ž/3. Vt) > 0. Podle (1.18) pak je 

1/w, ^ \ &1 + 2/2) a Vžtá/T^ \ (ž/s + Vi), 
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a tedy 
i 

( L 1 9 ) VyaůWt = V Y ň h - ^ 

í 

tato nerovnost bude ostrá, bude-li yx ^ y2 nebo y3 yt. 
Položme dále v (1.18) 

«1 = ~2~ (ž/i + Vt), = Y + ' 

Dostaneme 

F 
^ | (y, + y.) + | (2/3 + y.) y i + y2 + y a + y i 

přitom tato nerovnost bude ostrá, bude-li yx + y2 ^ 
^ ys + V* > a tedy speciálně v případě, kdy je yx = y2 

ay9 = yt (a kdy tedy v (1.19) nastává rovnost), ale kdy 
Ví ¥= y^- Spohi s (1.19) dostáváme tak nerovnost 

0,(Y) < Ai(y), 

která je ostrá, jsou-li alespoň dvě z čísel yly y2, y3, yx 

různá. 
Stejným postupem můžeme nyní matematickou in-

dukcí dokázat, že nerovnost (AG) platí pro n = 2, 4, 8, 
16 tj. pro čísla tvaru 2k, kde k je přirozené číslo. 
Platí-li totiž (AG) pro 2* = n, 

On(x) ^ An{x) , 
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dokážeme (AG) pro 2k+1 = 2n takto: Pro y = (ylt y2, 
• • •> Vn, Vn+lt Vn+it • • - i Vin) položíme u - (y l f ya, ..., 
yn) a v = (yn+1, yn+i yin). Podle indukčního před-
pokladu je 

0.(u) ^ An(u) a Gn(v) < An(v), 
a tedy 

flWy) = y<?„(u).í?n(v) ^ MAn{u).An{v) 
a z nerovnosti (1.18), použité pro xx = A„(u) a xa = 
= An(v), pak plyne 

G2n(y) ^ ]/A„(u).A„(v) ^ An(u) + An(Y) = A2n(y). 

Úvahy o tom, kdy je tato nerovnost ostrá, si čtenář 
provede snadno sám. 

Tím jsme dokázali nerovnost (AG) pro speciální 
hodnoty n. Pro zbývající přirozená čísla ji dokážeme 
zpětnou indukcí, která tvrdí: Platí-li (AG) pro n ^ 2, 
platí i pro n — 1. 

Uvažujme proto pro x = (x1, x2 a;n-i) > 0 

vektor y = (ylt y2, ..., yn), definovaný takto: 

y{ = Xi pro i = 1, 2, . . . , n — 1; 

Xi -f- x2 -f- . . . -(- Xn_i 

Pak je též y > 0; nerovnost Gn(y) ^ A„(y), která podle 
předpokladu platí, má tvar 

n 

(i.20) + < 
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_ I „ I I _ I xi "l~ xi • • • + #<»-1 
+ «2 + • • • + »»-1 H t a 

n 

~í~ ~f~ • • • ~l~ Xn-i 
~ n — 1 

To můžeme zapsat též takto: 

Vynásobíme-li tuto nerovnost kladným číslem 

[^n-l(x)]-1/», 
dostaneme nerovnost 

[<?n-l(*)](B-1,/n á [-4n—i(*)]'n—1"ni 

odkud pijme nerovnost (AG) pro n — 1 umocněním. — 
Jsou-li alespoň dvě z čísel xlt x2, . . . , a;n-i různá, jsou 
různá i alespoň dvě z čísel y1, y2, ... ,yn~i, yn\ nerovnost 
v (1.20) je pak ostrá a ostrá bude i výsledná nerovnost 
G»-i(x) <^„_1(x). 

D r u h ý důkaz byl publikován v roce 1954 a jeho autorem 
je G. Ehlers: Uvažujme takové x > 0, že je 

(1.21) x1x2...xn = l 

(tj. [č?n(x)]n= 1). Pak lze nerovnost (AG) upravit na tvar 

(1.22) xx + x2 + ... + xn ^ n . 

Dokážeme indukcí, že (1.22) platí za předpokladu 
(1.21).*) Především platí nerovnost (1.22) pro n = 1. 

*) Důkaz je uveden tóž v 6. svazku Školy mladých mate-
m a t i k ů Matematická indukce (str. 35, p ř í k l a d 4). 
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Předpokládejme nyní, že platí pro n, a mějme vektor 
y = (yi yn, yn+1) takový, že 

2/i2/a- • -y»Ž/»+1 = 1 • 

Mezi čísly yx, y2, • • •, yn+i pak musí existovat dvě čísla 
y% a Ví (i # j), pro něž platí: t/» ^ 1, y, Si 1. Bez újmy 
na obecnosti lze předpokládat, že to jsou čísla yx a y2. 
Je tedy yx ^ 1 a y2 ^ 1 čili yx —1 ží 0 a y2 —1^0 
čili (yx—1) (y2—1) g 0. Tuto poslední nerovnost 
lze zapsat takto: 

Vi-V2+ 1 úyi + Vt-

Přičteme-Ii na obou stranách výrazy y3 + ž/* + • • • + 
+ yn + 2/»+!, dostaneme 

(1.23) yx + y2 + y3 + ... + yn + yn+1 ^ 

^ i + yiy% 4- y» + • • • + • 

Položme 

xx yiVzt x2 = y»t xa = • • • > x » = y»+i • 

Pak vektor * splňuje podmínku (1.21), neboť 

xxx2.. .xn = y<y&3.. .yn+1 = 1 

a podle indukčního předpokladu pak platí (1.22), tj. 

xi + x2 + ... + x„ = yxy2 + ... + y«+i ^ » • 

Z nerovnosti (1.23) tedy plyne 

Ví + Ví + • • • + ž/n + ž/n+i ^ 1 + n , 

což je (1.22) pro n -f 1. — Bude-li alespoň jedno a;{ 
různé od 1, bude nerovnost v (1.22) ostrá, kdežto pro 
xx = x2 = ... = xn = 1 platí v (1.22) rovnost. 
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K nerovnosti (AG) pro z = (z1, z2 z„) > 0 dojde-
me nyní tak, že položíme 

Pak je XjX2 - • -xn = 1, a tedy 

+ «2 + • • • + «» = n 1 > (zi + z2 + • • • + «n) ^ 

odtud už plyne, že G„(z) á An(z). 

Třetí důkaz pochází od E. Jacobsthala a byl uveřejněn 
v roce 1961. Je sice poněkud umělý, udává však sou-
časně zajímavý vztah pro rozdíl An(x) — Gn(x). 

Budiž * = (xt, x2, . . . , » „ ) a k = 1,2, označme 

Je tedy k.Ak = xx + x2 + ... + xk a G$ = xtx2.. .xk 

a odtud dostáváme tyto rekurentní vztahy 

(1.25) (k -f l ) A + i = kAk + xk+1, GIX\ = C^.xu+1, 

(1.24) Ak = 
+ X2+ ... + xk 

k 

k 
, Gk = Vx^g.. .xk. 

k = 1, 2, . . . , n— 1 . 
Pak je 

tj-
(1.26) Ak+ 

A 

24 



Nyní užijeme nerovnosti (P.l) z přípravné kapitoly pro 
a = k + 1; tato nerovnost má pak tvar 

<*+1 ž (k + 1) t — k pro ( Ž O , 

přičemž pro ť ^ 1 je nerovnost ostrá. Položíme-li zde 

dostaneme 

což po užití v identitě (1.26) dává: 

= T T T A k + °k+1~ T + T ° k 

čili 

(1.27) (Ak+1 - Gk+1) > - ^ - j - {Ak - Gk) . 

Protože pro k = 2 je At ^ G2, plyne z poslední nerov-
nosti 

Ak ^ Gk pro k = 2, 3, . . . , « , 

což pro k = n je nerovnost (AG). Jsou-li alespoň dvě 
z čísel xlf x2, . x„ různá, je nerovnost (AG) ostrá: 
lze totiž čísla x, uspořádat tak, aby bylo x1 x2, a pak 
je (jak víme např. už z prvního důkazu) A2 > G2. 

Z (1.27) ihned plyne 

(A„ — (.Av — Gv) pro n ^ p 2 , 
71 
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a speciálně tedy 

(1.28) 
71 

čtvrtý důkaz nebudeme provádět do všech podrobností; 
ty si čtenář snadno doplní. Důkaz využívá jisté zajímavé 
vlastnosti aritmetických a geometrických průměrů. 

Budiž tedy x >0 a předpokládejme, že platí (1.12). 
Aritmetický průměr An(x) označme písmenem o a utvoř-
me z vektoru x nový vektor y takto: Prvek xx (nejmenší 
prvek v x) nahradíme číslem a, prvek x„ (největší prvek 
v x) nahradíme číslem xx xn — a, prvky x2, x9, ..., 
xn-i ponecháme beze změny. Bude tedy y = (yt, y2, 
• • •> 2/n-i, yn), kde 

yi = ay y2 = x2, y$ = xit ..., yn_i = xn-x, 
yn = x1-\- xn — a. 

Zřejmě je 

(1.29) An(y) = An(x) = a , 

tj. aritmetický průměr se při přechodu od vektoru x 
k vektoru y nezmíní. Podívejme se, jak se bude chovat 
geometrický průměr: Podle (1.12) je x1 X\ xn pro 
i = 1, 2, . . . , n, a tedy je 

nxx = xx + xx + • • • + xx ^ 

^ xx + x2 + ... + xn ^ 
á x„ + X„ + . . . -1- xn = nx„ 

čili Xy ^ An(x) sS xn. To znamená, že je a — xx ^ 0 
a x„ — a ^ 0, čili 

0 ^ (a — xx) (xn — a) = 
= a{xx + Xn — a) — XxXn = y&n — Xxx„ . 
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Dostali jsme tak nerovnost 
XjXn á ViDn ; 

vynásobíme-li ji kladným číslem 
= ŷ /a- • -ž/n-i, dostaneme po odmocnění nerovnost 

(1.30) On(x) ž Gn(y) , 
tj. geometrický průměr se při přechodu od vektoru * 
k vektoru y nezmenší. 

Všimněme si nyní vektoru y. Jsou dvě možnosti: 
(a) číslo a je nejmenáí z čísel ylt y2, • • •, yn\ (b) číslo a 
není nejmenáí z čísel ylty2, • • -,yn-

V případě (a) je a ^ yt pro i = 2, 3, uvědo-
míme-li si, jak jsou definována čísla yi, dostáváme ne-
rovnosti 

(1.31) 
a ^ x2, o ^ x8, . . . , a í» xn , a ^ xt -(- x„ — a . 

Sečtením těchto nerovností dostáváme 

(n — l)a ^ x2 + x3 + ... + *„_! + x1 + xn — a = 

= n^4„(x) — a = (n — 1 )a 
Cíli 

(n — 1) a ^ (n — l)a . 

Zde však nutně musí platit rovnost, a tedy musí platit 
rovnosti ve všech nerovnostech v (1.31): 

Ol — x2 = X3 = ... = Xn = X! -f- Xn O . 

Protože yx = o, dostáváme odtud = y2 = ... = 
= yn-1 = a; a protože An(y) = a, plyne odtud, že také 
yn = xx-\- xn — a = a. Vektor y má tedy v případě (a) 
tvar 

(a, a, a, ..., a, a) . 

27 



V případě (b) bude mezi čísly y2, ya, ..., yn existovat 
číslo menší než o. Poněvadž však An(y) = o [viz 
(1.29)], musí mezi nimi existovat i číslo větší než a 

Tb Cb 
(jinak by totiž bylo o = -4*(y) < —:— = a, a to je 

TV 

spor). Uspořádáme-li tedy čísla ylf y2, • ••, yn podle veli-
kosti: yin_v Vin, bude se číslo o( = y j vy-
skytovat alespoň jednou mezi čísly yit,yit,..., í/in_1-*) 

Nyní utvořme z vektoru y nový vektor z stejným po-
stupem jako jsme to učinili u vektoru * : Položíme 

Zi = a, za = yit, z3 = yH, ..., 
2»-i = */»„_!> 2» = Vii + y*n — o 

(uvědomte si, že je An(y) = a). Pak bude (viz (1.29) 
a (1.30)) 

An(z) = o a Gn(y) < Gn(z). 
Mezi čísly zt,zs, ...,zn_i se vyskytuje alespoň jedno 
číslo a, a protože zx = a, je číslo a ve vektoru z zastou-
peno alespoň dvakrát. Stejně jako u vektoru y zjistíme, 
že buď má z tvar (a, a, o, ..., a, a), nebo je jedno z čísel 
«i (i ^ 2) menší než a, tj. platí 

ZH < zh gz,', ^ ... ^ Z]N L ^ Zín , 

kde zh < a a mezi čísly z„, ..., ẑ  se číslo a vyskytuje 
alespoň dvakrát. 

Budeme-li v tomto procesu pokračovat, dostaneme 
po A-tém kroku (k < n) vektor u = (IÍJ, IÍ2, . . . ,u„), 
v němž alespoň A čÍBel bude rovných a, a přitom bude 
platit 

An{x) = An(y) = An(z) = ... = ¿„(u) = a , 
<?„(*) £ Gn{y) < ^ ... ^ G,(u). 

*) Dokažte, že nemůže bý t y = a. 
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Po nejvýše n—1 krocích dojdeme k vektoru w = (a, a, 
..., a), nebot pak bude = w2 = ... = w*^ = a, 

n n 
a tedy také wn = a. Ale Gn(w) - ]/a.a a - j/an = a, 
takže máme 

Gn(x) ^ Gn(w) = o = An(x), 
což je nerovnost (AG). 

Poznámka 1.1. Důkazem nerovnosti (AG) je dokázána 
věta 1.1 jako celek. Všimněte si, že jsme dokázali vlast-
ně o něco více; ukázali jsme totiž, že rovnost v (1.10) 
platí tehdy a jen tehdy, je-li xx = x2 = ... = x„. 

V jistém smyslu jsou tedy nerovnosti v (1.10) přesné; 
v dalším však ukážeme, že existuje celá řada výrazů 
F(x1,x2,...,xn), které lze vložit např. mezi A„(x) a 
G„(x). Tvrzení z prvního odstavce této poznámky ovšem 
zaručuje, že pro xx = x2 = ... = xn musí být 

F(xlt x2,..., xn) = An(x) = Gn(x) . 
Úloha 1.1. Čtvrtý důkaz nerovnosti (AG) lze upravit 
tak, že se využívá geometrického průměru G„(x) = g. 
Proveďte to. 

Uvedeme nyní několik příkladů, v nichž jednak užije-
me nerovností z věty 1.1, jednak odvodíme další vztahy 
pro průměry. 

Příklad 1.1. (2. ročník MO, kategorie A.) Budiž x = (xlt 

x2, ..., xn) > 0. Pak platí 

1.32) 

* ! + « , + . . . + + 4 - + ..• + 4 - 1 Ž Í I * . 
V 2-1 X2 J<n ) 
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N e r o v n o s t (1.32) n e n í t o t i ž n i č í m j i n ý m n e ž u p r a v e n o u 
n e r o v n o s t í m e z i h a r m o n i c k ý m a a r i t m e t i c k ý m p r ů m ě -
r e m : J e Hn{x) ^ An(x) a z (1.6) p l y n e 

1 = Hn(x)An (-L) <; An{x)An ^J ; 

vynásobíme-li tuto nerovnost číslem n2, dostáváme 
(1.32). — Dokonce z věty 1.1 plyne, že rovnost v (1.32) 
nastane tehdy a jen tehdy, bude-li = x2 = ... = xn. 

Příklad 1.2. Budiž * > 0 a označme a = xx + x2 + 
+ ... + x„ = nA„(x). Pak platí 

(1.33) (1 + x,)(l + *,) ... (1 + xn) ^ I . 
k=0 

U ž i j e m e - l i t o t i ž n e r o v n o s t ( A G ) p r o v e k t o r 1 - f x ( v i z 
o z n a č e n í n a s t r . 13 a 14), b u d e 

(1 + x t ) ( l + *,) ... (1 + Xn) = [On(1 + *)]» á 

a W f + «)]» = [ i ¿ a + * ) ] * - ( £ 

= [i + - ( Í + - j-jf • 

Podle binomického vzorce je nyní 

(^r—áCM-
= 1 + 2 1 w ( n - l ) . . . ( n — f e + l ) 

A! n.n n 
- i + s i f i — J - l . . . ( i _ ± = I l - £ * 

ft-1 V n) y n ) «1 fc=0 

a (1.33) je dokázáno. 
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Příklad 1.3. Budiž x^ ̂  xt ^ ... ^ xn a 
á y„. Pak platí 

(1 n \ í" 1 n 1 l n 

Tato nerovnost se nazývá Gebyševova a lze ji zapsat ve 
tvaru 

(1.35) An(x).An(y) <An(x.y). 

(význam symbolu x.y byl vysvětlen na str. 14). 

Důkaz: Označme Sn(x) = + x2 -f ... -f x„ = nAn(x). 
Zřejmými úpravami dostáváme 

n n n 
Z Z (XIJ/í — Xiyk) = 2 (nxty, — x{Sn(y)) = 

t-l fc-1 i=l 
= »Sn (x.y) — Sn(x)Sn(y), 

n n n 
2 S (Xfcí/t — X^ ) = 2 (nxkyk — xkSn(y)) = 
i=i fc-i k=i 

= 7i&„(x.y) — Sn(x)Sn{y). 

Sečteme-li obě rovnosti, dostaneme po úpravě 

nSn(x.y) — Sn(x)Sn(y) = 
l n n 

= — S 2 (x^i — Xiyk + x^k — xky{) = 
* t=l fc-1 

J n n 
= — S 2 ( « , — xk)(y{ — . 

Z podmínek na x, a yt plyne, že výrazy (¡rť — xk) a 
(Ví — Vk) mají stejné znaménko; je tedy (xt — xk). 
. (yi — ž/jt) sS 0 pro i, k = 1,2, ..., n. To však znamená, 
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že nSn(x. y) — Sn(x)Š„(y) ^ 0 , a po vynásobeni této 

nerovnosti číslem —r- dostaneme nerovnost AJx.y) — 
na 

— An(x)An(y) ^ 0 , což je (1.35). 

Z důkazu je vidět, že nerovnost (1.34) platí také za 
předpokladu 

xx ^ xg ^ ... ^ x„ a yx ^ y2 ^ ... ^ yn . 

Nerovnost (1.34) či (1.35) lze zobecnit i na více vekto-
rů: Budiž z = (zj, z2, ..., zn) a 0 zn. 
Pak plyne z (1.35) 

An(x)An{y)An(z) ^ An(x.y)An{z) , 

neboť vl„(z) Sg 0. Abychom mohli užít (1.35) pro vekto-
ry u = xy a z, musí být xxyx ^ x2y2 ^ ... ^ xnyn. To 
není obecně zaručeno; budeme-li však předpokládat 

0 ^ xx g x2 ^ ... ^ x„ , 0 ^ yx ^ y2 ^ ... ^ yn 

bude také 0 ^ xxyx ^ x2í/2 ... ^ x„í/n a tedy podle 
(1.35) je ^4n(x.y)A„(z) ^An(x.y.z) čili 

An(x).A„(y).An(z) ^An{x.y.z). 

Odtud speciálně plyne: Je-li m přirozené číslo a je-li 
x ^ O , je 

(1.36) [ M * ) ] m ^ • 

Vzorec (1.35) ukazuje, jak lze odhadnout aritmetický 
průměr součinu dvou vektorů An(x.y). Vzorec pro 
aritmetický průměr součtu dvou vektorů je jasný: 

(1.37) An(x + y)= An(x) + An(y). 
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U geometrického průměru je naopak jednoduchý vzorec 
pro př ípad s o u č i n u dvou vektorů: Je- l i x ^ O a y S: 0, 
je 
(1.38) Gn(x.y) = Gn(x).Gn(y) . 
N e ž si všimneme geometrického průměru s o u č t u dvou 
vektorů , dokážeme toto tvrzení : 

Věta 1.2. Budiž z = (z1( z2, ..., z„) >0, Gn(z) = 1. 
Pak je pro každé x > 0 
(1.39) An(x.z) ^ On{x) . 
Ke každému vektoru x >0 existuje vektor z (závislý na x) 
tak, že G„(z) = 1 a že v (1.39) platí rovnost. 

Důkaz: Z nerovnosti (AG) především plyne, že 
An(x.z) ^ On(x. z); užijeme-li však (1.38), je (?„(*. z) = 
= Gn(x).Gn(z) = Gn(x), neboť Gn(z) = 1. Tím je do-
kázána nerovnost (1.39). Zapišme ji ve tvaru 

An(x.z)^Gn{x.z); 

podle věty 1.1 zde nastává rovnost tehdy a jen tehdy, 
je-li xfa = XjZ2 — ... = x„zn. Těmito rovnostmi je však 
vektor z určen. Stačí volit 

pak je z, > 0, neboť x > 0 a tedy G„(x) > 0, a dále je 
XiZ, = G„(x) pro i = 1, 2, ..., n a ť?„(z) = 1. 

Nyní už můžeme dokázat toto tvrzení: Pro x ^ 0 
a y ^ 0 je 

(1.40) Gn(x + y)> Gn(x) + Gn(y). 
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Důkaz: Je-li některé z čísel z ( nebo některé z čísel rji 
rovné nnle, je Gn(x) = 0 nebo Gn(y) = O a nerovnost 
(1.40) zřejmě platí. Proto můžeme předpokládat x > 0, 
y > 0. Pak podle věty 1.2 existuje k vektoru x + Y 
vektor z* tak, že G„(z*) = 1 a G„(x+y) =^4„[(x+y) .z*]. 
Užijeme-li vzorce (1.37), obdržíme 

(1.41) On(x + y) = ¿„( (x + y). z*) = 
= An{x.z*) + An(y.z*) . 

Podle věty 1.2 je dále ¿„ (x . z*) ^ Gn(x) a An{y.z*) ^ 
^ (?„(y); odtud a z (1.41) už plyne (1.40). 

Přiklad 1.4. V příkladu 1.1 jsme dokázali, že dolním 
odhadem výrazu A„(x).An Je jednička. Horní 
odhad udává tato nerovnost: Pro x > 0 je 

(1.42) AÁx).Aj±]^ + m"(X!]a • v I x J 4 Mn(x).mn{x) 

Tato nerovnost plyne z nerovnosti, obsažené v této větě: 

Věta 1.3. Bvdte ak, bk (k = 1,2, ...,n) reálná 6ísla, 
necht je fflfc^O V0 í = 1, 2, a necht je m ^ 

g; — ^ M pro k = 1,2 n. Pak platí 
ak 

(1.43) S b2k + mM 2 a\ ̂  (M + m) S akbk . 
k=1 fc=l fc-1 

Důkaz: Zřejmě platí 

— m ) [ M ~ T^) a* = ~ m a k ) { M a k — 
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(k — 1,2, ..., n). Sečteme-li všechny tyto nerovnosti, 
dostaneme 

n 
0 ^ 2 (bk — mak) (Mak— bk) = 

k=i 

= — S bl + (M + m) £ akbk - mM S a|, 
fc=l 4=1 k=l 

což je (1.43). 
Současně je z důkazu vidět, že rovnost bude v (1.43) 

platit tehdy a jen tehdy, bude-li pro každé k platit ně-
která z rovnosti —— = m a = ilř, tj. bude-li buď 

dk a>k 
bk = mot nebo bk - Mak. 

Nerovnost (1.42) odvodíme z (1.43) takto: Pro 

x = (xlt x2 x„) > 0 položíme bk = J/xj., 

bk 

u 
Pak je — = xk a m = mn(x), M = Jf„(x). Nerovnost 

ak 

(1.43) má tvar 

( + ) £ xfc + m„(x) i f . ( * ) S — ^ 
fc = l fc = l xk 

n i/— 1 ^ (Mn(x) + m,(x)) 2 = 
fc=i [/xj 

= (M„(x) + mn(x)).7i. 

Použijeme-li nerovnosti (1.17) pro 

o = V Í xk a * 6 = 1/ mn(x) Mn(x) S — , 
ř a=I r « i 

bude 
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][mn(x)Mn(x) ( 2 xk) ř 2 - I - ] ^ 
r fc=i U - i % J 

[ Z x& + mn(x) Mn(x) 2 > 
L k= 1 Jt = l J 

a tedy podle neroxnosti (*) 

m„(x) Mn(x) í— 2 xK) í— 2 —) g 
1» é=i )\n k=! xk) 

i r n ™ i i 2 

l jt=i x* J 

m. 

Odtud už plyne (1.42); rovnost v (1.42) přitom bude 
platit tehdy a jen tehdy, bude-li x1 = x2 = ... = x„. 

Příklad 1.5. Budiž x = (xlt x2, ...,xn) ^ 0. Označme 
S = xx + x2 + ... + xn a Sk = S — (n — l)x* = xx + 

x2 + ... + xn — (n — 1) xk (k = 1,2,..., n). Jsou-li 
všechna Sk 0, pak platí 

(1.44) x1x2...xn^S1S2...Sn. 

Je totiž S, + S2 + ... + S^ + Sk+1 + ... + Sn = 
= (n — 1) arjfc (ověřte to!) čili 

Vpravo stojí aritmetický průměr vektoru (Slf S2, 
Sk -n Sk+1, ..., Sn), a podle nerovnosti (AG) je pak 

xft ^ (S1S2...Sk_lSk+1...Sn)W»-» (k = 1, 2 » ) . 

xk = 
ax + s2 + ... + s^ + sk+l + ... + s, 

7 1 — 1 
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To je celkem n nerovností; znásobíme-li jejich levé stra-
ny a jejich pravé strany, dostaneme (1.44). 

Příklad 1.6. Označme pro x = (xít x2 x„) >0 sym-
bolem xH> vektor (xu x2, ..., Xi_u xi+l, ..., x„) a budiž 

a, = ¿ »^ (x « ' ) = ^ + + + — 

(i = 1, 2, .. . ,» ) . 
Označme dále a vektor (a1; a2, ...,a„ ) > 0. Pak platí 
(1.45) On(x) ^ On(a) ^ An(x) . 

Důkaz: Je 

x i x i...xn = j v » - 1 » j^"1"1' 

(r r r \i/(n~l) 

1 ^ "J = Qn-Á*") G - i í * * » ) . . . GU(X«->) . 
Podle nerovnosti (AG) je ř?n_1(xli)) <: ^4n_1(x(í)) = ait 
a tedy máme 

X^X2 . .. Xn ^ • ' • > 

odkud plyne první nerovnost v (1.45) odmocnéním. 
Použijeme-li nerovnosti (AG) pro vektor a, máme 

Gn(a) š An(o) = <h + a , + - + a'> = 

nxx + nx2 + ... + nxn — xx — x2 — ... — x„ 

n 
^ xt + X2 + ... + x„ 

n 

což je druhá nerovnost v (1.45). 

= An{x) , 
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Příklad 1.7. Budiž x(i) vektor z příkladu 1.6 a označme 

gt = Gř„_1(x(<)) = [XlX*x;-Xn)1'in~1) [i = 1,2,:.., »)• 

Je-li g vektor (gu g2, ..., glt) > 0, platí 
(1.46) Gn(x) ^ An(g) ^ An(x) . 

Důkaz: V předchozím příkladu jsme ukázali, že 
Gn(x) = Gn{g). Z nerovnosti (AG), použité pro vektor g, 
pak plyne první nerovnost v (1.46). Z nerovnosti (AG), 
použité pro vektor x(<), plyne, že = G„_1(xli)) ^ 
^ ^án.^x«») = Oj, takže také 

9i + 02 + • • • + 9« áa1 + a2+... + o„; 

odtud už plyne druhá nerovnost v (1.46). 

Poznámka 1.2. Oba poslední příklady mj. ukazují, že 
mezi výrazy G„(x) a An(x) lze zařadit výrazy Gn(a) 
a An(g), které opět závisejí na vektoru x; tím máme 
konkrétní ilustraci k poznámce 1.1. Jestliže nyní k vekto-
ru a sestrojíme vektor b stejným postupem, jakým 
jsme v příkladu 1.6 sestrojili k vektoru x vektor o, bude 
podle zmíněného příkladu, nerovnosti (1.45), platit 

Gn(a) ^ Gn(b) An(a) ; 

protože však je Gn{x) ^ G„(a) a An(a) = A„(x), dostali 
jsme další výraz G„(b), který opět lze vložit mezi An(x) 
a Gn(x). A tak bychom mohli pomocí příkladů 1.6 a 1.7 
pokračovat v sestrojování dalších výrazů, které ilustrují 
poznámku 1.1. 

Nerovnosti (AG) lze využít i v geometrických úlohách: 
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Přiklad 1.8. V 15. ročníku MO byla v kategorii B zadána 
tato úloha: Je dán kvádr o rozměrech a, b, c, který není 
krychle. Součet objemů krychlí o hranách a, b, c je větší 
než trojnásobný objem daného kvádru; dokažte. 

Zde jde o to dokázat, že platí 
(1.47) as + 6S + c3 > 3abc pro a,b,c > 0. 
To však plyne ihned z nerovnosti (AG) pro n = 3: Je 
3 /£ _ L jp . I , JJ 
yx&zxs ^ — ^ pro x = (Xl x2, x3) > 0, a ne-
rovnost (1.47) dostaneme, položíme-li x1 = os, x2 = 6®, 
x3 = c3. Protože výchozí kvádr není krychle, jsou 
alespoň dvě z čísel a, b, c různá, a nerovnost je tedy 
podle věty 1.1 ostrá. 

Úloha 1.2. Vyřešte pomocí nerovnosti (AG) tento (tzv. 
isoperimetrický) problém: Mezi všemi trojúhelníky o stej-
ném obvodu najít ten, který má největší obsah. 

Příklad 1.9. V 17. ročníku MO byla v kategorii A zadána 
tato úloha: Pro každjj, tři nezáporná čísla x, y, z platí 

(1.48) x(x — ]/^) + y(y — ]/^) + z(z — ]/^)^ 0; 

dokažte. V kterých případech nastane rovnost? 
Zde stačí použít nerovnosti (AG) pro n = 2, podle 

níž je 

1lyž^ Y (y + z),]/xž^ Y {X + z),]/xy ^ ~ {x + y) . 

Pak je 

x{x — 1lyz) + y(y — ]fxz ) + z(z —- ]/xy ) ^ 

- x [ x ~ T { y + z ) ] + y \ y ~ T { x + z ) ] + 
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+ 2 [ z — T (íC + " T [ ( í r ~~ + ~ z ) í + 

+ ( M l ž i l . 

což je (1.48). Odtud je také vidět, že rovnost v (1.48) 
nastane tehdy a jen tehdy, bude-li x = y = z. 

Příklad 1.10. Předpokládejme, že x > 0, a nechť jsou 
Ak a Ok dána vzorci (1.24). Užijme nyní nerovnosti 

(P.l) pro » = h + 1 a pro t = - ^ L . Pak je 
Ak 

= [(4 + iMt+i — ta» ] ; 

zde jsme užili prvního vzorce v (1.25). Je tedy 
Ak+l 

4S ' 
Qk+l 

Podle druhého vzorce z (1.25) je však zk+1 = — , 

takže máme nerovnost 
/afc+i ák+i wt+1 «-- -"t+i 
GS ¿8 ' 

kterou lze upravit na tvar 

< " 9 > " - 1 » -

Tím jsme vlastně podali další, už pátý důkaz nerov-
nosti (AG): Z (1.49) totiž plyne, že -
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a protože víme, že Gt g A2 čili že — á 1, je také 

š 1 čili On(x) ^ An(x). 
An 

Příklad 1.11. Pomocí věty 1.2 jsme výše dokázali nerov-
nost 

(1.40) Gn(x + y) ^ Gn(x) + Gn(y). 

Tuto nerovnost můžeme dokázat přímo pomocí nerov-
nosti (AG) a několika početních obratů: Je-li * ^ 0, 
y ^0, x + y >0, je 

1 = JL £ Xi + y* = i - fj x<
 +

 1 v Vi 
n »=1 Xi + yt n i=i Xi + yi n Xi + y{ ™ 

odkud už plyne (1.40). [Použili jsme též vztahů (1.38) 
a (1.15).] 

Předchozí příklad ukazuje, co se stane, zaměníme-li 
pořadí operací „součet dvou vektorů" a „utvoření geo-
metrického průměru". V trochu jiném smyslu pojedná-
vá o výsledku záměny operací „sčítání" a „tvoření prů-
měru (aritmetického, geometrického, harmonického)" 
následující úloha. 

ÍJloha 1.3. Budiž x >0, y >0. Zřejmě je 
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771 77» m 
(1.50) 2 A2(Ítk) yk) - ( 2 íc*, 2 j,*)*). 

fc-1 fc-l fc-l 
Dokažte, že dále platí 

Tri mm 
(1.51) 2 G2(xk, yk) yk) 

k-1 fc=l fe=l 
a 

771 771 Til 

(1.52) 2 Ht(xk, yk) < H2 ( 2 s*, 2 yt) . 
k~ 1 fc-l 

Některé vlastnosti vektorů x se přenášejí i na aritme-
tické a geometrické průměry: 

l7loha 1.4. (22. ročník MO, kategorie A.) Budiž dána po-
sloupnost reálných čísel xlt x2, ..xk, ... taková, že pro 
každé k > 1 platí 

(1.53) xk_1 + xkJ_t ^ 2xk . 

Dokažte, že pro aritmetické průměry A„ = — (xl -f-
71 

+ + ... + XN) (TI = 1, 2, ...) platí 

(1.54) A„_x + An+i ^ 2An pro každé n > 1. 

Úloha 1.5. Budte x( ^ 0 (i = 1, 2, 3, ...) a označme 
n 

Gn = ]/xjX2 ...xn (n = 1, 2, 3, ...).Ukažte, že když pro 
každé k > 1 je 
(1.55) »fc-i^+i ^ , 
je také 

(1.56) #„_!<?„+! ^ Gl pro každé n > 1. 

*) Pro zjednodušení jsme zde použili označení A%(xk, yk) 
místo důslednějšího označení At((xk, yk)). 
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A nakonec uveďme pro procvičení radu úloh, které 
lze snadno vyřešit pomocí předchozích výsledků; jedná 
se převážně o použití nerovnosti (AG). 

Úloha 1.6. Budiž <x ostrý úhel; dokažte, že platí 

tg a + cotg a ^ 2 . 

Úloha 1.7. Dokažte, že pro libovolnou trojici kladných 
čísel a, b, c platí 

(a + b) {b + c) (c + o) ^ 8abc. 

Kdy nastane rovnost? 

Úloha 1.8. Buďte a, b kladná čísla. Pro kterou reálnou 

hodnotu t nabývá zlomek -i- (a + 6í4) nejmenší hodnoty? 

Úloha 1.9. Dokažte, že pro libovolná kladná čísla aít o2> 
aa, bit b3 platí 

3 

VK + &») (o, + bt) (a, + b3) ^ 
3 3 

S; ]laxaza3 + y616263. 

Úloha 1.10. Dokažte, že pro libovolná kladná čísla xlt 
xz, ..., x„ platí 

+ — + ... + — + — ^ n . 
X3 XN XY 

Úloha 1.11. Dokažte, že pro libovolné přirozené číslo 
n > 1 platí 

. ( » + i v 
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Úloha 1.12. (a) Mezi všemi obdélníky o stejném obvodu 
nalezněte ten, který má největší obsah, 

(b) Mezi všemi obdélníky o stejném obsahu 
nalezněte ten, který má nejmenší obvod. 

tíloha 1.13. Mezi všemi obdélníky vepsanými do kružni-
ce o poloměru R nalezněte ten, který má největší obsah. 

Úloha 1.14. Mezi všemi trojúhelníky o stejném obsahu 
nalezněte ten, který má nejmenší obvod. 

Úloha 1.15. Budiž 0 <m pro k = 1,2, . . . , n. 

Buďte Pk kladná čísla a nechť je £ pk = 1. Dokažte, 
n 
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K a p i t o l a II. 

CAUCHYOYA NEROVNOST 

V této kapitole se budeme většinou zabývat r e á l n ý m i 
vektory x, y atd. Půjde-li o komplexní vektory, výslov-
ně to podotkneme. 

Začněme hlavním tvrzením kapitoly: 

Věta 11.1. Pro každou dvojici reálných vektorů x, y platí 

( I I . 1) ( S xkyk)* 52 ( Í 4) ( S y%) . 
*=i ít-i t=i 

Rovnost zde nastává tehdy a jen tehdy, jsou-li vektory x 
a y úměrné. 

Nerovnosti ( I I . 1) se ř íká Cauchyova, někdy však také 
Schwarzova nebo BuňaJcovského — podle matematiků, 
kteří j i zobeonili, resp. dokázali pro obecnější objekty 
než jsou vektory. Uvedeme zde opět několik rozdílných 
důkazů této nerovnosti, kterou můžeme psát též takto: 

[An(x.y)]* ?ZAn(x*).An(y*) 
(dokažte!). 

Cauchyova nerovnost se často zapisuje ve tvaru 

(II.2) |£ xkyk\ á l / í 7*. V Í y\, 
1 1 fc=1 ř fc=X 

který dostaneme z ( I I . 1) odmocněním. 
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Ještě než začneme Cauchyovu nerovnost dokazovat, 
ukážeme, že má názorný geometrický význam: 

Budiž n = 2, x ^ 0, y ^ 0. Pro úsečky a,b,c z obr. 3 
platí 

a = V*? + «5,6 = ]/W+f2,c = y j « + (s2—1/2)2. 
Podle kosinové věty je 2ab cos y = a2 + b2 — c2 (viz 
označení z obr. 3) čili 

a*+ b2 — c2 
cos y = _ XiVi + ZiVÍ 

^ab |/x? + ^ . ' 

Obr. 3 

Cauchyova nerovnost v zápisu (II.2) vypadá pro n = 2 
takto: 

I ^ii/i + Z22/21 á V^f + ¡4- H + yl 

čili pro x 0, y ^ 0 to znamená, že 

| cos (xy) I ^ 1 , 
kde x y je úhel, který svírají vektory Ox a 0y (a který 
jsme na obr. 3 označili f ) . 
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Chápeme-li (pro n ^ 2) x a y jako vektory v -roz-
měrném eukleidovském prostoru, má Cauchyova nerov-
nost stejný význam. Při této geometrické interpretaci 
Cauchyovy nerovnosti vynikne i význam úměrnosti 
vektorů * a y — pak je totiž | cos (xy) | = 1 čili x y = 0 
nebo x y = TI. 

Nyní dokážeme větu II. 1. 

První důkaz. Výraz 

(11.3) P(í) = S (xj + yk)* = 
fc=i 

( Z xftt* + 2 ( S xkyk)t + Í ý* 
fc-l 4 - 1 fe-1 

je pro každé reálné číslo t nezáporný, takže kvadratická 
rovnice P(t) = 0 má nejvýše jeden reálný kořen. To však 
znamená, že diskriminant této rovnice musí být neklad-
ný, tj. 

4 ( Z xkykf- 4 ( Z 4 ) ( Í y l ) ^ 0 ; 
fc=i fc=i 

odtud už plyne (II.l). — Rovnost v (II.I) je ekvivalent-
ní s tím, že rovnice P(í) = 0 má právě jeden reálný kořen 
t0. Pak však je z (II.3) vidět, že musí být yk = —řpa* 
pro k = 1, 2, ...,n, tj. vektory x a y jsou úměrné. 

Druhý důkaz vychází z tzv. Lagrangeovy identity 

(11.4) ( Z 4) ( Ž y\) — ( Z xkyky = Ž (xiVk — xkViy , 
fe-i fe-i fc=i i, fc= i 

i<k 
jejíž platnost čtenář snadno ověří. Protože pravá strana 
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v (II.4) je nezáporná, plyne odtud ihned (II. 1). — Má-lí 
platit v (II. 1) rovnost, musí být pravá strana v (II.4) 
rovna nule, tj. musí být xtyk = x^/i pro všechny různé 
dvojice i, k. Zvolíme-li i pevně (a tak, aby bylo 
re? 4- y\ ýz o ) , znamená to, že vektory * a y jsou úměrné. 

Poznámka II.1. Také Lagrangeova identita má geo-
metrický význam: Budiž n = 2 a použijme označení 
z obr. 3. Je 

(Xiž/i + a^a)4 
coŝ y = 

(x* + xš)(yf + y!) ' 

a tedy 

sin» y = 1 — cosV = 
(x? + A) {yí + ú) 

(proveďte příslušné výpočty!). Lagrangeova identita má 
pro n = 2 a pro * ^ 0, y ^ 0 po úpravě tvar 

(XM + x2yi)t (xtfj — x&iY 

(*? + *š) (y? + yí) + (*? + 4) (yí + yí) 

a to není nic jiného než známý vztah 

cos2 (xy) + sin2 (xy) = 1 . 

Analogicky je tomu i pro n > 2. 

Třetí důkaz věty II. 1 využívá nerovnosti (1.17), kterou 
jsme dokázali už v úvodu a která platí pro každou dvo-
jici reálných čísel a, b: 

s rovností tehdy a jen tehdy, je-li a = b. Zvolme libo-
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volné nenulové číslo e a položme a = e | xk |, b = — | yk \ 

(k = 1,2, ..., n). Dostaneme pak n nerovností 

(11.5) \xtyk\ = (e ) [ I - | yk |] ^ \ e*x> + \ ± 

(k = 1,2, . . . , » ) , 

a po jejich sečtení máme 

(11.6) 2 \z#k\ 2 * 

Tato nerovnost platí pro každé e 0. Nerovnost (II. 1) 
n n 

zřejmě platí, je-li 2 :c£ = 0 nebo 2 = 0: pak je totiž 
A-i fc=i 

Xl = x2= ... = xn = 0 nebo y1 = yi = ... = yn = 0. 
n n 

Můžeme proto předpokládat, že 2 > 0 a 2 y\ > 0, 
fc=i fc=i 

a položíme pak 

£ = 
2 y? 

2 aj 
fc-i 

Potom je 

= 7 2 ^ = 1/(2 x| ) (2 
ft=l £ k=1 | k=1 fc=l 

a z (II.6 )máme 

2 I I <; 1/ ( 2 ( 2 y2) 
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71 71 íl 
Protože ( 2 x^ k f = \ 2 x^yk |a ^ ( 2 | a**/* |)2, plyne 

fc-i 
odtud (II. 1). — Rovnost nastane tehdy a jen tehdy, 
platí-li rovnost ve všech nerovnostech v (II.5) a je-li 

n n 2 

2 x&k = 2 ] xkyk | ; musí tedy být e | xk | = — \yk\ 
*,=i u-= i e 
pro k = 1, 2, ..., n a čísla xk, yk musí mít stejná zna-
ménka, což znamená, že vektory * a y jsou úměrné. 

Poznámka II.2. Další důkaz Cauchyovy nerovnosti najde 
čtenář v 33. svazku Školy mladých matematiků O dy-
namickém programování od J. Morávka. 

Ve větě II. 1 jsme předpokládali, že vektory * a y 
jsou reálné. Jsou-li x, a komplexní čísla, platí Cau-
chyova nerovnost ve tvaru 

(II.7) |E xkyk\* á 2 |x*|2. 2 \yk\*. 
k=1 k"1 ft=1 

Je totiž 
71 71 

| s xkyk I ^ 2 I xkyk \ 
k=1 fc=l 

a stačí nyní užít nerovnosti (II. 1) pro reálné vektory 
1*1 a |y|. 

Poznámka II.3. Také Cauchyova nerovnost je v jistém 
smyslu přesná; v dalším však uvidíme, že existuje celá 
škála výrazů F(xu x2, ..., x„), které lze vložit mezi 

N TI N 

( 2 Xfci/fc)2 a ( 2 xf) ( 2 yl) . (Viz analogickou po-
fc=l Jfc=1 k=i 

známku 1.1.) 
Uvedeme nyní úlohy na procvičení a příklady na užití 

Cauchyovy nerovnosti. 
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Úloha II. 1. Dokažte, že pro každý reálný vektor x je 

(11.8) (Z xk)* ^n Í 4 ; 
1 k=i 

rovnost platí tehdy a jen tehdy, je-li x1 — x2 = ... = 
= xn. 

tíloha II.2. Pro každé reálné číslo a platí vztah 

3(1 + ffl2 + a4) ^ (1 + a + a2)2 ; 

dokažte a určete všechna reálná čísla a, pro která na-
stane rovnost. (4. ročník MO, kategorie B.) 

Úloha II. 3. Buďte x, y, z nezáporná čísla. Dokažte po-
mocí (II. 1), že platí 

(11.9) jIxy + yz + zx á ]/x2 + y2 + z2. 

Využijte této nerovnosti a nerovnosti (II. 1) k novému 
důkazu nerovnosti (1.48) z příkladu 1.9. 

Příklad II.l. Ve 2. ročníku MO byla v kategorii B zadána 
tato úloha: Dokažte, že pro libovolnou trojici reálných 
čísel <z, b, c platí 

(11.10) (a + b — c)2 + (b + c — a)2 + (c + a — b)2 ^ 
^ ab + bc + ca . 

Vyřešíme tuto úlohu pomocí Cauchyovy nerovnosti. 
Z (II . l ) především plyne, že 

(11.11) ab + bc + ca ^ a2 + b2 + c* 

(viz úlohu II.3). Protože 
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(a + b — c)a + (b + c — a)2 + (e + a — 6)2 = 

= <za + (b — c)a + 2a(b — c) + b2+(c — af + 

+ 2b(c — a) + c2 + (a — b)2 + 2 c(a — b) = 

= a2 + 62 + c2 + (6 — c)2 + (c — a)2 + 
+ (a — 6)2 ^ a2 + b2 + c2, 

plyne (11.10) odtud a z (11.11). Dokonce jsme ukázali, 
že rovnost nastane v (11.10) tehdy a jen tehdy, je-li 
a = b = c. 

Poznámka II.4. Zavedeme-li v předchozím příkladu ozna-
čení xlt x2, x3 místo a,b,c a budeme-li předpokládat, že 
x = (xux2,x3) > 0, můžeme pomocí označení z pří-
kladů 1.6 a 1.7 zapsat nerovnost (11.10) takto: 

s í + a i + s i ^ r f + rf + ri. 
Doporučujeme čtenáři, aby uvážil, zda tuto nerovnost 
je možno dokázat pomocí výsledků z kapitoly I a zda ji 
lze zobecnit pro n > 3. 

Příklad II.2. Budiž z vektor, z > 0, a položme xk = ]/zt, 

yk = (A = 1,2,..., n). Pak je x^k = 1 a nerov-
yzjt 

nost (II. 1) dává 
n n ( n 1 -v 

n2 = (S l)2 á (S zk) E — ; 
fc-i i U- i z» ) 

to je jiný důkaz nerovnosti (1.32). 

Příklad II.3. Nechť reálná čísla (n ^ 1) 
splňují nerovnost 

* ! + « , + ... + « » l ) ( « í + «* + . . . + ai ) . 
Pak jsou všechna čísla x( nezáporná, tj. * ^ 0. 
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Dokážeme toto tvrzení sporem: Předpokládejme, že 
některé z čísel x{ je záporné — nechť je to třeba xn. 
Protože xn < 0, je 

Xx + X2 + ... + + Xn < X1 + X2 + ... + . 

Z nerovnosti (II.8), použité pro n — 1 místo n, plyne 

Xi + X2+ ... + xn_± 1. J/z? + a | + . . . + , 
a protože 

af + ¡4 + ... + «2-1 <4 + A + ••• + <-x + 

plyne ze všech čtyř výše uvedených nerovností vztah 

j/(w— l ) ( s j + 4 + ... + < 

což je spor. 

Příklad H.4. Budte z{ komplexní čísla a on kladná čísla 
« i 

taková, že 2 — = 1. Pak platí 
i=l «i 

(11.12) \*l + Z t + . . . + Z n \ % £ 

I® + «2 | 2» |" + ... + 0»|Z„|2. 

Podle (II. 1) totiž platí pro každý reálný vektor (¡}lt f}it 

n f n 1 \ n 1 n 

( Z /* , ) •= S ./8.V«, « ^ ( S -L. ) ( S OFL) = 
1=1 l.i—1 y xí ' í = i »=1 

• = £ cafi 
í - i 

a nyní stačí volit 
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= i Z < l - (i = 1,2, . . . , » ) , 
2 I 2* | 

7i n 

je-li E | | O (v případě E [ zt | = O nerovnost (11.12) 

zřejmě platí). 
tloha II.4. Budte <xk > 0 (k = 1, 2, ..., ra). Dokažte, že 
pro reálné vektory x , y platí 

( E z ^ ) * íS ( E « ^ ) Í E — A 

Různou volbou čísel ak dostaneme řadu zajímavých ne-
rovností. 

tloha n.5. Budte 
x a y reálné vektory, y >0. Pak platí •** {hxkY 

(11.13) S ž ; 

rovnost přitom nastává právě tehdy, jsou-li vektory x 
a y úměrné. 

Příklad II.5. Buďte x > 0, y >0 vektory, <x, P čísla. 
Pak je 

Použijeme-li nyní Cauchyovy nerovnosti (II. 1), kde 
ovšem místo xk volíme a místo yk volíme x\~ay\~P, 
dostaneme 

( s xkyk)> S ( s 4 ( s 4^ayr2í>) • 
jt=i t=i A=I 
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Volbou čísel a a /? dostáváme různé odhady. Pro a = 1 
a =« 0 nebo pro dostáváme nerovnost 

(II. 1), pro « = /? = — dostáváme zřejmou identitu, 

pro <x = /? = 0 máme nerovnost 

m n 
( 2 xkyk)2 ^n Z X|Í/| , 

která ovšem ihned plyne např. z (II. 8). Zvolíme-li 
/? = 1 — a., dostaneme symetrickou nerovnost 

( 2 xkyky < ( 2 xf«^-2") ( 2 . 
k<* 1 fc=l 

Pracujeme-li s komplexními čísly, lze Cauchyovu 
nerovnost trochu zlepšit. Buďte tedy aj, a2, . . . , a„ 
reálná čísla a z1, z2, . . . , zn čísla komplexní a předpoklá-
dejme pro jednoduchost (není to podstatné), že je 
n 
2 ockzk ^ 0. Pak platí 

(11.14) | 2 ockzk |2 \ ( 2 4) (Z | % I2 + I S |) . 

Tato nerovnost je ostřejší než nerovnost (II.7) (kde 
ovšem píšeme a, z místo *, y): (II.7) plyne z (11.14), 
užijeme-li toho, že 

z\\iZ Í \zk\*. 
fc=i i 

Dokažme (11.14): Položíme zk = xk iyk, pak je 
n n 

i 2 «¿-z* |2 = ( 2 otfcXfc)2, neboť podle předpokladu je 
Jfc = 1 Jfc = l 
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2 akt/k = 0. Užijeme-li Cauchyovy nerovnosti pro 
fc-i 
reálné vektory a a x ve tvaru (II.l), máme 

| i <%*zt |» = ( 2 «***)* ^ ( 2 cel) ( i 4). 
k-1 = l fc=l 

Nerovnost (11.14) odtud plyne, použijeme-li toho, že 

*Ž = y N I a + 4 R e z ž 

a že 

2 Re z| = Re 2 z\ á | 2 zg| . 
4 = 1 4 = 1 4 = 1 

V Cauchyově nerovnosti vystupují dva vektory — 
x a y. Čtenář si jistě snadno odvodí další analogické 
odhady pro více vektorů. Uvedme alespoň dvě úlohy: 

Úloha II.6. Budte x, y, z reálné vektory. Pak platí 

(11.15) ( 2 xkykzk)* ̂  ( 2 xi) ( 2 yl) ( 2 z|)'. 
4=1 4=1 fc=i fc=i 

Úloha n .7 . Budte w, x, y, z reálné vektory. Pak platí 

(11.16) ( 2 wkxkykzk)* ^ (X wt) (X xi) (Š yi) (Š z<) . 
4 = 1 k=l 4 - 1 4 = 1 4 = 1 

Kdy nastává rovnost? 

Budiž x >0, y >0. Rozdíl mezi pravou stranou 
a levou stranou v Cauchyově nerovnosti (II.l), tj. ěíslo 

( 2 x * ) ( 2 y l ) - ( Í xkyky 
4 = 1 4 = 1 4 = 1 
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známe: udává nám je Lagrangeova identita (II.4). Pro 
podii obou těchto sčítanců dostáváme z (II. 1) odhad 
z d o l a : 

( S 4) ( S y\) 
k=1 fc^l j 

n — 
( S x**/*)2 

ft=i 

H o r n í o d h a d udává tato nerovnost: 

Ú) 
(11.17) fc=1

n ^ 
( S xkykY 

\][ M(x)M(y) ][ m(x)m(y) la 

" 4 Lr m(x)m(y) ^ 11 M(x)M(y) J ' 

kde m(x) = mn(x), M(x) = Mn(x) a podobně pro y. 
Je m(x) > 0 a m(y) > 0, neboť předpokládáme x >0, 
y > 0; tím spíše je tedy M(x) > 0 a M(y) > 0. 

Úloha H.8. Dokažte nerovnost (11.17). 

Uvedeme ještě dva příklady, v nichž je použito Cau-
chyovy nerovnosti: 

Příklad H.6. Budiž xt ^ xa ^ . . . ^ xn ^ 0 a buďte 
Vit 2/í, • • • > ž/n reálná čísla. Nechť jsou splněny tyto ne-
rovnosti: 

(11.18) ^ ylt x1 + xi^y1 + y2, 

xx + x2 + x3 á + 2/a + ya, • • •, 

Xi + x2+ ... +xn^y1 + yt+ ... +yn. 
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Pak platí 
n n 

(11.19) nt • 4=i fc-i 
Důkaz: Vynásobíme první nerovnost v (11.18) nezápor-
ným číslem x1 — x2, druhou nerovnost nezáporným čís-
lem x2 — x3 atd.; poslední nerovnost v (11.18) vynáso-
bíme číslem xn. Sečteme-li všechny takto vzniklé nerov-
nosti, dostaneme: 

Pravou stranu odhadneme pomocí Cauchyovy nerov-
nosti ve tvaru (II.2) a máme 

odtud už plyne (11.19). 

Příklad II.7. Označme 2 a% = X, 2 y\ = Y, 2 xkyk = Z 
4=1 4-1 

a předpokládejme, že reálné vektory x a y nejsou 
úměrné. Pak je podle (II. 1) 

Z* <XY čili XY — Z*>0. 

Budiž nyní f = ( | x , f a , . . . , £ » ) vektor, který vyhovuje 
těmto podmínkám: 

n n 

Z x\ 2 xkyt. 
4=1 4=1 

n n 

(11.20) 

Pak platí 
(11.21) 

i = l 
2 XiŠi = 0, 2 ytši = 1 . 

t=i 
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rovnost zde nastává tehdy a jen tehdy, je-li 

(11.22) ¿ = 1,2 n . 

Důkaz: Budiž ?-¡i = ^ ^ y (ť = 1,2 n); pak je 

X . ^ - Z . i x j x z z x 

XY — Z2 ~ XY — Z2 

X . l y f - Z . Z w X Y _ Z 2 

.^yiVi - XY — Z2 ~ XY—Z» ~ 

Vektor r) tedy vyhovuje podmínkám (11.20). 
Budiž f libovolný reálný vektor, který také vyhovuje 

podmínkám (11.20). Pak je 

X. i byt —Z. X &x< _ 
y f. _ ť=l 1 _ A . 

ifi 'iVi ~ XY — Z2 ~ XY — Z2' 

speciálně lze za £ volit vektor r\ a máme 
n 2 * VÍ = ř t 

Je tedy 
(11.23) 

o ^ S ( f i -»? i ) 2 = S ff — 2 S fiij, + S 77? = 
i=l i=l 1=1 
= v I * 

XY — z2 ^ i r - z 2 
n z 

__ y ti A 
-i_iCl XY — Z2 ' 
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a odtud už plyne (11.21). Rovnost v (11.21) může platit 
tehdy a jen tehdy, bude-li platit rovnost v (11.28); 
to však nastane právě tehdy, bude-li & = (i = 1, 2, 
. . . , n), což je (11.22) vzhledem k definici čísel rji. 

Poznámka II.5. Ve čtenáři může vzniknout dojem, že 
příklad II.7 je sice možná zajímavý, ale dosti umělý 
a neprůhledný: není vidět, jaký má 3mysl. Ale příkladu 
II.7 lze dát -názorný geometrický význam: V úvodu 

Z2 
této kapitoly jsme uvedli, že výraz souvisí s kosi-

JÍ. x 
Z2 — 

nemúhlu,který svírají vek to ryxay : = cos2(xy). 
JL X 

^ Z2 j y z2 

Odtud je sin2 (xy) = 1 ^ y = X Y — ' p ř i t o m 

je X ^ 0 i F # 0 , neboť vektory x a y nejsou podle 
předpokladu úměrné a je tedy x # 0 i y ^ 0. 

n 
Označme nyní 5 = 1 ^ , kde f je vektor z příkladu 

1 
II.7; z druhé podmínky v (11.20) plyne, že je f 0 
a tedy 5 > 0. První podmínka v (11.20) říká, že vektor £ 
je kolmý na vektor x: je totiž 

( S x&f 
cos2 (xf) --= _ = 0 čili cos (xf) = 0 

A • w 

čili x | = . Druhá podmínka v (11.20) říká, že 

( S y<íť)2 ! 
cos« (yf) = ' " y g = - j á • 
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Nerovnost (11.21) znamená, že 
1 

Y sin2 (xy) 
čili že 

sin2 (xy) = cos4 (yf) ; 

(11.22) znamená, že vektor f je lineární kombinací vek-
torů x a y. 

Příklad II.7 lze tedy formulovat takto: Budte dány dva 
vektory x, y, které nejsou úměrné. Je-li f vektor kolmý 
k vektoru x, platí 

cos2 (y|) ^ sin2 (xy) ; 

rovnost zde platí právě tehdy, je-li vektor f jistou speciální 
lineární kombinací vektorů, x a y. 

(Nakreslete si obrázek pro n = 3!) 

Cauchyovu nerovnost můžeme psát ve tvaru 

{xiUi + Z2Ž/2 + • • • + xny«Y á 
^ (*? + A + • • • + O (yf + ů + • • • + »5) • 

Lze se nyní ptát, zda platí nějaká analogická nerovnost, 
jestliže místo součtů budeme uvažovat v závorkách 
rozdíly. Nejjednodušší to bude v případě n = 2: ptáme 
se, zda je mezi čísly 

L = («12/1 — XfliY a P = (xf — xf) (yf — ýi) 
nějaký vztah (třeba nerovnost), který by platil např. 
pro všechny nezáporné vektory (x1, x2), (y1, y2). Rozhod-
ně neplatí pro všechny takové vektory nerovnost L ^ P, 
neboť pro xx = 1, x2 = 0 a y1 = 0, y2 = 1 je L = 0 
a P = —1, není však zatím jasné, zda tedy pro v š e c h n y 
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takové vektory je L P. Jistou oďpověd (i pro n > 2) 
dává tato věta: 

Věta 11.2. Buďte x0, xlt x2, ..., xn, y0, yx, y2, yn 

nezáporná čísla a nechť je buď 

(11.24) z* > * ? + + . . . + x l 

nebo 

(11.25) y% >yí + yl+ ... + yl. 

Pak platí 

(11.26) {x0y0 — xxyx — x2y2 — ... — x„yn)* ^ 

^ (¡4 — x\ — x\ — . . . — a:2). 
• {yl — yí — yl — • • • — yl) • 

Rovnost nastane tehdy a jen tehdy, budou-li vektory 
X = (x0,xlf x2, ..., x„) a ý = (i/0) yít y2, ..., yn) 
úměrné. 

Poznámka II.6. Výrazy, stojící na pravé straně nerovnos-
nosti (11.26), souvisejí s Einsteinovou teorií relativity. 
Einsteinův princip relativity ukázal nutnost změny 
starých představ o prostoru a času; tyto změny jsou 
spojeny se jménem holandského fyzika H. A. Lorentze 
(„Lorentzovy transformace"); německý matematik H. 
Minkowski pak přispěl podstatnou měrou k vyřešení 
úkolu vybudovat vhodný matematický aparát pro popis 
zákonů teorie relativity. Jak to však souvisí s nerovností 
(11.26)? V roce 1908 upozornil Minkowski v přednášce 
„Prostor a čas" na 80. sjezdu německých přírodovědců 
a lékařů, že „nikdo nepozoroval nějaké místo jinak než 
v určitém čase a čas jinak než na určitém místě". Zavedl 
čtyřrozměrný prostor tzv. „světobodů" [xx, x2, xa, ť], 
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kde xlt x2, xa jsou souřadnice bodu v trojrozměrném 
prostoru a t je čas, a množina všech světobodů se dnes 
nazývá časoprostor nebo též prostoročas. V geometrii 
tohoto časoprostoru hrají důležitou roli výrazy x\ + 
+ + a;| — t2 nebo <a — x{ — x | — xf; píšeme-li zde x0 

místo ty máme výrazy z věty II.2 (pro n = 3). 

Větu II.2 lze dokázat opět různým způsobem. Jeden 
důkaz využívá Cauchyovy nerovnosti (II. 1); ten však 
zde nebudeme uvádět a odkazujeme na třetí kapitolu, 
kde tímto postupem dokážeme větu obecnější (viz pří-
klad III.6). 

Dva důkazy, které zde provedeme, jsou vlastně 
analogiemi obou prvních důkazů věty II. 1. 

První důkaz. Nechť je splněna podmínka (11.24) a uvažuj-
me kvadratický výraz 

P(t) = (x0t-y0)2- 1 (x^-ykf = 
k=1 

n n n 

= (xg —- S x|) t2 — 2(x02/0 — S xkyk) t + (y20 — Z y2) . 
k=1 k~1 

Protože koeficient u t2 je kladný, bude P(t) > 0 pro 

čísla í, pro něž bude |<| dosti velká. Zvolíme-li t0 = — 
xo 

(to lze, neboť vzhledem k (11.24) je x0 > 0), bude 

(11.27) P(í0) = P Í - | l ] = - Ž [xk - J - - yk)* ^ 0 , 
l X0 ) k=l l xo ) 

a to znamená, že rovnice P(<) = 0 má alespoň jeden 
reálný kořen. Diskriminant této rovnice tedy musí být 
nezáporný, čili 
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4(x0y0 - Í x^Y - 4(*g — i 4) (yl - £ y\) ̂  O , 
4 - 1 4=1 4—1 

a to je (11.26). Rovnost zde bude platit právě tehdy, 
bude-li rovnice P(t) = O mít právě jeden reálný kořen. 
Pro všechna t tedy bude P(t) ž 0 a speciálně bude 
P ^ - ^ - j S: 0. Srovnání s (11.27) ukazuje, že tím jediným 

kořenem bude číslo <0 a že to nastane právě tehdy, bude-li 
u 

yk = — xk (k = 1,2, . . . , n)\ to však znamená, že vek-xo 
tory (x0, Xl, x2, ..., xn) a (y0, ylt y2, ..., yn) jsou 
úměrné. 

Předpokládali jsme, že je splněna podmínka (11.24). 
Je-li splněna podmínka (11.25), zaměníme pouze role 
vektorů Jč a y. 

Druhý důkaz využívá následující identity, kterou čtenář 
snadno ověří: 
(11.28) 

( i 4) [(XM - £ xkyky - (4 - s 4) (yl - s yfí] = 
4=1 4=1 4=1 4= 1 

= (t/0 s 4 - x0 s xkyky + (4 - s 4) [ ( s *?) ( s y\) -
4=1 4=1 4=1 4 = 1 4 = 1 

- ( 2 xi2/fc)»]. 
4=1 

Je-li splněna podmínka (11.24), je pravá strana nezá-
porná, neboť poslední součinitel je nezáporný v důsledku 

n 
Cauchyovy nerovnosti (II. 1). Je-li tedy S 4 > 0, plyne 

4=1 
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nerovnost (11.26) z identity (11.28). Je-li E x | = 0, je 
fc-i 

Xy = a;2 = . . . = a;„ = 0 a nerovnost (11.26) je zřejmě 
opět splněna. — Rovnost v (11.26) nastane právě tehdy, 
bude-li pravá strana v (11.28) rovna nule. To především 
znamená, že musí platit rovnost v Cauchyově nerovnosti 
pro vektory * = (xlt x2, ...,xn)& y = {y1} yi} ..., yn), 
t j . podle věty II . 1 musí být tyto vektory úměrné: 
* ~ y čili axk = fyt pro k = 1, 2, . . . , n. Dále musí být 

n n 
y0 E a% = xo ^ xkyk\ čtenář si už snadno dokáže, že odtud 

A:=l k=1 
plyne fiy0 = <xx0, což znamená, že vektory X a f jsou 
úměrné. 

Předpokládáme-li, že je splněna podmínka (11.25), 
musíme identitu (11.28) zřejmým způsobem upravit. 

Úloha II.9. Ukažte, že nerovnost (11.26) platí i tehdy, 
n n 

bude-li = E :r| nebo y% = E y%. 
k=1 k=i 

Vzniká nyní přirozená otázka, jaký vztah bude platit 
mezi levou a pravou stranou v (11.26), bude-li s o u č a s n ě 
platit 

(11.29) A < £ yl<Íy%. 
k----1 k=1 

Bude pak v (11.26) platit obrácená nerovnost, t j . bude 

(11.30) (z«!/,,- E xkykf <(x\- E x\) (yt~ E t,*) ? 
fc=l fc=l k=l 

Úloha 11.10. Ukažte, že v případě n = 1 nerovnost 
(11.30) neplatí n i k d y . Pro n S: 2 nalezněte dvojici 
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vektorů *, ý, pro které platí (11.29) i (11.30), a jinou 
dvojici vektorů jč, ý, pro které (11.29) platí, (11.30) však 
nikoliv. 

Poznámka II.7. Úkol, který je obsažen v závěru před-
chozího odstavce, stačí vyřešit pro n = 2; přechod k pří-
padu w > 2 je pak snadný: položíme Xi = yt = 0 pro 
i = 3, 4, . . . , n. Pro n = 2 však má nerovnost (11.30) — 
a pochopitelně i nerovnost (11.26) — geometrický vý-
znam. 

Budiž tedy n = 2. Pro * = (x1, x2) ^ 0, y = (yl3 

y2) ^ 0 označme d(x) = ]/ZÍ + x\, d(y) = ]/*/? + y\ (je 
to vzdálenost bodu x resp. y v rovině od počátku); 
pro jednoduchost zvolme ještě x0 = 0, y0 > 0. Nerov-
nosti (11.29) můžeme zapsat takto: 

d*(x) > 0 , d2(y) > y\ ; 

druhá nerovnost říká, že bod y leží v prvním kvadrantu 
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vně čtvrtkruhu se středem v počátku a o poloměru Í/0 
(viz obr. 4). Nerovnost (11.30) lze zapsat takto: 

(,xiVi + x&iY < (4 + 4) (y\ + yl — yl) = 
= d2(*)#(y) - yW(x) 

čili po úpravě 

r »iž/I + v -1 _ í yp V 
l d(x)d(y) J < U(y)J" 

Připomeneme-li si geometrický význam Cauchyovy 
nerovnosti (viz začátek této kapitoly), lze tuto nerovnost 
zapsat takto: 

- ' ( í y X i - ^ ) ' 
čili 

7t Označíme-li ještě symbolem <p úhel mezi 0 a — , pro 
¿i 

který platí 

(11.31) = 

má vlastně nerovnost (11.30) tento význam: 

sin2 (xy) > sin2 <p 
čili 
(11.32) | sin (xy) | > sin cp . 

Zvolme nyní x0 = 0, ¡t„ x , a y0 pevně a vektor y = 
= (yt, y2) zvolme tak, aby se neměnilo číslo d(y) (a aby 
bylo d{y) >yQ čili d2(y) > yt)-, odpovídající body 
(ž/i, yú budou pak ležet na čtvrtkružnici o poloměru 
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d(y) (viz obr. 4). Najdeme ještě <p tak, aby platilo (II.3L), 
a úhel 9o naneseme na obě strany od úsečky Ox. Ty body 
Y = (y 1.2/2)» pro které platí (11.32) — a tedy (11.30) —, 
leží na ětvrtkružnici AB vně oblouku CD; na oblouku 
CD (včetně obou koncových bodů) leží pak ty body 
y = (ž/i. 2/ž)> P r o které platí za předpokladů (11.29) 
nerovnost (11.26). 

Velikost úhlu <p závisí pochopitelně na číslu d(y), 
které lze volit (ovšem tak, aby bylo d(y) > yQ); čím 
větší bude d(y), tím menší bude úhel <p a tím větší část 
z oblouku AB zaberou ta y, která leží vně oblouku CD 
a pro něž tedy za předpokladů (11.29) platí (11.30). 
Záleží pochopitelně také na poloze bodu * = (xy, x2): 
Volíme-li xt = x2 a d(y) = ]/2,y0, bude <p = 45° a oblouk 
CD bude totožný s obloukem AB, takže (11.30) neplatí 
pro éádné y takové, že d(y) = ]/2,y0. Jiná situace však 
nastane, volíme-li xx > x2 (a opět d(y) = |/2.y0) — pak 
se oblouk CD překryje jen s částí oblouku AB a najdeme 
vektory y, pro něž platí (11.30) (viz obr. 5a, 5b). 
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Pomocí těchto geometrických úvah tedy můžeme řešit 
úlohu 11.10. 

V poznámce II.3 jsme se zmínili o výrazech, které lze 
vložit mezi levou a pravou stranu v Cauchyově nerov-
nosti. V následující kapitole se setkáme s řadou takových 
výrazů; zde uveďme na závěr alespoň jeden: 

Úloha 11.11. Ukažte, že pro * > 0, y >0 platí 
n n TI 

(11.33) ( £ x^Y á S . E (4 + yl) < 
k=i fc=i x% + yk k=1 

á ( S xk2) ( £ yk*), 
k=l fc=1 

a zjistěte, kdy platí všude rovnosti. 

69 



K a p i t o l a I I I . 

H 0 L D E R O V A A M I N K O W S K É H O 
NEROVNOST 

V obou předchozích kapitolách hrála významnou roli 
celkem elementární nerovnost 

]/xlX2 ^ x2, x-y ^ 0 , x2 ^ 0 , 

kterou můžeme zapsat též takto: 

(111.1) xW <2 i - X l + ± . 

Tuto nerovnost můžeme zobecnit: 
tn 

Věta 111.1. Budiž p > 1, q = — . Pak pro každou 
p — 1 

dvojici čísel xt 0, x2 ^ 0 platí 

(111.2) xl^xl1" + 

Rovnost v (III.2) platí tehdy a jen tehdy, je-li 
Důkaz: Vyjdeme z nerovnosti 
(111.3) t° — *t + a—l £ 0 , 

která platí pro 0 < a < 1 a í > 0 a v níž nastane 
rovnost tehdy a jen tehdy, bude-li t = 1.*) 

*) Připomeňme, žo nerovnost (III.3) je nerovnost (P.2) z vč-
tv P . l . Ždo poprvé použijeme tóto věty i pro jiná a než c e l á , 
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Je-li x2 = O, je nerovnost (III.2) zřejmě splněna. 
Můžeme tedy předpokládat x% > 0 a položit v (III.3) 

Í = « - I . 
X2 V 

Pak je OL — 1 = 1 = -i—-?- = a (III.3) má 
p p q 

tvar 

Í A ) M . í l _ I , 0 . 
\X2) p x2 q 

Vynásobíme-li tuto nerovnost kladným číslem xt = 
i - — + — 

= x2 v " = x\l,l.x2lv, dostaneme 

x ibxyQ— X i — — 0 > 

což je ekvivalentní s (III.2). Protože rovnost zde nastane 
X 

tehdy a jen tehdy, bude-li í = — = 1, je tím věta do-
X2 

kázána. 

Poznámka III . l . Protože — = — = 1 — , jsou 
q p p 

čísla p a, q vázána symetrickým vztahem 

(III. 4) i . + _L = i , 
p q 

který budeme všude v této kapitole automaticky použí-
vat. Připomeňme, že pro p = 2 je také q = 2; nerovnost 
(III. l) je právě speciálním případem nerovnosti (III.2) 
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pro p = 2. — Pravou stranu v (III.2) můžeme pomocí 
(III.4) zapsat takto: 

— + f l —1 x2 čili tei + (1 — A)z2 , A = — . 
P l P) P 

Protože p > l , j e O < A < l ; bude-li se číslo A měnit 
mezi 0 a 1, bude se bod Áxt + (1 —A) x2 pohybovat 
po úsečce o koncových bodech xx a x2. 

Poznámka III.2. Zvolíme-li v (111.2) x1 = a x 2 = b", 
dostaneme nerovnost 

(III.6) ab ^ — a? + — b" , 
p q 

p 

která opět platí pro o ^ 0, b ^ 0, p > 1, q = ^ . 
Rovnost zde nastane tehdy a jen tehdy, bude-li av = b". 
Poznámka III.3. Také nerovnost (III.2) lze dokazovat 
různým způsobem. Jedna důkazová metoda je založena 
na hledání minima funkce 

f(x) = z1 V / a — — ~ — 
n ' y P g 

a může ji použít ten, kdo ovládá základy diferenciálního 
počtu; jiný důkaz, využívající vlastnosti grafu logarit-
mu, je uveden v 35. svazku Školy mladých matematiků. 

Otto Hólder byl německý matematik, který žil v le-
tech 1859—1937. Jeho jménem je nazvána nerovnost 
(III.6), o níž pojednává tato věta: 

Věta II 1.2. Budiž x = (xlt x2, xn) ^ 0, y = (ylt 

VÍ, • • •, yn) ^ 0, p > 1 a + y = 1. Pak platí 
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(III.6) L á ( S ^ ' " - ( S yt)1'«-, 
fc=i 4=1 fc-i 

rovnost zde nastane tehdy a jen tehdy, budou-U vektory 
x? a y úměrné. 

» n 
Důkaz: Označme X = E x\, Y = 2 y%. Je-li Z = O nebo 

7 = 0, je xx = = ... = x„ = O nebo yl = yt = 
= ... = yn = O a nerovnost (III.6) zřejmě platí. 
Můžeme proto předpokládat, že X > 0 a Y > 0. Polo-
žíme-li v (III.5) a = afc/Z1'», 6 = y^Y1'« (k = 1, 2, . . . , 
ti), dostaneme n nerovností 

r n i 7 \ <- 1 . 1 »í 

fc = 1,2, . . 
a sečtením všech těchto nerovností máme 

91 n n 

Zxkyk Z yl 
1 ^ A fc=l fc-1 = _ L _ L = 1 

Xi/pyiAz - p X 1 q Y p q 

Tato nerovnost je ekvivalentní s (III.6). — V poslední 
nerovnosti platí znaménko rovnosti tehdy a jen tehdy, 
platí-li rovnost ve v šech nerovnostech v (III.7), t j . 
je-li aP = b" čili 

= čili Y.xl = X.yi, 4 = 1,2, . . . , » . 

To však znamená, že X" ~ y4. ' 
Zvolíme-li p — 2, dostaneme z Hólderovy nerovnosti 

(III.6) nerovnost Cauchyovu, a to ve tvaru (II.2). 
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Hólderova nerovnost je tedy zobecněním Cauchyovy 
nerovnosti. 

Vynásobíme-li nerovnost (III.6) ěíslem — = 
n 

( i v '" ( i y , a 

= 1 — 1 I — I , můžeme ji zapsat v tomto tvaru: 

(111.8) An(x.y) ^ [A^r)]1'« . 

Je-li 0 < p < 1, je q = P ^ < 0. V tomto případě 
platí nerovnost, která se opět nazývá Holderova a liší 
se od (III.6) pouze znaménkem nerovnosti: 
Věta 111.3. Budiž x = (a^, x2, ..., xn) > 0, y = (ylt 

VÍ, • • •, yn) > 0 , p < 1 ,p ^ 0 a ( = 1. Pak platí 
í 

(111.9) Í xkyk > ( £ xlY<v ( Í ylY'0 ; 
fc=l ft=l k=1 

rovnost zde nastane tehdy a jen tehdy, budou-li vektory 
x? a y4 úměrné. 

Důkaz: Je-li p <1, p ^ + = 1, je jedno z čí-
sel p, q záporné. Bez újmy na obecnosti lze předpoklá-
dat, že je to číslo q [v opačném případě využijeme sy-
metrie vzorce (III.9) a zaměníme role vektorů x a y 
a parametrů p & q]. Budiž tedy 

0 < p < 1, g < 0 , 
a položme 

* 1 * 1 
P* — (7* = — . 

V v 
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Pak je p* > 1 a + = p — = p[\ —1 — 
v* q* q \ q) 

= p— = 1. Lze tedy použít věty III.2 pro p*, q* a pro 

vektory u, v: Platí 

(III. 10) S ukvk ̂  ( S uf)11'* ( S O 1 ' « * 
k=l k=1 fc=l 

pro uk > 0, vk > 0 (k = 1, 2, . . . , n). Položíme-li zde 

% = * ly l . vk = yr*, 

bude ukvk = x\, wf = a ; ^ a f = i/| a (III.9) plyne 
z (III. 10) ekvivalentními úpravami. 

tíloha III . l . Pro komplexní vektory x, y má Holderova 
nerovnost tvar 

( I I I . l l ) | l xkyk | £ ( S \xk\*yi* ( S |yk\«)V* 
fc=i fc=i ft=i 

l < p < o o , + Dokažte ( I I I . l l ) pomocí 
(III.6). Platí pro p < 1 (p ^ 0) opět obrácená nerovnost 
podobně jako v (III.9)? 

V Hólderově nerovnosti (III.6) a (III.9) vystupují 
dva parametry p aq, vázané vztahem (III.4). Chceme-li 
Hólderovu nerovnost (III.6) zapsat pomocí jediného 
parametru, stačí dosadit za q výraz ^ \ '• 

2 xkyk á ( 2 xlY'*{ 1 y^P-uyv-Div. 
1 k=1 A=1 
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Po umocněni odtud máme nerovnost 

(111.12) ( 2 xkyk)» š ( S xl) ( 2 , 
4=1 4=1 4 = 1 

která platí pro p > 1 a je zobecněním Cauchyovy ne-
rovnosti v tvaru (XI. 1). — Pro p < 1, * > 0, y > 0 je 
situace poněkud složitější: Holderóvu nerovnost (III.9) 
lze opět zapsat pomocí jediného parametru ve tvaru 

(*) S xkyk ^ ( S xlY'* (I yi><v-uyv-»/v, 
4=1 4 = 1 4=1 

ale nyní už je třeba rozlišovat: 

(a) Je-li 0 < p < 1 , plyne z (*) umocněním nerovnost 

(III. 12a) ( I ^ ( Š a*) ( S W ^ v y - i , 
4 = 1 4 = 1 4 = 1 

která je protějškem nerovnosti (111.12). 

(b) Je-li p < 0 , z m ě n í se při „umocnění" nerovnosti 
(•) znaménko nerovnosti a dostaneme opět nerovnost 
(III. 12). 

Lze tedy shrnout: Nerovnost (III. 12) platí pro p > 1 
a pro p < 0; pro 0 < p < 1 platí o b r á c e n á nerovnost 
(III. 12a). 

Poznámka III.4. Cauchyovu nerovnost lze geometricky 
interpretovat; u Holderovy nerovnosti to není tak 
jednoduché. Zachováme-li označení z kapitoly II , mů-
žeme pomocí nerovností (III.6) a (III.9) odvodit tento 
vztah, který platí pro x >0, y >0, p > 1 a r < 1: 
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( 2 «£)*'' ( 2 tf/(r-l>)(r-l)/r 
^ CQ3 jřy S 

( 2 a í ) « ( 2 yW* 
4=1 

( 2 a^)17" ( 2 ypfv-vyv-Div 
^ 4 = 1 4 = 1 

( 2 xiy* ( s i/?)1^ 

Úloha III.2. VeUce užitečná je nerovnost 

(III. 13) |u + v\* ^ 2p~1{\u\i> + |«|") , 

která platí pro komplexní čísla u,v a pro p ^ 1. Dokažte 
tuto nerovnost. 

Úloha III.3. Zvolte v ( I I I . 6 ) a ( I I I . 9 ) y = (1, 1, . . . , 1) 
a zapište takto vzniklé nerovnosti. 

Úloha IH.4. Zvolte v (III.9) p = — a zapište odpovídá-
í! 

n 
jící dolní odhad pro 2 xkyk. 

4=1 

Úloha ni .5. Jak vypadají Hólderovy nerovnosti, volí-
me-li x > 0 a y = -i- ? Uvědomte si, že jde o zobec-
nění úlohy z příkladu 1.1 resp. II.2. Zvolte speciálně 

1 

Úloha III.6. Dokažte, že pro x ^ 0, y > 0 ap ^ 1 platí 
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n 

(111.14) 
( S zt)> 

n 

( s 

a že rovnost zde nastává pro p > 1 tehdy a jen tehdy, 
je-li x ~ y. (Pro p = 2 jsme tuto nerovnost vyšetřovali 
v úloze II.5.) 

Úloha III.7. Budiž x > 0, y > 0. Dokažte, že nerovnost 
(III. 14) platí také pro p < 0, zatímco pro 0 < p < 1 
platí obrácená nerovnost. 

Budiž x ^ 0, y ^ 0. Zvolíme-li v (III.5) a = xk, 

b = yk, dostaneme n nerovností xkyk ÍS — -| y% 
p í 

(k = 1,2 n) a jejich sečtením pak nerovnost 

Poznámka I I I .5. V řadě matematických problémů je tře' 
ba odhadnout výraz 2 xkyk, ale tak, aby se zdůraznil 

fc=i 
podíl, kterým přispívá např. vektor x, a aby se naopak 
potlačil podíl, kterým přispívá vektor y. Pak se někdy 
hodí odhad (III. 15), v němž provedeme tento obrat: 
Je-li e > 0, je 

(III. 15) 2 xkyk fZ — 2 xl + -i- 2 y% 
k=i P fc=i ? fc=i 

1 £ 

n 
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a z (III. 15), kde ovšem uvažujeme exk místo xk a — místo 
e 

yk, dostáváme 

(III.16) xl + í - ) a 2 y l . 
4 = 1 P k=1 l £ J 4 = 1 

Je-li nyní c dosti velké číslo, bude dosti malé 
a druhý sčítanec vpravo v (III. 16) bude malý, takže 
příspěvek vektoru y bude malý ve srovnání s příspěvkem 
vektoru *; pro e > 0 dosti malé tomu bude naopak. 
Připomeňme, že tento „trik" jsme už použili, ovšem 
pro p = 2, v třetím důkazu věty II. 1. 

Poznámka I I I . 6 . Nerovnost (III.15) lze ovšem „vylepšit" 
Mezi její pravou a levou stranu lze vložit výraz 

( 2 xl)^ ( í yf)^, 
4 = 1 4 = 1 

t j . platí 

S xkyk sS ( L xl)*» ( S ylY'" ^ — 2 xl + ~ 2 y% . 
4=1 4=1 4 = 1 P 4=1 ? 4=1 

První nerovnost je Hólderova nerovnost (III.6), dru-
hou nerovnost dostaneme z (III.5), položíme-li tam 

n n 

a = ( 2 xvkylj>, b = ( 2 yl)11". — Poslední nerovnost sou-
4=1 4=1 

n 
časně říká, že odhad výrazu 2 xkyk pomocí (III.15) je 

4=1 
„horší" než odhad pomocí Holderovy nerovnosti. 

Uvedeme nyní několik příkladů použití Holderovy 
nerovnosti (III.6). 
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Přiklad III . l . Nechť je * > O, y > 0; dále zvolme čísla 
<% a /? tak, aby hylo 0 < <* < 1, O < /S < 1. Pak je 

= {xp/k) . 

Použijeme-li Holderovy nerovnosti (III.6) pro vektory 
u, v, kde uk = x£y? a vk = x\-°-y\-P, bude ukvk = xkyk a 

(III.17) 2 xkyk ^ ( 2 x ^ v y i v ( £ . 
k=1 k= 1 fc=l 

Každý z obou činitelů na pravé straně lze opět od-
hadnout pomocí Holderovy nerovnosti: u prvního volí-
me r > 1 a a > 1 tak, aby bylo 1 = 1, a užijeme 

T 8 

(III.6) s r místo p, s a místo q, s místo * a s y'» 
místo y a máme 

2 x ^ y p < ( 2 x ^ Y 1 ' ( 2 ; 

podobně bude pro druhý činitel 

2 x ^ - ^ y ^ i ^ ( 2 a;'1-«'»)!/« ( £ y<£-Vvyio , 
fc=i fc=i fc=i 

kde j e p > l , ff>la—-f — = 1. Obě poslední ne-
q o 

rovnosti spolu s (111.17) dávají odhad 

2 xkyk ^ ( 2 x?v<ylr» ( 2 a ^ - a i « ) ^ ( S y ^ y h " . 
k=1 fc-l Jfc=l fc=l 

n 
( 2 yjl^&yloa . 
k= 1 

Zvolme speciálně B — 1 — «, p = <7 = 2, r = — 
OL 
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[a tedy s = ] a Q = j ( a tedy a = 

přitom je podle předpokladu 0 < a < 1. Pak je 
<xpr = (1 — oc)qQ = fips = (1 — fi)qo = 2 a máme 

2 xkyk < ( Z 4*yrM)V2 ( 2 4 2 " 2 * ) 1 7 2 

5S ( 2 ( 2 z?.)11"*1'2 ( 2 ( 2 
= l A=1 k = l fc=1 

[první nerovnost je nerovnost (111.17)]. Po umocnění 
dostáváme vztah 

( 2 xkyk)* <í ( 2 Ttyl^) ( s 4~2*yfr) ^(XxD(Xyl). 
fc=i fc=i fc=i jt=i fc=i 

Nerovnost mezi prvním a třetím členem je Cauchyova 
nerovnost (II. 1). Prostřední výraz je tedy jedním z vý-
razů, které můžeme vložit mezi krajní výrazy v Cauchyo-
vě nerovnosti a o nichž hovoříme v poznámce II.3. Po-
znamenejme ještě, že prostřední výraz se mění se změnou 
parametru <% v intervalu (0,1). 

Příklad III.2. Buďte a, b, c, A, B, G nezáporná čísla, 
p > 1, a nechť platí 

(III. 18) aL'(f_1> + c1'^"1' ^ &i/ď-i>, A11 * + C1'» ^ BVv. 
Pak platí 
( I I I . 19) Abc — Bcu - f Cab ^ 0 . 

Důkaz: Užijeme Hólderovy nerovnosti (III.6) pro 
n = 2, přičemž zvolíme 

Xy = (AcY'v , x„ = (Ca)1" , yx = a1'" , y2 = c1'* . 
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Z nerovnosti 

aWi + < (a? + a;?)1'" (ž/?/(I'~1, + y l ^ y w » 
máme 
(Aae)11* + (Cac)1'" ̂  (Ac + Ca)1'" (a1''""1» + c1/<"-1>)(I'~1,/l>. 

Užijeme-li zde nerovností (III. 18), dostaneme 

(oc)1'* B1'" ^ (Ac + Ca)11' b 

a odtud už plyne (III. 19). 

Příklad III.3. Buďte x, y, z kladná čísla, a reálné číslo. 
Pak platí tzv. Schurova nerovnost 

(111.20) x«(x — y){x — z) + y«(y — x){y — z) + 
+ za(z — x) (z — y) ^ 0 . 

Tato nerovnost je speciálním případem nerovnosti 
(III. 19): Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, 
že je 0 <x ^ y sS z. Zvolíme-li pak p = 2, a = z — y, 
b = z — x, c = y — x, bude platit první z nerovností 
(III.18) (dokonce nastane rovnost); zvolíme-li A = x", 
B = ya, C = za, bude platit i druhá z nerovností 
(III. 18) (pro p ^ 0 je z» ^ y», pro < 0 je x>8 ž yfi, 
a pro všechna reálná a je tedy x*/2 + za/2 ĚŽ ž/a/2)-

Příklad III.4. Budiž x = ( i , , ^ , ..., xn) > 0, p > 1, 

a označme Ak = (xx + x2 + ... + xk) (k = 1,2 

n). Pak platí 
(111.21) 2 AI ^ f - P — T s x l . 

k=1 IP 1 J Jt=l 
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Důkaz: Protože je xk = kAk — (k—(klademe 
¿o = 0), je 

P ~ 1 

= AI — - ^ y Ar1 [kAt- (k - 1) Ak_J = 

- « { i - Č + 
Zvolíme-li v nerovnosti (III.5) a = Ak_x a b = -dj - 1 , 
bude 

A^Al-i < j AU (Ar1)»"»-1' = 

- i + ^ A* 
P P 

a odtud máme 
Al— —^y ¿r1** p — 1 

s ^ p - I - * P + i L z l j P ř . I ^ + JPir_I 
- * p — i p — i I ? p y 

1 [ ( i — 1 ) 4 ^ — M f ] . 
p— i 

Zde je i = 1, 2, ..., ra, t j . máme n nerovností, a jejich 
sečtením dostaneme: 

n ny n 
2 ¿ j — — i ' — S ¿ r 1 * * ^ 

fc=l p — 1 fe=l 

1 [—1.4? 4- \.A\— 2.A\ + 2.AI — + 
p — 1 
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čili 

( in.22) £ A\ ^ 2 Af.~lxk ; 
¿=1 V — 1 /t=i 

je zřejmé, že rovnost zde platí právě tehdy, je-li x1 = 
= x2 = ... = x„ = 0. Součet na pravé straně v (III.22) 
odhadneme pomocí Hólderovy nerovnosti (III.6), v níž 
položíme yk = A%-\ Pak je y\ = Ur 1 ) p < I ' " l ) = M 
a tedy 

2 Al~Hk ^ ( 2 x%y>v ( 2 J?)!-1^ 
fc=l k=1 fc=l 

čili z (III.22) máme 

(111.23) 2 A\ ^ — ( 2 x?)1'» ( 2 ¿ l ) 1 ^ » . 
fc=i P — 1 fc=i fc-i 

Je-li a^ = x2 = ... = xn = 0, nerovnost (III.21) zřejmě 
platí, neboť také A± = A2 = • • • = An = 0. Je-li alespoň 

n 

jedno z čísel x{ kladné, je A = 2 A% > 0 a (III.21) plyne 
fc-i 

z (III.23) ekvivalentními úpravami: vynásobením ne-
rovnosti (III.23) číslem A~1+ltv a umocněním. 

Je-li číslo A > 0 (tj. je-li x ^ 0, x ^ 0), je nerovnost 
v (111.21) ostrá; konstanta — ^ 1 ) je však nejlepší 
možná. 

Holderovu nerovnost lze zapsat ještě v jiném tvaru: 
Označíme-li x\ = ak, y% = bk, bude xk = a}*», yk = bllq 

a po dosazení do (III.6) máme nerovnost 

(HI.24) 2 a\">bl<< ^ ( 2 akyl> ( 2 bk)^ , 
k=l k=l 
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která platí pro p > 1, q = ^ ~ ; rovnost zde nastává 

tehdy a jen tehdy, jsou-li vektory a a b úměrné. 

Označíme-li ještě — = <%, — = 8, dostáváme vzorec 
P i 

(111.25) í < ( S aky ( S bk)> , 
fc=l k=1 fc=l 

který platí pro a ^ 0, b ;> 0, 0 < <% < 1, 0 < {} < 1, 
« + = 1. 

S Hólderovou nerovností ve tvaru (111.25) se pracuje 
někdy pohodlněji než s tvarem (III.6). Ukazuje to i ná-
sledující úloha. 

Úloha III.8. Dokažte vzorec (III.25) indukcí. Dokažte 
analogicky i nerovnost (III.6) a porovnejte pracnost 
a přehlednost obou výpočtů. 

Hólderova nerovnost se týká součinu d v o u vektorů 
x, y; je to vidět např. ze zápisu (III.8). Lze ji však 
zobecnit i pro součin většího počtu vektorů: 

Věta II 1.4. Budte x(í) = (xilt xi2 x<„) 0 vektory, 
PÍ > 1 čísla (i = 1 , 2 m) a nechť je 

(111.26) J L + J L + . . . + = 

Pl Pi Pm 

Pak platí 

(111.27) 
s x ^ ...xmk^(2 zft)1'»' ( S x&y* ... (S x%)Vvm . 

fc-l k-1 k-1 k-l 
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Holderovu nerovnost (III.6) dostaneme, volíme-li 
m = 2, *(1) = X, X(2) = y, i?! = p, p2 = q. 

Nerovnost (III.27) lze zapsat ve tvaru 

^n(X(1)X(2) . . . X(m)) ^ 
^ [AnWh)]lh> íMKh)]11»' • • • [An(x^)]^m. 

Tato nerovnost je však stále dosti nepřehledná, a právě 
zde vyniknou výhody zápisu Holderovy nerovnosti ve 
tvaru (III.25): Zavedeme-li totiž vektory a = (alt a2, 
..., a„), b = ( & „ b2 bn), . . . , < / = (dlt d2, ...,dn) 
předpisy 

*<i> = ollPí (tj. s * = a]!'"'), x(2) = b1'*, . . . , x(m) = dllpm, 
a oznaěíme-li ještě 

1 H 1 A 1 
« = —T > P = . •••. o = — 

Pl Pi Pm 
bude <% + /? + . . . + ¿ = 1 a z (III.27) dostáváme 

(111.28) 2 atbl 
k=1 fc=l fc-1 

Důkaz věty III.4 lze provést indukcí přes TO. Nebudeme 
zde zabíhat do detailů; ukážeme jen na tvaru (111.28), 
jak lze od TO = 2 přejít k m = 3. Čtenář pak už důkaz 
snadno dokončí. 

Předpokládejme tedy, že platí (111.27) resp. (111.28) 
pro m = 2; ukážeme, že pro a + 0 + y = l . O < < x < l > 
0 < (i < 1, 0 < y < 1, a pro a ^ 0, b ^ 0, c ¡g 0 je 

(111.29) 2 aibíd ^ ( 2 at)« ( 2 btf ( 2 . 
1 fc=l A=1 ft=l 
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Označme y + (3 = s; pak je s + y = 1 a tedy O < e < 1. 
Užijeme-li nerovnosti (111.25) [což je (111.28) pro 
TO = 2!] s e místo s y místo s místo o a s e 
místo b, máme 

(111.30) 

S alblrl Í (aťbt")' cl < ( Í aťX")' (-S cky . 
<•=•1 fc=1 k=1 fc=l 

První činitel v posledním výrazu opět odhadneme 
pomocí (III.25), kde ovšem místo a a užijeme <%/e 

OL B 

n filé; je — + -j- = 1, neboť a + fi = e: 

( 2 ař/e6f")8 £ [( S ak)«l< ( Z &*)«•]• = ( S a*)» ( I &*)". 
/c=l Jfc=l *=1 fc=l fc=1 
Odtud a z (III.30) máme (111.29). 
Příklad i n .5 . Budiž * ^ 0. Pak platí 
(111.31) (1 + Xl) (1 + » , ) . . . (1 + xn) ^ (1 + Gn(x))»-, 
rovnost nastává tehdy a jen tehdy, je-li xt = x2 = ... = 
= xn . 

Důkaz: Použijeme vzorce (111.28), a to pro n dvoučlen-
ných vektorů: a = (1 , ^ ) , b = (l,x2), ..., d = (l,a;n), 

a pro <% = /9 = . . . = ( 5 = — . Pak má (111.28) tvar 
ll/nll/n _ 11/» x\lnxUn _ _. xVn ^ 

^ (i + xtf'» (1 + ... (1 + xny'\ 

odkud plyne (III.31) umocněním. Důkaz tvrzení o rov-
nosti přenecháváme čtenáři, 

87 



Úloha III.9. Dokažte nerovnost (III.31) pomocí nerov-
nosti (1.40). 

Nerovnost (111.31) lze zapsat též takto: 

[On(1 + *)]» ž [1 + G„(x)]- • 
Porovnáme-li příklad III.5 s příkladem 1.2, zjistíme, že 
jsme ukázali 

[1 + Gn(x)Y ž (1 + %i) (1 + ar2) . . . (1 + xn) 
š [1 + ¿„(*)]n • 

Úloha 111.10. Nerovnost (III.27) je zobecněním nerov-
nosti (III.6). Lze analogicky zobecnit také nerovnost 
(III.9) pro více než dva vektory? 

Se jménem německého matematika Hermanna Min-
kowského (1864—1909) jsme se setkali už v kapitole II . 
Je po něm nazvána nerovnost (111.32), kterou odvodí-
me z Holderovy nerovnosti: 

Věta II 1.5. Budiž x^O, y^Oap^ 1. Pak platí 

(ni.32) [ Z (xk + yW* < ( i xl)^ + ( i ylY'» ; 
1 k=1 k=l 

rovnost zde nastává pro p > 1 tehdy a jen tehdy, jsou-li 
vektory xay úměrné. — Je-li 0 < p < 1 nebo je-li p < 0 
a x > 0, y > 0, platí obrácená nerovnost. 

Důkaz: Využijeme identity 
(Xk + ykY = {Xk + Vk) + VkK1 = 

= xk(xk + yky-i + yk{xk + yky~l, 

která platí pro k = l, 2, n, Seěteuíra všech těchto 
identit máme 
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(111.33) 

2 (xk + yk)° = £ xk(xk + yky-i + £ yk{xk + yk)^ . 
k=l k-1 Jt—1 
Pro p > 1 odhadneme oba sčítance vpravo pomocí Hól-
derovy nerovnosti: 

(111.34) 

2 xk(xk + yky-i < ( E qyiv [ £ (x* + yky*-v<yi«, 
1 fc=l ft=l 

2 */*(** + yky~ l ( 2 ^ [ 2 (x* -f t/*)"-1'9]1'4. 
/t=i i fc=i 

Ale — + - - = 1, a tedy je (p — 1 )q = p. Z (111.33) 
P ? 

a (III.34) nyní plyne 

2 (a* + ^ [ ( 2 + ( 2 ylY'»] [ 2 (xk + ykYYh-
k=1 k=l k=1 k=1 

n 

Je-li číslo X = £ (xA + j/ft)" rovno nule, nerovnost 
fc=i 

(III.32) zřejmě platí; je-li X > 0, můžeme poslední ne-
rovnost dělit číslem Ž1'« a dostáváme (III.32), neboť 
vlevo pak bude X.X~^" = X1"1'« = Z1 '". 

Rovnost v (111.32) nastane tehdy a jen tehdy, nasta-
ne-li rovnost v obou nerovnostech (III.34), tedy podle 
věty III.2 tehdy a jen tehdy, bude-li vektor X" úměrný 
vektoru (x + y)'"-1'« a současně vektor y? úměrný 
témuž vektoru. Pak však je x ~ y. 
r Pro p = 1 platí v (111.32) vždy rovnost. Pro p < 1 
(p 0) užijeme věty III.3: Nerovnosti v (111.34) je 
pak třeba obrátit a z identity (111.33) dostaneme obrá-
cenou nerovnost v (III.32). 
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Nerovnost (111.32) můžeme po zřejmé úpravě zapsat 
takto: 

(111.35) 
[4.((* + Y)p)]lh < [An{x»)yl» + [A^rW1* (p ^ 1) . 

V kapitole I jsme odvodili jistou analogii této nerov-
nosti pro geometrické průměry — viz (1.40). Metodu, 
které jsme tam použili (tj. vlastně větu 1.2), lze upravit 
tak, že dostaneme jiný důkaz nerovnosti (III.35) a tedy 
jiný důkaz Minkowského nerovnosti (III.32). 

Věta 111.6. Budiž z = (z1( z2, ..., zn) ^ 0, p > 1 , 
rn 

q = —í—j- a nechť je An(z<>) = 1. Pak je pro každý 

vektor x ¡š 0 
(111.36) An(xz) ^ [^„(x*)]1'* . 

Je-li * ^ 0 takový vektor, že An(x?) > 0, existuje vektor z 
(závislý na x) tak, že je An(z") = 1 a že v (111.36) platí 
rovnost. 

Důkaz: Z Hólderovy nerovnosti ve tvaru (III.8) plyne, 
že.4„(x.z) ^ [A^Y^A^z")]^, odtud plyne (III 36,, 
neboť An(z") = 1. — Je-li x daný vektor, pro který je 
ěíslo A = An(x?) kladné, zvolíme z = (zu z„, ..., z,) 
takto: 

(11137) # z!\ = ~ x f , » = 1,2, . . . ,» . 

Pak je An(z") = 4„(jp) = 1 a platí (111.36) To je 

však Hólderova nerovnost, a protože (111.37) znamená, 
že z" <—' XP, platí v ní podle věty III . 2 rovnost, 
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Pomocí věty III.6 nyní snadno dokážeme (III.35): 
Budiž z* vektor, který je podle věty III.6 přiřazen 
vektoru x + y. Pak je 

[¿,((x + y)»)]^ = An((x + y)z*) = An(x.z*) + 
+ An(y.z*) < [An(x>)}** + [An(y*)]Hv ; 

přitom jsme použili vzorce (1.37) (u druhé rovnosti) 
a vzorce (III.36) (v poslední nerovnosti). 

tí loha I I I .11 . Dokažte Minkowského nerovnost (III.32) 
pro TI = 3 za předpokladu, že platí pro n = 2. 

Poznámka I I I . 7 . Minkowského nerovnosti lze dát geo-
metrický význam: Uvažujme n = 2 a p = 2; pak má 
(III.32) tvar 

(111.38) V f e + y,)2 + (x2 + y2f < + 4 + j / í f + y í . 

Budiž A bod o souřadnicích x2], B bod o souřadni-
cích \yít y2] a C bod o souřadnicích [a^ yx,x2-\- Í/2] 
(viz obr. 6). Protože pro bod [av a2] v rovině je ]]a\ + o | 
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vzdálenost tohoto bodu od počátku, lze nerovnost 
(111.39) zapsat takto: 

kterou lze vyjádřit takto: Součet dvou stran v trojúhelní-
ku není menší než strana třetí. Nerovnost (111.38) — čili 
Minkowského nerovnost pro p = 2 — tedy není nic 
jiného než tzv. trojúhelníková nerovnost. — A podobný 
význam má Minkowského nerovnost i pro ostatní 
p ^ 1: Výraz 

lze považovat za jakousi „deformovanou" vzdálenost 
bodu o souřadnicích [xlt x2] v rovině od počátku a Min-
kowského nerovnost pak říká, že trojúhelníková nerov-
nost platí i tehdy, měříme-li dclky stran trojúhelníka 
pomocí této „deformované" vzdálenosti. Pro srovnání: 

OC ^ O A + OB . 
Ale OB = AC, takže máme nerovnost 

OC <OA + AČ, 

(III.39) (a* + xí)lh = vv{xu xt) 

A p-3 

\ 

~0 IB 
1 
Obr. 7 
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Je-li p = 2, tvoří body v prvním kvadrantu, jejichž 
vzdálenost ]/x\ + x | od počátku je rovna jedné, čtvrt-
kružnici; pro p = 1 je „vzdálenost" dána číslem xt + 
a body o „vzdálenosti" Uj = 1 od počátku vyplní úsečku 
AB na obr. 7; konečně pro p = 3 je „vzdálenost" dána 
číslem ]/x\ + a body o jednotkové „vzdálenosti" v3 

od počátku vyplní čerchovaný oblouk AB. 
Nerovnost (III.9) říká, že při měření pomocí vzdále-

ností vp(x1, x2) s p < 1 trojúhelníková nerovnost nep la -
t í , naopak, součet dvou stran v trojúhelníku je menši 

2 
než strana třetí. Pro p = — je na obr. 7 tečkované 

«5 
vyznačena množina těch bodů, pro které je v2i3{xí7 x2) = 
= 1 — je to část tzv. astroidy. 

Úloha 111.12. Dokažte, že pro komplexní vektory *, y 
a pro p ^ 1 platí Minkowského nerovnost ve tvaru 

(2 | x* + yk ^ ( S | xk |*)i/p + ( S | y, \r)llv • 
k=1 fc-1 fc=l 

Úloha 111.13. Rozšiřte Minkovského nerovnost na pří-
pad součtu více než dvou vektorů. 

Z Holderovy nerovnosti lze odvodit, jak se chová 
výraz \An{x*)'\1,J' pro pevný vektor * při měnícím se p. 

Buďte tedy r, a čísla, 0 < r < a, a * vektor, x ^ 0. 
Je r = 8<x, kde 0 < a < 1 . Užijeme-li nyní nerovnosti 
(III.25), kde položíme ak = x'k, bk = 1 (k = 1, 2, ..., n) 
a fl = 1 — a, máme 

2 x í = 2 ( « f ) " . l I _ « ^ ( l »ž)«(S l)1"« = ( ! xty.n1-« 
k=1 Jfc = l * = 1 fc=l 
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neboli (1 N V* 
r 

Protože a. = — , plyne z poslední nerovnosti umocněním 
8 

na — vztah 
r 

(111.40) [4„(*r)]1/r ž [¿»(x8)]1'8 pro 0 <r <s. 

Poznámka III.8. Na rozdíl od nerovnosti (III.40) ne-
mus í platit nerovnost 

An{xr) ^ -d„(x') pro 0 < r < s : 

Stačí zvolit n = 2, r = 1, s = 2, xt = 0, x2 = — ; pak 
¿t 

je A2(x) = y a A2(X2) = \ < At(x). Pro xt = 0 

a x2 = 2 je ovšem A2(x) = 1 a A2(x2) = 2 >.42(x) . 
Označme 

(111.41) S„(x) = x, + x2 + ... + xn ; 

je tedy Sn(x) = nAn(x). Výraz Sn{x^) se pro pevné 
x ^ 0 chová zcela jinak než výraz An(xv) : Pro 0 < r <8 
platí 
(111.42) [Sn{xr)]llr S [«(x')]17' • 

Důkaz: Předpokládejme nejprve, že vektor x ^ 0 je 
zvolen tak, aby platilo S„(xr) = 1. Pak musí být 
xk ^ 1 pro k = 1, 2, . . . ,» , a tedy je 

Sečteme-li všechny tyto nerovnosti, máme S„(x') ^ 
^ Sn(xT) = 1 a odtud plyne (111.42) odmocněním. — 

x'k (k = 1, 2 n) . 
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Budiž nyní * takový vektor, že Sn(xr) > 0, a definujme 
vektor y takto: 

Pak je Sn(yT) = 1 a podle první části důkazu platí 
(III.42) pro vektor y, t j . [S„(y')]1/s ^ 1; současně však je 

1 ^ [SÁV)]11' = ř <g n ( y ) ] 1 / f [Sn(x'W\ a odtud plyne 
(111.42). 

tíloha 111.14. Ukažte, že pro některé vektory x je 
Sn(xr) ^ Sn(x>), kdežto pro jiné je Sn(xr) < Sn(x') 
(0 <r <«). 

Předcházející výsledky ukazují, že u výrazů z (III.40) 

a (111.42) je důležitý exponent — resp. — . Lze se nyní 
T 8 

ptát, co se stane, když v (III.32) „zapomeneme" na 

exponenty — . Pak se tato nerovnost obrátí: 

Budiž x ^ 0, y ^ 0 a p ^ 1. Pak platí 

(111.43) £ (xk + yky ž 2 xl + S y% ; 
k = l k=l k=1 

pro 0 < p < 1 platí obrácená nerovnost 

(111.44) í(xk + yky E x\ + 2 y\ . 
k=1 k=1 k=1 

Důkaz tohoto tvrzení plyne z (III.42): Zvolme tam 
n = 2 a místo dvojice a^, a;2 uvažujme dvojici xk, yk; 
pak má tato nerovnost tvar (xTk + yk)llr ^ (xk + ž/jt)1/s • 
Zvolíme-li ještě (pro y > 1) r = 1 a « = p, máme 
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Xk + yt ^ (4 + yl)llv čili («* + yky ^xl + yl 
(k = 1, 2, ...,n). Sečtením těchto w nerovností dostá-
váme (III.43). — Případ p < 1 se dokáže analogicky. 

Současně je vidět, že tohoto postupu lze užít i pro 
více než dva vektory, takže pro p ^ 1 např. platí: 

¿.([x + y + ^ An(x>) + An(y*) + An(z*). 

V Minkowskěho nerovnosti (III.32) tedy nelze bez-

trestně vynechat exponenty . Pokud chceme vzorec 
„bez odmocnin" se stejným znaménkem nerovnosti jako 
v (111.32), musíme použít úlohy III.2: Položíme-li 
v (III.13) u = xk a v = yk (k = 1, 2, ..., n), dostaneme n 
nerovností (x* + yk)" ^ 2*-x(xř + yl) (k = 1, 2, ..., n) a 
po jejich sečtení máme žádanou nerovnost: 

s (Xk + VkY 2»-» ( S xl + S yl) 
k= 1 fe-1 A-1 

pro p > 1, x ^ 0, y ^ 0. 
Bez „odmocňování" se obejdeme i v tzv. Beckenba-

chově nerovnosti, o níž pojednává úloha III . 16. Nejprve 
však budeme potřebovat tvrzení, které je obsahem 
následující úlohy. 

TJloha 111.15. Budiž x ^ 0, p > 1, — + — = 1. Do-
p g 

kažte, že pro všechny vektory x ^ 0 takové, že 
S«(zQ) = 1, platí 
(IH.45) [SJxzW £ Sn(x*), 
a že existuje vektor z* (závislý na x) tak, že v (111.45) 
platí rovnost. 
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Úloha III.16. Budiž x > 0, y > 0, 1 <p ^ 2. Dokažte, 
že pro z 0 platí nerovnost 

(111.46) [£n((x + y)z)Y ^ [Sn(xz)Y [ [S„(yz)]* 
Sn((x + y)"-i) - Sn(x»->) ^ S^r'1) ' 

a pomocí (111.46) dokažte Beckenbachovu nerovnost 

2 (xk + yky 2 xl 2 yl 
(111.47) ^ + . 

2 (X, + yky-i 2 x r 1 2 ž / r 1 

Proč zde předpokládáme, že 1 < p ^ 2 ? 

Úloha 111.17. Budiž x >0,y >0, 1 < p ^ 2. Dokažte, 
že 

2 (z* + 2 xl + 2 yf 
(111.48) ^ h = 1 *=1 

2 (3%-f-y^-1 f x r ^ ž y r 1 

porovnejte tento odhad s odhadem (111.47). 

Úloha 111.18. Pro 0 < p ^ 1 se v (111.47) změní zna-
ménko nerovnosti v opačné. Dokažte to. 

V kapitole I I jsme odvodili nerovnost, která v jistém 
smyslu zobecňovala Cauchyovu nerovnost — místo 
součtů x1y1 + x2y2 +...-(- xnyn jsme uvažovali rozdíly 
Xlyx — x3y2—...—xny„ (věta II.2). Protože Cauchyo-
va nerovnost je speciálním případem Holderovy nerov-
nosti (dostaneme ji pro p = 2), lze očekávat, že nějaké 
podobné tvrzení bude platit i pro obecné p. 
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Příklad I I I . 6 . Buďte x > O, y ^ O vektory, x0 > 0, 
y0 ^ 0 čísla, p > 1, q = — — - a nechť je splněna 

alespoň jedna z podmínek 

(III.49) x l ^ l x l , y i ^ X y l . 
fc=1 k=l 

Pak platí 
(III. 50) 

x0y0 — 2 xkyk ^ (xg — 2 xf)1^ (yg — Z . 
ft-l ft=l k=1 

Rovnost zde nastane tehdy a jen tehdy, jsou-li vektory 
fr úměrné [je Jč = (x„, x1; ..., xn), ý = (t/0, yu..., 
y«)l 

Důkaz: Označme X = ( 2 x?)1'", Y = ( 2 yl)1'".Podmín-
i l ft=l 

ky (III.49) můžeme zapsat takto: 
(111.51) x0 ž X , y0 ^ Y , 

a nerovnost (III.50) má tvar 

(111.52) *0y0 — 2 xkyk ^ (xg — X»)1'* (yg - 7«)* . 
k=l 

Předpokládejme, že nerovnost (111.50) platí pro » = 1. 
To znamená, že je 
(111.53) x0y0 — XY> (xS — X»y'" (yl — Y")11" , 

pokud je splněna alespoň jedna z podmínek (111.51). 
Ale z (III.53) už plyne (111.52), neboť podle Holderovy 
nerovnosti (III. 6) je 

(111.54) 2 xkyk^X.Y, 
k = 1 
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a tedy x0y0 — S xkyk x0y0 — XY. RovnoBt T (III.52) 

nastane tehdy a jen tehdy, nastane-li rovnost v (III.53) 
i v (111.54). Rovnost v (III.54) znamená, že x? ~ y« 
(věta III.2), rovnost v (III.53) znamená, že vektory 
(xg, Xv) a {yl, Y") jsou úměrné (stále předpokládáme, 
že tvrzení platí pro n = 1!); to dohromady dává vztah 
XP ~ Jř®. 

Zbývá tedy dokázat tvrzení našeho příkladu pro 
n = 1. To však už je důsledkem Holderovy nerovnosti 
pro n = 2: Uvažujeme-li totiž v (III.6) pro n = 2 číslo X 
místo xl, číslo (xg — Xv)1,]> místo x2 a podobně Y a (yl — 
— Yo)1'« místo yx a y2, máme: 

XY + (xg — X')llp {yl — Y")1'" ^ 
^ (X" + xg — Xv)llv.{Y* + yl— y«)1'« = spí/o 

a odtud plyne (111.53). Má-li platit v poslední nerov-
nosti znaménko rovnosti, musí být podle věty III . 2 
vektory (Z®, xg — X») a {Y",y% — Y") úměrné, a odtud 
už plyne úměrnost vektorů (xg, Xv), {yl, Y"). 

Důkaz, který jsme právě provedli, byl jakýmsi 
„testem čtenářovy pozornosti". Nebyl totiž zcela v pořád-
ku : Když jsme použili Holderovy nerovnosti pro n = 2 
a pro čísla X, (xg — X")11*, Y, (yl — Y)11", předpoklá-
dali jsme, že je splněna a l e s p o ň j e d n a z podmínek 
(III.51) [což jsou podmínky (111.49) pro n = 2]; proto 
může být jedno z těchto čtyř čísel záporní (případně 
nemusí být vůbec reálné — např. pro xg < Xv a p — 2). 
Ve větě III.2 však výslovně předpokládáme, že vektory 
x a y jsou nezáporné. Musíme proto tvrzení z příkladu 
III.6 opravit: Nerovnost (III.50) umíme dokázat jen za 
předpokladu, že platí 

99 



(111.55) x% ^ S x\ a současně yl S 2 y j . 

Nestačí tedy jedna z podmínek (111.49), musí být 
splněny obé\ 

Úloha 111.19. Porovnáte-lí výsledek příkladu III.6 [už 
opravený, t j . za předpokladu (III.55)] s větou II.2, 
zjistíte, že u této věty skutečně stačilo, aby byla splněna 
a l e s p o ň j e d n a z podmínek (III.49) (kde ovšem kla-
deme p = 2). Lze tedy dokázat nerovnost (III.50) něja-
kým jiným způsobem za využití jen j e d n é z podmínek 
(111.49), nebo je požadavek (III.55) podstatný? 

Úloha 111.20. Nerovnost (III. 50) je jistou analogií Hól-
derovy nerovnosti. Dokažte, že analogicky lze „rozší-
ři t" i Minkowského nerovnost, t j . dokažte toto tvrzení: 
Je-li p ^ 1, X ^ 0, y ^ 0 a je-li 

(111.56) x% ^ I af a yl ^ 2 yl, 
jt=i i 

j0 

(111.57) [(x0 + y0Y — S (xk + ykYYh ^ 
fc=i 

S xiy'>+(ys— Í yZ)1'*. 
k=1 k=1 

Kdy nastane v (III.57) rovnost? 

tíloha 111.21. Nechť je v předchozí úloze p = 2; platí 
pak nerovnost (III.57), když je splněna jen jedna 
z podmínek (111.56)? 

Na závěr této kapitoly se vraťme ještě k Holderově 
nerovnosti. Z ní totiž plyne toto tvrzení, ukazující, že 
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pravá strana v (III.6) udává v jistém smyslu nejlepší 
n 

horní odhad výrazu 2 x^ k : 
k=l 

V 

Budiž p > 1, q = 1 . * ž O . A nezáporné číslo. 

Pak k tomu, aby platilo 
(111.58) ^ xkyk^A( 2 yl)11* pro v š e c h n a y ^ 0, 

k=1 k=1 
je nutné a stačí, aby bylo 

(111.59) S a ^ ^ i l ® . 
k=1 

Podrobný důkaz přenecháme čtenáři s tímto návo-
dem. Postačitelnost podmínky (III.59) plyne ihned 
z Hólderovy nerovnosti (III.6), nutnost lze dokázat 

» 
sporem: předpokládáme-li, že 2 x\ > A", vede (III.58) 

k = l 
ke sporu s Holderovou nerovností, jakmile zvolíme 
y ~ x. 

Část tvrzení, jehož důkaz jsme právě přenechali 
n 

čtenáři, lze zformulovat takto: Je-li 2 x\ > A", existuje 
k = 1 

n n 
vektor y ^ 0 tak, že 2 x^fk > A ( 2 yl)11". Pišme 

k=1 fc=l 
n 

nyní x0 místo A a označme t/0 = ( 2 Pak tedy je 
n n 
2 xkyk > a;0í/0 čili a;^,, — 2 xkyk < 0 . Tento výsledek 

fc=l k=i 
dává opět jistou odpověď na otázku z úlohy III.19. 
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VÝSLEDKY A ŘEŠENÍ 
NĚKTERÝCH ÚLOH 

P.l. 
Budiž a < 0. P a k je /? = 1 — a > 1; píšeme-li v (P . l ) /? mís to 

a a — mís to t (í > 0), m á m e platnou nerovnos t 
t 

( 1 V-" 1 
I f J - ( i - » ) T + ( i - » ) - u o . 

Po úpravě (vynásobení této nerovnosti Číslem t > 0) dostává-
me nerovnost (P.l) pro a < 0. 

1 
Budiž 0 < a < 1. P a k je p = — > 1 ; píšeme-li v (P . l ) 0 

a 
místo a a í1"* místo t, m á m e platnou nerovnos t 

((i//S)/J _ pt1^ + jS — 1 S O . 
P o ú p r a v ě (vynásobení t é to nerovnost i číslem — a < 0) dostá-
váme nerovnos t (P.2). 

1.1. 
Nechť p la t í (1.12). U t v o ř m e z vek to ru * n o v ý vek tor y = 
= (2/i> 2/s, • • •> Vn) t a k . že číslo n a h r a d í m e číslem yl = g 
a číslo xn nah rad íme číslem yn = («jxn)/g; o s ta tn í složky po-
necháme beze změny : yť = xt, i = 2, 3, . . . . n — 1. Geometric-
ký p růměr se nezmíní: 

G.(r) = Q«(x) = 9, 
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zatímco pro aritmetický průměr platí 

(•) AJy) á An(x) . 

J e tot iž (podle vě ty 1.1) a^ ^ g g xn čili xn — g ž 0 a 
g — x, S: 0; a od tud m á m e 

1 

— («„ — — xi) = x1 + »„ — £• 
ff 0 

= *1 + — žil — Vn 
čili xí + xn S 2/i + 2/n- O d t u d už p lyne nerovnos t (*). Opaku -
jeme-li t e n t o p o s t u p ( t j . sestrojíme-li k vek to ru y ana logickým 
způsobem vek tor z a td . ) , do jdeme — podobně j ako u č tv r t ého 
důkazu nerovnost i (AG) — k vek to ru w = (g, g g); p ř i t om 
b u d e 

An(x) > An(y) S ... ž An(w) = <7 = Gn(x), 

což je nerovnos t (AQ). 

1.2. 
Označme 2p d a n ý obvod t ro júhe ln íka , a, b, c délky jeho ne-
známých s t r an . Podle H e r o n o v a vzorce je obsah t ro júhe ln íka 
d á n výrazem 

P = 1lp(p - a)(p — b)(p — c) . 

Užijeme-li nerovnost i (AG) pro n = 3, xx = p —a, a?a = p — 
— b a ®j = p — c, b u d e 

8 (P — a) + (p — 6) + (p — c) 
]/(P — a)(P — b)(p — c) 

_ 3p — (a + b + c) _ p_ 
~ 3 ~ 3 

čili 

(») (p — a)(p — b ) ( p - c ) á 
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číslo P bude největší tehdy, bude-li největší číslo (p — a). 
.(p— b) (p —c). To je odhadnuto shora v (*), současně však 
nas tane podle věty 1.1 v (*) rovnost právě pro p — o = p — 

— 6 = p — c čili pro a = b = c — , takže maxima 

bude dosaženo v případě, že trojúhelník je r o v n o s t r a n n ý 

1.3. 

Především lze snadno zobecnit (1.40): jsou-li x ( ] ) , x(2), . . . , 
* (m) vektory o n složkách, * ( i ) ¡g 0, pak plat í 

(*) <7»(*<i) + *(») + ••• + *(„,)) ^ 
*(m)) 

(dokažte to indukcí podle to!). Nerovnost (1.51) je pak už jen 
speciálním př ípadem nerovnosti (*): stačí volit n = 2 a 
*«) = » = 1» 2, .... m. 

Nerovnost (1.62) je vhodné zapsat ve tva ru 

m ( S xk) ( 2 yk) 
/ ̂  41 \ ^ fc ^ A*—1 A;=l ^ 

T-1 XI. + VI. ~ M M 

t-1 i -r w ( 2 ířjt) + ( £ yk) 
k=1 fc=l 

t u to nerovnost pak můžeme dokázat indukcí podle m. Př ípad 
m = 2 lze dokázat př ímo ověřením (je to poněkud pracnější), 
dále postupujeme t ak to : Především je 

" v 1 X]i!k
 = £ ' 

fc=l + 2/fc fc=l xk + yk
 xm+i + 2/m+i 

Použijeme indukčního předpokladu a první sčítaneo vpravo 
odhadneme podle (*•) (pro m); bude pak 
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m »rt 
m+l ( £ ( 2 ^ 
"V1 VkVk < = l t^l Xm+lVm+í 
k=l + = ™ , , , v « + 2/m+i ' 

( S xk) + ( L j/fc) 
fc = l k-l 

A nyní použijeme nerovnosti (**) pro m = 2, kde ovšem vo-
ru 771 

líme za xl výraz £ íCj., za s 2 číslo xm+l, za y , výraz £ yk 
k=l ft-l 

a za 2/a číslo ym + 1 , a dostaneme (**) pro m + 1. 

1.4. 
Tato úloha byla zařazena do I I I . kola MO v roce 1073 a účast-
níci tohoto kola ji řešili různým způsobem. Jednou z možností 
(nikoliv nejelegantnější) je použití indukce. 

1.5. 
Také tu to úlohu je možno řešit přímo např . pomocí indukce. 
Lze však t aké použít vz tahu (1.8) a výsledku úlohy 1.4: Z ne-
rovnosti (1.55) plyne, že 

log (z*-izfc+i) = log xk-1 + log ^ 2 log xk . 
Označíme-li log xk jako yk, je to nerovnost (1.53) pro posloup-
nost yu y2 yk a je t edy podle (1.54) 

log x1 + ... + l o g l o g xl + ... + log xn+x ^ 
n— 1 n + 1 

^ log xx + . . . + log xn 

" n 
čili podle (1.8) 

log Gn_r + log O n + 1 ž 2 log On 

neboli 
log G„_i<?»+, ž log Ol ; 

od tud už plyne (1.56). 
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1.6,1.7,1.8 
Použijeme nerovnosti (AG) pro n = 2 [neboli nerovnosti 
(1.18)]: v první úloze pro = tga , x, = ootg a., ve druhé 
t ř i k r á t pro dvojice (a, b), (6, c) a (c, a), ve t ře t í pro dvojici 

V 1.7 nas tane rovnost pro o = 6 = c, v 1.8 pro 

1.9 
Nerovnost můžeme po úpravě zapsat ve tva ru 

F 1 »1 o , o , 
O, + &! 

1 
o , + 6 , a , + 6, 

1 6, 6, 

+ 

poslední nerovnost dokážeme t ím, že na oba sčítance na levé 
s t raně použijeme nerovnosti (AG) pro n = 3. 

1.10 

Použijeme nerovnosti (AG) pro vektor ( , "~1 , 
l »» xn 

J' 
1.11 
Použijeme nerovnosti (AG) pro vektor (1, 2, 3, . . . , n) a vzorce 

1 
1 + 2 + 3 + . . . + n = — n(n + 1) . 

¿t 
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LIŽ 
Je to v obou případech ótverec. Použijeme nerovnosti (AG) 
pro n = 2. 

1.13 
J e to Čtverec. Použ i j eme nerovnost i (AG) pro n = 2, nej lépe 
ve t v a r u (1.17). 

1.14 
J e to rovnos t r anný t ro júhe ln ík ; viz úlohu 1.2. 

1.15 
Nerovnos t (1.57) obsahu je j a k o speciální p ř ípad nerovnos t 

(1.42): t u dos taneme, volíme-li px = p% = ...= pn = —. 
n 

P o k u s t e se p ro to nerovnos t (1.57) dokáza t pomocí vě ty 1.3 úp ra -
vou pos tupu , j ímž jsme z t é to vě ty odvodili nerovnos t (1.42). 

11.1 
Za y zvol te 1 = (1, 1 1). 

11.2 
Uži j t e (II .8) p ro n = 3 a * = (1, a, a ' ) . Rovnos t na s t ane jen 
p ro o = 1. 

n.3 
Uži j t e ( H . l ) p ro n = 3 a vek to ry * = (x, y, z), y = (y, z, x). 
P ř i d ů k a z u nerovnost i (1.48) použ i j t e toho, že — opět podle 
( I I . 1) nebo (II .2) p ro n = 3 a p ro v e k t o r y x = (x, y, z), 
y = ( j / j /z , y ^ z , y®2/) — je 

X yyz + y ]/xz + z ]/xy ^ y(a;» + y% + z*)(yz + xz + xy). 
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n . 4 

Využijte toho, že zkyk = (xk ]/ak ) , a použijte Cau-
l ]lak ) 

chyovy nerovnosti pro vektory x | /o a y . (viz označení 
y° 

na str. 14). 

11.5 
Využijte toho, že xk = I I Vyk , a použijte Cauchyovy 

V l/V* > 

nerovnosti pro vektory , ]/y . 
VY 

11.6 
Užijeme Cauchyovy nerovnosti: nejprve pro dvojici vektorů 
x . y a z a pak pro dvojici vektorů x2 a y2. 

11.7 
Užijeme Cauchyovy nerovnosti (II.1): nejprve pro dvojici 
vektorů w.x a y .z a pak ještě dvakrát pro dvojice w2, x2 

I I .8 
Použijeme věty 1.3, kde položíme ak = xk, bk = yk, m = 

m(y) M(y) 
, M = . Nerovnost, která tak vznikne z ne-M(x) m(x) 

rovnosti (1.43), sečteme se zřejmou nerovností 

Lř *=1 \ M(x) m(x) \ = 1
 k> \ 

a po úpravě dostaneme (11.17). 
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n.9 
V tomto případě je pravá s t rana v (11.26) rovna nule, kdežto 
na levé straně je nezáporné číslo. 

11.10 
P r o n = 1 je (11.30) ekvivalentní a nerovností (x0yí — a*iž/o)'< 
< 0, k te rá neplatí . — Uvažu jme n — 2. Pro dvojici x = (0,1, 
0), f = (0,0,1) plat í (11.29) i (11.30); pro dvojici * = (1,1,e), 

1 
f = (1,6,1), kde je 0 < e < — , plat í jen (11.29). Pro n > 2 

3 
viz poznámku II .7 . 

i i . i l 
Prvn í nerovnost v (11.33) plyne z nerovnosti (11.13) v úloze 
I I .6 : stačí t a m zvolit místo xk a xk + y\ místo yk. Druhou 
nerovnost dostaneme z nerovnosti (1.52): stačí se uvědomit , že 

x2y2 i 
2
 k k

 2 = — Ht(x\ , y l ) , kde £T, je harmonický p růměr . 
xk + Vk 2 

m.i 
n n 

J e | E x ^ k I < £ [ Xj/yk | ; p ravou s t ranu odhadneme pomocí 
fc=l A;=l 

Holderovy nerovnosti (III.6), k terou ovšem použijeme pro 
vektory ( | x1 |, | x, \ , ..., | xn \), (]¡2/, |, | 1, ..., | yn \). 
Znaménko nerovnosti v ( I I I . 11) nelze pro p < 1 -obrá t i t , 

n 
neboť např . pro n = 2, x = (1, i), y = (1, i) je I E x ^ k 1 = 0 , 

fc=1 
2 2 

kdežto E \xk\f = E \yk\" = 2. Z nerovnosti (III.9) lze 

ovšem za jistých předpokladů odvodit nerovnost 

1^1»)'^. ( S 12/t | 9 Ylq • 
k=1 
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ra.2 
Případ p = 1 je zře jmý; pro p > 1 použijeme (III.11), kde po-
ložíme n = 2, * = (u, v) a y = (1, 1). 

rn.6 

Př ípad p = 1 je zřejmý. Pro p > 1 využijeme toho, že 

= ,*'„ •yív~1),p' 
Vk p 

a použijeme nerovnosti (111.12), kde oviem zvolíme 
x)<tyk~v)lv m í 8 t o xk a 2/is_1) /p místo 

in.7 
Zaměníme-li v ( I I I . 14) role vektorů x a y a píšeme-li t a m r 
místo p (r > II), dostaneme p l a t n o u nerovnost 

„ r ( S y*Y 
^ Vk ^ k—1 . . -rf— i — " = 1 ( S 

4=1 

Budiž nyní p < 0 a oznafime r = 1 — P a k je r > 1 a 
r — 1 = —p a nerovnost (111.14) (pro p < 01) plyne ihned 
z (*). Nerovnost (III.14) lze ovšem takó pro p < 0 dokázat 
s te jně jako v úloze I I I .6 , neboť jsme použili nerovnosti 
( I I I . 12), a t a plat í i pro p < 0 (viz str . 76). Je-li 0 < p < 1, 
pos tupujeme opět zcela stejně jako v úloze I I I . 6 ; použijeme 
jen nerovnosti ( I I I . 12a). 

III.8 
Platí-li (III.25) pro n = 2, je 

(*) afb? + a$bl < (o4 + a,)a (bx + 6,)' . 
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Pak je 
°?6f + °ř6f + s 

=S (o, + (61 + + o,«6? á 
^ [(o. + o,) + o j m + 6.) + 6,]" , 

což je (111.25) p ro n = 3; p ř i tom j sme použili d v a k r á t nerov-
nost i ( • ) — ne jp rve př ímo, a pak t a k , že j sme kladi a j + a , 
mís to a 1 a a , mís to a 2 a analogicky pro 6{. I n d u k č n í k rok od 
n k n + 1 se provede podobně . Z b ý v á t e d y dokáza t , že (*) 
sku tečně pla t í . T u t o nerovnos t zapíšeme t a k t o : 

( «» r r y . r yí >» r ^ x . 
i o, + o j U i + *> J U i + « J U i + 6. J ~ ' 

p la tnos t posledního v z t a h u dokážeme dvo j ím použ i t ím v ě t y 

I I I . l . Stačí to t iž v ( I I I .2) položit — = a , — = /? a xt = 
P ? 

Oi bi . . = — , = = 1, 2). o, + a, o, + o, 

ra.9 
P o ú p r a v ě můžeme (113.31) zapsa t t a k t o : 

0„(1 + x) > 1 + 0n(x) = <?„(í) + Gn(x) ; 
tato nerovnost plyne z (1.40), volíme-li tam y = (1, 1 1). 

m.io 
Nerovnos t (HI .9) lze zobecnit jen t ehdy , učiníme-li něk te ré 
speciální p ředpoklady . T a k nap ř . p la t í 

(*) 2 W * ^ ( S af)»'» ( Z y?)»'« ( 2 , 
fc=1 fc=l A=1 A=1 

1 
je-li * > 0 , y > 0 , * > 0 , 0 < js < I, j < 0, r < 0 a 1-
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-f ——I- — = 1. Nerovnost (*) lze dokázat t ak to : Označme 
q r 

1 = — , s < 0, a použijme nerovnosti (III.9) pro dvojici 
q r 8 

vektorů x a y . z a pro dvojici pa ramet rů p a s ; bude pak -

(*») E XWM ž ( E x*kyb ( s (y^kyy". 
fc=1 fc=1 k=1 

q r 1 1 
D á l e o z n a č m e p * = — , g * = — ; j e p * > l , g * > l a - 1- — = 

8 8 p* q* 
= 1 a můžeme použít Hólderovy nerovnosti (III .6) pro dvo-
jici vektorů y*, z* a pro dvojici paramet rů p* a q*: 

(•*•) Sy^šlS yť*y>>* ( £ zf*yh* = 
fc=l k=1 fc=l 

= ( S yiyt* ( S zrk)>l< . 
k=l k=1 

Protože je « < 0 a tedy i — < 0 , plyne odtud 
8 

( 2 y'A)V' ^ ( s yj?)1'« ( s zj)1'' ; 

z té to nerovnosti a z nerovnosti (**) už plyne (*). — Je-li 
opět 0 < p < 1, ale q > 0 a r < 0 , nemůžeme tohoto postupu 
použít , protože místo (III.6) musíme použít (III .9) (je totiž 
p * < 0, g* > 0) a místo (***) dos táváme o b r á c e n o u ne-
rovnost . Lze však ukázat , že v t omto druhém případé ne-
rovnost (*) ani n e m ů ž e obecně plat i t a že neplat í ani ne-
rovnost obrácená: stačí zvolit n = 2,p = •— , q = 1 ,r = , 

2 2 
y = (1, 4), z = (1. 1). Volíme-li nyní x = (1, 4), dos táváme 
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nerovnost (*), volíme-li x = — J , dos táváme obrácenou 

nerovnost . 

m.n 
Pro n = 2 má nerovnost (111.32) t v a r 

<*) [(«1 + yi)v + (». + y iW* á (af + + (ž/i + 2/?)l/j> • 
K případu n = 3 přejdeme t ak to : 

L„ = {(*, + y , ) ' + (x, + y,)» + (as, + y»)®}1^ = 
= {([(*i + yi)" + + ya)v]llp)p + (*, + y»)v}1,v . 

Výraz v h rana té závorce odhadneme podle (*); bude pak 
L t SS {((z? + + (yf + ylY1*)*. + (ar, + y,)»}1 '». 

Zde odhadneme pravou s t ranu opět podle (*), kde však polo-
žíme (x\ + ajf)1'" místo xu (yf + y\Y,v místo y1 á xa, y , místo 
x l t y, . Dostaneme pak 

Lt [((*? + + a ^ ® + [((y? + yf)1 '")" + y?]1'» = 
= (x\ +x\+ x%y!v + (yf + yf + , 

což je (111,32) pro n = 3. 

m . i 2 

n n 
J e E I a;j. + y t 1» E (I I + I yk I)® ; pravou s t ranu odhad-

neme pomocí Minkowského nerovnosti (111.32), k terou ovšem 
použijeme pro vektory ( | x^ | , | x, | | xn | ) , (| y , | , | y21, 

13/« [)• 

ra.i3 
Můžeme postupovat indukcí podle poč tu vektorů. Pro t ř i 
vektory rozšíříme Minkowského nerovnost pomocí téže ne-
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rovnosti pro dva vektory — ve tva ru (111.35) — tak to : J e 
(* + y + x)» = [(* + y) + z]» a t edy pro p > 1 

[¿„([x + y + z?)]1/" = [¿„([(x + y) + i]»)]«'» g 
á [An[[x + if)Y>* + [An(f)yi* ž 

g [Anwyi* + + lAn(*)V'». 

111.14 
Protože Sn(xv) = n.An(k*), stačí použít výsledků poznámky 
I I I .8 . 

m . i 5 
Využijeme toho, že Sn(y) = nvln(y), a pos tupujeme s te jně 
jako při důkazu věty I I I .6 . 

m . i 6 
Nerovnost (III.46) dokážeme t ak to : Sčítance (zlomky) na 
pravé straně označíme a? ab* a vy jádř íme Sn{xz) resp. Sn(yx) 
pomocí a resp. b. P a k bude 

[S„((* + y)x)P = [a(Sn(x»-i))"» + b(Sn(y*-*))*l'p . 

pravou s t ranu odhadneme pomocí Holderovy nerovnosti (pro 
n = 21) a dostaneme 

[S,((x + y)z)]» + bms n {x l > - l ) ) 1 ' l v - i ) + 

Výraz v h rana té závorce vpravo odhadneme pomocí Minkow-
ského nerovnosti shora (užijeme totiž Minkowského nerov-
nosti pro p — I I ) výrazem Sn((x + y)p-1) a dostaneme 
(III.46). Zde bylo podsta tné, že je 0 < p — 1 g 1 čili 
1 < p < 21, 
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Nyní už stačí zvolit v (III.40) za z ten vektor s vlastností 
Sn{*>) = 1, k te rý je podle úlohy I I I . 15 přiřazen vektoru 
x + y, a užít nerovnosti (111.45); levá s t rana se díky volbě 
vektoru z n e z m ě n í , neboť [<S„((x + y)z)]» = Sn((x + y)J>), 
pravá s t rana se nezmenší, neboť [5n(x.z)]» <; Sn(xV), 
[<9„(y.z)]i> g Sn(y») a dostáváme tak ihned (111.47). 

m.i7 
Užijeme jednak nerovnosti (III.43) pro p, jednak nerovnosti 
(111.44) pro p — 1 (jo p g 2 a tedy p — 1 g II). Nerovnosti 
(111.47) a (III.48) dáva j í pro 1 g p š 2 horní a dolní odhad 

výrazu E (xk + yk)'l £ (xk + yk)v-x . 

ra.i8 
Pos tupu jeme s tejně jako v úloze I I I .16 . Nejprve ukážeme, že 
t aké v nerovnosti (III.46) se změní znaménko; př i tom použi-
jeme Hólderovy nerovnosti pro n = 2 a pro p ^ 1, t j . musí-
me užít t va ru ( I I I . 12a). P a k dokážeme — opět použit ím 
o b r á c e n é Hólderovy nerovnosti — stejně jako v úloze 
I I I . 15, že t aké v nerovnosti (111.45) se pro 0 < y g 1 změní 
znaménko nerovnosti , a důkaz dokončíme jako v úloze 
I I I . 16 speciální volbou vektoru z. 

in . i9 
Především je t řeba si uvědomit , že pro p = 2 m á nerovnost 
(111.60) tva r 

(•) »oVo — S xkyk ž 1/ ®o — E • 1/ i/g — 2 3/jfc, 
fc-i r k~ i i fc-i 

kdežto ve větě I I .2 jsme dokázali nerovnost 
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(.*•) - E x^kY ž (x\ - 2 x\)[yl -ly\). 
1 fc=1 k=1 

J e ihned vidět, že když bude splněna jen jedna z podmínek 
(III.49) (pro p = 2), nemusí mí t nerovnost (*) vůbec smysl, 
neboť na pravé s t raně může b ý t komplexní číslo. Požadavek 
(111.55) je tedy pro pla tnost nerovnosti (*) — a t ím i nerov-
nosti (111.60) — pods ta tný ; nerovnost (*•) je naprot i t omu 
splněna automat icky, je-li jedna z nerovností v (III.49) obrá-
cená. 

111.20 
Můžeme postupovat analogicky jako při důkazu nerovnosti 
(III.60), t j . dokázat (111.57) pro n = 1 pomocí Minkowského 
nerovnosti (111.32) a odtud pak dokázat (III.67) pro libovolné 
přirozené n > 1. Zde však uvedeme důkaz, k te rý využívá ne-
rovnosti (111.50) a je obdobou důkazu Minkowského nerovnosti 
(III .32) (viz str . 88): Užijeme toho, že pro p > 1 je 

(®o + y.)p — 2 (xk + i/*)» = 

= [».(*. + J/.)"-1 — 2 xk(xk + yjt)""1] + 
k=l 

+ o + y*)v~l — s yt(xk + 2/t)"-1] • 
fc=i 

Oba výrazy v h rana tých závorkách odhadneme pomocí 
(III.60), kde ovšem pro první výraz volíme místo vektoru f 
vektor 2 = (< + 9)v~1 a pro d ruhý výraz pak volíme místo 
vektoru it vektor f a místo vektoru f vektor i ; dostaneme 
t ak nerovnost 

(*) (*o +y,)v— 2 (xk + yk)* > 
fc=1 
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£ K*8— Ž *£)«/«• + ( j / g - E 
k=1 k-1 

•[(«o + Vo)T — £(«* + ykW-1)l* • 
k=1 

Musíme ovšem ukázat , že jsou splněny předpoklady (111.56) 
pro odpovídající vektory. Pro vektory 2 a jř to plyne z pod-
mínek (III.56), pro vektor i to ukážeme pomocí Minkowské-
ho nerovnosti (III.32) a pomocí podmínek (III.56): 

(•*) 2 (xk + yk)> sS [( £ xiy'* + ( £ yiylpy sS (s, + 2/,)». 
ft-l fc=l fc=l 

Druhý součinitel v (*) je tedy nezáporný. Je-li kladný, plyne 
(III.57) z (*) ekvivalentní úpravou; je-li nulový, musí b ý t 
x ~ y (věta I I I .5) a v (III.56) musí plat i t rovnosti a tudíž 
(111.57) zřejmě platí . — Rovnost v (111.57) nas tane tehdy 
a jen tehdy, je-li Jt ~ f. — Je-li p = 1, plat í (III .57) pro 
libovolné nezáporné vektory i , f . 

in.21 
Nerovnost (III.67) v tomto případě nemá smysl, neboť n a 
pravé s t raně stojí komplexní číslo. 
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