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Schwarz:

0 ROVNICICH

Rovnice jsou zdkladnim
pilifem fysiky a technic-
ké praxe; kazdy fysikdln{
zdkon, d&] se vyjadfuje
matematicky rovaici. Ne-
ni proto divu, Ze pravé
rovnicemi zafinidme svou
sbirlou. Ale dévody jsou
hlubsi: Kolikrdat v Zivoté
at jiz v povoldni nebo p#i
&tenf{ rhznych ,zdhad”
jste se setkall s rovnicemi
a jejich FeSenim! A pFece
se o nich vi tak mélo mi-
mo jednoduché ndvody k
teSenf, které divéa stfed-
nf Skola.

Zakladni vita o kofe-
nech algebraické rovnice
a Jeji vyznam, vlastnosti
kotentl, FeSeni rovnic t¥e-
tiho a &tvrtého stupné,
otdzka nefeSitelnosti rov-
nic vysSich stuplit neZ
&tvrtého, rtzné metody
feSeni numerického, sy-
stémy rovnic o vice ne-
zndmych a zédkladnfi obti-
Ze, které pii jejich FeSeni
se vyskytujf atd., atd., to
byly v&cl, které byly sro-
zumitelné jen poslucha-
&am vysokych Bkol, kde2-
to viem ostatnim byly za-
haleny clonou nepiistup-
nosti.

KniZka Schwarzova pii-
bliZuje pravé tyto véci 8-
rokému okruhu nal¥f ve-
fejnosti a tak se snaZf
udiniti cestu k matemea-
tickému v&d&ni schiidnou.
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PREDMLUVA.

Tato knizka je prvym svizkom novej sbierky vydivanej
Jednotou ées. matematika a fysiki. Je uréend pre Ziakov
a absolventov najvy3ich tried strednych 8kél prave tak,
ako pre tych, ktori uZ majt Skolské brany ddvno za sebou
a zaujimaji sa o matematiku ako vedu, alebo ktori ju pri
svojej praci — prirodovedecke] ¢i technickej — potre-
bujd. . '

Obsahove neligi sa mnoho od obvyklych knih podobného
druhu. Okrem znalost{ priemerného septimana predpokla-
dam iba jedinu vee, totiz vytrvalost. Chcem popularizovat,
nakolko je oviem matematiku moZno popularizovat. Nikdy
nie na tkor presnosti. Ak som niekde vynechal dokaz (stalo
sa tak hlavne pri fundamentélnej vete a pri nerieSitelnosti
rovnic piateho stupia), vidy som na to vyslovne upozornil
a snaZil sa ukdzat, kde si taZkosti, preto dokaz nepre-
vadzem. Chcem d&itatela uviest nielen do poétérskej, ale
i do my3lienkovej podstaty problémov a presveddit ho ne-
nésilnou formou, Ze matematika nie je iba bezmyslienkovi-
tym premielanim vzorcov a vzoreckov.

Ak v knihe takych malych rozmerov je hodne nad sto
prikladov, musi v tom opit videt dmysel. Citatel, ktory
prepodita priklady, ziska nielen poétarsku praks, ale pozni
i mnoho novych pojmov, pravda, 8asto vyloZenych na
dpecidlnych prikladoch. Nezvolil som priklady Tahké. Bez-
myslienkovité uZitie odvodenych vzorcov nemd (v prvom
radu pre ndro¢ného Citatela) mnoho vyznamu.



Je mi milou povinnostou podakovat p. doc. dr. VI. Kni-
chalovi a p. doc. dr. Fr. Vylichlovi, ktori ¢itali rukopis
i korcktiru a svojou radou prispeli na mnohych miestach
k zdokonaleniu vykladu. Jednote fes. matematiki a. fysikn
dakujem za peclivé a vkusné vytlatenie a vydanie.

Bratislava, 19. janudra 1940.

Stefan Schwarz.



1. Cisla.

Uvod. Zikladem matematiky jest pojem éisla. Tento
pojem jest pro kazdého absolventa stfedni nebo odborné
Skoly zdénlivé tak jasny a jednoduchy, Ze se mu zdd, Ze
je zbyteéné o ném vibec mluviti. Neni tomu tak. Jest
nutno vyloZiti si, jakou asi cestou dospéli jsme k tomu
vyznamu pojmu éisla, ktery mu dnes v elementdrni mate-
matice ddvidme. ,,Prirozend ¢éisla jsou ddna Bohem, vie
ostatni jest vymysl lidsky“ — to jsou slova slavného
matematika J. K. Weierstrasse. Jest tomu vskutku tak.

Od celych kladnych t. zv. pfirozenych éisell,2,3,...,
kterd odpovidaji poéitdni na' prstech, oblazcich atd. u lid-
stva na primitivnim stupni vyvoje, trvalo dlouho, nei
jsme se dostali k dneinimu pojmu komplexniho déisla,
8 kterym nejen v elementdrni matematice, ale i v technické
praxi poditime.

Uvazujme prirozenou ftadu éiselnou 1,2,3,...
Séitanim a nésobenim prvki této fady dospivime opét
jen k prvkim stejného druhu. Ale jiz tak elementarni
pocetni vykon, jako jest odéitdni, vede nds k rozsfreni
tohoto oboru ¢isel na ¢isla zdpornd a nulu. Abychom
pak mohli mluviti o podilu kterychkoliv dvou é&fsel, zavi-

dime zlomky %, kde p a ¢ jsou éisla celd. Cisla celd jsou

pak specidlnim piipadem téchto zlomki. Dostali jsme tak
systém elementi, kterym fikdme raciondlni éisla.
Ale matematickd praxe ukazuje, Ze existuji pocetni vy-
kony, jako na pf. odmochiovéni, logaritmovani, kde s racio-
nélnfmi ¢fsly nevystacime; musfme zavést proto dalsi

elementy, t. zv. ¢isla iraciondlni (na pi. V%_, 7, atd.),
jet lze vyjédiiti (na pt.) jako nekonedéné neperiodické
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desetinné zlomky. Raciondlni a iraciondlni ésla nazyvame
pak jedinym ndzvem &isly redlnymi. Jejich existence jest
geometricky zarucena tim, %e kaZdému bodu &iselné osy
(o které mluvili jiz staii Rekové) piifadime jedno jediné
redlné ¢islo a naopak, kazdému redlnému éfslu jeden jediny
bod. '

-3 -2 - 0 1V2 2 3n
Obr. 1.

Ukéze se viak brzo, Zze kdybychom pod pojmem ¢isla
rozuméli jen redlnd éisla, piisli bychom k nékterym vétdm,
které by neplatily dplné obecné, ¢im%Z by nejen vécné,
ale i estetickd hodnota mnoha vét a vzoreu ztricela
na cené. Tak na pf. nékteré kvadratické rovnice by mély
fedeni, jiné ne. Rovnice 22 + 3 — 4 = 0 m4 dva kofeny
%y = —4, 3=+ 1, kdeito rovnice 224+ 1=10 by ne-
méla Zidny kofen (8tverec Zidného redlného, at kladného
¢i zdporného ¢isla neni roven — 1). Aby vyrok: ,,Kazda
kvadratickd rovnice ma dva kofeny‘’ platil plné obecné,
zaviddime symbol i== —{—V—_l, majfei vlastnost 2= —1.
Rikém vyslovné symbol, nebot toto i stane se ,é{slem‘
teprve tehdy, kdyZ se jednou providy dohodneme, Ze jej
tak pojmenujeme. Neni to ¢islo v béiném slova smyslu,
t. j. majici na pi. geometricky vyznam jako délka tsecky
a pod. Je to pouze znak, ktery zavddime cestou &isté
spekulativni. Cislo ¢ (od nynéjika tedy ji% &fslo!) nazyvéme
imagindrni jednotkou. Vyraz tvaru a - bi, kde a,b
jsou redlnd disla, nazyvime pak komplexni ¢islo.

PFipomenme si nékteré znamé vlastnosti kompl. &isel! Kompl.
&isla tvoti Sir8i skupinu é&isel neZ &isla realné, nebot tato dostéa-
véme pro specidlni hodnotu b = 0. {islo a jest realnd, &islo b
imaginarni &ast komplexniho éisla @ 4 bi. Dv& komplexni &isla
jsou si rovna tenkrat a jenom tenkrat, maji-li stejnou realnou
1 imaginarni &ést. S &islem komplexnim poéitame 1iplnd stej-
nd jako s églleir;l redlnym, jen pamatujmez, ¢2 = — 1, 3 =
=-—4, ... Plati;
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(a4 b)4-(c+di)=(a+ec)+ (b+d)i,

(@ + b)) (c + di) = (ac —bd) + (bc + ad) 4,
a+bi__ (a+bi){c—di)_ac+ bd n bc—adi
c+di c? -+ d2 T et + ad? c® + d?

Dvé éisla a + bi, @ — bi nazyvame komplexni sdruZend. Jejich
soudet i soudin jsou d&isla realnd.

" Geometrické zndzornni komplexniho ¢&isla. Vime,
jak dobré sluzby ndm kond geometrické zndzornéni redlnych
¢isel na ose éiselné a jest prirozené, Ze hleddme analogické
geometrické zndzornén{ i pro ¢isla komplexni z = a -} bi.*)
Toto lehce  nalezneme.
Mysleme si v roviné
pravouhly systém sou-
fadnic z, y. y Pla;b)

Komplexnimu éislu

z=a + b r
pritadime bod o soufad-
nicich P (a;b) a nao-
pak libovolnému bodu 9
P o soutadnicich a,b 0 a R
komplexni ¢&islo Obr. 2.

z=a+ b.

Speciélnd tedy redlnym &fslim jsou pfifadény body osy =z
(mluvime o red4lné ose); viem é&islim tvaru b: (t. zv. ryze
imagindrnim) pfifadény jsou body osy y (které proto Fikame
osa imagindrni). Obrazy dvou ¢&isel komplexnich sdruZenych
jsou soumd&rnsé sdruZené podle redlné osy.

Tento vzdjemné jednoznaény vztah mezi body roviny
a komplexnimi ¢fsly bude ndm v daldim konati velmi cenné
sluzby.

Libovolny bod P roviny (x, y) miZe byti charakterisovin
i j)inym zpasobem neZz svymi pravoihlymi squfadnicemi
(a; b). Abychom polohu bodu P dovedli piesné popsati,

o

*) V dal8im budeme &asto éislo a + bi oznadovati jedinym
znakem z. PFi tom pamatujeme, Ze z mé reélnou &4st a, imagi-
nérni b.



stadi zndti na pt. délku spojnice r — OP bodu P s poédt-

kem O, a thel ¢, ktery svird polopaprsek E" s kladnym
smérem osy .

Uhel ¢ méFime p¥i tom od 0 do 360°. Ve vysi matematice
jest zvykem nevyjadfovati dhly v stupnich, t. j. vmiFeuhlové,
nybrZ v t. zv. mife obloukovsé, t. j. v délee oblouku jednotko-
vé kru¥nice, ktery odpovidé danému tthlu. Obvod jednotkové
kruZnice jest 2z. Proto uhel 360° jest v mife obloukové roven 2n.
Analogicky 180° = =, 45° = }x atd. Tohoto vyjadifovani ahla
budeme se v dalSim pojednéni pFidrZovati.

Nezaporné &islo r = OP nazyvédme absolutni hodno-
tou (nebo tézZ modulem) komplexniho éisla z =a + b
a piseme

r=|z|=|a+ bi|.
Z pravouhlého trojihelnika A OP,P plyne

r=VaEF B t. j. [2]=|a+ bi|=|a®F b2
Uhel ¢ nazyvéme amplitudou éisla @ 4 bi. Z obr. 2 plyne

sin @ == — == b cos p = = w- e
My T Vaxe P T T Vet e

Pfi tom, aby thel ¢ byl aZ na nésobek 360° jednoznaéné
uréen, jest nutno uZiti obou rovnic (1); jedind rovnice na pf.
pro sin ¢ k tomu nestadi, nebot plati sin (180 — ¢) = sin ¢,
takZe je-li FeSenim ¢, je FeSenim i 180 — ¢ a nevime, pro
kteréd ¢ se rozhodnout; to uréime pomoei drulé rovnice.

(n

Z (1) plyne
a==rcosp, b=rsing, tedy z==a 4 bi = r (cos ¢ - i sing).
Tak ziskdvime vétu:
Kazdé komplexni ¢islo z lze psiti ve tvaru
z=1r(cos@ + ¢ sing),
kde r je jeho absolutni hodnota a ¢ jeho amplituda.
Snadno se presvédéime. Ze toto vyjadfeni &isla z je jedno-

znatné (v pripadé, %e |z|>0) to znamena, %Ze z rovnice
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r(cos p + 1sin @) = 7’ (cos ¢’ + ising’) plyne r = r’ za pfed-
pokladu, Ze r >0, 7" > 0, a %e hodnoty ¢, ¢’ jsou redlné.
Budeme-li ¢&islo z psati ve tvaru r(cos¢ + 4sin¢), budeme
vidy pfedpoklédati r, ¢ redlné, r > 0.

Rovinu, v niZ zobrazeni provddime, nazyvéme rovinou
Gaussovou, pon&vadZ Gauss toto zobrazeni zavedl.

Moivreova pou&ka.*) Privé odvozeného vyjé,di'e;n’
komplexnich é&isel uZijeme k odvozeni zajimavého a duleZi-
tého vzorce.

Méjme dvé komplexni ¢éisla

2y == @, + bji = 7; (cos ¢, + 1 8in ¢,),

25 = @y + byt = 7, (cos @, + 1 8in ¢y).
Ptdme se, jak uréime amplitudu a modul souéinu z, .z,
obou éfsel. Poéitejme podle obvyklych pravidel
2,2y = (ay + by1) (@, + byi) = 7y . 7 (cos @, + i 8in @) (cos @y
+ i sin @,) = 7, [co8 @, cos p, — sin ¢, . sin g, + ¢ (cos @, .
. sin @, -+ cos @, sin @,)] = 7175 [cos (p; + @.) + 7 8in (¢, + @,)].

Slovy: Modul souéinu dvou kompl. éisel jest roven
sou¢inu moduli obou éiniteld; amplituda soucinu
ravna se soultu amplitud obou éinitelt.

Stejné nalezneme, je-li
zp=ry(cosqgr+ tningy), (=1,2,...,2)

2.2 . 2g="yTy...Talco8 (@, + s+ ... + @a) + )
+isin(p, + o+ ...+ @a)l.

MyslemeSi nynl', Je by =2 =...= 2y, t.j.rl =Ty =...
= Tw g =que= ... = a5 2 (2) plyne
2% = 1™ (cos ng + & sin ng). @)

*) Abraham do Moivre, franc. matematik, nar. vo Vitry
(v Chempagni) r. 1667. Po zrudeni ediktu nantoského musel,
jako pretestant, uprchnouti z Francie. Usidlil se v Londyng,
kde r. 1754 také zomfel. Byl pFitelem Newtonovym a zndmého
astronoma Halleye. ’



Vzorec (3) se nazyva formuli Moivreovou. Diva vy-
jadfenf n-té mocniny komplexniho é&isla. r (cos ¢ - ¢ sin @),
kde n jest celé, kladné éislo.

Vzorec (3) plati vSak také pro n celé, zdporné. Je totiz
— je-li m celé, kladné —

1 1

z_m = D= s —metm e e e BN
P ™ (cos mep + & sin mep)
__ €o8 Mm@ — i sin me

T 1™ (cos? me + sin? me)

t. J. =™ = r—" [co8 (— me) 4 ¢ sin (— me)],

¢imZ jest dokdzan vzorec (3) pro zdpornd n.

Pomoci naseho vyjddieni komplexnich ¢isel muZeme
snadno odmociiovati komplexni éfsla. Ziskime tak

1. rozdifeni vztahu (3) na lomené exponenty,

2. dikaz, Ze odmocnina komplexniho éisla jest opét kom-
plexni ¢islo (a Ze tedy, chceme-li neomezené provadéti
odmocnovani kompl. &isel, neni nutno zavadéti jiz dalsi
symbol analogicky ¢islu 7, jak tomu bylo, kdyZ jsme

chtéli dosghnouti toho, abychom mohli neomezené od
mocnovati ¢isla redlna).

== 7™ (cos mep — ¢ sin me),

Necht jest tedy ddano komplexni é&islo 7 (cos ¢ + ¢ sin ¢)!
Hledejme redlna ¢isla o a ¢ tak, aby

n

g (cosd 4 isind) = Vr (cos @ + ¢ sin ¢).
Jeito n jest celé, méme podle Moivreovy poucky

o" (cos n} + 4 sin nd) = r (cos ¢ + i sin @),

g" = r, cos nd = cos @, sin nd = sin .

n n

Odtud ¢ = Vr_, pii ¢emZ znakem Vr_ myslime ono redlné,
nezdporné ¢Cislo, jehoZ n-td mocnina jest r. Druhé dvé rov-
nice lze psiti ve tvaru

cos nd = cos (p & 2kn), sin nd = sin (p L+ 2kx),
k=0,1,23,...
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19=(;Tj:2krz
n

t. j. , k=0,1,2,...

Z toho viak je v podstaté jen n raznych hodnot
ﬁ.zﬂ’fp—l—%t ¢+ 4x p+2rn—Nln
n n n 777 n
Ostatn{ se li§i od téchto o celistvy ndsobek 380°.
Plati tedy véta:

n-t4 odmocnina libovolného komplexnfho éfsla
r(cosp + tsing) jest opét komplexni é&fslo; jeho
hodnota jest n-znaénd a plati vzorec

¢ + 27k
n

Vr (cosg 4 ising) = W(cos + 1
(k=0,1,...,n—1).

- Historickd pozndmka. Zavedeni imaginarnich &fsel jest
dilem teprve 18. stoleti, atkoliv jiZ Cardano (v polovici 18. stol.)
s nimi ve skuteénosti poéital. Mluvi se o nich sice pozd&ji stéle,
ale velmi opatrnd, jako o &fslech ,,nemoZnych‘’. Teprve Gauss
se odhodlal — jsa nucen tolika okolnostmi — zavésti je v€domé&
do algebry. Pismene ¢ k oznadeni imaginédrn{ ]ednotky zavedl
Euler (1777).

Cviéeni. 1. Vyjédiete v tvaru a + bi Cisla
. A-i—;n A+ ui\® l—,ui)’
A+t —p T ¥
2, Uréete mogdul a amplitudu komplexnich é&isel
i, 3+ 4, 44 +3,1, —7,3%+2 ¢+ 1!
8. JestliZe ve vzorci (3)

[ (cos @ + i sin @)]" = #* (cos np + % sin ne)

umocnime levou stranu podle binomické pouéky a pFirovnime
vyrazy na obou strandch, dostavame vzorce vyjadiujiei sin ne
a cos np jako funkce jednoduchych uhli. Provedte nejprve
pro n = 3, pak obecn8!

4, Vyjadrete — uZivajice vzorce (3) — naopak cost ¢ a cos® ¢
jako funkeci vicendsobnych vhla! [Jest cost ¢ = } cos 4@ -
+ 4 cos 2¢ + §;cos® p = % cos 5p + £ cos 3p + 1§ cos ¢.]

N —}— 2nk
'(4)
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5. Ukate ptimo: }/a + &i, kde a, b jsou redlnd &isla, jest
opst komplexni &islo a jeho hodnota jest dvojznadnéd. [Néavod:

Polodte Ja + bi = z + iy, kde pFedpoklédite z, y realné.

Umocnéte obé& strany, srovnejte a Felte vzniklé rovnice! Vyjde

+ (Vsla + 8 + ) + i Vala + 6 —a),
jeli b> 0

+ Vi@ r 6 +a)—Vida® 5 52 —a)
je-li b < 0.

Va5 5 =

Pozor pki volbé znaménka!]

6. Ze vztahu cos }# + isin 38 = [/cos @  isin & odvadite
na zéklad& pfedchozich rovnic thned zndmé vzorce

cos 48 = + VH——;OS'?. sin 18 = + l/l——;m ?,
Provedte!
s_ —_—

7. Naleznéte vicchny tFi hodnoty Vit [—4; o 1— ;V!:l;
+ ¥+ 4130 ,

8. Pomoci vzorce (4) urdete hodnoty |2 + 2i!

9. Doka#te: Je-li z; = a, + b;,, 25 = uy + by plati vztah

21+ 20l S 12|+ 2!

Sestrojte graficky obraz &isel z,, z5, z; + z; v Gaussové roviné
a uvaite, jaky jest geometricky vyznam napsané nerovniny!
[Znémé véta o velikosti stran v trojahelniku.]




2. Polynomy.

Rovnice. Ustiednim problémem algebry jest nauka
o rovnicich. Slova ,rovnice’ uZivime oviem ve dvojim
rizném smyslu. Vztah (2 + b)? = a? | 2ab 4 b? vyjadiu-
jici rovnost pravé a levé strany, ktery plati pro kazdé a, b,
nazyvd se rovnici identickou. Naproti tomu jest
x* + 3z 4+ 4 = 0 vztahem platnym jen pro docela uréité
speciélni hodnoty =, je to t. zv. rovnice urdovaci.

Leva strana takovéto rovnice vyjadiujici vztah mezi
proménnou (nezndmou) veli¢inou x a danymi konstan-
tami muaze miti nejraznéjsi tvar. Dle toho lze uréovaci
rovnice rozdéliti na dvé skupiny. Je-li neznimé spjata
8 konstantami jen pomoci ¢étyr elementdrnich podetnich
vykonl (t. zn. séitdni, odéitini, ndsobeni, déleni), t. j. je-li
rovnice tvaru

g™ + a2 14 .. - ap_x -+ a, =0, §8)]
kde a; jsou dand, obecné komplexni ¢isla, anebo jak tikdme,
je-li levd strana mnohoé¢lenem (polynomem) n-tého
stupné, mluvime o algebraické rovnici. Neni-li levd
strana tohoto tvaru, vystupuje-li tedy na pf. nezniami
jako argument funkef sin z, log z atd. mluvime o rovnici
transcendentni. (Na pf.: logz + sinz 4 3*+ 2= 0.)

Cislo x, které dosazeno do levé strany rovnice (1) tuto
anuluje, nazyva se kofenem (nebo také nulovym bo-
dem) dané rovnice. Na&im tkolem bude zabyvati se alge-
braickymi rovnicemi. Budeme hledati hlavné jeji kotfeny.
Tomuto procesu ffkdme TeSeni rovnic.

V ndsledujicich odstavcich musime promluviti proto nej-
diffve o nékterych nejjednodussich vlastnostech poly-
nomi.
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Polynomy. Jak privé bylo fedeno,. nazyvéme vyraz
P(z) = apga™ 4 a2"14 ...+ a,
polynomem, nebo mnohodlenem. Je-li a, 3= 0 fikdme, Ze
P(z) je polynom n-tého stupné. Je-ligg=a,=... =a, =0,
fikdme, Ze polynom P(z) identicky vymizi. Ze stiedni
Skoly zndme nejjednodussi operace, jako séitdni, od¢iténi,
nisoben{ a déleni dvou mnohoélenti. V3imnéme si tohoto

posledniho vykonu.

‘Méjme dva mnohoéleny P,(z), Py(x) stupii m, n & necht
m > n. Pravé tak, jako u obydejnych é&isel, jest moZno
polynom P,(x) déliti polynomem Py(x). Jestlize déleni
provedeme, dostdviame néjaky polynom @(x) a zbytek R(z),
ktery jest niziftho stupné neZ polynom P,(x). Vzorcem

Py(z) = Py(x) . Q(z) + E(x). (2)
PFiklad. Py(z) = 223 4 322 22 + 1, Py(x) = 2% + 2x24-2

(223 + 323 4+ 22 + 1) : (2* + 2z 4 3) = 2x — 1
+ 2z® - 4z? 4 6z

—zr?—dx + 1
Fx2F 2T 3
—2z + 4
Jest tedy Q(z) = 2z -— 1, R(x) = — 2z + 4. Tedy \

28 + 322 + 22+ 1 = (2? + 22 + ) (22— 1) + (— 23— 4).
Poznamenejme, Ze zde i v daldim jde o délenf vzhledem k =,
t. j. pravé tak, jako v provedeném pfiklads, muZeme déliti
na pf. i polynomy (V2x° + log2.z 4 3): (mz? + 3¢ + 1)apod.
Jest ovSem jasné, Ze koeficienty podilu a zbytku budou éisla
sloZend z koeficienti délence a d8litele jen prvnimi &tyFmi
raciondlnimi operacemi.

Mize se stati, Ze polynom R(x) vyjde roven nule. Pak je
Pi(z) = Q(x) . Pyx).

V tomto pripadé, kdy tedy déleni ,,vyjde beze zbytku*,

fikdme, Ze polynom P,(z) jest délitelny polynomem P,(x).

Zvlasté zajlmavé jest déleni polynomu P(z) specidlnim

linedrnim polynomem z — &, kde & jest néjaké komplexn{
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¢islo. Bude jako v (2)
P(z) = (x — ) . Q(=) + R. (3)
Zbytek R musi byti niZ&iho stupné nez x — &, t. j. stupné
0-tého, tedy konstanta. Jeji hodnotu vSak snadno uréime.
Dosadme do (3) 2 = «; mime ihned P(a) = R, tedy
P(x) = (x — o) . Q(x) + P(x).

JestliZze nyni P(x) = 0, jest P(z) délitelné x — «. A naopak:
JestlizZe P(x) md byti délitelné (xr — ), musi P(x) = 0.
Méme vétu:

Polynom P(x) jest délitelny vyrazem x —« tehdy
a jenom tehdy, kdyZ ~ jest kofenem rovnice
P(x) = 0.

Cviéeni. 1. DokaZte, Ze polynom

228 — 17x% 4 232® — 1822 4 20x — 6

je délitelny =z — 7!

2. Polynom

b — 2t — 132% + 132? 4 36z — 36

je dslitelny z -— 2. Doka#te!

Nejvétdi spolefny dé&ltel (spoletnd mira) dvou poly-
nomii. Diny jsou dva polynomy f,(x), fo(x). MuZe se stati,
Ze existuje polynom g(x), kterym jest jak f,(z), tak také
f(2) délitelné. Polynom g(x) nazyvdme spoleénym délite-
lem (spoleénou mirou) obou polynomil f;(x), fs(z).

JestliZe dva polynomy maji spoleény koFen «, pak maji
jist® spoleény dslitel. Podle pfedchozi vdty jsou totiZ oba
dé&litelné vyrazem z — a. MtZe se oviem stati, Ze maji i d8litele
vyéSitho stupné.

Takovy spoleény délitel, ktery jest délitelny kazdym jinym
spoleénym délitelem, nazyvd se nejvétsi spoleény déli.
tel (nejvétsi spoleénd mira) obou polynomi. Dva polynomy,
které aZ na konstantu nemaji spoleéného délitele, nazy-
vime nesoudélnymi.

Ptdme se, jak lze nalézti nejvétidi spoleény délitel
dvou danyeh polynomau.
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K tomu slouii zndmy Eucleidiv algoritmus postup-
ného déleni.
Necht f,(z) jest vyZSiho stupné nei f,(z), pak dle (3) lze

peatt hi@) = @ fa(x) + fu(),
kde fy{x) jest niz&fho stupné neZ fy(x). Nyni délime fy(x)
polynomem fy(x) atd. Mdme po fadé

fo) == @y fy(x) 4 fa(x)
fa(x) = @y f4lx) + fs(x)

/v—»l(z) == Qv—4 /,,__3(.’13) “"' /v—Z(x)
fv—:l(x) == Qv—:l ‘f,_g(:ﬂ) + fv—l(x)
fu-—Z(x) = Qv—?. lv~l(x) + /7-

Stupné polynomu f,, f,, f5, ... se stile zmenuji. Jednou
piijdeme proto k piipadu, Ze stupen zbytku bude 0, tedy
zbytek konstantou. Necht jest to f,. Jsou dvé moZnosti:

«) fy = 0; pak f,_;(x) jest nejvétsim spoleénym délitelem
fix) a fox).

Dukaz. Pfednd jost f,_, spolenym d8litelem. Z rovnic
plyne totiZ

fo—g = Q@p_ofy_ys t-i. f,_o Jo d8litelné f, _ |,

dale

fog =@, 3@, o+ 1)f,_,, t.j. f,_g je dé&litelné f, _,,

/v—4 = ((‘)v—2 Qv—:le—4 + Qv—2 + Qv—4)f—l' t. J /v—4

je délitelné f_, atd.

Takto postupujice zjistime nakonec. Ze i fy(x) a f,(x) jsou déli-
telné f,_ .. Mame-li obracend jakykoliv polynom g,(x), ktery

déli fy(=x) a fo(z), plyne z prvni rovnico f, — Qyfy = f;. Ze gy(x)
déli také fy(x), z dalsi rovnice, Zo g,(x) déli fi(z), ntd., nakonec
také, Ze gy(x) d&li f,_,(x).

Podle definice jest tedy f,_(x) nejvétsim spoloénym délite-
lem obou polynomii fi(z) & fy(z), c. b. d.

B) f» & 0 (a rovno néjaké konstanté). Pak oba polynomy
jsou nesoudélné,
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Ditkaz: Kdyby oba polynomy mély néjaky nekonstantni
spoleény dslitel g,(z), nalezneme stejnd jako diive, Ze g,(z)
d8li kromé f(z) a fy(x) téZ vBechna fy, fy, - . ., f,_o, [, & tedy
také f(= f,_o — Q,_g},_1)s cof jest nemoZné, nebot f,, jakoZ-
to pouhd konstanta (=% 0), nemiZe byt dslitelné polynomem v z.

Poznamenejme vyslovné:

Nejvétsi spoleény délitel dvou polynomu do-
vedeme nalézti pouhym uZitim raciondlnich ope-
raci (t. j. séitdnim, odéitdnim, ndsobenim a délenim).

Cvi¢eni. 1. Urdete nejvstsi spoletny délitel mnohoélend
«d + 3a® + 522 + 3x 4 4, 2t 4 22% 4 422 4 22 + 3. [22+ 1]

Linearni faktory polynomu. V odstavei o polynomech
jsme ukdzali: Ma-li polynom f(z) stupné =n-tého kofen «,,

lIze psati
f(#) = (z — %) fi(2), 4)

kde f,(x) jest stupné (n — 1)-ho s nejvyssim koeficientem a,.
Toto poslednf plyne pfirovndnim obou stran.

M4-1i polynom fy(x) néjaky kofen «,, lze psiti analogicky

fi(x) = (2 —a,) . fo(x) atd.
JestliZe tedy vSecky polynomy f,f,,f, ... maji kofeny,
lze psiti
f(2) = d (& — ) (3 — ) .. (& — ).

Odtud plyne pro feeni rovnice n-tého stupné
fx)=@agx*+a a1+ .. .+ a,=ag(x—ox;) ... (x—an) =0
(kde ovSem neni a, = 0) véta:

Rovnice n-tého stupné nemuZe miti vice nez
n kofentu.

Jednoduchy dusledek: JestliZe tedy nalezneme pro né-
jaky algebraicky vyraz v proménné x n-tého stupné vice neZ
nnulovych bodd, je to moZné jen tek, ¥e ay = a; = ... =a,=0,
gili: jestliZe polynom agz™ + ... + a, vymizi pro vice
nez n hodnot z, vymizi nutné identicky.

Cviteni. 1. Napidte rovnici patého stupné, kterd mé ze kofeny
éisla —1; 2; 3; — 4; — 5!
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2. Nalezné&te algebraickou rovnici s racionalnimi koeficienty
v a, které hovi funkce

a) Vg-f- V%y

g Va+Va [24 — 2a2? + a® —a = 0],

9 Va+Va+Va
Mnohonasobné kofeny; derivace. V rovnici (4)
f(@) = (x —«) . fy()
miZe se stati, Ze polynom f,(x) mé opét tyz kofen «, t. j.,
Ze plati
f(&) = (x — &) f4(2).
Obecnéji jest moiné, Ze z polynomu f(x) lze vytknouti
(x — &) v mocniné pravé r-té, t. j. plati
f(x) = (2 — )" . fy(2), fe(a) + 0.
V tomto pripadé — z davodl, které pozdéji vysvitnou —
fikdme, Ze dand rovnice ma r-ndsobny kofen o.
Jest otdzkou, jak se poznd, mi-li dand rovnice takovy
vicenasobny koren.

Vicendsobnost kofene souvisi zce s jistym pojmem znd-
mym z diferencidlniho poétu — totiZ s pojmem derivace.

Jost vidy snahou algebry, nevypiijéovati si potfebnych pojmi
z jinych partii matematiky (a zvldst§ ne z téch, kde se operuje
s pojmem limity). Proto budeme si definovati tento pojem
nezavisle na diferencidlnim poé&tu, vice ménd &isté formélnd —
ale oviem tak, %e ohd& definice ve skuteénosti souhlasi.

Derivaci polynomu
f(x) = ay + a,x + ax? + ... + ap,a™*) _
(ptesnéji jeho prvni derivaci) budeme rozuméti polynom

f'(x) = a; + 2a,x + 3a52% 4 . .. 4 nazz*l.

*) P¥ehodili jsme pro pohodlnost — jen v tomto odstavei —
oznadeni koeficientil.
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Pro proces takto definovany lehce se dokaze platnost téchto
‘pravidel

[H(x) + g(2)) = F{x) + ¢'(x), (5)

U(z) - g(@)]) = f(2) . g(x) + f(x) . §'(z). (6)

Prvni vztah jest evidentni. Druhého nebudeme potfebovati,

proto jej nedokazujeme. Budeme viak potfebovati, Semu se

rovnd derivace vyrazu b (z — «)". Umocnéme dle binomické
pouéky; jest

b [:t" — (T) "l (;) 2 2ar (- A"].

Dle definice derivace jest [b (x — a)®)’ rovino vyrazu

b'[na;"_‘l —(n-—1) (1:) 2" 2a | (n-—2) (;) a*—3xt .]=

= bn [w"_l—(n—l 1) 22 (n ;A 1) 2 8a2 — ] =

=b.n(x— B

UZili jsme pFi tom vztahu

I T N B Rt BTG

Tedy
b(E-—a)" =b.n(x—a)L (N
Analogicky k prvni derivaci zavedeme daldi pojem,
Druhou derivaci polynomu f(z) budeme rozuméti deri-
vaci z prvni derivace; obecné r-tou derivaci daného
polynomu budeme rozuméti derivaci z (r — 1)-nf derivace.
Jest tedy, zavedeme-li snadno pochopitelné oznadeni
(f™(x) znacf n-tou derivaci funkece f(z))

[(x) =2.1a,+ 3. 2a,x+4 . 3a,a*+ ...+ n(n—1)aa™2,
["(x)==3.2.1la,+4.3. 2a,2z+ ...+ n(n—1) (n—2) aya™3,
atd,

Jest vidéti, provedeme-li tento proces n-krate za sebou,
ze dostaneme nakonec konstantu

@) =n(n—1)(n—2)...2.1.a,=n!an.



-

Vsechny dal&i derivace klademe rovny nule.
Priklad: f(x) xt + 32 — 2% + 3 4- 1

) = 42° + 922 — 4z - 3
[(x) = 122% 4- 18x -— 4
/"(x) = 24x + 18

) = 24

[Oz) = fO(z) = ... =0,

Abychom se nyni piibliZili o daldi krok k odpovédi na
shora poloZenou otdzku, odvodime si t. zv. vétu Taylo-
rovu.

Necht' jest dan polynom
@) = ay + a,x + a2 + . .. + aza®

a libovolné ¢islo «. Ptame se, je-li mozino polynom f(x)
vyjadiiti v tvaru

by + by (x — &) + by (x — )2+ ... 4 by (. — x)?,

t. ). je-li moZno uréiti koeficienty by, by, by, . . ., b, tak, aby
platilo identicky

g+ 8T + @ 4 . .. + apa” =
=by+ by (x — o) + by (x — )24 ... 4 by (2 — o)™

Ukdzeme, Ze to lze, a to dokonce ve velmi jednoduchém
tvaru.

Vztah (8) md platiti identicky, t. j. pro kaidé =z.
Umocnime-li pravou stranu (8) a srovname koeficienty
u jednotlivych mocnin #, vidime: koeficient u 2” na levé
stran¢ jest a,, na pravé b,, tedy b, = a,. Srovnmivime-li
déle koeficienty u a#—1, a"—2, ... atd., dostdvame po fadé
hledané koeficienty b; vzdy jako Fedeni jisté linearni rovnice.
Takovych rovnic jest » + 1, z nich Ize koeficienty
b;(¢=0,1,...,n) uplné vypocitati. Jest tedy vyjdd-
feni (8) moZné. Zbyva jen urciti jednoduse koeficienty b;.

Abychom nalezli koeficient b, dosadme do vztahu (8)
z=o. Je .

/(&) = by

(8)
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Derivujme nyn{ vztah (8) [uZivajice vztahu (5) a (7)]!
Dostaneme '

[(@) = by + 25y (@ — &) + ... + nby (x— a1 (9)
a dosadme z = «, jest
/(%) = b,.

Derivujme ddle

ff@)=2.1.b,43.2by (x —n)+ ...}

T Fa(n— 1) byl — )2,
pro x = x,
[(x)=2.1.0,

Postupné ziskdme tak viechny koeficienty, totiz

1 ) 1 1
bo = /("‘)v b1 = l—' /’(“)s bg =3 /”(é\), e by = o /(”)(N)
ljh_rnem tedy: *

Je-li ddn polynom f(z) n-tého stupné a libovolné
¢islo «, lze vidy psdti tuto identicky platnou
rovnost

iy = o)+ T2 @ — )+ B a1
vy oo (10)
+ B g )

[t. zv. .l’ayloruv*) ;'ozvoj funkce f(z) dle mocnin

(x— )]
" P¥iklad: V naSem piikladg volme na pf. o = 1. f(1) = 6,
(1) =12, /(1) = 26, f”(1) = 42, f()(1) = 24. Plati tedy
identicky

b + 329 — 222+ 3z 4+ 1 =6+ —2(:5—'1)-1— (:t—-l)’-l-

2 B,

*) Brook Taylor (1685--1731), anglicky matematik.



Vratme se nyni k otdzce, kterou jsme si polozili. Kdy
jest kofen x = a r-ndsobnym kotenem dané rovni-
ce? T. j., kdy lze z daného polynomu vytknouti prave
¢initele (x — «)7? Taylordv rozvoj (10), kde za A si myslime
nés koten, davd ihned odpovéd. Aby z polynomu (10) bylo
mozno vytknouti pravé (x — a)’, k tomu jest nutno a staéf,
aby '

fl)==f(x)=f"(x)=...=fC—D(x) =0, ale aby f(x) % 0.

Aby rovnice f(x) = 0 méla kofen x prdvé r-ndsob-
ny, jest nutno a staéi, aby platilo

fla) = fla) = (&) = ... = fC=D(ax) = 0, [Nx) 5 0.
Tuto. podminku lze formulovati také jinak. Je-li totiz
na pi. o dvojndsobnym kofenem f(z) = 0 musi byti f(x) = 0,
f(a)=0, t. j. oba polynomy f(z) =0, f(z)=0 maji
spoleného délitele (x — «); odtud véta: '

Mé-li rovnice f(x) = 0 r-ndsobny kofen, maji po-
lynomy f(z), f(x),..., f'—z) spoleéného délitele.

Jeito fr—D(x) lze povaZovati za (r — 2)-hou derivaci
polynomu f'(z), plyne dile z téze voity:

Je-li kofena r-ndsobnym kofenem rovnice f(2)=0,
jest (r—1)-ndsobnym kofenem rovnice f'(z)=0,
(r —2)-ndsobnym kotenem ["(x)=0 atd..., jedno-
duchym kofenem rovnice fr—{(x) == 0.

Ukdzeme nyni, jak lze na zdkladé predeslych dvah po-
stupnym hleddnim spole¢ného délitele z rovnice vicena-
sobné kofeny odstraniti. Necht rovnice ma koieny
Ay, ..., &y jednoduché, §,, . . ., B, dvojndsobné, .., 4, ..., 4,
r-ndsobné. Pak, jak vime, lze psdti

flr) = (g — ) ... (x—a) [(x—B) ... (—BIP. ..
e —A) .. (2 — AT . P(x),

kde P(z) jest polynom, ktery jiz nemd #idnych koienu.
[V nasledujicim odstavei uvidime, Ze to neni mozné a ze
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P(z) musi byti konstantou, ale zatim ten pifpad nesmime
vyluéovati. Pro nd§ el na tomto misté je to stejné bez
vyznamu.] '

Sestrojme si derivaci f(x). Tato rovnice md za kofeny
viechny vicendsobné kofeny rovnmice f(z) = 0, ale — dle
posledni véty — v ndsobnosti o jednotku nizsf.*) Nejvétsi
spoleény délitel f(x) a f'(x) obsahuje tedy souhrn viech ko-
fend dané rovnice, ale kazdy v ndsobnosti o jednotku
mendi**). Délime-li timto nejvétsim spoleénym délitelem
danou rovnici, zbyv4 rovnice F(x)=0, kterd md za kofeny
viechny kofeny dané rovnice, ale kaZdy jen jednoduchy.
Tedy:

Raciondlnimi operacemi lze z dané rovnice
ziskati rovnici, kterd md tytéZ kofeny jako rov-
nice dané, ale kazdy jen jednoduchy.

Odtud tedy vyplyvi:

Ve viech dalsich dvahédch lze se omeziti na
rovnice s kofeny vesmés jednoduchymi. To také bu-
deme mlcky diniti:

Ptiklad. Jest déna rovnice

Hx) = a8 + 324 — 228 — 622 + 52— 1 = 0.
Méme zjistiti, mé-li vicendsobné kofeny. Jestli ano, jest udati
rovnici, kterd mé tytéZ kokeny jako f(z) = 0, ale kaZdy jen
jednoduchy.

Hledejme néjvétsi spoleény délitel f(z) a f'(z), t. j. f(z)
a bzt 4 122 — 62? — 122 4 5 uZitim Euklidova algoritmu.
Abychom vSak p¥Fi déleni dostali celoéiselné koeficienty, né-
sobme f(z) &islem 25; dé&lime’

(26a® + 752% — 5023 — 150z + 1260 — 25) : (524 + 1227 —

— 62— 122 + 5)=5z 4 3
+ 262% + 60x* F 30x® + 60z + 25z
1524 — 2022 — 90x% + 100z — 25
— 15z% + 362 F 18z? F 36z 4 15
— 5628 — 72z 4 136z — 40 = 8 (— Tz® —
o — 922 - 17z — 5).
*) ngy f(z) nema ji% za kofeny jednoduché kofeny rovnice
z) —
I ‘2*) Specidlnd neohsahuje tedy jiZ kofent jednoduchych.
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Dalime déle j'(z) zbytkem (abychom vak pfi déleni nedostali
zlomky, nésobme resp. délme op&t oba polynomy 49 resp. 8).
(245x% + 588x% — 29422 — 588z + 245) : (— Tx® —— 922 +

4 17z — 5)=--- 36x — 39
4+ 245z* + 315zx% T 595622 4 175«

27323 4 30122 — 7632 4+ 245
+ 2732% 4 35122 F 663x 4 195
— 5022 — 100z 4 50 = — 50 (a2 + 22~ 1)

Dé&lme koneéné
(— 728 — 922 + 172 —5): (22 + 22— 1) = — Tz + 5
F 7z F 142 + Tx
522 4 10x — 5
+ 522 4 10z F 5
0

Déleni vyglo beze zhytku: f(x) a f/(x) maji nejvéts{ spoledny
délitel

F(x) = z® + 2z — 1.%)

Délme tedy dale f(x): F(z) = a® 4 22 — 3 + 1. Toto jest
polynom, ktery ma tytéZ nulové body jako f(z)= 0, ale
kaZdy jen jednoduchy.**)

Pozndmka. Lze dokonce ziskati souhrn jednotlivych faktort
jednotlivych nésobnosti. Tak na p#. souhrn jednoduchych
faktori dané rovnice nalezneme takto: Nejvéti spoleény dé&-
litel f(z) & f'(z) ma koFeny, které byly u f(x) dvojndsobné, za
jednoduché, kdeZto kofeny, které byly jednoduché, nejsou jiZ
kofeny tohoto spoledného délitele. Nejvétsi spoleny délitel
F(z) a tohoto dé&litele obsahuje tedy vSechny -kofeny s vy-
jimkou jednoduchych koFent, a to kaZdy jednoduchy (nehot
kofeny F(z) jsou jednoduché). Délime-li timto vyrazem
F(x), dostivime hledany souhrn. [Dle naeho odvozeni by
po pfipadd mohl byti nasoben jeSt§ faktorem nemajfcim va-
bec kofeny — ale jak uvidime, to nenastane.]

*) B8hem poditani jsme sice ndsobili resp. délili rovnice
Cisly 25, 8, 49, 50; vysledek musi miti vak nutnd koeficient
u z? rovny 1, jak vidno z daného polynomu f(z). Ukol: Pro-
vedte délenf bez toho, Ze byste dFive nasobili a ukaite, Ze
dostavite v podstatd tytéZ vyrazy jako v textu.

**) Ostatnd nahlédneme nyni jiZ snadno, Ze
6 - 3zt — 223 — 622 4- Gx — 1 = (22 4 2z - 1)2 (e - 1).
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Cvideni: 1. UkaZte, %20 z = 2 jest trojndsobnym kofenem
rovnice z* x® + 22% — 42 — 8 = 0. RozloZte levou stranu
dané rovnice! [(z — 2)? (z + 1).]

2, Stanovte vicenasobné kofeny rovnice
8 4 228 — 22— 1 = 0!

[(x? — 1) (z’ + 1)%; uréete nejdfiv polynom H(x) (= (2* 4
+ 1)?); potom jim d8lte f(x) a vysledek rozloZte!]

8. Urdete vicendsobné kofeny rovnice
z8 + 224 — 8% — 1622 + 16z + 32 = 0!
[Stejnym postupem ziskdte rozklad (x + 2)? (x — 2)2.]

4, Rozvifite polynom 3z® 4+ 222 -- 1 dle mocnin (z — 2)
v Tayloriv rozvoj!

5. TotéZ pro x4 + az® + a?z? + adx + at dle moenin = — a!
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3. Vlastnosti koienu algebraické rovnice.

Fundamentalni v&ta algebry. V dosavadnich tivahéch,
kdykoli jsme mluvili o kofenech algebraické rovnice,
piedem jsme predpoklidali, Ze dand rovnice kofen
skuteéné md. Neni zatim vibec jasné, #e by libovolné
napsand rovnice musela opravdu kofeny miti.

Vime, %e u lincarni a kvadratické rovnice tomu tak jest.

Dovedeme také napsat libovolny polet rovnic majicich kofeny:
na pf. (€ — 3) (x ——¢) (x-— 2 + 31) = O atd,, ale to je zatim vie.

Jest otdazkou, zda rovnice

f@) = a2 + a2 1+ ...+ a, =0,
kde a; jsou libovolni komplexni ¢isla, md vidy kofen.
Odpovéd zni kladné. Plati tato t. zv. fundamentdlni
véta algebry:

Kazd4 algebraickd rovnice n-tého stupné (n2>1)
m# alespon jeden kofen.

Tato véta jest nejdtleZitdj8i vétou, kterou v této kniZce
naleznete. Prvni ji dokdzal Gauss. Za svého Zivota (v udobi
50 let) nnlezl celkem 4 ditkazy. Od té doby podali 8etni mate-
matikové veliké mnoZstvi nejriznéjsich dikazi.

Dikaz jest dost sloZity a piesahuje svou povahou rimec
této knihy. UkdZeme viak alespon, jak lze problém
znaéné omeziti.

PredevEim lze se omeziti pii dukaze na rovnicesredlnymi
koeficienty.

Abychom to uznali, dokaZme si nejdfive tuto jednoduchou
veétu:

Ma-li rovnice f(z) == 0 s realnymi koeficienty ko.
Fen A -+ fii, md té% koten x — fii.
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Dukaz. Jeito « -+ Bi jest kofenem, plati f(a + fi) = 0,
t.j. A(x, B) + ¢ B(x, 8) = 0, tedy A(x, ) = 0, B{x, ) = 0.
Pak je ale téZz A(x,B) — i B(x, f) = 0. Z tvaru polynomu
plyne vSak, Ze to neni nic jiného nez f(o« — f¢) = 0. Dosadi-
me-li totiz do levé strany rovnice x« — f7, nezméni se nic
na sudych mocnindch ¢, je¥to (— )% = (4 7)2¢. Nezméni
se tedy A. Liché mocniny zméni viak znaménko, jeito
(— )%+l = — (4 )2+, Zméni tedy jen B znaménko,

Tvrdime nyni:

Dokdzeme-li, Ze kaidd rovnice s redlnymi koe-
ficienty m4 alespon jeden kofen, plyne z toho,
%e i kaZzda rovnice s komplexnimi koeficienty m4
alespon jeden koften.

Dukaz. Jsou-li fi(z), fo(z) dva polynomy s koeficienty
komplexnimi sdruZenymi, m4 jejich soudin f(z) = f,() . fa()
redlné koeficienty. Tato rovnice mé dle predpokladu alespoii
jeden koten «, t. j. je f(x) = 0; tedy téZ fi(x). folx) =0
a tedy bud fi(«) =0, nebo fy(x) = 0. Necht f,(x)= 0;
pak rovnice s komplexnimi koeficienty f,(x) = 0 m4 kofen «.
Pak ale zdroven — je-li & ¢fslo komplexni sdruZené k o —
je fa(x) = 0. Obé rovnice s komplexnimi koeficienty maji
tedy kofeny. Obdobné, je-li f,(x)=0.

- Sta¢i tedy dokdzati: KaZdd rovnice s redlnymi
koeficienty m4 alespon jeden (redlny nebo komplexni)
kofen.

‘Pro rovnice lichého stupné plyne véta okamZité
z geometrického ndzoru, resp. grafického zndzornéni
funkece y = f(x).

Méme-li totiZz polynom [(z) = a2 +- q,a"—14 ...+ a,
a dosazujeme za z velmi veliké hodnoty (t. j. veliké vzhle-
dem k a;), jest jasné, Ze prvni élen pievySuje viechny dalif
tleny, a 7e tedy znaménko vyrazu bude takové, jaké mai
prvni ¢len. Necht jest nyni » liché; dosadime-li za = velmi
veliké ¢islo kladné, bude hodnota polynomu takového zna-
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ménka, jaké mi a,; dosadime-li za z velmi veliké éfslo
zéporné, bude hodnota polynomu znaménka opacného, nez
je znaménko u gy.*) Na-
byva tedy polynom pro
y jisté = A hodnoty
zdporné (kladné), pro ji-
yafx)  néx=DB hodnoty kladné
(zdporné). Pak jest ale
z grafického zndzornén{
jasné, ze kiivka y=f(x)

x=A x=C

i=—X  musi alespon v jednom
0/ x5 bodé = C protnouti

osu z, t. j. je f(C) =0

a tedy dana rovnice ma
Obr. 3. koten [dokonce — jak

vidime — redlny].

UZivame pFi tom mlcky dileZité vlastnosti polynomu —
totiZ, Ze polynom jest spojitou funkei promé&nné z. Tento
pojem, ktery pii vySetFovani funkei v matematické analyse
jest velmi duleZity, shoduje se zhruba s pojmem ,spojity"
uZivanym v b&Zné fedi. UZivame dale v&ty: Nabyva-li spojitd
funkce dvou rtiznych hodnot, nabyva téz vSech hodnot mezi
nimi leZicich.

Abychom nyni dokongdili dikaz fundamentélni véty, stadi
omeziti se na rovnice s redlnymi koeficienty, a to sudého
stupné, To je pravé ten nejtézsi krok. Gauss a po ném
Jordan postupovali tak, Ze postupnou transformaci uvedli
vyfetfovani rovnic sudého stupné v souvislost s rovnicemi
lichého stupné, u kterych, jak jiz vime, véta plati.

Jiné dikazy fundamentdlni vty neéinf rozdilu mezi rovni-
cemi lichého a sudého stupné. Jsou vedeny pomitickarni dife-
rencidlniho a integralnfho po&tu nebo metodami t. zv. funké&ni

*) Jedté lépe je to vidsti, piSeme-li

o) =g (1 P ey ),

AT agx? i (’oﬁ
kdyZ z je v absolutni hodnoté velmi veliké, bliZf se &leny v za-
vorce (kromé& prvniho) k nule a lze je zanedbati.
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teorie atd. Pomérné jednoduchy jest prvni dikaz Gausstv,
zaloZeny v podstatd na geometrickém znazornéni komplexnich
Gisel . *) .

V dalsim budeme fundamentédlni vétu predpokladati
v plném rozsahu za dokdzanou. Nymi lehce dokdieme:

Kazda algebraicka rovnice n-tého stupné ma
pravé n-kofeni. [Pfi tom pocitdme mnohondsobny ko-
fen s piisludnou ndsobnosti.]

Dikaz. Dle fundamentdlni véty mé f(z) alespon jeden
kofen z,, t. j. f(z,) = 0. Pidme: '

f(x) = f(x) — f(x)) =
=gy (a*—x, ")+ ay (" —x ")+ ...+ ap— (x—x)=0
[()= (& — ) [ay (x® 2 + a2z, + ...+ 1) +
+a (@24 232, 4 ...+ "2+ ... +a,4]=0.

Vyraz v lomené zavorce jest stupné n — 1. Dle fundamen-
tdlni véty md alespon jeden kofen x, Lze tedy z lomené
zdvorky vytknouti x — x, atd. Nalezneme koneéné rozklad

() = ay (2 — 2)) (x — ) . . . (2 — Tp)-. (1)
Odtud pak ihned plyne vyse uvedené tvrzeni.

Vyrazim £ — z,, £ — &,, . . . fikdme kofenovi ¢initelé.
(1) predstavuje pak rozklad polynomu f(x) v kofenové
cinitele.**)

*) V &eské, resp. slovenské literatufe naleznete dikaz
fundamentélni véty v knihédch: K. Petr: Podet diferencidlni,
Praha 1923, str. 405 (ndkl. JOMF). — K. Petr: Podet integrélni,
Praha 1931, str. 418 (nakl. JOMF). — J. Hronec: Algebraické
rovnice a ich pouZitie na analytickd geometriu, Brno 1932,
str. 47,

**) Cisla z,, x5, .. . nemusi byti vesm&s razné. Je-li jich
nékolik stejnych, musime — aby \hrnny poéet vSech kofeni
byl n — poéitati je s pFislusnou nédsobnosti. To je ten divod,
o némZ jsme mluvili ve zvlaStnim odstavei pF¥edeslé kapitoly
(str. 18 a dalsi).
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Dodatek: Méme-li rovniei s redlnymi koeficienty, jsou &isla
z,, Ty, . . . Gastend reilnd, &astetnd po dvou komplexnf sdru-
Zena. Souéin dvou faktortd komplexnich sdruZenych jest reilny,
proto:

KaZdy realny polynom lze rozloZiti v souéin real-
nych &initelt prvniho neho druhého stupné.

- Poznamka (pro hloubavého &tendfe). Poznamencjme vy-
slovnd, v Gem zaleZi dileZitost fundamentélni véty. KdyZ
jeme chtéli, aby ka¥dad kvadratickd rovnice s realnymi koefi-
cienty méla FeSeni, musili jsme zavésti &isla obecn8jsi ncz
redlnd — totiZ komplexni. Analogicky dalo by se &ekati, Zo
checeme-li roz¥esiti na p¥. kteroukoli rovniei 3. stupné&, budeme
musit zavésti ndjaky novy symbol obdobny &islu ¢ a uvaZovati
disla jelt& obecnéjsi nez komplexni. Fundamentalni véta Fikd,
Ze tomu tak neni; Ze tedy s Gisly komplexnimi vystatime ji%
pro vSechny rovnice (s komplexnimi koeficienty), vsech stupiia.
To je hlavni jadro véty. To, Ze koFent jest pravé n — to jost jen
vysledek vedlejsi.

tendfi nebude jist& proti mysli, Zo existuji i éisla oboenéjsi
ne# é&isla komplexni — na pf. t. zv. kvaterniony. Oviem
i zde jde pouze o vyplod lidského mysleni -— bez realné inter-
pretace ve vdednim Zivoté.

Symetrické funkee. a) V dalsich dvahdich budeme bez
ijmy obecnosti psati a, = 1. Ma-li pak f(x) kofeny
Ty, Ty, . . . Xy, jeSt

f(2) = a™ + a2 | aa*—2 - ..y e
=(rx—ux)(xr—ux)...(x—uxy).
Vyndsobime-li pravou stranu a prirovnime koeficienty u stej-

nych mocnin z, mame
—a,=x,+ 2+ ... 4 a,
Ay = T, Xy + %5 — ... + Oy, (1)
— @y = Xy XT3 - XXy -+ .. Al Ty
(—1)ta, =x2,. .. 2.
Budeme psiti kratce

—ay =2z, ay =X, —ty= 2 x1,m,,... (2)
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Pri tom znaménko X' znamend, Ze séitdme pies vSechny
kombinace veliéin z;, %y, . . ., Z,, & to vidy kombinace toho
typu, jaky stoji za souttovym znaménkem.

b) Vyrazy (2) maji zvldétni stavbu. Kdybychom zaménili
v nich néjaké z; za x; a z; za x;, jejich hodnotm 8e ne-
zméni.

Rikdme jim proto symetrické funkce.

Obecné nazyvime symetrickou funkcf promén-
nych z, z,,..., z, takovou celistvou, raciondlni
funkeci (polynom) proménnych =z, x,, ..., z,, kterd
se neméni Zddnou permutaci indexu.

Jiné pFiklady: Necht na pf. n = 3. Pak z,?zy + 2,2z, -+
+ z2z; + 222y + ZPx, + x4 x, nebo x,® + 1,2 + x4? jsou také
symetrickymi funkeemi. Naproti tomu =z,® + 2,2 — x,2 neni
symetrickou funkei, nebot zaménime-li z; za z,; dostdvame
x,? + 2,2 — x,%, cof jest jiny vyraz.

Funkce (2) jsou zvla$té jednoduché symetrické funkee,
nazyvéme je elementdrnimi symetrickymi funkcemi.
Plati nyni tato zdkladni véta o symetrickych funkcich:

Ka%dd symetrickd funkce tvaru Xz ®...x;%
se dd vyjddriti jako raciondlni celistvd funkce
elementdrnich symetrickych funkci s celocisel-
nymi koeficienty.

To tedy znamend pro rovnice: Bez FeSeni rovnice dovedeme

udati hodnoty jistych vyraza, které zdvisi na kofenech — a to
z pouhé znalosti koeficientit dané rovnice.

Ovéiime si nejdfive tuto vétu na dvou pi‘ikl&dech.
@ Zvolme funkci X = x>+ x2+ ...+ xz,2 Aby-
chom ji vyjadiili v zddaném ‘tvaru, uvazujme soudin
T, 2=+ 2o+ ...+ ) (2t 2+ ...+ xy) =
= (224 22+ ... 2% 2»(:::1:1:2 + g+ ..+ X1 ),
t.j. (—a) . (—a)=(x2+ 22+ ...+ x)+ 2.4,
Tzl=z2+4+ 22+ ...+ 2.2 = a,2— 20,
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2. Abychom vypocetli X' z,2z,, pifme:
Ty Xy = (g + yzgs -+ ) (4 234 .. )=
= (222 + 2225+ .. .) + 3 (g2 + .. .)
= X %5, + 3 X x,x,7,,
tedy ay. (—a)) = X x%,— 3a,
2 x%zr, = 3a, — a,q,.

Mame-li komplikovanéjsi pfiklad, postupujeme vidy tek, Ze
uvaZujeme soudin jednodussich funkei takovych, abychom po
vynésobeni dostali — mimo jiné -— i hledanou funkei.

Zéroveri jsme tak vedeni k jednoduchému obecnému

dakazu vyslovené véty.
Definujme si pojem ,vygky*. KaZdé symetrické funkei

Lz Mwg™ .3k, (4 2 xp 2 &y 2 .. ) plifadime systém &isel
(oeg; &g5 - o- ,ak), dle kterého budeme posuzovati . ]ejl vysku.
Budeme Fikati, Ze ze dvou symetrickych funkei Zz,*1x,™ . . . 2,

(q Zag2...), Zzfralfro . 2fe, B =h2..)) jest ta
vyééi, u které v obou systémech (o; og; o695 . . ), (By; Bas Bas -+ )
prvni liSici se élen jest vét&i.

Nahofe uvedenou vétu dokéZeme nyni lehce t. zv. aplnou
indukei.

Jak jsme vidéli, jest Xz, = — a,, Z'r;ic, = @y, . . . Jest tedy
véta spravna pro symetrické funkce nejmensich vysek, totiZ
(1;0;0;...;0), (1;1;0;...;0), (1;1;1;0;...;0) atd. Pred-
poklddejme nyni, Ze plati pro vSechny symetrické funkece
nidi net Xz,Mxz,” ... x"F; doké¥ome, Ze plati i pro Zz,™ .
.xg™ ... x,"%. Tim bude v&ta dokézéna. Nebot, jeito plati
pro vysky (1;0;0;...;0), (1;1;0;0;...),..., plati pak i pro
symetrické funkce nejbliZéich dalich vysek, t.j. (2; 0; 0; .. .; 0),
(2;1;0;...;0), (2;1;1;0;...;0) atd., postupné& plati pak pro
vBechny symetrické funkee.

UvaZujme za tim Gdelem soudin

le“'_] N S R Zwlm, ez

Po vynésobeni dostancme pfedevaim &leny tvaru z,™z,™ ... %

a to s koeficientem 1, pak je$td fadu dalSich élent (na pf.

— —1 v . .
M1z .. zkk 11"’1, Zk+1) opatfenych celodiselnymi koefi-

cienty, ale vidy tedy é&leny niZsich vysek. Tedy:
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Z.nl"‘—l. .. zk“k'_l . z:clm, ceexp=1. Zzl". <.k o (Cle-
N——— et ST CY . A
I g ny ,nizsi‘‘);  (3)

odtud )
ZJI“'. coiyh = (— 1 ay, . Zwl""—l cer :ck“k—l — (8leny ,,niZ8i‘).
JeZto nu pravé strand jsou viecky funkce vysky mensi ne
Xz, ... 2" & pro nd vétu pfedpoklédéme za platnou, lze

psati i levou stranu jako raciondlni celistvou funkei elementér-
nich symetrickych funkci s celodiselnymi koeficienty; tim jo
véta dokézana. [V8imn&te si dileZitosti éisla 1 v (3)!]

e) Potenéni souéty. Obzvldsité zajimavé a duleZité
jsou specidlni symetrické funkee typu
s =22 =22+ 22+ ...+ x,?
s =2zd=a’+ 23+ ...+ z,

sp=2af=aF + b4 ...+ x,k
Odvodime si t. zv. rekurentn{ vztah, ktery ndim umozni
uréiti je jako funkce elementdrnich symetrickych funkei.
Budeme postupovati zrovna tak, jako nahofe. Poéitejme
na pt. + X 2% = s,.

Tt Y =(xrt 24 .. ) (.. .+ 2=
= (28 + a2’ + ...+ 208+ (24 v+ .. ) =
=2+ X2,

Tedy Xz = Xz, (— a;) — 2z,
Stejné . 2 zdx, = 2 2 . (+ ay) — 2 x 3z,
2 xlzxy= Xt (—ay) — 2 x,2x,1,3, 4)
X xlagrany = X x . (+a,) — 5 X x,xamyx2,
P¥i tom: na pt. druhy ¥adek plyno takto:
Tedlmzy, = (28 + 2> + .. ) (pyzy + 97y + .. ) =
= (w4 .. .) + (23w + . L) = Zxdzy + ZopBa,a,.

Snadno také nahlédneme, %e v posledni ¥éddce jest soudinitel 5,
nebot kdyZ uvaZujome souéin 2z, . Frrywer, = (2, + T4+ ...) .
@y xyZyTy + . . .), vzniknou kroms$ é&lent tvaru z,2z,zz, t6%
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Sleny tvaru z,x,x,x,z;, a to kaZdy pétkrate. Na pF. len @, x,aryr, xy
sém vznikne, kdyZ

z prvni zavorky vezmémo &y, z druh¢ wycgr,xg

’ ”» ” Tq, ” L) TqTy Ty
»» »”» »” T35 1 Ty T )
" ’» ’” w‘v ’” wlxgzszs
” ”» ” Tgy ” &y LyTyTy.

Néasobme nyni v (4) ifadky postupné 1, —1 1, — 1
a seétéme; vyjde

adb=—a Tt —ay 2 P —uy 2w — a2, — duy,
t. j.
85 + a;84 4 ay8y + ay8, + 45, 4- Sa; = 0.
Obecné — pokud jest k < n — dostdvame
8+ asp—1 + toSp—2 + . . . + ap—18, + kay = 0. (5)

Stejny vztah lze odvoditi i pro & = n, k> n.

Vztah (5) se nazyvd Newtonovou*) rekurentni
relaci.

Lze z néj vypocitati s, ss, 8y, . .. Dosadime-li totiz do (5)
po tadé k=:1;2;3;4;... dostancme

8+ a, =0

8y + @8, 4 2a, =0

83 + a,8y + a8, 4 3a3==0

Sy + 0,85 + a98y + 38 + da, = 0

*) Isuac Newton (nar. 5. ledna 1643, zemi. 20. bitezna 1727,
pochovin v opatstvi westminsterském) jest zakladatelem mate-
matické fysiky. Jeho préace tykaeji se gravituéniho zakona,
teorie Sifeni se svétla, teorie mésice atd. Jako spoluzakladatel
diferencialniho poétu zabyval se i mnohymi &ist8 matematic-
kymi otdzkami. TéZko zhodnotiti jeho ohromné zésluhy o rozvoj
pEirodnich vé&d na nékolika ¥adecich. Jeho hlavni préce ,,Philo-
sophiae naturalis principia mathematica‘‘ byla prvni knihou
toho sméru, ktery jest dnes idedlem kaZdé védy — totiZ moZ-
nosti, umé&ti matematicky formulovat pFirodni zakony.
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_ — “1
83 = a," — 2a,
= —4a1" + 3a,a, + 3a, '
84 = )t — 4aa, 4 4a,a; 4 2a,2 —dag
Cviéeni. 1. Ma-li rovnico s celodiselnymi koeficienty
a® + a4 a, =0

. A . “lit 3 - -
celodiselné koFeny, musi tyto d8liti a,. JeZto @, md jen koneény

potet délitelt, lze nalézti celoéiselné koFeny po konedném podétu
zkousek.

Utiiite tak pro rovnice

«) 23— 3x?--- 10x - 24 = 0 (x = 2;--- 3;4),

) ot | 2823 4 4227 — 34522 - 19019 = 0

(x =—T7;11;—13; — 19),

y) ® + 322 —8x + 10 =0 (jen x = — 5).

2. Rovnice s celistvymi koeficienty uvaZovand v prikl. 1
newntiZe miti kofenil lomenych; ma-li kofeny raciondlni, mohou
byti jon celé. DokaZte! (Ndvod: Dosadte do rovnice P g
a uéinte zavéry!) UZijte tohoto vysledku k Fedeni rovnice

a8 4 3u® 4 42t - 323 — 1522 — 16z + 20 = 0.
(i, = -— 2 dvojuasobny, z, =1 d.vojné,sobny.)
3. Naleznéte raciondini koFeny rovnice
Gt — 11a? - &2 — 4 = 0!
(Uv:nilv, Ze musi oy gLy dy = »——'i = -2; &y = ~2

(] 3
&y = 2‘)

4, Sestrojte rovnici, kterd ma za kofeny trojnasobky kofent
rovnice 2% + 3x 4 2 = 0! [Nédvod: Jsou-li koFeny dané rovnice
&y, Ty, Ty & hlodané yy, ya, Yy, jost y, = 3z, ¥, = 3x,, Yy, = 3,
tedy: 4+ ya+ ya=3 (&) + 23 + 1) = 0, 41 + ¥ +
+ Ya¥s = 9 (2,75 + B)Ty + T3T3) = 27, 1YYy = 270,735 =-— 4.
Hledané rovnice jest y3 4+ 27y + 54 = 0.]

5. Napidte rovnici, kterd ma kofeny o b mensi neZz kofeny
rovnice z? + o,z + a = 0! [Névod: Kofeny hledané rovnice
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jsouy = a,—b, Yy, =z, — b tody ¥, -+ Yy = &, + x4 2b =
=—ud-—2b, Yy = (4, ~— b) . (By-— b) = ;%3 — (z + z,}b+
+ b2 = ay, + a,b + b2 Hledané rovnice jost tedy y? 4 (e, +
}—2b)J+a2+alb+b’—0]

6. Napidte rovnici, kterd mé kofeny o 1 mensi ne¥ koi'eny
rovnice z4 — 2x?® 4+ 4z — 8 = 0. [Navod: Ulohu lzo Fesiti bud
pomoci symetrickych funkei jako v pfededlém pfiklad® anebo
pomoci Taylorova rozvoje. Rozvineme danou rovnici v Taylo-
rav rozvoj dle (x — 1) a pak dosadimo nezndmou z-—1 = y.
Masla-li pavodni rovnice kofen x;, ma nova kofen y, = z; - 1
atd. Vysledek: y* 4 4® - 4y® + 4y — 5 = 0.]

7. Jak nutno voliti veliéinu @, aby transformaci « = y - «
pFesla rovnice

n n—1 ph—2 .
agx” +- apr -4 ayx B S a, = 0
— ]
vV rovnici nwbmhu]lcn élon s y"!2 [.z =y »-H; .
o

8. Jak nutno voliti ¢, aby transformaci £ = y + a v rovnici
6x% - 4o - -7 = 0 vypadl &len s y?

9. Sestrojte rovnici, kterd ma za kofeny étverce kofent dané
rovnice;

«) pro rovnici 2° — 22 4 22— 1 = 0,

B) pro rovnici f(z) = 0.
[~) KoFony nové rovnice jsou x,2%, 2,2, wy?; vypoctéto T4 2, |- ag,
2t + mPxy? |- 2imy?, mPryiay? e uiijte vlastnosti vztahi (1);
vyjde %° 4 3%* + 2y — 1 = 0. f) Bostrojte polynom f(z).
M— x) a dosadte z2 = y!)

10. Sestrojte rovnici, kterd mia za kofeny vsochny moZné
soucty dvou koFenat rovnice

xd

x® -+ oy x? 4 oage |- ay = 0

[KoFeny hledané rovnico jsou y, = &, - &y, Yy = 2, +'a:l,
Yp = Ty -+ &g vypoltdte vyrazy -t ¥p b Yg Yr¥s -+ Yi¥s +
+ Ya¥s. 1YYy jako funkei koeficientt a; a uZijto vztahi (1)!
Vvjde: y? - 20 4% -} (a2 | ay) y |- (cqay - ag) — 0]
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4. ReSenf rovnic 2., 3. a 4. stupné.

Piistoupime nyni k metoddm, jak nalézti kofeny dané.
obecné rovnice.
Kvadratickd rovnice. Rovnici druhého stupné aex?4-

+ bz + ¢ = 0 feSime — jak zndmo -— tak, %e doplnime
levow stranu na uplny é&tverec. Jest
b c
Pt —rx=——
a a

L. b b\2 ¢ b\?
Pt T T w T

b\2 b2 —dac
iz

2a 4a?

—_— b i Vbz — dac (*)

@ =]
v2 2a

Otdzka, kterd nds vidy bude zajimati, jest: Kdy md takovi
rovnice vicendsobny kofen. Z vyrazu pro =z, jest
jasné, Ze to nastane tenkrat, kdyz vyraz D = b2 — 4ac,
zvany diskriminant rovnice, jest Toven nule.
ato otdzka d4 se viak vidy FeSiti bez znalosti kofenu;
to nyni provedeme ihned dvéma zpusoby.
o) Dle obecné teorie o vicendsobnych kofenech v 2. kapi-
tole bude miti naSe rovnice dvojndsobny kofen, m4.li
ax?® 4 bx 4+ ¢ = 0 a derivace 2ax + b = 0 spoleéné FeSeni.

JeZto druhd rovnice md jen jediné Feleni 2 = — P musi
a

b\? b
S Y e
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t. j. D=05b—4ac=0,
jak jiz vime.

B) Imtruktlvne]m — vzhledem k da,lqlmu —%est ieseni
téZe otdzky pomocf symetrickych funkei. Hledejme takovou
symetrickou funkei, kterd se rovna nule, kdyz oba kofeny
splynou.

(Kdy# ji nalezneme, méme problém ¥cien, nehot dle véty
o symetrickych funkeich lze tuto vyjadriti pomoci &isel @, b, ¢.)

Takovou funkei jest ,skoro” 2, — z,. Tato ale neni
symetrickou, nebot ziameénou indexii zméni znaménko.
Naproti tomu (z, — 2,)? jest symetrickou funkei a rovnd se
nule, kdy? z; == x,. Poéitejme — pamatujice na vlastnosti
koirentt x; -F Xy = — —, 7,2, = L

«a a
(@) — 2p)® = (7) - %) — a2, =
b \? c b? —4ac D
—4 " .
( ) «a a? a®
odtud vidime tedy: Jeli D=0, je z, = 2, a naopak.

Vaimnéte si tizkého vztahu mezi (2, — x,)? a D!

Podrobny rozbor rovnice (*) prenechdvim laskavému
ctendfi.

Cvigeni. 1. ReSte rovnici x2 — (5 + 44) z - (6 4 8) = 0!
[3 + 4¢; 2]

2, Jsou-li koeficienty dané rovnice velikd &isla, volime
misto (*) toto t. zv. goniometrické FeSeni kvadratické

)
rovnice. PiSeme z = -—-i + 2 —e¢. Jei e> 0 a
2a 2a
< —92 wloZme c-—lb : sin? Pak = b
c 3a) polo > o= |5 .sin? g, ak Ty — — 5 -+

b — —sin? lg
4 5,008 7 = 5o (I T cos @) = ;’ , kde ¢ je

a
” cos® L

: . . 4a% : , i
definoviino  vztahem sin?p = —=. Tento vyraz se hodi

b’
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k logaritmovani. Jsou moZnd i jind goniometrickd ¥edeni.
Naleméte né&jaké daldi! Reste rovnici

— 93,7062z 4 1984,74 = 0! [61,3607; 32,3454.]
8. Ukalte, %e rovnice
x? 4+ 2 (b + b)) x + (¢, + dcy) = 0
m4é redlny kofen, kdyZ c,2 — 4b,byc, + 4c¢,b2 = 01
4. Uka¥te: Nutné a postadujici podminka proto, aby oba
kofeny rovnice z% 4 ax 4+ b = 0 mély absolutni hodnotu

rovnou 1 jest: |a| <2, |b| =1, 2 ampla = ampl b.
». Jestlize do rovnice az? + bz + ¢ = 0 dosadime novou
neznamou y vztahem z = my ¥ n (t. zv. linedrni lomenéd
Py + 4

substituce) dostanemc opét kvadratickou rovnici v pro-
m&nné y. Diskriminant této nové rovnice liff so od diskrimi-
nantu pavodni rovnice jen tim, Ze jest ndsobkem tohoto.
Faktorem timérnosti jest vyraz (mq — np)?. JestliZe substituce
jest takové, Ze mg — np = + 1 (t. zv. unimoduldrnfsubsti-
tuce), jsou oba dlskrlmma,nty dokonce stejné. Rikéme pioto,
%o vyraz b? — dac jest invariantem vzhledem k t&mto li-
nedrnim substitucim. Provedte podrobnd!

6. Reste rovnici az® + bz + a = 0! Jakou vlastnost maji
koteny ? [Reciproké rovnice.]

7. DokaZte, Ze mnohoélen 2. stupns, ktery pro = = a, b, ¢
nabyvé po ¥adé hodnot «, f, y, ma tvar

(x—b)(z —¢) r—c¢) (x—a)

+ 8!

Sl gy o S s g gy S
(r—a)(xz—0),
T e Tae—b
(t. zv. kvadraticka interpolace).
8. Rovnice s realnymi koeficienty a kofeny az? 4- bz + =0
da se pohodIng Fefiti také takto. Necht jest s, = z¥ 4 zf
14 (;r!)l i 1
. 8. k41 k+1
alz, | >z, Jest -‘d—l-:“‘—‘—k——}%——— .
8k x4 z, ' 1 ( )

Protoie jo

(%) velmi
oy

) R TR . AL
mald, Presnd lim----- = z). {JeZto lim (=) - 0]
t=w Sk k= xl
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Vypo&teme-li tedy postupnd s,, s, 8, &, . . ., Jze lehece uréiti
hodnotu vé&tdiho z kofentt. Na pf. pro rovnici z?-- 2z — 1
(uZivime Newtonovych vztahd) s, =2, 8, =2, 8, =2.2 +
+2=6, 8,=2.64+2=14, 5 =2.14 4 6 = 34, §; =
=2.341+14=82, 8,=2.82+ 34=198, s, =2.198 +
+ 82 = 478,58, = 2. 478 + 198 = 1154, 9, = 2. 1154 - 478=

= 2786, 8, = 2.2786 + 1154 = 6726. Jost —-2 41421393..
Piesnd hodnota jest 2,41421356... Prod neplatn véta pro rov-

nice s komplexnimi kofeny ? [Neni I%’ < 1, nybri vidy

? = 1. Uvaite na p¥. pfi rovnici 2?2 — 2z 4 2 = 0!

119. Sestrojte rovnici, kterd mé za kofeny k-té6 mocniny kofent
rovnice 22 —2ax 4+ b = 0! [z! — gz + b = 0; 8, md znémy
vyznam.]

Kubicka rovnice. K rovnicim t¥etiho stupné (kubickym)
dospéli matematikové z Setnych geometrickych problému
jako trisekce dhlu, zdvojeni krychle a pod. Geometrické
tlohy vedouci ke kubickym rovnicim jsou pravitkem a kru-
Zitkem obecné nefesitelné. JestliZe se o né pres to pokouseli
matematikové starovéku a stiedovéku, mé to pro dneini
dobu ten vyznam, Ze se rozmohlo péstovani rovnic tfettho
a vy&ifho stupné a poloZen tak zdklad k vystavbé algebry.

a) Diiv ne% piistoupime k FeSeni obecné rovnice tiettho
stupné, bude nutno roziediti tuto specidlni rovnici

2 —1=0. (1)
Rovnici (1) lze psati (z—1). (2> 4 2 + 1)<=0, odkud
— /3 —1—il/g
‘Tl:l’ 2:22—1_;_—11/326, Iaz—.)£=€'2.

Cisla 1, ¢, ¢® predstavuji ndm tietf odmocniny 7z jedné.
Tteti odmocnina z 1 a viibec z kaZzdého éfsla mé tedy tii
hodnoty. Reseni rovnice

2 —a=0 (2)

E
nalezneme tak, Ze si nejdifve pod znakem Va myslime jednu
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docela uréitou hodnotu odmocniny; daldi koteny jsou pak

a8
eVa, 62Va. (Srovnej také s odst. Moivreova poucka v 1. kapi-
tole.)
Rovnicemi tvaru (1) budeme se zabyvati ob§irn& v 5. kapitole.
b) K ieSeni kubické rovnice
Btartart+a=0 3)
existuje velikd fada metod. Uvedeme si dvé typické.
Prvni z nich pochazi od Huddeho.*)
Piedeviim misto x zavedeme novou neznamou y vztahem
!s, r=Y— ia, |
(y— 40 + ay (y — §a)* + a; Ty — §a,) + ag == 0.
Z rovnice vypadne ¢len s ? a zustane rovnice tvaru
¥+ry+q9=0, (3)
kde
p=ay—3a® ¢=ay—jaa,+ y5a,> (4)
Podstatou metody jest nyni, Ze misto jedné nezndmé y
zavedeme nezndmé dvé: u a v vztahem

y=u-+v. (5)
Tedy (ut+vP+put+ov)+g=0,
po tdprave
W+ v+ (Buv + p) (4 + v) + g = 0. 6)

*) Prvni, kdo objevil FfeSeni kubické rovnice byl Scipione
del Ferro (od 1496—1526 prof. v Bologni). Poté se rozpoutal
nep&kny boj o prioritu mezi Geronimem Cardanem (Hiero-
nymus Cardano 1501—1576, Pavia a Rim) a Nicola Tar-
tagliou (1600—1557, Brescia). Cardano uvefejnil prvni svoje
feBeni ve své knize ,,Ars magrne‘‘ (Norimberk, 1545), proto se
mluvi dnes o Cardanov® vzorei.

RozFeeni kubické rovnice bylo na tehdejsi dobu — kdy jesté
neexistovala matematickd symbolika a dnesdnf ,,mluva vzoreh*
— vykon skoro zdzradny. Cardano poméhé si geometrickymi
obrazei, a jefto neznal pfirozend ani imagindrnich &isel, musel
initi razné pFedpoklady o znaménkéch koeficientt a pod.
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JeZto jsme misto jedné nezndmé y zavedli dvé neznamé u, v,
miZeme je$té mezi u a v voliti jeden vztah. Volme u, v
tak, aby bylo
3uv = — p. (7)
Pak ale z (6) plyne
w4 = —q. (8)

7 téchto dvou rovnic vyjde (jako Fedeni kvadratické rovnice)
v = —4g+ VEP + GpP, @ = — ja— VG + G

(anebo obricené s vyménou u3 a »3),
Dile

3

v ==t + Vi@ + (" o
w== /= ta—Vis0* + Gor.

Kazdd z veli¢in (9) jest trojznaénd. Méli bychom tedy
pro y zdanlivé 9 hodnot odpovidajicich viem kombinacim
u, v. Nesmime vSak zapominat, Ze ¢isla (9) maji vyhovovat
(7) a (8) [a %e jsme rovnici (7) béhém poéitdni umocnili].
Musime zjistiti, zda tomu tak jest. Rovnice (8) jest ziejmé
splnéna, at pod odmocninou rozumime kteroukoliv hodnotu
odmocniny.

Dle (7) ma viak byti

l/~ iq -+ V (39 + (qT’)3 V_ ¥4 — V( ‘I)2 + (RP)" =
— P (10)
Na lcvo Htmne vyjde po vyndsobeni nejdiiv jen troj-

znalény vyraz V (3P = V(— Lp)3. Md-li byti tento vyraz
roven pravé strané, musime to zafiditi tak, %e hodnotu od-
mocniny jednoho faktoru v (10) volime libovolné, ale
hodnotu druhého jiz ne libovolné, nybri privé tak,
aby (10) bylo splnéno.

Dle (5) jest pak jedno feSeni rovnice (3')

=T T + 1= —Var T
\ (11
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Jestlize — jak Feceno — jedné odmocniné piisoudime
viechny tfi hodnoty a druhé z odmocnin pak takovou
hodnotu, aby byl splnén vztah (10), jsou dal3f kofeny
— md-li ¢, £ vyznam difve citovany —

eme V= dat Vo T+

| et V—éq—Vm ar
y:,:s?.l/—éq%-vm"r

+ s'.‘f’V— $g—V30* + Gp)

Vzorec (Tl):(l'l') nazyva se C;rda,nova. formule.

Cheeme-li nyni nalézti Fedeni ptivodni rovnice (3), stadi
se vrititi k puvodni proménné ze (4).

Méme
(392 + (q}')n = (7“3 laldz + 44,32 4+ (Yo, — 4a %P =
== 1057 — $8,0,0; — )50yt + a0y + 4400 = — g D,

kde D budeme nazyvati diskriminantem rovnice (1).
Je pak

¥ =—3mn+ V $a, + $a,3, — gay? + 1|/ — 3D +
+ V— 7 + bana, — 5ha® — ’IIUV_ 3D

a analogicky dalsf.

¢) Metoda FeSeni rovnice (3’) byla jednoduch4, ale do znaéné
miry ndhodné. [N&mei maji pro podobné obraty vystiZné
slovo ,,Kunstgriff.]

Systematiéts)di jest metoda pomoci. symetrickych funkei
pochézejici od Lagrange.*) Hledejme totiZ ndjaké jednoduché

*) Joseph Louis Lagrange (1716—1813; pochovin jest
v pafiZském Pantheonu). Jeho Zivot spadé do obdobi fran-
couzské revoluce, znamenajici v d&jinach matematiky horecnou
¢innost pFefetnych znamenitych udencti. Hlavni Lagrangeovy
price tykaji se uZiti infinitesimalniho po&tu v mechanice.
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symetrické funkce kofent rovnice

z® + pr4 qg=0.
Takovou jest na pf. x, + z3 + 7. Pro tu — jeZto chybi &lon
s z? — plati

T+ 2y, + 13 =0.
Podobny vyraz =z, + ex; + £2x;, resp. x; + &'z, + exry neni
symetrickou funkei; zato viak vyrazy !, = (z; + exy + &2z,)°
a ty = (3 + 2y + £2,)®* maji tu vlastnost, Ze se cyklickon*)
zéménou indext vibec neméni.

Pokusime se uréiti jejich hodnotu. Abychom vypoéetli
hodnoty ¢, a ¢, jako funkce koeficientl p, g, nalezndme kvadra-
tickou rovnici tvaru

4 bt 4+ by =0,
které t1 a t, vyhovuji. Pro koeficient b, méamo

—b1 (z, + £, + ¢ :1:3)” + (2y + e2xy + exp)® = x,3 + :t, +
+ :c, + 3e (x,2xq + x4 z, + Zy 2x,) + 3e? (wlxy + xmix, -
+ zgix,) + bxﬁ"z’s + =’ + o + 3 + 3e (a0, + wiwy +
+ zlx)) + 3¢ (rlxy + wlxy + xa”zs) + 6x,myxy.
(UZivdme vztahlie® = 1, ¢* = ¢, ¢® = £2.) Je#toze? + ¢ + 1=0
plyne g2 4 ¢ = — 1, mé,me .

—b =2 (x® + 3’ + x0) — 3 (wizy + By 4 iy

+ z23y + xi2;, + xPix,) + 12z 252,

Pfidéme a uberemo &len ,® + z,® + z,® a 6z,2,2, & mame:

— b, = 3(x3 + 2 + 2®) — (2, + @ + 73)° + 18z 7,475,
Dle Newtonovych vzorct na str. 35 jest 83 = 23 4+ z,° + = =
= — 3g, tedy

—b, = — 99— 0— 18§ = — 27q.
Dale
by =t .ty = (x;, + exy3 + 33)2 (2, 1 €225 + £x,)?

= [ + % + 2’ — 5% — 717 — 2] = (2,

+ 7y + 3) — 3 (7% + Ty + 733) P = [— Ip]?

= — 27pd.

(12)

b+

Jeho préace v algebfe, smé&Fujici k FeSeni rovnic, pochédzeji z let
1770—71. Lagrange sestrojuje jisté vyrazy kofent a vysSetfuje
jejich vlastnosti vzhledem k permutacim indexi. Zavadi pojem
resolventy atd. Tyto prédce jsou prvnim stupndm k dosaZenf
vysledki pochdzejicich teprve od Abela a E. Galoise.

*) T. j. piSeme-li na pf. misto z; koFen z, a pak misto z,
kofen x; a misto ¢, kofen z,.
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Tedy -

] 2+ 27_/__/_21;0a =+ 0.
Tuto rovnici nmyvame kvadratickou resolventou ku-
bické rovnice. Dovedeme-li toti# rozfeSiti tuto rovnici,

mame —— jak ihned uvidime -— FeSonu i pavodni rovnici.
Jest

= 27[-4q- - V(GO* + (2],

ty = 27[— .:q + V3a)® F (3pP1*)
Méme tedy tFi rovnice

T - &y - 1:,-—0

@ -+ oexy + &lay = th (13)

z, + 22y + &7y = Vt,.

Jefto — jak jsme v (12) vypoletli — je *(z, -+ exy, + elxy) .
. (zy + €?zy + ex3) = — 3p, musime rozumét odmocninam
v (13) opét tak, Ze si zvolime jen takové jejich hodnoty, aby
souéin byl (— 3p).

Vzhledem ke vztahu e’ - & - I = 0 dostanemo scntamm
rovnic (13)

3 a9
=1} (th + Vt:)-
Nésobime-li (13) po fadd 1, ¢, €%, nebo 1, &2, ¢ a stitdmo, mame
3 8
Ty =} (& ytn : Evtn):
Ty =} ( thl - e’Vt.),
co% jsou Cardanovy formule.
d) Chceme nyni provésti diskusi ziskanych vysledki.

e s T

UvaZujme vyraz
D= —108[(}q)* + (4p) = — (27" + 4p°),
ktery jsme nazvali diskriminantem rovnice (3’).
UkédZeme, Ze jest
D = [(yy — ¥2) (4r— ¥s) (Y2 — ?/3}]2- (14)
Abychom to dokézali, stadi dosaditi:

*) PFimym vypoftem se piesvéddime, Ze jsme volili zna-
ménka spravné,
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Yy =1uF v, Yy = ue + ved, Yy = ue? + ve,
e=4(—1+idl3); =3¢ 1—d3); 1 -e=3—4i3;
Tt =3 |- 16)/3: 6 — o2 = i'3,

— s =3 (A o)== ifF 4 (- 0),

Yy g = 3 (0 |- 7) |- il/ﬁ'. L (e —-v),

(51— Yl - Ya) = B (& - 0 b wp), yy- - Yo = i}/ (w—w),
Uy — v2) (Y=~ 1a) (Y2 = ya)P* = — 27 (u® - - &%) = -~ (27¢* +

+ 4p3), c. b. d.

Dosavadni vysledky platily pro kubickou rovnici s libo-
volnymi koeficienty. Nyni pitcdpokliadejme, Ze p a ¢ jsou
éisla redlna.

Plati: Jestlize pro diskriminant kubické rovnice
s redlnymi koeficienty je D >0, md rovnice tFi
kofeny redlné; je-li D=0, ma rovnice tfi kofeny
realné, které vSak nejsou vesmcés ruzné. Je-li D<C0,
mé rovnice jeden kofen redlny a jeden pdr kofent
komplexnich sdruzenych.

Diakaz: Ze (14) plyne:

o) Jdsou-li y,, ¥, y; realné a navzijem razné, jest D
jako ¢tverec realnc¢ho éisla kladny.

B) Jsou-li kofeny ¥,, y,, ¥y, navzijem razné a existuje-li
par komplexnich sdruzenych kofenti, necht’ jest to y, a y,.
Vyraz (3, — y,)® jest pak zdporny, ale (y; — 11)* (4 — %2)*
jakoZto sou¢in dvou komplexnich sdruZenych ¢éisel jest
kladny. Tedy D << 0

y) de-li D= jak vime — (alespon) dvoj-
nansobny koten; ten ]eﬂt ovéem realny, a jezto komplexni
kofeny vystupuji jen v péarech, musi byti i tieti koren
redlny.

0) CardanGv vzorec poddva feseni kubické rovnice v ne-

vhodném tvaru, a to ze dvon diavodu. '

a) Rovnice ¢/* — iy + 4 == 0 ma — jak patrno na prvni
pohled — koten y == 1. Car(lmuv vzorec vsak divi

| [
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L)

Jest oviem I/T'2 + H/— Y=14 %V— 7 — jak se
piesvédéime umocnénim na tfeti — takZe tipravou dosta-
vime y = 1; v takovémto pifpadé jest viak lépe hledati
raciondlni kofeny zkusmo.

p) Jestlize D = — 4p% — 27¢% > 0 (to je moiné jen pro
-p << 0), ma rovnice 3 redlné kofeny. Cardantiv vzorec po-
dava je vBak ve tvaru komplexnim. To zdd se byti
oklikou, kterou by bylo lépe obejiti. Kdybychom chtéli tyto
komplexni veli¢éiny odstraniti, t. j. tfeti odmocniny kom-
plexnich ¢isel, které jsou v Cardanové formuli, uvésti na
tvar komplexniho ¢fsla A 4+ Bi, zjistili bychom, Ze velidiny
4, B musi vyhovovati uplné stejné rovnici, jako byla
rovnice dand. Kofeny rovnice pro 4 byly by redlné, take
ve vyraze pro 4 by vystupovaly opét komplexni veli¢iny.
Proto byl tento piipad nazvin ,,casus irreducibilis.

Da se dokézati, Ze neexistuje Zddny tvar algebraického
FeSeni*) rovnic 3. stupnd s tfemi redlnymi kofeny, "ktery
by operoval jen realnymi éisly a Ze tedy objeveni se komplexnich
velidin neni disledkem nevhodné veleného postupu FeSeni.

f} V piipadé D > 0 pomahdme si proto jednodude t. zv.
FeSenim goniometrickym.

Je-li D= —4p® —27¢* >0, musi p < 0. PoloZme ve
vzorci
3 9.
y= V— s+ VGo® + GrP + V— s — VP + Gpp®
—lg=ocosp,

V=G —GpP =¢sing,
(to lze, nebot D > 0). Odtud

o=Ji—kpF>0

oS (p == — ;)q- mm — —,,.g_::.
e 2)/(— pp
*) T. j. (zhruba Fedeno) pomoci odmocnin. Prosny vyklad

viz str. 74.
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B 3
Je  y= ]/g (cosp 4+ ising) + VE‘ (cos ¢ — i sin g).
(Pfi tom musi sou¢in obou odmocnin byti, jako vidy, — 4p.)
Dle Moivreovy pouc¢ky v 1. kapitole je

V§E~E¥W=i/g [cos § (@4 2kn) + isin § (¢ - 2kn)] =
== V— sp[cos § (¢ + 2km) + isin } (¢ -+ 2km)).

Stejne

Vg(c—o.ﬁ»—;iisiinqj)' V; 5}; [cos §{p+ 2km)—isin §(p+ 2kn)].

Aby souéin byl (— §p), stadi

vziti v obou vyrazech totéz éislo
4 k. Jest tedy pro k= 0,1, 2:

Yy == 2V— Lp . cos i,
Yy = 2]/— ;;}!‘l’ .cos § (p + 2n),

Yy o= 2]/;_.,", p.cos } (¢ 4 4n).
(15)

X
Také pro D< 0 lze odvo-
diti FeSeni goniometrické; nenf
Obr. 4. viek jiz tak jednoduché.

Poznamka. Goniometrické teSeni ukazuje, Ze FoSeni kubické
rovnice Gzce souvisi s ulohou rozdséliti thel na t¥i dily. Poznamo
to pfimo takto: Z goniomotrie je zndmy vztah

4 cos? 1& -~ 3 cos & = cos B,
PoloZme
x = 2cos }¥, pak ¥ -3z — 2cos ¥ = 0.

Rozdéliti Ghel na t¥i dily znamené nalézti velidinu z, je-li déno
cos #. (Viz obr. 4.) JeZto pro z jsme dostali rovnici 3. stupns,
dé se dokézati, Ze ji lze FeSiti pomoci druhych odmocnin jen
pro n&které specidalni hodnoty #. Jest proto trisekce
tthlu pravitkem a kruZitkem obecné nefesitelnd.*)

*) Bliz8i vyklad viz v knize: VI. Knichal: Konstrukce pra-
vitkem a kruZitkem, (vyjde nékl. JOMF).
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Cviéeni. 1. Redte rovnice:

&) 22 — 3z — 3 = (0. [1,568,...]

f) =* + 7z + 3 =0. [—0,4181286; 0,200064 {+ 2,67042i.]

y) 2 + 38z + 2 = 0. [— 0,5961;.. ]_

8) @ — 9 — 28 = 0. [4; — 2 + i3]

2. UkaZte dle odstavee e) neupotfebitelnost Cardanova
vzorce v pFikladech:

«) 22 4+ x4 10 = 0.

B+ 22—3=0.

y) 2® —dx— 3 = 0.

d) 28— x—6=0.

8. Redte 29— 3z — 2 = 0! [x, — 2, x,, = — 1.]

4. Redte rovnici z® — 6x3 + 1lz — 6 = 0, vite-li, e mezi
T; & x4 plati vztah x, = 7,2 + z, + 1.

[Névod: Dosazenim za z, do pavodni rovnice jest z,* + 3z,5°—
— b5z — x,? + 2z, = 0. époleény délitel. tohoto vyrazu a pi-
vodni rovnice jest , — 1. Jest pak z; = 1, 23 = 8, x, = 2

8. Jest dén mnohoflen f(z) = z® + z? — 2 majici koFeny
1, &, f. Naleznéte mnohoélen ¢(z) druhého stupns, ktery pkFi
x = 1 jeroven 1, pfi £ = & nabyvd hodnoty § a pFi £ = f na-
byva hodnoty o! [@p(z) = } (42* + 3z — 2).]

6. DokaZte: Maji-li koFeny rovmice

az® + 0,7 + ayx + a; = 0 ™
tvofiti aritmetickou *adu, musi
2a,® — 9aya,a, + 27a,042 = 0.

[Navod. Dosadte za z do (*) z, — d, z,, x, + d. Ze vzniklych
t¥i rovnic eliminujte dv& nezndamé z,, d!] [Lze také dokézat1 Ze
vyraz na levé stran€ jest roven soudinu (x, — 2z, + T,).
Ty — 224 4 ;) . (3 — 2@, + x,), z &ehoZ plyne okamZitd
jiny dikaz.)

7. DokaZte, %e a,®.a;s— a,.a,® = 0 je postadujici podmin-
kou, aby rovnice (*) méla kofeny, tvolici geometrickou Fadu.

8. Budiz 2a,® — 9a0,a,a, + 27a,a,2 = 0. Pak jeden kofFen.
rovniee (*) jest harmonickym primérem obou dalsich. DokaZte!

9, Aby rovnice (*) méla dva koFeny stejné absolutni hodnoty,
ale opaéného znaménka, musi platiti

a,as — a,a, = 0. DokaZte!
[Navod. Rovnici musi hovéti — z; ob& rovnice seéteme a ode-
¢teme a eliminujeme proménnou z2.]
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10. DokazZte, %c tyto geometrické tlohy vedou na kubické
rovnice nerozloZitelné ve dvé &dsti s raciondlnimi koe-
ficienty (e jsou tedy pravitkemm a kruZitkem obeend nefe-
Sitelny):

o) Sestrojiti rovnoramenny trojihelnik, je-li dano: obvod 2s
polomé&r kruZnice vepsané o.

B) Bestrojiti obecny trojthelnik, ddno-li wu,, u, u,.

y) Sestrojiti rovnoramenny trojhholnik, déno-li r, P.

11, ReSeni kubické rovnice lze provésti také tak, Ze do
rovnice

agx® — 3, 2? + Bapx - az =0

ny—-2

dosadime ¥y substituci x = r® volime n o A tak, aby

rovnice piesla na tvar y3 — A = 0. UkaZte, Zo k tomu nutno
a stadi zvoliti za 1 a g kofeny kvadratické rovnico
2
Uylty — (1, a,ttg — 4,
22 %% 1“4y 1% )

2 ; = 0!
gty — R

Rovnice &vrtého stupnd. Refeni a diskusi rovnic
étvrtého stupné nebudeme provadéti jiz tak detailné jako
u rovnice 3. stupné, jeito metody vySetfovani jsou skoro
stejné. Na nékterych mistech uvedeme jen vysledky.

a) Prvni metoda k feSeni rovnice
2t 4+ a1 4 a2 + agx 4+ 0y =0 (19
jest Eulerova*) modifikace metody Huddeovy.**)

*) Leonhard Euler (nar. v Basileji r. 1707). Jeho otec,
reform. faral byl Zékem slavnéhe J. Bernoulliho. Byl proto
prvnim uéitelem svého syna. Euler jiZ v 23 letech byl élenem
petrohradské Akademie, pozdéji Feditelem berlinské Akademie.
Od r. 1735 byl slepy na jedno oko; v r. 1766 dokonce oslepl
iplné. Prece vsak nepfestival pracovati a své prace aZ do r. 1783,
kdy zemfel, diktoval. Euler byl posledni matematik viestranné
éinny. Jeho prace v integralnim poétu, v teorii &isel, v trigono-
metrii, v teorii kfivek, hlavné vSak v nauce o Fadéch jsou
zdkladem, na némZ spoéivé velikd &¢ast dneSni matematiky.
Nemaléd jest také zasluha Eulerova, Ze zavedl definitivni
symboliku, nézvoslovi a oznadovani matematickych veliéin
(Jako e, =, 7, kombinaéni ¢&isla atd.). Vydal veliky poéet praci,
psanych velmi jasn® a srozumitelns.
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T a ; .
Substituci x = y—zl odstranime ¢len s 23 Bude

11 2 .
Y+rytqytr=0, (1)
k¢ p == ay— a2,
q == 0a3— éa’la’2 + 'araqu:
= — 1 a.2q. — . 3_.q.4
J—_\(ff‘.,__,,_}_qla"_'_ 1602 — g3t
Dosadme misto jedné neznimé y tii nezndmé wu, v, w,
vztahem

2y=u+ov+w

Pamatujme pii tom, Ze miame pak jesté k dispgsici dva
vztahy mezi u, v, w, které si muiZeme voliti vhodnym
zpasobem. Poéitejme

4y? = u? + v + w? + 2 (wv + uw + vw),
16y == (u® + v® + w?)? 4 4 (u? + v2 4 w?) (uv + vw -+ wu) -
+ 4 (u*v? 4 v2w? + wu?) + Buvw (u + v + w).
Dosadme do (1) ndsobené 16; je
(0% - v* + w?)? 4 4 (wv 4 vw + wu) (u® + 02+ w* 4 2p) +
+ 4p (0t v  + w?) 4 B (uvw + ¢) (w + v+ w) +

+ 4 (uP? + v*u? + wPw?) 4 16r = 0. (2)

Za dva volitelné vztahy vezmeme
w4 vt wt=—2p, 7 (3)
uow = —gq. - @)

Z rovnice (2) zustava po dosazeni
uv? 4 vw? + v = pt—4r, (5)

[J. Bernoulli, o kterém se vpfedu zmifiujeme, byl jednim
v Clent proslavené matematické rodiny Bernoullia (1654 aZ
18¢3), z které pochézi neménd nez 11 znamenitych matematiki.
Rodina ta pochdzela pavodnd z Antverp; pronédsledovéna z na-
hoZenskych davodi uchylila se viak do Basileje. Clenové této
rodiny byli profesory na universitdch v Basileji, Groningéch,
Padové atd.]

**) Prvni nalezl FeSeni rovnico étvrtého stupné Luigi Ferrari
(1522—1565, Bologna, Mildn), Zdk Cardantv. ’

4% 51



Umocnime-li (4) na druhou
wviw? = ¢ (6)
Vztahy (3), (5), (6) ukazuji, Ze veliGiny «2, v2, w? jsou kofeny
rovnice ttetiho stupné
B4 2p82 -+ (p2P—4r)t— g2 = 0. (7)

Tuto rovnici nazyvdme kubickou resolventou bikvadra-
tické rovnice (1). Necht jcji koFeny jsou ¢ ¢, ¢, pak

u:VZ, v:l/g, wzvg.

Znaménka odmocnin nejsou oviem zcela libovolnd, nebot

dle (4) musi*)
Vi Ve . Vs = —q, (8)
t. j. u dvou lze voliti znaménka libovolné, znaménko tieti

jest pak vztahem (8) jednoznaéné uréeno. Dostivame pak
4 kofeny, které lze psiti ve tvaru

2y, = Vl—l =+ Vt_2 + Vg

2y, —= V‘x - Vtz - Vta

2y = — V‘1 + Vtz - Vt:; {9)

2y, =— th —Vtz + Vta-
Ve vsech étyfech vyrazech maji pfislusné odmocniny tyz
pevny vyznam, stanoveny ve shodé s (8). Kdybychom
volili jinou trojici hodnot odmocnin, ale tak, aby (8) zistalo
zachovéno, dostali bychom tytéz koreny, ale v prehdzeném
poiadi. ‘

b) Diskusi bikvadratické rovnice s redlnymi koefi-
cienty jen naznacime (v pripadé, Ze ¢, I,, t3 jsou navzajem
rizné). Jeito ze (7) plyne t, . t,.t; = ¢® (coZ je nezaporné),
jsou mozny jen tyto t¥i pripady.

&) b, by, ty jsou redlnd, nezdpornd cisla; pak mé (1) 4
realné koteny.

*) Nesmime opét zapomenout, %e jsme (4) umoenili,
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B) t, redlné, nezdporné, i,, t; redlné, zdporné. Z (9) plyne,
ze viechny kofeny jsou pak komplexni, a to y, sdruzené
$ Yy, Yy 8druzené s y,.

y) Resolventa m4 dva kofeny komplexni sdruZené na pi.
!y a ly, a redlny nezdporny kofen #,. Hodnoty odmocnin
volme tak, aby Vg a Va byly komplexni sdruZené. Pak
kofeny z, a x, jsou reidlné, xz; a x, komplexni sdruzené.

Ktery z uvedenych pripadi nastane, zdvisi pouze na
diskriminantu rovnice (1). Diskriminantem rovnice (1)
nazyvame vyraz

D= [(11—%) (h—) (h—y) (a—s) (%a—¥4) (15— ¥
Je to symetrickd funkce kofeni rovnice (1) a lze ji tedy
vyjadiiti pomoci veliéin p, g, . Po dlouhém vypodtu vyjde:

D = 16p% — 4p3%¢® — 128p%% + M44prg® 4+ 2567 — 27¢%

VjIpoétem se presvédtime, Ze diskriminanty rovnice (1)
a jeji resolventy (7) jsou stejné.

Odtud nalezneme thned (uZivajice znamych vysledki o ku-
bické rovnici);

Je-li D < 0, mé rovnice (1) 2 kofeny realné a 2 komplexni
sdruZené.

Je-li D> 0 a plati p < 0, p2— 4r > 0, ma (1) 4 kofeny
realné, jinak 2 pary kofentt komplexnich sdruZenych.

Je-li D = 0, mé (1) vicendsobny kofFen.

¢) Rovnici

2t 4+ a® + a2’ + ayx +a, =0

lze FeSiti mnoha daliimi zpisoby. Matematicky jest opét
nejcennéjdi metoda analogickd metodé Lagrangeove,
o které jsme mluvili u kubické rovnice. Hleddme takovou
funkei kofeni, kterd nenf sice symetrickd, ale viemi permu-
tacemi ¢tyf indexti pfechdzi v méné ne% 4 jiné funkce.
Na pi. ma Zddanou vlastnost trojice

b = 2,7y + 237y,
lo = 2,25 + Xy, (10)
ly == 2,x4 + Xpog.
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Kazdy z téchto vyrazit ma tu vlastnost, Ze kteroukoliv
ze 4! = 24 permutaci 4 indexua 1, 2, 3, 4 bud se viabec ne-
zméni, anebo prejde v nékterou z druhvech dvou. To tedy
znamend, Ze vyrazy

bt by A g byly - by - toly, Gl (Ih)

jsou symetrickymi funkcemi koteni 2, 2,, 25, 2,. Dovedeme
je tedy (po jisté poétarské ndmaze oviem) vvjiadiiti pomoci
veli¢in a,, a,, a,, a,. Pak ale dovedeme také napsati ihned
kubickou rovnici (resolventu), ktera ma cisla 4, 4, 1y 7a
kofeny. Podrobnym vy¥poétem vyjde

3 2 _ — (a.2a., — a2y —

P —a,? - (aay —da) | — (ala, — daa, - a,2) — 0.
Tuto rovnici Festme, ¢im7 nalezneme hodnoty 4, ¢, £,. Dal3i
postup je pak jednoduchy¥, nebot’ na pi. z rovnie

Xy | orgrg =
FONE P A P

lze urciti a,x, a 2,2, Stejné @z, Xa¥y 22y, 2,25 Konee
vypoltu jest pak zcela elementirni. Nutno oviem dditi
pozor na vhodné kombinace znamének u odmoenin a
pod.
Funkei vinstnosti (10) existuje ovEem vice. UZivajice na

pi. systém

I T R MR ) LA

by = (&, @y A @y 2y

ly = (@)~ &y - - @y |- )
dostali bychom v podstaté FoSeni odstavee ).

d) Uvedeme jedtd jednu velmi pFirozenou metodn. Poku-

sime se totiZ levou stranu bikvadratické rovnice - kterou
piseme s koeficienty pon&kud upravenymi v tvaru

gzt 4 4a,2% - Ba,x? + 4a,x |- a, (12)
— rozloZiti nn souéin dvou kvadreatickyeh trojélent

(2% + 2pz +- q) . (#* - 2pyx + qy). (13)

Podafi-li se nam nalézti p. q. p;, q;, lze rovnici povaZzovali za
Fefenou. Srovnénim koceficienttt u stejnyeh mocenin a0 v (12)
a (12) dostavame
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a ay
D4 p=2 _!, + = 2 ,
P+ @, Pq T+ Py ay

a a,
g+ @+ 4ppy = 62, g¢q, ==
dy a,
7 t¥eti rovnice
ay 1 ] L 2a2
a PP = (‘] Fa o
Zavedeme novou neznamou ¢
a. «,
t=52"_7’?’1:_('l 1 ¢—-2 n)
o

Ze Gyt pavodnich rovnie cheeme vylouditi p, p,. ¢, ¢, & zavésti
tam .

To se nam jednodude podafi timto umé&lym obratem:
Vypoétdme si velidiny: ’

2 _
Pt Pt = (p - py)t— 2ppy = 2 4 2, DU G

2a,\ 2
@+t~ (g4 9 —20q = (4¢ + —o') —2%,
(Pg -~ p)® = (Pqy - P19 — 4PP1a = 4__ +4 (

(g + ) =@ +p) e+ q) — (P, + P9 = (8 14

20,05 — @@,
a dosadme do identity
(P + 2?) (¢ + @*) = (Pn — P10)® + (Pg + P}
dostévdme po Gprave
4a3t® — ay (agay -+ 3a® — 4a,a4) t -

+ (aptgay + 20,0405 — ag? — ay%a, — ay®) = 0.
Oznadme

I = agay + 3u,® — daa,,

J = ayasty + 20,0405 — gy — ay2a, — agd.
Kubickd resolventa jest potom

4a2 — agdt + J = 0. (14)°



Nalezneme-li n&jaky koFen ¢, této rovnice, jost

a 2a.
P+p=2_1 g+ q =4+
@ ’ * v « ‘
_ 2 _ = 4,
PPy = o L 99 P

Odtud uréime tedy p, py, ¢, ¢,, ¢imZ tloha jo FeSena.
Jest jasné, Ze pro ¢ musela vyjiti kubickd rovnice. Myslime-li
si toti%z rozklad (12) v koFenové &initele
Ay (x— ) (T — 3} . (T —-aq) . (2 )
jsou myslitelny t¥i kombinace, a to
(0 -—x)) (2— x,) 0 (& — 25) (¢ — x).
(€ —2y) (£ — &) (2 ——xp) (¥ -~ 2,),
(€ — ;) (£ —— xg) 0 (2 — Ty) (T -— xy). ‘

Cviteni. 1. ReSte rovnici x*— 32 + 6x2 — 3z |- 5 = 0,
vite-li, Ze jeden koFen jest (—4)! [4; 4 (3 -k il/ll).’l
- 2. Vite-li, Ze koFeny rovnice

ot — 2112% + 89422 — 85z 4 16 =0
tvoFi geometrickou fadu, naleznéte je! [4; 1; 4; 16.]

8. Reste rovnici =% — 72® 4- 1722 — 172 + 6 = 0, vite-li,
Ze soudet dvou kofent jest 4.

[Navod: JeZto z, = 4 — z;, dosadime-li z, do pavodnl(
rovnice, mame rovnici 4 — 93 + 29z,2— 39z, + 18 = 0.
Tato a pavodni rovnice maji spoletného délitele x; — 1; tedy
z, =1 a x; = 3. Dalsi kofeny FelSenim kvadratické rovnice.]

4. Naleznéte podminku, aby rovnice

agxrt + a,x® + a2 -+ ayx + a, = 0
méla dva koFeny stejné absolutni hodnoty, ale opacného zna-
ménka. [Navod: viz pi. 9, str. 49. Vysledek agr,2 — aya.a, +
+ a,%a, = 0.]
a. Je-li .

16a4 —— 24a41,2a, |- Baaay - agdag = 0,
ma rovhice

aogxt + 4a,x® + 6ayx? + 4azx - @ = 0 (**)
jeden koFen, ktery jest roven soudtu viech zbyvajicich. DokaZte!

8. Je-li 3a,* — 6aya,’a; + 4day’a,ay — ay?a, = 0, ma rovnice
(**) jeden kofen, ktery jest roven aritmetickému priméru
zbyvajicich t¥i. DokaZtc!
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7. Cty¥i koFeny rovnice (**) tvofi harmonickou &tvefinu,
kdyZz . :
Gy35* + 1%, + @ — ag,8, — 20,0405 = 0.

DokaZte!
[Navod: Cty¥i &isla z,, 24, x5, @, tvoFi harmonickou &tvefinu
(v tomto po¥adi), je-li D% BT B ) Tato podminka
Ty — Xy Ey-— T,
kombinovéna s podminkami (1) na str. 30 3. kapitoly, po
vyloudeni z;, z,, x5, x,, dd4 hledany vztah. Jinak lze ziskati ty%
vysledek, vyjadfime-li soudin Hyg.,, . Hy,e - Hyg.5, kde na pi.
Haga = (2 — @) (g — @) -+ (- &5} (xg 7y),
pomoci koeficientti dané rovnice. ]

8. DokaZte: Mé-li rovnice z¢ + axd 4+ bx? 4 cx 4-d =0

koteny tvofFici aritmetickou Fadu, jest nutnd
ad-—4ab 4 8¢ = 0,
114 — 8a2b — 14402 + 1600d = 0.

9. Vyrazy I a J zavedené v textu jsou invarianty (viz
pE. 5 u kvadratické rovnice) polynomu (11). DokaZte to, alespori
pro I!

10. UtZivajice vztahu mezi diskriminantem rovnice a jeji
resolventy, dokaZte z (14), Ze diskriminant polynomu (12),.
D a invarianty I, J jsou vazény relaci

D = 16,8 (2772 — I%).
11. Ma-li bikvadratickd rovnice (12) t¥i kofeny stejné, jest
I =0 a J = 0. DokaZte!

12. Rovnici z! + 6¢y,z? + 4cgr + ¢, = 0 lze FeSiti také tak,
Ze zavedeme novou neznamou z = uy + 4, pfi ¢emZ volime
o a 4 tak, aby rovnice piedla v reciprokou.

Pro 1 a 1 dostaviame pak rovnice
1
2= T (2% 4 3ey 4 - ),

—- 20,47 4 (9cg® — 6g) A2 |- Beyegd + 02 = 0,

tak¥e jest FeSeni prevedeno na Fefeni rovnic niZifho stupné.
DokatZte!
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5. N&které zvla&tnf typy rovnic.

Rovnice pro d&leni kruhu. Zajimavym a dilefitym
typem rovnic jest rovnice tvaru

art-- 1 =), (1)

"
Refenim této rovnice jest x V]. Vime z Moivreovy po-
ucky (str. 9), Ze n-td odmocnina z kazdého komplexniho
¢isle ma » hodnot a plati vzorec

n

[ 4 2k .. g+ 2kn
l/(‘os ¢ 4 1 sin g - cos f'(-—l o —+ ¢ sin u—n’
] n

(k==1,2,..., n).

Jeito 1 = cos 0 - isin 0, dosadime sem ¢ = 0 a mame
ilmed :

2kn 2kn
xz=cos— -k isin —, (b=:1,2,...,n).
n n
2n 2n
Ozna¢me prvni kofen cos — -} i sin — = &.
n n

Dle Moivreovy poucky jest

2ak . . 2#k 2. . 2m\F '
COs-——- | 18in-— == |cos — 4+ i 8in — | == ¢¥;
n n \ n n

tedy: Rada ¢isel

2 . . 2n
& omeos— b isin —, ¢ 6 L e et =1 (2)
n "

predstavuje viecky kofeny dané rovnice (1).
Nalezenim koient dané rovnice v goniometrickém
tvaru jsme tlohu v jistém smérn dplné roziesili.
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0 v . ] » ’ * y v 2
Viimnéme si nyni geometrického vyznamu fedent (2).

: 2
Abychom v komplexni roviné nalezli bod ¢ = cos%E —+

.. 2n . .. .
+4- i sin ==, sestrojime kruznici o poloméru r =1 a roz-
n

délime jeji obvod na n-stejnych dila. Bod A prislusejici

2 2 2
tihlu =2 predstavuje ¢islo cos Tn + ¢sin 77: = ¢ Bod B
n

\A)

PRI n . - I 4 . . 4nm
piisludejicf thln — piedstavuje éislo cos — 4 isin— = ¢
n n n

atd.
y

Vidime tedy, Ze FeSiti tov- —
nici (1) neznamend geome-
tricky nic jiného, ne% rozdé-
liti plny dhel na n stejnych
dila [anebo — coZ je totér —

sestrojiti pravidelny =- . on
tithelnik vepsany do krui- Sy
X

nice].

Odtud pochdzi ndzev uve-
deny v nadpisu, Obr. 5.

Goniometrické FeSeni nds viak uplnd neuspokojuje. Zajimi
nas Feseni algobraické,*) t. j. takové, kde kofeny méme
vyjédteny jon pomoci odmocnin, bez goniometrickych funkei.

Na pf. pro rovnici 2° —~ 1 = 0 jsme nalezli #;, = 1, x5, =
=1(—1+ iv3). Resme jests rovnici =8 — 1 = 0. Po dé&leni
kofenovym ¢&initelem z — 1 lze psati

2+ 2422 +c+1=0,

x? + ],, TP
x? x

, . 1
Dosadime-li 2 + — = y, mame
z

*) Presny vyklad pojmu algebraické FeSitelnosti jest podan
na str. 74,
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) !/2—2+y+1=07
y1:=%(—1il/§)r

1 .
odkud po dosazeni do z 4 z = Ve Feseni kvadratické rovnice:

Ty = (—1% Vg‘i- V~— 10 F 2|/5),
Ty =} (—1 % VE_MV — 10 + 21/5—)

Vhodnym obratem lze fFeSiti nékolik prvnich rovnic,
na pi, také 27— 1 =0 atd. Gaussovi**) se podatilo
divtipnym zpusobem nalézti obecnou metodu k teSeni
takovych rovnic. Dokdzal tim, Ze obecnd rovnice typu (1)
jest vidy algebraicky felitelnd. Jeho vysledky na
tomto poli byly rozhodujici duleZitosti pro dalsi vyvoj
nauky o rovnicich.

Gauss zdroven dokdzal, Zze kofeny této rovnice lze vy-
jadiiti pomoci druhych odmocnin jenom tenkrite,
je-li n ¢islo slozené z libovolné mocniny 2* a prvocéisel
tvar 28 + 1, pii éemZ kazdé z nich smi vystupovati jen
v prvni mocniné.

(3)

Jezto kruZitkem a pravitkem lze sestrojiti jen takové

**) Karel Bedfich ({auss byl vidéim duchem matematic-
kym poéatkem 19. stoleti (nar. 30. dubna 1777 v Brundviku,
zemFel 23. tinora 1855 v Gotinkach). Jeho vdestranny duch
zasahl hluboko do v8ech odvétvi matematiky a astronomie,
fysiky i geodesie. Gauss vynikl svou obsahlosti a koncepci
daleko nad své soudasniky. At v Ciselné teorii a algeb¥e, nebo
v teorii magnetismu, nebo v otdzkdch nebeské mechaniky,
viude jsou Gaussovy price zékladem dal§iho vyvoje. Roku 1801
vydal syoje proslavené dilo ,,Disquisitiones arithmeticace'"
—- vrchol tehdejsi &isté matematiky. Gaussovi patii také za-
‘shuha, Ze zavedl &isla imagindrni, dokéazal prvni fundamentalni
vétu, Fadu vét z teorie ploch atd. Jeho objevy v teorii rovnic
pro dé&leni kruhu mély nesmirny vyznam pro celé dalsi stoloti.
Gauss byl si také védom jejich ceny. Riké so, Ze jako si kdysi
ptal Archimedes, aby na jeho nahrobnim kameni byl vilec
s kouli, tak i Gauss si pfal, aby na jeho nahrobnim kameni byl
zv&&nén sedmnactitthelnik — kterého se tyka jedno z jeho
vrcholnych dé&l.
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obecné algebraické vyrazy, v kterych se vyskytuji jen druhé
odmocniny, znameni to, Ze kruiitkem a pravitkem
lze sestrojiti jen takové pravidelné mnohothelniky, jejichz
pocet stran mé shora vytéenou vlastnost.

Specidlné pro mnohoihelniky o prvodiselném podtu
stran p, mus{

p=2F1 1.
Toto ¢islo muZe byti prvoéislem — jak sc Ichee zjisti —
jenom tenkrite, kdyz k = 2%, tedy

p=22" 41 ;

Pro 4=0,1,2,3,4 midme prvoéisla p =3, 5, 17, 257,
65537. Pro 1 =5 viak cislo 4294 967 297 jest — jak
Euler ukdzal — délitelné é&fslem 641 a tedy neni prvo-
¢islem.*) Nevime, zda existuji je§té vibec dalsi prvoéisla
tohoto tvaru,

Z napsanych ¢isel vyplyvd, Ze pravidelny 5-uhelnik
a 17-thelnik lze pravitkem a kruZitkem sestrojiti, ne vsak
na pf. pravidelny 7-uhelnik. Dalsi pravitkem a kruzitkem
konstruovatelny mnohouhelnik mé 257 stran.

Konstrukce pravidelného p8titihelnika byla zndama jiZ v sta-

rovdku. Je zajimavé, Ze sedmnéctitihelnik sestrojil prvni teprve
Gauss a to a¥ tehdy, kdyZ jiZ znal FeSeni rovnice 17 — 1 = 0.

Cvigeni. 1. DokaZte:
l+e+et4...+e" =0

2. Dokaite, je-li w tfetim koFenem z jedné jest
(x + vy + w2) (x + 0¥y + w2) = x® + y? 4+ 22— 2y — T2—Y2!

8. Redeni rovnice 27 — 1 = 0 lze prevésti na Fedeni téchto
dvou rovnic po sob&

¥+ yr—2y--1=0,
2 —yx 4 1 = 0.

DokaZte!

*) Euler tak také vyvrétil hypotetické tvrzeni Fermatovo
(1601—1665), %e viechna é&isla tvaru 924 + 1 jsou prvotisla.
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Usudte odtud, Ze pravidelny sodmithelnik nolze sestrojiti
pravitkem a kruZitkem.

4. Dokaite, Ze plati:

x) pro n sudé: (- 1) = (x - 1) |«? 7~2cu.~;—2§ z |1

. (z”—2cus é—lz - l) (x2 - 2 cos wx -} l)v
n n

) pro n liché: (2" -~ 1) = (¢ — 1) [u? — 2 cos gg- x - I) .

. (a:’ —- 2 ¢os ftl.z -} 1) . (:::2 —- 2 cos gwr |- l).
n n

{Ne’wod: RozloZime v koFenové &initele a vyndsobime éleny

s koeficienty komplexnimi sdruZenymi:

[ ( okn . . 2lm)][ ( Un . . 2/.:::)]
@& - |eos —= |- ¢sin - x—|{cos —— -isin —) | =
" " " n
Jer ]
n

2 ”.r—l I.I

=t 2 cos

5. DokaZte pomocei rovnice

T ] o= (2 ;l).(wz-- 2w cos l)(:::2—2;z coszi b J). .
n n

. (.lt" 2. cos &—l{' |- l)

n

tento zajimnavy vztah:

in 2 sin 2z sin Rl sit (e bz I‘{’T

S — .8 = -8 = .. 8 —— =

'2n 'Zn 2n ' 2n gn—1

[Ndvod: Délte levou stranu = —- 1. Dosadte puk x = 1. Obecny
. . . kn . Gk

vyraz na pravé strandé bude 2 --. 2 cos - 4 rin? o

Nalevo mime pak 2n.]
Reeciproké rovnice. Rovnici tvaru

dga® + a1+ apa"2 + .+ ay_9x® + dp_yt + 4, =0

4)
nazveme reciprokou — a to prvniho nebo drubého
druhu — plati-li pro koeficienty vztahy
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bud (I): aqg=ap, 0, =08y, 8, = ap_s, ..., (5)
nebo (IT): @y = —az, 8= —ap—1, 0= —az_9,... (6)
Takto definované rovnice vyznaduji se touto vlastnosti:
Ma4-li reciprokd rovnice kofen «, ma i kofen ;l
Duikaz: Die predpokladu jest x koFenem (4), t. j. plati
agn® 4- @™ 4L+ a, % k@, =0,
Abychom dokazali, ie% vyhovuje téZ rovnici (4), dosadme

tam. Maie

1\n 1\n—1 1
[ (7) +- (7) Aot L (7) '-l a,

= (_;T)n a4 TN L e+ ay).

(M

V ptipadé (1) mame viak vzhledem k (5) misto (7) vyraz
1 —
- (Uga®™ + a4 L - W, % ),
ktery je vskutku roven nule.
V peipads (II) mame misto (7)
1
— (aa™ + @a™ ' 1 L a,),

coZ opét vymizi.

i _takovychto rovnic lze lehee prevésti-na FeSeni

rovnic ni?%ho_stupné. To nyni ukiZeme.

(ﬁ‘mﬁlce (4) bud sudého stupné, tvaru
g + g 221 - 4 ayx + ag == 0.

Spojme prvni élen s poslednim atd. a délme «*

1
ay (.z: + )+ a (x‘—' + k_l) + ...+
(8)
+ ar— (96 + —z) + ap=0.
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Nyni dosadime novou nezndmou

1
z+ — =y )
o
Postupné
xz + Jp— 1/2 4
ad 4 — ey — 3y

....................

m (m— 3) ym—t —

aM g = Y — ™2
X

_om (m—4) (m —bH)

gm—=86 _j_
1.2.3 s
Dosazenim do (8) mame rovnici k-tého stupné
boy* + by =t + ...+ b= 0. (10)

Tato rovnice ma k kotenu, které nutno pak dosaditi do (9).
Problém se redukoval na feSeni jediné rovnice
k-tého stupné (10) a k rovnic kvadratickych (9).
(Ib) Rovnice (4) jest lichého stupné:
agr®+1l g a4 4 x| ay= 0
Tato rovnice ma vidy koien x= —1 (jak se lehce
presvédéime dosazenim). Délenim faktorem x + 1 dosta-
neme reciprokou rovnici sudého stupné, kterou jsme vy-
Setfovali sub a).
(IT) Reciprokd rovnice druhého druhu
agr® + aa"—14 ... —ax—a;=0
mé vidy kofen x =1, coz plyne dosazenim. Po déleni
faktorem z — 1 zastavd pak rovnice (n— 1) stupné, ale
I. druhu, které jsme privé vysetiili.

Poznamka historickd. ReSenim reciprokych rovnic zabyval
se prvni Francouz Abraham de Moivre (1667-—1754).

Substituce y = = + % pochazi od Lagrangca (kolem r. 1770).
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Poznimka 1. Rovnice pro déleni kruhu jest. zvldstnim
ptipadem rovnic reciprokych a zvlidtnim piipadem obecné
tiidy rovnic zvanych rovnicemi Abelovymi. Tak na-
zyvame totiZ nerozloZitelné algebraické rovnice, u kterych
jeden kofen jest raciondlni funkei jiného kofene. Tak u rov-
nice pro déleni kruhu jsou vSechny kofeny mocninami
jediného. Abelovy rovnice se vyznaéujl’ tim, Ze se daji
vidy algebraicky TteSiti.

Poznamka 2. Casto se stavi, Ze Jest piedloZena k fefeni
‘rovnice 8 numerickymi koeficienty vhodnym zpiso-
bem specialisovanid. Zde ovSem zdleZf v8ecko na vhodné
ipravé vyrazi, Ziskati zruénosti v feSeni takovych piikladu
jest véci pocetni a matematické bystrosti a hlavné praxe.
Zde nelze udati obecné metody, nutno kaidy pripad vy-
Setfiti zvldsté. Ve cvifeni poddvame nékolik prikladi pro
ctendfe.

Cvi¢eni. 1. UvazZte podrobné: Jezto dovedeme Fesiti obecnou
rovnici tfetiho a ¢tvrtého stupné, dovedeme Fesiti reciproké

rovnice I. druhu aZ do devatého stupné a rovnice II. druhu
dokonce aZ do desdtého stupné.

2, Refiti (z + 1) 4 (x — 1)* = a («® + 1)!
8. Refiti (x + 1)® + (¢ — 1)® = a (z8 + 1)!
4. Rediti (z + 1)12 + (z-—— 1)12 =2 (24 + 622 + 1) (Substi-

tucey = x -k ?; Yo = U, Ygg = £ 1 Tpogany = + 20, Tpigugeg =

=+ (1?2

6. Ctverce kofenii jisté reciproké rovnice &tvrtého stupnd
jsou kofeny reciproké rovnice &tvrtého stupné identické s pa-
vodni. Nalezn&te viechny rovnice Zadané vlastnosti! [Jsou étyFi:
(z— 1 =0, 4+ 22+ 22+ x4+ 1=0,(x2+x+ 12 =0,
(z— 132 (2 + z + 1) = 0.]

Jest FeSiti rovnice:

8. 22— 30— 3z 4 9= 0 [2pq— - 1,732..; 7, = 3].

:.a“+:c3+6:c’+8.t}2—0[:cl——l T, = V2—V4
gy = 4; Ja—im + 3. d7+ 2.

8, 20 — 228 + 2 = 0.



9. x(x -} 2)(x -} 4) (x - 6) = 105 [z = £ + 3 nava nezn.;
1;,—7;—3 + %]

10, 2 + 622 -+ 120 = 117 [3; 1 (- -9 + 5)3)).

11. 3ux® 4 2622 522 - 24 =0 ( - 2; — §; — 6).

12. 4 — 4x® + 60 — 422 = 15.

18. Metodou, kterou jsme rozFeSili rovnici tfetiho stupné
pFi Cardanovs vzorci, lzo FeSiti i obecndjsi rovnice tvaru -

L e ( -

2 1 n?
Reste tak a% —-pud + Lpla |- 4= = 0! |Vyjde #;, = 4 {- B =
o e sy ) (v N T I
=6A+E‘B, Ty = 24 + &8, x, = 34 + 2B, 5—5‘14—

+ ¢B.) [# jest paty koken z 1.|
ReSte rovnice:
14 22— 3ux - + 1 = 0. -
16. a® — 5ax® - 5az - («® | 1) -: 0.
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6. Nefesitelnost rovnic vyssiho nez ctvrtého
stupné.

V predchdzejicich kapitoldch naucili jsme se tediti rovnice
tfetiho a ¢tvrtého stupné. Jest prirozené, %e hleddme obdob-
né metody k feSeni rovnic patého stupné. Chtéli bychom
totiZ nalézti néjaké feSeni analogické na pt. Cardanovu
vzorci. Nalézti takovéto Fefeni se matematikum pres vedkeré
tisili dlouho nedafilo. Star3i matematikové si ovSem ne-
lamali vibec hlavu nad tim, zda takovéto FeSeni existuje,
t. j. zda jest moZiné — povaZovali to za samozfejmé.
Tady byl kdmen urazu. Ukézalo se totiz — kdyZ neséetné
pokusy nevedly k cili — a po dlouhé dobé — Ze takové
feSeni obecné vibec neni moiné.

Prvni dikaz tohoto tvrzeni pochdzi v podstaté od ital-
ského matematika Ruffiniho. Otizkou tou zabyvali se
pozdéji Cauchy, Abel a nakonec genidlni matematik
Galois.*)

*) Paolo Ruffini (1765—1822), pavodné lékak, stal se
profesorem matematiky na universit® v Modené. Jcho, zde cito-
vany diikaz, byl téZky a i Cauchy mu jen stéZi rozumél; pres to
jeho zisluha jest nespornd.

Augustin Louis Cauchy narodil se 1789 v Patizi. Zil po
tervoncové revoluei jako vychovatel w vévody z Bordeaux
v Praze po_dopu Sesti let. Pozd8&ji phsobil opét na paFizské
universitd. Zil v dob& rusnych politickych zmén a dostival se
Custo do nepfijemnych situaci pro sviyj zatvrzely odpor proti
Napoleonovi i revoluci, zachovavaje vérnost kralovskému rodu
hourbonskému. PFes to, uznavajic jeho ohromné védecké dilo,
zachovaln se k ndmu revoluce s nejkrajngjdi Sctrnosti a byla mu
nékolikrate nabidnuta universitni stolice. Na konec stal se
prof. teor. astronomie v PabiZi. Zemiel r. 1857 v Sceaux. Je
jednim z nejvSestrannéjdich badatel a nejplodnéjSich spiso-
vatelt skoro ve vsech ohorech matematiky a matematické
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Obsahem této kapitoly jest ukézati, pro¢ rovnice pdtého
(a tim spiSe vy5$siho) stupneé jest nefeditelnd v takové formé,
v jaké jsme zvykli pocitati na pi. kofeny kvadratické
rovnice. 1 kdyZ neprovedeme dikaz do viech detailii
(pro¢ — to se ukdze na prisluSném misté), madme aspon
moznost vniknouti hloubéji do struktury algebraickych
rovnic.

Tato kapitola bude ponékud obtiZnéjsi nei piedchozi,
nebot musime zavést nékolik novych pojmi. Odménou za

fysiky. Jeho ,,Sebrané spisy*s vychdzeji stéle v mnoha svazceich
vydavanych paFiZskou Akedemii. Krom& praci v algebfe
zaslouZil se Cauchy hlavng o solidni vystavbu diferencialniho
poétu, teorie nekoneénych Fad, diferencidlnich rovnic, teorie
funkei atd.

Niels Henrvik Abel, narozeny 5. srpna 1802 ve Finno
u Stavangeru v Norsku, zemfel ve véku 27 let dne 6. dubna 1829
ve Frolandu v Norsku. Mily a druZny, avSak stale churavéjici
mlady tento muZ, jest typem genia, stihaného Zivotnim osudem.
Pochézeje z chudé rodiny vystu(loval v bidé a v neradostném
svété. Vzdélaval se hnejdfive sam. KdyZ se po studijnim
pobytu ve Francii a Némecku vratil do Kristianie, stal sc
tam docentem. O rok pozdéji (1829) zemfel ve chvil’, kdy mél
byti povolén jako Fadny profesor na berlinskou universitu.
Cenu francouzské Akademie na r. 1830, kterou obdrZel zaroveri
s Jacobim za vynikajici prace matematické, dostali nZ jenom
jeho dédici. Matematické zdsluhy Abelovy jsou nesmrtelné.
Jeho vySetFovani rovnic patého stupné obsahuji sice jisté ne-
dostatky, ale jako zakladatel nauky o eliptickyeh funkeich
projevil intuici a nadéani pro viechny ¢éasy t&%ko napodobitelné.

Evarist Galois jest jedineénou postavou v déjindch mate-
matiky. Narodil se 26. Fijna 1811 v PafiZi. Zemiel v souboji
v kvétnu 1832 ve véku 21 let. Jeho romanticky skon (Slo
o milostnou zdleZitost) je pouze vyvrcholenim jeho stejné
pestrého - byt kratkého — Zivota. V pFedtuSe smrti, v pfed-
veder osudného souboje, uloZil své nejdileZitdjsi vysledky v do-
pise svému pfiteli Augustu Chevalierovi. Prace ty vysly pak
nékolikrét béhem minulého stoleti. Galois pFedstihl své vrstev-
niky o celé pualstoleti. Jeho neobyé&ejné& jasné a prekrasné prace
byly na tehdejsi dobu pFili§ abstraktni a t&2ké. Nebyl dlouho
pochopen. A% koncem minulého a zaddtkem tohoto stoleti Fada
matematikti propracovala jeho ndéméty a myslenky. Pak teprve
algebra dosédhla netekaného rozkvétu,
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namahu s tim spojenou dotkne se étendi véci, které patii
k nejkrdsnéjdim partiim matematiky a k nejhlub&im prav-
ddm, kterych se lidsky duch dodnes vibec dopracoval.

Ciselni t8lesa. Télesem budeme rozuméti souhrn
éisel majicich tu vlastnost, Ze séitdnim, od¢itdnim,
nidsobenim a délenim é&isel z toho souhrnu dosta-
vime opét jenom é&isla z téhoZ souhrnu.

Na pt. a) Souhrn vSech é&isel raciondlnich tvofi téleso.

Nebot sé&itanim, odé&itdnim, ndsobenim a dé&lenim dvou
raciondlnich é&isel obdrfime opé&t raciondlni &isla. Ve vzorcich

@« ¢ _adtchb a c ac a ¢ _ad
DT dT bd T b'd bd bTd T be
Toto téleso budeme znaéiti znakem R.*)
b) Souhrn vsech éisel redlnych (t. j. raciomilnich a iracio-
nalnfch) tvori téleso.
¢) Vsechna ¢isla komplexni tvoii téleso.
d) Viechna ¢isla tvaru ¢ + bV.‘Z, kde a, b jsou ¢isla racio-
nalni, tvori téleso, které oznatme T.
Nebot _ _ _
(@ - by2) + (e + (lV2) =(e+e¢)4 (bt d)V2.
(@ + b)/2) (¢ + dJ/2) = (ac + 2bd) 4+ (ad 4 be))/2,
a+ b2 (a4 b}2) (c—df2) wc— 2bd + be — ad Vs
et dlz prp—F =@ 2@ Ta—2d!*

Viimnéme si tohoto télesa. Obsahuje ,,vice’ elementt
nez téleso R. PoloZime-li totiz v T b = 0 a @ nechdme pro-
bfhati viechna raciondlni éisla, dostaneme pravé R. Téleso T
jest tedy ,,8ir&i‘‘ ne# téleso R.

Rikdme, Ze téleso T jest nadtélesem télesa R. Téleso T
vzniklo z télesa R pfiddnim, nebo tak zvanou adjunkef

*) Ctendfe snad nepfekvapuje, Ze znadime cely souhrn &isel
jedinym znakem. Poéindme si obdobns, jak jsme zvykli z geo-

metrie, kde na p¥. kruZnici (t. j. souhrn nekoneéné mnoho
bodl roviny) znadime také jedinym znekem k a pod.
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déisla V2_ (T je ,nejmensi téleso obsahujici R a V2).
Znatime RC T; T == R(}/2).

e) Adjunkei elementu ¢ k télesu éisel raciondlnich R
vznikne téleso R(7). To obsahuje viechna ¢isla tvaru a + bi,
kde a,b jsou raciondlni.

Podobné adjunkei ¢isla 7 k télesu ¢isel redlnyeh vznikne
téleso ¢isel komplexnich.

f) Téleso R(VQ) vzniklo tak, Ze jsme k télesu R adjungo-
vali kofen rovnice 22 — 2 = 0. Podobné¢ adjunkei ko-
fene rovnice 2?4+ 1 =0 k télesu ¢isel redlnych vznikne
téleso ¢isel komplexnich.

Tento postup lze zobeeniti. Je dino téleso racio-
nalnich ¢isel R a néjakd nerozloZitelnd*) algebraickd rovnice
n-tého stupné s raciondlnimi koeficienty

J) = a® 4 a2 — . .. 4 ap_qx+ a, = 0.
Jeden pevne zvoleny kofen této rovnice budiz @. Séitdnim,
odé¢éitdnim, ndsobenim a délenim raciondlnich ¢isel a ¢éisla @
lze vytvoiiti téleso, které budeme znaéiti R(@).
Obeeny prvek tohoto télesa takto ziskany jest nejdfive

tvaru
by +.5,0 4+ ... + bm(~)m

N o+ 06,04 L+ c,@ld’
kde b, ¢; jsou raciondlni &sln. Z phvodni rovnice viak plyne
O — " @ L —,
"t = 00" e e =, 0 =
=y @ @ o w,) —
—a, O —a,® ==
= a0} o, o2 R

Lze tody z « moceniny @, vysSi nez @ ! odstraniti a psiti

*) Tim vozumime nerozloZitelnd ve dva polynomy s rucio-
nalnimi koeficienty.
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Y+ 00 kb, Ol
T+ O A .+ c’n_l@ﬂ—I'
Lze dokéazati viak déle, Ze vhodnym rozSifenim jmenovatele

(tak jak to d8lame na p¥. pfi usmérnovéni jmenovatele zlomku)
1ze &islo @ z jmenovatele odstraniti a lze tedy tihrnem Fici:

Kazdé éislo télesa R(@), vzniklého adjunkef é&isla @
k télesu R, lze psiti ve tvaru

x=dy+ d,0 + ...+ dy O, (1)

kde dg, d,, . . ., d,—; jsou raciondlni Cisla.

o

Cvitenf. 1. VyjadFiti ve tvarn (1) vyraz
N POt 6
I+6+ 67
kde @ jest kofenem rovnice a* — 2 = 0!
[Nivod: Rozlifte &Cislem @ ---1 a uva¥te, Ze je ©° = 2!
o =50 + @ —0.]
2. Totét pro vyraz ~ = m, kde © vyhovuje

rovnici x4 -— 85 = 0. [x = --- ] (20% 4+ 36* { 40 + 7).]

Redueibilni a ireducibilni polynemy. S pojmem télesa
souvisi tizce pojem t. zv. reducibility a ireducibility

polynomil.
Budiz ddn polynom s racionélnimi koeficienty — budeme
fikati struéné polynom z R — na pi.

at — 2. (2)

Tento polynom nelze rozloZiti na soudin linedrnich faktor,
%4dame-li, aby jejich koeficienty byly raciondlni @éisla.
Rikdme: Polynom (2) jest v télese raciondlnich é&isel iredu-
cibilni. Naproti tomu pripustime-li, aby koeficienty byly

¢fsla z télesa R(]/:2_), lze psati
2t —2 = (z+}2) (z—|2).
Polynom (2) jest v telese R(VZ) reducibilni.
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Zrovna tak polynom z* + 1 jest v R ireducibilni; naproti
tomu v R(}/2) se da rozloZiti v soudin
24 + 1 = (z® + |2z + 1) (2* — J2z + 1).

Polynom x? + 5 jest v t&lese R ireducibilni. Ani v t8lese R(V5)=
= T, neni jedté reducibilni. Jestlife vSak k tomuto télesu
adjungujeme jeit& &fslo ¢ a vytvoFime téleso T, = T,(¢) =

= R(J/5, i) pak v tomto t8lese T, Ize pséti
z? + 5 = (v + 1,1/_5—) (:c—iV.‘S_).

Jiny pFiklad. Polynom z*—162®+ 4 se nedd v R
rozloZiti. V télese R(V3) Ize vSak psati

x4 — 1622 + 4 = (22 — 2wl/§— 2). (x® 4+ 21:]/3_— 2).

Zadny z obou faktori na pravé strané nelze jiz v T, =
= R()3) déle rozloziti. Jestlize viak k télesu T, = R(V3)
adjungujeme jest¢ éislo V5, t. j. vytvorime téleso T,:=
= TuV5) = R(/3, I/5), lze dokonce pséti

at — 1622 + 4 =
=@ — 3+ 15— 3—15 @+ 13+ 15.
Az + [3—Y5).

Viimnéme si jednotlivych téles!

Téleso R se sklddd ze vSech raciondlnich éisel.

Téleso T, se skldd4 ze viech éisel tvaru a 4 bV§, kde a, b
jsou &isla raciondlni.

Teéleso T, = Tu(|/5) = R(J/3, }/5) se sklads ze viech &fsel
tvaru r 4+ 8V5—, kde 7 a s jsou libovolnd éisla z T,, t. j. ze
viech ¢isel tvaru
(r+ 7ol/3) + (8 + 81/3) . 5= 1, + )3+ 85 + 415,
kde r,, 75, 8,, 8; jsou raciondlni.

Téleso T, obsahuje v sobé téleso T, (k tomu staci poloZiti
8 ==38, =0, r,r, libovolné) a toto téleso T, obsahuje

72



v sobé opét téleso R (k tomu staéi poloziti 8, = 3, = r, — 0,
7, libovolné). PiSeme proto

RCT,CT,

Cvi¢eni. 1. Kdy jest polynom az? + bz + ¢ s celodiselnymi
@, b, ¢ rozloZitelny v R? [Musi platiti b2 - — 4ac = m?, kde m jest
celé Gislo.]

2. Kdy jest az? 4 bx + ¢ s rﬂciung’tl. koeficienty «, b, ¢ rozlo-
Zitelny v R(V7)? [Musi b2 - - 4aec = Tm?, kde m jest raciondlni.?

Postupnid adjunkee a FeSeni algebraickyeh rovnie.
KdyZ jsme v predchézejicich ptikladech k zdkladnimu té-
lesu R pridavali postupné nové prvky, éili konstruovali
nadtélesa, stala se rovnice postupné reducibilni, aZ se
nakonec dala rozloZiti v sou¢in samych linedrnich é&initeld,

Pro jednoduchost budeme v daldim uvaovati jen rov-
nice z R, t. j. rovnice s racionalnimi koeficienty, a¢koliv
viechny dvahy plati i tenkrdte, zvolime-li jiné téleso za
zakladni.

Pri redeni algebraickych rovnic sestrojujeme vlastné po-
stupné k puvodnimu télesu R Fetézec nadtéles

RCT,CT,.C...CTy—1 CTx
takovy, Ze se v poslednim télese Ty di jiz puvodni polynom
rozloZiti v samé linedrni faktory.

KdyZ se ndm podaii sestrojiti takové téleso Ty, (ve kte-
rém jest moZny dplny rozklad daného polynomu v linedrn{
¢initele), pak vime, Ze v tomto télese leZf viechny kofeny
dané rovnice.

Diive jsme hledali feSeni dané rovnice v tom
smyslu, %Ze jsme chtéli nalézti pfimo hodnotu
jejich koieni., Nehledejme nyni hodnotu kofeni,
nybrZz pouze téleso, ve kterém se-kofeny nalézaji.

Opakuji jeSt& jednou: Nepiijde nam -- - na chvili — o Zddné

Fefeni vyjadfitelné ndjakym vzorcem, nybrZ o pouhou —
vice ménd myslenkovou — konstrukei jistého télesa Ty (nad-

18lesa k tslesu R).
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Tato nloha jest do jisté miry jednodusfi. Po strdnce &istd
matematické a mySlenkové jest vSak skoro ekvivalentni
s ilohou dFivéjsi — i kdyZ tady nutno vice mysliti a uvaZovati
nez poéitati.*)

Vyklad pojmu algebraického FeSeni rovmie. V pii-
kladé f) na str. 70 jsme vidéli, jak pomoci kofene @ alge-
braické rovnice z R lze vytvoriti téleso, které je nadtélesem
télesa R. KaZdé c¢islo takového télesa lze pak vyjddriti ve
tvart (1). _

Z algebraickych rovnic zvlist jednoduché jsou rovnice
zvané binomické. Budeme se nyni zabyvati télesy, které
vzniknou adjunkei kofenu takovychto binomickych rovnic.

Binomickd rovnice tvaru
" —a =0,
kde a jest raciondlni éislo a nikoliv n-t4 mocnina, m4,
jak vime, n kofenii. Zvolme jeden z nich a oznacme jej

n .
0= Va. ‘Takovyto symbol budeme nazyvati radikdlem.
Ptesnéji: radikdlem n-tého stupné nad téles m R.
Obecnéji: Necht jest Ty néjaké téleso a Cislo @ nikoliv n-té

n
mocnina z toho télesa, potom ¢islo Va nazveme radikdlem
n-tého stupné nad Tg.
3 s __
Na pf. Rovnice #?— 7 = 0 ma kofeny », = ]/7, T, = sV7,

3 8
T, = 521/7. Zvolme 6 = ]/'7. Potom t8leso R(®) sklada se ze
vSech é&isel tvaru

*)Poznamenejme vyslovng (a &tendf si toho jist& vsiml),
Yo R, T,...Ty a viitbeec kaZdé E&iselné té&leso, o kterém zde

mluvime jest obsaZeno v ,,daleko SirSim* t&lese v§ech kom-
plexnich &isel. Podle fundamentélni v8ty algebry rozpadne
so v tomto télese, jak jiZ ddvno vime, kaZly polynom z t&-
lesa R (ba dokonce kaZdy polynom s komlexnimi koeficienty)
v samé linearni ¢initele. Nds v8ak, na tomto mistd, zajima
vidy .,malé t&leso Ty, v ném¥ tento rozklad v linedrni &i-

nitele jest jiZ moZny.
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s _ a_
o =dy - dy YT 4 dy(]/ 72,
kde d,, d,, dy jsou libovolna rac. &isla.
3
Zvolime-li @ = &7, jest R(®) souhrn viech fizol tvarn
Y [ T .
a=dy+dy.e. YT +d .2 (J7)2
kde dy, dy, dy jsou opét libovolnéa racionélni &isla.
Jiny ptiklad. Rovnice z télesa T = R(}/2)
@ -—(1+)2) =0

mi 3 kofeny a to
B h] 3
ViV i+ 7z V4 2
H. ——
Zvolme @ = Vl + V2_, potom @ jest radikdlem tfetiho stupné

nad télesem T a téleso T(O) sc sklidd ze souhrnu viech é&isel
tvaru

3 3
x=dy + dl]/l + VE“‘_dz (Vl + V2_)’»
kde dmﬂv d, jsou lib. &isla z télesa T = R(V2_), t. j. tvaru
« + bV2, kde a, b jsou racionalni.
Rovnice 22 — a = 0, je-li a racionalni, ale nikoliv ¢tveree,
neni v R Teditelnd. Aviak v télese R(Va), které dostdvame

z R adjunkef Va— lze psdti ) = + V(Y Kofen rovnice jest
vyjéddien radikilem. Rikdme: dand rovnice jest Fesiteln4
pomoci radikalu.

Zrovna tak rovnice (22 — a)® — b = 0, kde a, b jsou rac.

3
¢isla, m4 zfejmé koFen x:Va—|— Vb. Tato rovnice jest
opét teditelna radikily. Jenom, Ze nyni jest nutno adjun-
govati radikdly postupné za sebou dvakrat. Nejdrive totiZ
k télesn R adjungovati kofen rovnice

3 —_—
a—b =0, t. j. radikal g = |/b,
potom jedté kofen rovnice

22 =a+ f, t. j. radikal i/a + B.
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Obecné budeme Fikati, Ze néjaké &islo lze vy-
jadriti radikaly, jestliZe jest obsaZeno v télese,
které vzniklo z télesa raciondlnich éisel koned-.
nym poétem postupnych adjunkef radikdlda, vidy
z télesa piedchdzejiciho.

Vidéli jsme, Ze koteny rovnice 2., 3., 4. stupné jsou vidy
vyjadreny radikély, t. j. rovnice 2., 3., 4. stupné lze vidy
tediti pomoci radikdli. Bylo snahou matematiku nalézti
takové FeSeni (t. j. pomoci radikdli) i pro obecnou rovnici
pittého a vy3siho stupné. To viak pravé pro obecnou
revnici patého (a tim spiSe vy3Siho) stupné nejde.

To znamend: Ne ke kazdé algebraické rovnici pétého
stupné s racionalnimi koeficienty lze sestrojiti postupnou
adjunkei radikdli takové nadtéleso Ty, ve kterém se
rovnice da rozloZiti v samé linedrni ¢&initele. Jinymi slovy:
Existuji algebraické rovnice patého stupné s raciondlnimi
koeficienty, jichz kofeny nelze vyjadriti radikdly. Proto
nelze také kofeny algebraické rovnice patého stupné
8 obecnymi koeficienty a,b,r, ... vyjadiiti vzorcem,
ktery by byl funkei koeficienti a neobsahoval Zddnych
jinyeh matematickych symbolii nez koneény podet od-
mocnin.

Rikdime: Obeend rovnice patého stupné jest
algebraicky neresitelna,

To ovSem neznamend, kdyz jsou koeficienty dané rovnice
vhodnym zplisobem specialisovany, %e by se dand rovmice
nedala FeSiti pomoci radikali. Naopak, dovedeme jiZ Fediti
specidlni rovnice (na p¥. reciproké, pro déleni kruhu) i stupria
vy88ich neZ &tvrtého. Obecn® nazyvame rovnice, které lze FeSiti
radikély rovnicemi metacyklickymi.

Poznimka I. Aby nevzniklo nedorozuméni, jest nutno
jesté jednou vyslovné podotknouti: Mdme-li predloZenou
rovnici jakéhokoliv stupné s danymi numerickymi koefi-
cienty, dovedeme nalézti — jak pozdéji jeSté podrobnéji
ukdzeme — jeji kofeny s jakoukoliv ptesnosti, t. j.
na jakykoliv poéet desetinnych mist. Zrovna tak
(dle analogie goniometrického teleni rovnic tfetiho
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stupné) dovedeme fediti rovnici pdtého stupné pomoci
t. zv. eliptickych funkci. Neexistuje vSak vzorec obsa-
hujici jen koneény poéet odmocnin, kamZ by stadilo
dosaditi koeficienty piedlozené rovnice, abychom dostali
hledané kofeny.

Poznamka II. Hledime-li na feSeni rovnie jako na konstrukei
jistého nadtélesa Ty k télesu R, ncbudeme jiZ jist® pFfekva-

peni tim, %o kaZfdou rovnici (patého a vysSiho stupné) nelze
algebraicky Fesiti. PFi algebraickém FoSeni, tak jak jsme si je
definovali, smime uZiti k sestrojeni hledaného nadtdlesa T, jen
binomickych rovnic. V pfikladg f) na str. 70 jsme vSak vidsli,
Ze nadtélesa lze sestrojovati pomoci jakychkoliv rovnmic.
Bylo by tedy prdvé naopak pfekvapujici, kdyby zrovna
bingmické rovnice (pfes sviij jednoduchy tvar) mély tak privi-
legované postaveni, Ze by pomoci nich bylo moZno sestrojiti
k libovolnému polynomu téleso, v ndmZ se tento rozpadne
v samé linedarni faktory.

Obeenad rovnice patého stupné jest nefesitelna pomoci
radikil@. Msli bychom nyni provésti dikaz naho¥e uvede-
ného tvrzeni. Od podrobného dikazu musime upustiti, nebot
svoji povahou zasahuje p¥ili8 hluboko do jemnych otdzek al-
gebry a &tendf, kterému jest tato knifke urdena, t&Zko by
dovedl vystihnouti vSechny podrobnosti dukazu. Dakaz lze
provésti na pf. tak, Ze se nejdfive dokdZe tato véta:

Algebraickd ireducibilni rovnice patého stupné
s raciondalnimi koeficienty, kterda jest FeSitelnd po-
mociradikdld, musi miti bud jeden kofenredlny adva
péry kofentt komplexnich «druzenych, anebho 5 kofent
redlnych.*)

Abychom potom ukazali, Ze algebraickd rovnice patého stupné

*) Tato véta pochizi od Kroneckera; v jejim dikazu
spolivd jadro dikezu naScho tvrzeni. Vé&tu jest specidlnim
pF¥ipadem podobné obecné véty o rovnicich prvoéiselného
stupnd. NefeSitelnost obecnych rovnic vysSiho neZ &tvrtého
stupné lze dokdzati té% jinymi metodami, kde o stupni »n rov-
nice neéinime #4dnych zvlistnich pfedpokladt (krom&n > 4).
Takovy dikez, vyZadujici v8ak jiZ hlubi znalosti teorie téles
a t.zv. teorie grup, nalezne &tendf na p¥. v knize O. Perron:
Lehrbuch der Algebra, II. dil.
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neni obecnd Fesitclna pomoci radikal(i, staéi sestrojiti ired.
rovnici patého stupné, kteri mé raciondlni koeficienty a jeden
par kofentt komplexnich sdruZenyeh a tii kofeny redlné.
Takovych rovnie dovedeme udati, kolik chceme. Jest takovou

na pr. s —dr-—2 =0,
(%o mé tFi koFony redlné, zjistime z grafického zndzorndui —-

ze je ireducibilni, dé se téZ lchee dokdazati.) Tato rovnice neni
FeSitelna pomoei odmocnin, ¢im% nafe tvrzeni dokidzino.

Poznimka. Uvedeny dukaz neni jedinym moZnym, Jiny
dtkaz — a ovBem uplny — nalezne étendf v knize O. Perron:
Algebra, a jesté jiny v knize Weber: Lehrbuch der Algebra,
Viechny dukazy predpokladaji vBak znalost z teorie t8les
a po pEipadé z tak zvané teorie grup.

Dodatek. KdyZ tedy obeend rovnice stupné vysSiho nez
&tvrtého jest pomoci odmoenin nefesitelnd, zajimaji nas rovnice,
které Fesitelny jsou, &ili — jak jsme je nazvali — rovnice
metacyklické. Ptame se na p¥. kdy rovnice s racionsl-
nimi koeficienty jest metacyklicka? Takové a podobné
uvahy vediy k vysetfovani funkei kofenti, kterych hodnota se
jistymi permutacemi indext neméni — tak, jak jsme to jiZ
vidéli dfive. Ukézalo se déle nanejvys plodnym vySetfovani
jistého souhrnu permutaci — anebo, jak Fikdame, grup permu-
taci. Ke kaZdé algebraické rovnici pFisludi jista grupa permu-
taci, zvand grupou Galoisovou. Vlastnosti této grupy poda-
vaji jasny obraz o viastnostech dané rovnice, na pr. také o Fesi-
telnosti pomoci radikéla.

Tato vvSetfovani jsou dost obtiZnd; patii vBak nesporné —
jak josté jodnou zdarazfiujeme — k nejhezéim partiim mate-
matiky vabec.
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7. Dva dal§i problémy o algebraickych
rovnicich,

Numerické FeSeni rovnie. V predchézejicich kapitolich
nauéili jsme se fesiti algebraicky rovnice 2., 3., 4. stupné
a naznaé¢ili jsme dikaz, pro¢ to u rovnic 5. stupné neni
mozné. Jiz tam jsme Fekli, Ze nedovedeme sice obecné
fesiti rovnici vy$iiho stupné nez étvrtého, dovedeme vsak
s libovolnou pfesnosti udati koreny kaZdé, numericky
dané predloZené rovnice. V takovém pripadé¢ mluvime
o numerickém FeSeni dané rovnice.

Médme-li rovnici f(x) = 0 a sestrojime grafické znazor-
néni funkce y = f(x), d4dvaji pruseéiky takto vzniklé
kiivky s osou z prvy hruby odhad velikosti redlnych
kofent. K presnéj§imu vypoétu nutno nahraditi metodu
geometrickou metodou
algebraickou. y

Postup, kterého u-
zivime, skldda se ze
dvou kroki:separace
u aproximace kofenii.
Separace zéleZi v hle-
dani intervalu, v kte-
rych jest obsaZen pou-
ze jediny kofen. Apro-
ximace znadf pak: po-
stupné zuZovati inter-
val, v némz se uvaZo- Obr. 6.
vany kofen nalézi, tak
dlouho, aZ nalezneme jeho hodnotu s takovou piesnosti,
8 jakou chceme,

]
1
1
|
|
1
R
a
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Pri separaci uZivime nejéastéji véty, o niZ jsme jiZ
wmluvili pfi dikazu fundamentélni véty: JestliZe pro
rt=d a x-=> jsou hodnoty f(a) resp. f(b) opaénych
znamének, leZi mezi a a b lichy pocet kofeni.
Jsou-li viak f(a), /(b) stejnych znamének, jest mezi
a a b bud Zidny anebo sudy poc¢et koreni. (Viz
obr. 6.)

Hleddme proto takové — pokud mozno uzké inter-
valy (a,b), aby bylo f(a) opatného znaménka nez f(b).

Postup osvétlime nejlépe na pFikladé. Jest separovati
realné koteny rovnice z?---z%-- z-—1 = 0. Rovnice muZe
miti jeden, nebo t¥i realné kofeny. JiZz nejhrubsi graf ukazuje,
¥e existuje jenom jeden, jediny, realny kofen. Abychom jej
nalezli, dosazujme postupné:

r=... —2;—1; 0; 1;2; 3;...

H(x) = o= 1l = 25 - 1 - 25005 145
JelikoZ jest tedy mezi 1 a 2 zména znaménkova, jest hledany
koFen mezi 1 a 2.

Dosadme nyni = = 1,5; jest f(1,5) = 1,5%3-- 1,52 - 1,5 —-
-=~1 = — 1,375. Kofen lezi mezi 1,5 a 2. Dosadme = = L,8.
Vyijde f(1,8) = — 0,208. KoFen jest v intervalu (1,8; 2). Dosa-
dime-i z = 1,9, dostavame f(1,9) = 0,349. Kofen leZi tedy
mezi 1,§ a 1,9. Interval mohli bychom déle.zufovati a vypodi-
tati jeho hodnotu s pFesnosti, s jakou chceme.

Kdyz uz jsme nalezli
y dosti pribliZnou hod-
notu kofene dané rovni-
ce, jest vyhodné, uzZiti
k dal&imu vypoctu tak
zvané metody Newto-
novy, kterou kritce vy-
loZime,

Mysleme si v obr. 7
zobrazenou kfrivku y =—
= f(z) a budif & pti-
bliZnad hodnota kofene.
Presnd  hodnota kofenc
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rovnice f(x) = 0 budiZ €. Sestrojme v bodé o soufadnicich
(x; f{x)) teénu. Jeji smérnice v tomto bodé — jak zniamo
z diferencidlniho pottu — jest f(x). Rovnice teény jest
tudiz

y—fa) = f(a) . (x —a).
Jejl prasecsk s osou z jest (pro y = 0)

fo)

X =0 — ——

f(x)

y ysfoo

0 a X, X X~ x
Obr. 8.

Jestlize rozdil £ — & byl dosti maly, t. j. hodnota «
se nelisila pfilis od skuteéné hodnoty &, jest tato novd hod-
nota ¥ — jak z geometrického zobrazeni je jasné vidéti,
ale jak lze i pocetné lehce dokdzati — lepsi nez pivodni
hodnota «. Nékolikandsobnym uZitim téhoZ postupu do-
stavdme velmi pfesnou hodnotu kofene. (Geometricky obraz-
postupného uZiti viz obr. 8.)

Jak vidé&ti, nahrazujeme v podstatd v okoli hledaného bodu £
kiivku f(zx) jeji te€nou.

Pfiklad. U rovnice 2> — z? — z 4+ 1 = 0 nalezli jsme pfi-
bliZznou hodnotu kofene z = 1,8. Jest /1,8) = — 0,208. Deri-
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vace [(1,8) =3.1,82—2.1,8—1 = 5,12
— 0,208
5,12
Dosadime-li nyni op8t x = 1,840, dost4dvame obdobnd z —

= 1,839264. .., coZ souhlasi jiZ na 5 cifer se skuteénou hodnotou
(jak se dé na pf. dosazenim zjistiti). .

Pti podrobném provédéni jest oviem dobfe miti stdlou
kontrolu a abychom védéli s jakou pfesnosti poéitdme,
viimati si obou mezf intervalu. Nemi%eme se viak
poustéti do podrobnosti.

Jinou metodou jest t. zv. ,regula falsi‘. Jeli f(x) =0
opét danéd rovnice a (x, ) interval, ve kterém le%{ kofen,
& jeho presnd hodnota, spojme body [«; f(x)], [8; /(B)), ¢. i
nahradme kfivku f(x) seénou. Rovnice této seiny jest

z = 18—

= 1,8406. ..

y—to) ==
y Priseélk s osou y=0

(obr. 9) ddvd piibliznou
hodnotu korene

_ & /() —B ),
1) — Flo)

Obecné viak vede metoda
Newtonova rychleji k cili
nez tato. (Geometricky ob-
raz postupného uZitf viz
Obr. 9. obr. 10.)

Numericky vypoé&et koFent jest pro praksi, hlavné technickou,
velmi dileZity. Je zndmo mnoZstvi dalSich metod k separaci
i aproximaci. Pro pohodlny vypoéeb (dosazovani, s¢iténi, ndso-
beni velikych &isel) vypracovana jsou jistd schemata (na pf.
t. zv. Hornerovo schema), ktera vypoéet usnadﬁu]i I po¢i-
taci stroje a tabulky se zde uplatni.

P¥i separaci se &asto uZivd s vyhodou této t. zv. v8ty Des-
cartovy: Podet kladnych ko¥fenitl rovnice s redlnymi
koeficienty jest nejvysSe roven poétu zmén znaménko-
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vych v rovnici; je-li mendi, jest men&i o sudy podet.
PFi tom zménou rozumime, kdyZ u koeficientd rovnice za zna-
ménkem (+) pFijde (—) anebo opaén&. Na p¥F. V rovnici «? —
— z? — z — 1 = 0 jest jedind zména (totiZ mezi prvym a dru-
hym é&lenem); tedy rovnice mé jeden kladny kofen. Abychom
nalezli podet zépornych kofeni, poloZme £ = — y a poditejme
podet kladnych kofeni. Jest — y® — y? + y — 1 = 0. Tato
rovnice ma dvd zmény, tedy podet zapornych kofeni jest
2 nebo O (t. j. o sudy podet ménd); my vime jiZ, %e je to 0.

Obratné ufivini Descartova pravidla umoini separaci ko-
fentl bez jakéhokoliv grafického znézorndni.

Obr. 10.

Ctendr, ktery by se zajimal o tyto a podobné otazky,
nalezne ob&frné pouceni v knize Laska-Hruska: Teorie
a praxe numerického poé¢iténi, Praha 1934 (ndkl. JCMF).

Cviteni. 1. DokaZte: je-li 4 (> 0) absolutni hodnota nej-
vétdiho koeficientu redlného polynomu fz) = z® 4 «,z®1 4-
+ ...+ a, jest

f(z} > 0 pro viechna > 4 4 1,

f(z) < 0 pro viechna z < — (4 4 1), pro n liché,
> 0 pro viechna z < — (4 + 1), pro n sudé.

[Névod (viztéZstr. 28): Pro kladné z > 1 jest f(z) =z" [ a‘ s+
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q. %2 U o 1 1
= I |»F]g@ [1»-A(; ok :)] g[l

-—-A(— b= =2
&r & x -1
pro © > 4 + 1. Analogicky dalsi pFipady.]
2. Separujte redalné kofeny
xd — 2% 5 + 22 + 0,9 = 0!
[( 25 1), (— 1;0), (05 1), (3; 4)).

. Zavorka bude kladnd

5 o . . A
3. DokaZte: Jsou-li velitiny 4, > 0, md rovnice 1
T —
.42 . \ ‘-lu f 7 . M
1 + .. o ———— = 0 samé redlnd koteny!
€Lty £ —a,

[Névod: Srovnojto a4 < ay < ... < a,, a uvaiujte intervaly
(ay; ag) (ag; ag) . . . (Misto zlomk musite ovSem uvaZovati
polynom.) UZijte véty citované na zaditku!]

4. UzZijte Newtonovy metody k FeSeni rovnice 2 — 2 = 0!
[Vyjdéte od hodnoty =z = 4 jukoZto prvni aproximace; jo
@ = 1] = 1L417..., o, = }§i = 1,414215... (tedy plesnost
na 5 mist).]

5. Redte analogicky a3 — 2 = 0! .

6. Nowtonova metoda o metoda regula fulsi blizi se
ko koFenu vzdajemné opadnym smérem. Ulivajice 16to
viastnosti, sovicte kofen rovnico '

ab - B -1 =0
- N 1
mezi dvé meze lisici se o T8
[-= 0.19993611 < = < - 0,19993603.]
7. Redte rovnici
s -9 | 20 - 11 = 0!
[0,834...; 2,217...; 5,949, ..

8. (Griffeho mctodn.) Analogicky jako u kvadratické
rovnice (viz pE. 8 str. 39) lzc nejveétsi realny kofen libovolné
rovnice s realnymi koceficienty vypoditati juko limitu

‘ N
@ = lim ’
kmw S
kde s, jsou mocninné souéty. Provedte u rovnice z? — £%---

—x—1=0!
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[5%5=3, o,=1, 6,=3, 8,=17, 8, =11, 85 =21, 5, = 39,
8y = T1, 83 = 131, 8y = 241, s, = 443, s;; = 815, s,, = 1499,
1499 .

9. Mcotodou Newtonovou lze FeSiti 1 rovnice transcen-

1
dentni. Relte na p¥. log z -5 = 0! [2,506...].

Systémy rovnic o vice neznamyeh. a) Nale dosavadni
uvahy vztahovaly se jen na rovnice o jedné nezndmé.
Je pochopitelné, Ze obecnd teorie soustavy (systému)
rovnic o vice nezndmych bude komplikovanéjii. ILze
dokonce Fici, Ze je v tom sméru dodnes mnoho nerozieSenych
problémi — aé jde o otdzky jiZz znadné staré.

Obecny systém = rovnic o m neznimych z,y,z,...
stupht ¢, ¢s, ¢;, . . . md tvar

hiz, 4,2,...)==0, fo(x,y,2,..) =0, ... fpl2, y,%,...)=0, (])
kde f,, }5, f3 jsou polynomy proménnych z, y, 2z, ... stupni

q1, 99, 93, . - - Tak na pi. obeeny systém 2 rovnic o 2 ne-
zndmych druhého stupné jest tvaru

ax? + by +caxy +dx +ey +f =0,
a2Vt eyt drt eyt =0,
pFi tom &isla a, b, . .. &', b, . . . jsou dand, obeené komplexni
¢isla,

U rovnic o jedné nezndmé zarucovala nidm fundamen-
talni véta vidy existenci » kofeni. Docela jinak jest
tomu tady. U takového systému (1) lze se ptiti:

) Ma gystém (1) feSeni? T. j. existuje soustava &iscl
(x; y;2;...) hovie{ systému (1)?

/) Ma-li, tak kolik?

y) Jak pozndme, mé-li (1) feSenf nebo ne?

0) Existuje-li fedeni, jak se nalezne!?
atd.

Na tyto otdzky nelze obecné diti odpovéd. MiZe se
stiti, Ze takovy systém ma jen koneény pocet Fefeni,
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ale zrovna tak se mulZe stdti, ¢ m4 nekoneé¢né mnoho
FeSeni anebo vibec Zddné TeSeni. V tom sméru nutno
vySetfovati kazdy predloZeny piipad zvl4ste.

Obecny postup feseni jest moZno — alespon myélen-
kové — provésti takto. Madme-li na pf. 3 rovnice o 3 ne-
zndmych jakéhokoliv stupné, vypocéteme z jedné rovnice
jednu neznimou a dosadime do zbyvajicich dvou. Pak
7 takto ziskanych 2 rovnic zvolime jednu a vypoéteme
7 ni opét jednu daldi nezndmou. KdyZ ji dosadime do
zbyvajici jediné rovnice, obdrZime jedinou rovnici o jedné
neznamé, jejiz teorii jiz zndme. Dal3f nezndmé se pak vy-
poétou z puvodnich rovnic, _

Rekli jsme, Ze jest to pochod .pouze teoreticky, nebot
na pr. piri systému

24 29004+ yt4+4=0
a®y® + 3ay + ¥ + 7= 0,
nedovedeme vypocitati ze Zadné z nich ani z ani y. Prak-
ticky provést naznatenou myslenku lze jen v nékterych
jednoduchych pitkladech.

Zakladni myslenkou kazdého takového pochodu
jest tedy vylouéiti z nékolika rovnic viechny ne-
zndmé s vyjimkou jediné tak, abychom dostali
jen rovnici (po pripadé rovnice) o jediné neznamé,

Tomuto pochodu fikdme eliminace. D4 se ukdzati, Ze
tuto lze provésti vidy i bez feSeni rovnic jen pomoci racio-
nalnich operaci. To jsou v8ak jiz problémy daleko sloZitéjsi
a nespadaji do rdamce této knizky.

Snadno nahlédneme nyni, Ze jsou myslitelné a mozZné
nejriznéjsi pripady. Mysleme si, Ze jsme v daném systému
provedl] jiz eliminaci viech nezndmych s vyjimkou jediné.
MiZe nyni nastati nékolik pripada:

1. Po eliminaci zbyvd jedind rovnice o jediné nezndmé.

2. Po eliminaci zGstalo ndm vice rovnic o jediné nezndémé.

3. Eliminaci jsme nemohli provést do konce, nebot jiz
difve, neZ jsme vylouc¢ili viechny nezndmé s vyjimkou
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jediné, zbyla ndm jedind rovnice obsahujiof viak vice ne-
zndmych.

Uvaha — spiSe jen orientaénf{ — ndm nyn{ ukazuje:
V pripadé

1. bude normalnim zjevem, %e ke ka*dému kofenu
vzniklé rovnice nalezneme jednu nebo vice hodnot pro
zbyvajici neznimé. Bude tedy existovati v tomto piipadé
zpravidla konedény pocet FeSenf.

2. V druhém piipadé muZe se stdti lehce — a bude ‘to
opét normélnim zjevem -— %e rovnice o jedné nezndmé,
které zistaly, si navzajem odporuji. V tomto piipadé
neexistuje fedeni. '

3. V tietim pripadé, jeZto mdme jednu rovnici a vice
neznémych, lze nékolik nezndmych voliti libovolné a ostatni
jsou pak jiZ uréeny. V tomto pripadé bude existovati ne-
koneény pocet ieleni.

b) UkdZeme na nékolika jednoduchych piikladech to,
o ¢em jsme mluvili v predeslém odstavci. PomiZeme si
geometrickym ndzorem. '

x) Systém dvou linedrnich rovnic o dvou ne-
zndmych.

a,x 4+ by = ¢,
a,z + byy = c,.

Ka#dd z téchto dvou rovnic pfedstavuje v pravoihlém
systému soufadnic pfimku. Dvé piimky mohou byt razno-
bézné, rovnobéiné anebo totoZné, V prvnim piipadé maji
rovnice jediné Feleni odpovidajici soufadnicim priseéného
bodu. V druhém piipadé, kdy piimky jsou rovnobéziné,
nemd prisludny systém feSenf. V pripadé tretim, kdy obé
primky jsoun totoZné, existuje nekoneéné mnoho feSeni —
totiz soutadnice v3ech bodi spoleéné piimky. Uviddime
piiklady na kazdy systém.

x4+ 2y=14 2x 4+ 3y=>5 3z +4y=13
224 y=3 22+ 3y="1 6x + By == 6
=2, y=—1 - —



Lehce se zjist{, Ze prvni pfipad nastane vidy, kdy% a, : b, &+
Fa,:b, t. j. kdyz determinant*)
a.b, |
1121)2
p) Systém tii rovnic o tiech nezndmych.
Jesté nazornéji jest vidéti poméry u’ systému
ax+ by+cz=4d,
ayx + by + cyz2 = d,
Azt + byy + gz = d.

V trojrozmérném prostoru znaéi totiz takova rovnice
vidy rovinu. Dle toho, jaka je vzdjemnd poloha tii riznych
rovin, mé tento systém bud zZidny, koneény (totiZ prive
jeden) nebo nekoneény pocet reSeni. NemizZeme se pouitéti
do detailného rozboru, jen struéné poznamendvime. Obecné
— pokud tedy koeficienty a,, b, . .. nepodléhaji néjakym
podminkdm — protnou se tii roviny v jednom bodé¢ —
proto i tyto tii rovnice budou miti jediné feSeni, t. j. existuje
jedind trojice (x; y:z), kterd vyhovuje viem danym tfem
rovnicim.

OvsSem jsou moZné i jiné pifpady. Na pf. dané tfi roviny
mohou tvofiti svazek, t. j. maji spoleénou pfimku: pak
existuje nekoneéné mnoho feSeni. Jiny piipad: Jsou-li dvé
z rovin rovnobéiné, neexistuje reseni atd.

D4 se dokdzati, Ze otdzka, kterv piipad nastane, zdvisi
na determinantu

ragbiey |
aghyc, |
i Agbycy |
resp. na determinantech s nim souvisicich.

*) Teorio linedrnich rovnic dé se celd obeend vybudovati tak,
%e tvoFi uzavieny harmonicky celek. Jest pFi tem zapotFebi
znati oviem teorii determinant, k jejiZ vybudovani vysel
popud pravé z FeSeni linedrmich rovnic. Kdo se o to zajima
podrobndji, nalezne bli#di vyklad v knize B. BydZovsky:
Zéklady teorie determinanth a matic a jich uZiti, Praha 1930
(nékl. JCMF).
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y) ReSme soustavu rovnic
922 — 1632 = 144

3z — 4y = 0.
Z drubé rovnice ¥ = {y. Dosazenfm do prvni dostaneme
1642
9. L 16y — 144

.

0 = 144,

coZ oviem neni pravda. Dany systém nemid feleni. KdyZ
tento systém znazornime graficky, vidfme, Ze jde o hyper-
bolu a jeji asymptotu, a o téch oviem vime, Ze se v ko-
neénu neprotnou.

d) Zvolme jiny pripad. Jest feSiti systém

622 + 2y — 292 = 0 *)
3z 4+ 2y = 0.
Dosadime-li x = — 3y do prvni rovnice mame
6. (—3y)2—3y—242=0
0=0

Rovnice jest splnéna identicky pro jakoukoliv hodnotu y.

Dany systém md nekoneéné mnoho feseni, totiZ viechny
body vyplnujici pfimku 3z 4 2y = 0. V grafickém znézor-
néni kiivka (*) jest sloZena ze dvou ptrimek, z nichZ jednou
jest pravé piimka 3z 4 2y = 0.

Tyto dva prFiklady, fekli bychom ,,pathologické‘, ]asné uka-
zuji okolnosti, které musime miti na zFeteli vidy tenkréte,
kdy% se zabyvame systémem algebraickych rovnic. MtZe se
totiZ stati, Ze kfivky pFisluSejici uvaZovanym rovnicim maji
»spoleénou soudast®, nebo, Ze ,,prusetik kfivek padne
do nokoneéna‘.

¢) Jinou obecnou metodu k fefeni rovnic o vioe ne-
znémych, ne# jsme udali, udati nelze. Pokud jde o podet
ifeSeni plati viak dileZitd obecnda véta Bezoutova,
kterou formulujeme jen pro dvé nezndmé. Dvé rovnice
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n-tého a m-tého stupné maji obecné m.n fefeni.
Pfi tom slovu ,,obecné* jest rozuméti takto: V obecném
pifpadé nebudou miti obé rovnice spolednou souddst (viz
pifkl. 8), ani se nestane, %e kofen padne do nekoneéna
(viz piikl. y). Pfi tom jest ovem nutno poéitati kazdy
koten 8 prisludnou niasobnosti. Ndsobnost se pak definuje
vhodnym zpisobem. Geometrickd interpretace této véty
jest pak tato: Dvé krivky stupné m-tého a n-tého — ne-
maji-li spoleénou souddst — protinaji se v m .n bodech.
(Pfi tom poditéme i eventudlni. prisedfky v nekonednn
a béfeme zfetel k ndsobnosti prisedéiki.)

d) Zatim co lze obecnou teorii systému vice rovnic jen
tézko ovlddnouti, dovedeme pomérné lehce FeSiti rozliéné
specialisované systémy.

Takové systémy jsou na pf. rovnice zvané symetrické,
homogenni atd. JeZto jsou to viak z obecného hlediska
jen specidlni piipady, kterych feleni vyzaduje vSeli-
jakych umélych obratii a jest véci matematické a podetni
zruénosti, uvadime je jen v cvic¢enich. PFi tom, jak zjistite,
jde pii feSeni v podstaté o to, onu eliminaci, o které jsme
nahofe mluvili, provésti néjakym, vtipnym jednoduchym
obratem.

Cviéeni: Redte systémy rovnic:

1. 22 4 y? = r?
y = kx + q. (Provedte rozhor!)
2, Reite obecny systém t. zv. soum&rnych rovnie:
a(x*+y) +bry +d(z+y)+/ =0
(et +y?) +zy +d (x+y) + /1 =0.
[Navod: Za z + y a zy dosadte nové neznamé!]
3. ax? + bxy + cyt =0 (t. zv. i)omogcnlli rovnice)
y =k +gq
Néavod: Vypoététe :‘Z— !]
4, 23 —2xy + 6y2 =5
322 + 3zxy + 2y = 8.
[Névod: Vylouenim pravych stran urfete nejprve homogenni
rovnici!]
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S.a) B+ Y =md b) z¢ + Yyt =mt
z +y =n. x +y =n
[Umocnéte druhou rovnici tfemi resp. étyfmi a vypodtéte zy!]

6.z +y + % =35
o3 4 92 —|~? = 15.

8
a4yt = 5Vz° +

—yt = 3Vz“ + 3
(Pozor na poditdni tFetimi odmocninami!)

8. 2+ 2l +x2y? + ¥y =15
x8 + éydt zyt + y® = 85. ,
(RozloZte levé strany a zaved.’te nové neznamé! (1; 2) dalst
kofeny sloZit&jsi.)
9, zb 4 Yyt — 3z2y2
2 — Yyt 4 zy
[Nové neznamé z* —
10, o4 + y* + z’y’
z3 + y:— =zy
11, 28 —zy + 2y +3=0
zy— y? +4x + 6 = 0.
[Odedtste od dvojnésobku prvni rovnice rovniei druhon a roz-

lo#te! (—§;—38), (4 + VT1;2(2 £ J10))]

| <=

u, ry = v!]

Illlklll

W'a.g

12.z2+y+z=a [(—l;%(a+l_—l—l/a’+2a'—3);
zy + 2z + yz=—a J,-(a+1——Va’+2a—-_3))a,da,l-
zyz = — 1. “Sich p&t trojic z tychi t¥f &isel.]

18, :, i v -_}l: z, - Z, [Umocndte prvni rovnici dvdma a
2 1 Z, T 33— gs, tiemi! (0,0,a), (0,4,0), (a,0,0).]

M. z(y+z)=a
y(z+ z) =b (Rovnice seététe!)
z(z+y)l=c

.z24+y+2+zyz=3 [Vypoététe nejprve t = :cyz
!+ yt 4 2t = z’y’z’—l Vyjde ¢ = 1; kofeny (1;
zy + yz + 2w = 2. $ (1 £4)/9)), atd.)
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[Po odedteni rovnic od sebe,
7() rozloZte! x, =1, z, =3, z,, =
1.3 —_ :l: }Vas Y = :t27 1/3:4_: :t %VB’
Zpe = £ 3, 254 = £+ '§V3-]

16. 22 + y% 4- zy
yr ot 2t 4 yz
22 - x? - xz

3_ 3 3 _
zyz + 3 (Uréete nejprve ayz! (Vl; V—— 1; VB);
wyz -+ 1 (_3 1.3 )celkem 18 trojie ko-

I

xyz + 10, >3’ %o
y= 4 i’/l—4 ll/l—“ V1—4 fent.)

ZAivérem. Neékters piiklady zde uvedené jsou vybriny
7 ,Rozhledi matematicko-pfirodovédeckych®, kde
v novéjsich i starsich ro¢nicich nalezne ¢tenar radu pomérné
tézsich (a prdvé proto vabivych) prikladu. Pisatel téchto
Fidka vérf, Ze pozorny ¢&tendf jeho knihy pifklady zde
i tam uvefejnéné lehce roziesi a pti jejich fedeni obohati
a zdokonali sviij matematicky obzor. To bylo také wéelem
této knizky.
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80, BroZz. Daldi svazky se pripravuji.

Dod4d kazdy knihkupec nebo nakladatel
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KNIHKUPECTVI JEDNOTY
CESKYCH MATEMATIKU A FYSIKU

Odborné knihkupectvi pro literaturu do-
mdci i zahraniéni z oboru matematiky,
fystky, chemie, astronomie, techniky «
véd pFibuznych. — Obstaréme spolehlivé
knihy kdekoliv wvy3lé, védecké i zd-
bavné. — Mdme stdlé komisiondiské
zastoupeni v Lipsku (Leipzig), Milané,
New Yorku, Pafizi, Londyné, Zdhiebu.

Obratte se vidy s divérou na nds —
budete spokojeni.

Lveme [ nezdvazné prohlidce naseho
knihkupectvi.
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CESTAK VEDENI

Sv. 2
Doc. Dr. V. Petriilka -
Ing. Dr. J. B. Slavik:

PIEZOELEKTRINA
A JEJI POLZITI
V TECHNICKE PRAXI

BroZ. K 19,—
o

Sv. 3
Prof. Dr. D. IFkovi&:
POLAROGRAFIE
V tisku
®

Sv. 4
Prof. J. Holubaf:

METODY PLANIMETRIE
A APOLLONIOVA ULOHA
V tisku
o

8v.5
Ing. Dr. J. Strnad:

ZVUKOVY FILM
V tisku
o

8v. 6
Doc. Dr. F. Link:

JAK POZNAVA
ASTROFYSIKA VESMIR
V tisku
®



NOVA KNIZNI SBIRKA

,CESTA K VEDENI“

V&m k tomu dopomobzZe. Je to most, spojujici Vade stiedodkol-
ské vzdE&lani s dennim Zlvotem.

Spisky v této shirce vychézejici se obiraji zjevy z matema-
tiky, fyslky, chemle a astronomie, které zasahu)i do nadeho
Zivota, okolo kterych chodime, nebo jejich: odraz k ni&m do-
1éh& z &etby, z hovoru a z dennich zprav.

Nejsou to viak popularisa&ni broZurky v b&Zném slova smyslu.
Ka2da z kniZek sbirky navazuje na to, Zemu jste se na stfedni
Skole uéill. V kaZdé z nich najdete odkazy na tu neb onu strén-
ku uéebnic, které Vis léta provézely. A teprve na tomto zi-
kladé VAm autoil systematicky — pokud je to moZno ~— vy-
kladaji, jak souvisl to, Eéemu Jste se ucili, s dennim ZXivotem
a Jak | v labyrintu moderniho sv&ta jsou dobrym a pevnym
voditkem zékladni vty matematlky a exaktgich véd.

Budete pFekvapenl, Jak z drobnych poznatkd vyrasta)i korr'l-,
plexy vEdomosti, které V&m objasni mnoho z dne¥niho d&ni
v technice | ve v&decké précl.

KaZdy, kdo si d4 pricl sledovati autora na strankich kniZky,
zhodnoti své $kolské vidomostl a pronikne o kousek d&l k po-
rozuméni dnesnimu svitu.
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