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НЕКОТОРЫЕ ТЕОРЕМЫ О ТОПОЛОГИЧЕСКОМ ВЛОЖЕНИИ 

ЛЮДМИЛА КЕЛДЫШ 

Москва 

1. 

Мы рассматриваем некоторые непрерывные разбиения Еп

г эвклидова про­

странства Еп на точки и континуумы и изучаем вопрос о вложении простран­

ства разбиения /(Еп) в эвклидово пространство Е т , где т = п. Предполагается, 

что каждый невырожденный элемент ^ (т. е. содержащий более одной точки) 

разбиения Е^ есть клеточно вложенный в Еп континуум. 

Определение. Континуум К а Еп называется клеточно вложенным в Еп, 

если во всякой его окрестности ^ найдется другая окрестность ^ такая, что: 

Х с О с б с [ / 

и 2 — замыкание ^ есть и-мерный топологический куб. Такую окрестность ^ 

мы называем клеточной окрестностью К. 

Заметим, что из теорем доказанных М. Брауном [4] легко следует, что свой­

ство континуума быть клеточно вложенным в Е" эквивалентно свойству быть 

точечно-подобным, т. е. дополнение к нему Еп \ К гомеоморфно дополнению 

к точке Е" \ {р}. 

Пусть Р — множество {̂ } всех невырожденных элементов разбиения 

Ер а Р * = 1~1(Р) = [)%» Мы рассматриваем следующие случаи: 

Случай а) Р — компакт и йгт Р = 0. 

Случай Ь) Р — произвольное счетное множество. 

Бинг построил непрерывное разбиение пространства Е 3 удовлетворяю­

щее условию а) такое, что все невырожденные элементы — ручные простые 

дуги, а пространство разбиения Д Е 3 ) не вложимо в Е 3 [1], и непрерывное раз­

биение Е3, удовлетворяющее условию Ь), где все невырожденные элементы 

разбиения — клеточно вложенные в Еп континуумы, а /(Е 3) ф Е3 [2]. 

Мы указываем достаточные условия для того, чтобы в случае а) или в слу­

чае Ь) имело место: /(Еп) = Е\ и показываем, что в обоих случаях а) и Ь) имеет 

место/(Еп) а Еп+1. 

Определение. Множество А с: Еп называется клеточно разделенным в Еи, 

если для каждой его компоненты К в каждой ее окрестности ^ найдется клеточ-
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ная окрестность ^ такая что (гр. 0) п А = Л. (Через гр. ^ обозначается гра­
ница множества 0). 

Рассмотрим сначала случай а). 

Теорема 1. Пространство /(Е") непрерывного разбиения Еп на компоненты 
клеточного разделенного в Еп компакта Р* и точки х е Еп \ Р* гомеоморфно Еп. 
Заметим что в случае п = 3 эта теорема следует из теоремы Харрольда [5]. 

Компакт Р* можно представить в виде: 

со Кк 

к=1 г=1 

где Р* п гр. I/* = Л9 Ъка (У*"1, и Ик

г п Ик, = Л для г Ф г\ причем I/* -

область в Еп

9 вообще говоря, не клеточная. Каждая компонента <* компакта 

Р* есть пересечение: 
оО 

к=1 

В нашем случае в каждое покрытие {^}, г= 1,2,... Кк компакта Р* 
можно вписать покрытие {<2*}, т = 1, ... Мк9 где каждый <2т - топологичес­
кий куб, (гр. 0^) п Р* = /1 и для каждой компоненты <* найдется &т такой, что 

При этом возможно <2™ о <2™' Ф /1 для некоторых т и т ' . Рассматривая такие 

покрытия, можно построить последовательность гомеоморфизмов срк : Е
п -+ Еп 

так, что для каждой компоненты ^ компакта Р*: 

ё1ат %(^) < 1//с 

и последовательность ср19 ц>19 ..., срк9 ... равномерно сходится к заданному не­
прерывному отображению / : Еп ->• Ел. 

Теорема 2. ^слг/ /(-5Л) — пространство непрерывного разбиения Еп на точки 
и клеточно вложенные в Еп континуумы, которые являются компонентами 
компакта Р*, то /(Еп) с: Еп+1. 

Для д о к а з а т е л ь с т в а мы строим вложение(гомеоморфное отображение) 
Ф пространства Еп в Еп+Х так, что множество Ф(Р*) клеточно разделено в Еп+1. 
Пространство непрерывного разбиения Еп

ф

+1 пространства Еп+Х на точки 
и компоненты Ф(Р^) в силу теоремы 1 гомеоморфно Еп + 1. А непрерывное 
отображение Ч*Ф : Еп -» Еп + 1 топологически эквивалентно /, следовательно, 
/(Еп) с Я л + 1 . 

Для построения вложения Ф мы определяем на Еп действительную функ­
цию Е так, что Е постоянна на каждом элементе <* разбиения и Р[Й Ф Р[<Г], 
если ^ ф ^'. Положим Р[^] = ^. Ф(ЕИ) есть график функции Р, т. е. множество 
точек {х, Р(х)}, х е Еп. Множество Ф(Р*) представимо в виде: 
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СО Я к + 1 

к=1 т=1 

где <2̂  топологический куб из покрытия {0,т}, а 1к+1 — сегмент оси 019 причем 

й + 1 п ^ + 1 = Л для т Ф т ' и 4 + 1 <= *1 • 

Следовательно, (<2* х **+1) п (()*, х 1*+1) = Л для г ф г'и Ф(^) = <* х ^ для 

3. 

Аналогичные теоремы имеют место в случае Ь). 

Теорема 3. Пусть Е^ непрерывное разбиение Еп на точки и счетное мно-
оо 

жество ^ континуумов <̂ , причем множество ^* = ^ %г клеточно разделено 
1=1 

в Еп. Тогда/(Еп) гомеоморфно Еп. 

Д о к а з а т е л ь с т в о этой теоремы основано на следующей лемме. 

Пусть в условиях теоремы Ъ ^ — топологический /1-мерный куб такой, что 

2)* п гр. б = Л . 

Тогда для любого е > 0 существует гомеоморфизм ср : Еп -> Еп такой, что 
ср(х) = х для х е Ел \ <2 , и сНат Ф ( ^ ) < в для ^ с= ^ . 

С помощью этой леммы строится последовательность гомеоморфизмов Еп 

на себя ср19 ср29..., <рк9..., такая, что 

ё1ат (рк(%г) < 1//с для ^ е В , 

которая равномерно сходится к непрерывному отображению / : Еп -> Еп опре­
деленному заданным непрерывным разбиением. 

Теорема 4. Пространство/(Еп) непрерывного разбиения Еп на точки и счетное 

множество клеточно вложенных в Еп континуумов топологически вклады­

вается в Еп+1. 

Аналогично случаю теоремы 2, строится топологическое вложение Ф про-
00 

странства Еп в Еп+1 так, что множество У Ф(< )̂ клеточно разделено в Еп+1. 
1 = 1 

В силу теоремы 3, пространство Ч*(Еп+1) непрерывного разбиения Еп+1 на 
точки и континуумы Ф(< )̂ гомеоморфно Еп+1

9 а !Р Ф(ЕП) есть вложение /(Еп) 
вЕп+1. 

Для построения вложения Ф мы строим на Еп действительную функцию 
Ртак, что: 

1. Р постоянна на каждом <*,.; 

2. Для каждого ^ существует окрестность 17. в Е" такая,что Р(х) > Р(х')9 

если хе%(9 х' е^^ \ %{. Ф(ЕП) есть график функции Е, т. е. множество точек 

{*, Р(х)}9 х е Еп. 
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Пусть Р(^ = •*,•; в силу 2 имеем: 

(17, х *,) п Ф(Еп) = *; х и . 

Пусть <2 — произвольная клеточная окрестность ^ содержащаяся в ^ г Граница 
области б х (;В гиперплоскости г = гь не пересекается в Ф(Еп). Следовательно, 
для достаточно малого е < 0 топологическое произведение (гр. ^^) х [**( — е, 
Х{ + е] также не пересекается с Ф(Еп). При этом, в силу 1) и счетности множества 

О, е можно выбрать так, что гиперплоскости I = 7,- — е и I = Х{ + е не пере­
да 

секают множества \) Ф(< )̂. Тогда 
1 = 1 

У = й х (г, - е, г,- + е) 

есть клеточная окрестность континуума ^ х г- в Е п + 1 , причем 

(1) ( г р . У ) п ( [ ) Ф у = Л . 
» = 1 

Так как ^ произвольная клеточная окрестность ^ содрежащаяся в ^^, а г — 
произвольное положительное число, то V — сколь угодно малая окрестность 
Ф(^,) и (1) означает, что множество Ф(/)*) клеточно разделено в Еп+1. 

В заключение рассмотрим вопрос о вложении пространства непрерывного 
разбиения Еп на точки и конечное число произвольных компактов. Р. Г. Бинг 
и М. Л. Куртис [3] построили непрерывное разбиение Е^ пространства Еъ на 
точки и девять окружностей такое, что пространство разбиения /(Е3) не вло-
жимо в Е4. Имеет место 

Теорема 5. Пространство непрерывного разбиения Еп на точки и конечное 
число произвольных компактов топологически вкладывается в Еп+2. 

Пусть Кг, К2, ..., Кг — все невырожденные элементы разбиения Еп

Т. 

Мы строим топологическое вложение Ф пространства Еп в Еп+2, определив 
на Еп пару непрерывных функций и = ср(х), V = ф(х), х е Еп, следующим об­
разом: 

(2) ср(х) = г/г для х е К{, / = 1, 2, ..., г ; 0 ^ ср(х) <̂  1 . 
г г 

(3) ф(х) = О для х е [] К1 ; 1 ^ ф(х) > О для х е Еп \ у К1 . 
1 = 1 ; = 1 

Ф(Еп) есть график этой системы функций в пространстве Еп + 2, т. е. множество 

точек {х, ср(х), ф(х)}, где х е Еп. В силу (3) пересечение Ф(Еп) с (п + 1)-мерной 

гиперплоскостью пространства Еп+2 определенной уравнением V = О есть 

U Ф(K,), rдe 
1 

Ф(K,) = KІ x u., UІ = i/r . 
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Для каждого компакта Ф(К() выберем содержащий его и лежащий в и-мер-

ной гиперплоскости определенной уравнениями и = иь V == О и-мерный шар Ап. 

ф(Кг) с: Ап . 

В силу (3) имеем 

(4) Ф(Еп) пАп = Ф(К{) . 

Пусть Е"у+2 — непрерывное разбиение пространства Еп+2 на точки и шары 
А". Очевидно, что ^ ( Е п + 2 ) - Е', + 2, следовательно, Ч/Ф(Еп) с р + 2 . Но в силу 
(4) — на Ф(Еп) разбиение Еп+г индуцирует разбиение на точки и компакты 
Ф(Кг), т. е. оно топологически эквивалентно непрерывному разбиению Е}, 
следовательно, Ч/Ф(Еп) есть топологическое вложение /(Еп) в Еп + 2. 

В силу теоремы Дайера [6] для непрерывного разбиения Е, пространства 
Еп на клеточно вложенные континуумы имеем всегда 

<Ит/(ЕГ) = п. 
Следовательно, 

/(Еп) а Е2п + Х . 

Правдоподобно, однако, что /(Еп) вложимо в пространство Ет, где т зна­
чительно меньше чем 2п + 1. 

Вопрос 1. В пространство Ет какой наименьшей размерности т > п 

вложимо произвольное непрерывное разбиение Еп на точки и клеточно вло­
женные в Еп континуумы? 

Вопрос 2. В пространство Ет какой наименьшей размерности т > п 

вложимо всякое непрерывное разбиение Еп на точки и нульмерное множество 
Р клеточно вложенных в Еп континуумов, если Р некомпактно и несчетно? 
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