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Picdmétem tivah nasich bude hlavng zvlastni druh fad, z néhoz se vy-
skytly v literatufe jen jednotlivé pfipady neb typy, namnoze toliko ojedinéle.
Ackoli prvé pocdtky sahaji az k Ewlerovi, mam za to, Ze Malmstén byl
prvaim, jemuz v tom oboru bylo uéiniti prvni dilezité kroky. Po ném nisle-
duji jména Scklomilch, Lipschits, Ricmann, jimz se inspirovali pp. Hurwitz
a Sticltjes. Nejobecngjsi z téchto fad studovali Malmstén a Lipschitz; p. Appell
zabyval se vyrazy na prvni pohled druhu rézného od onéch, ale tyto vedly
nés (bylit jsme se diive zabyvali vyrazy Riemannovymi jinym smérem) k zobec-
réni, od néhoZz vede jen maly krok ke koneénému typu, jenZz tvofi pfedmét
piitomné price.

Védecka cena pritomného spisu vézi — jak za to mam — v methodé& velmi
elementarné, pomoci které zde vyvinuty zdkladni vlastnosti veli¢in, jichZ dile-
Zitost méfiti bude moci teprve budoucnost. Velki ¢dst obecenstva, kterd hledi
hlavné k elegantnim vysledkiim, bude vsak vahu prdce spatfovati v applika-
cich, jez zde ptipojeny hlavn& k vili zvyseni interessu. Skuteéné podafilo se
nam pomoci nasich vzorcl odvoditi s pfekvapujici jednoduchosti nékteré zna-
menité vysledky pana Ayoncckera, jichi vyznam sprivné vytéen ve spise
p. H. Webera (Elliptische Functionen und algebraische Zahlen, §. 112 a nésl.)
a kromé& toho mohli jsme dospéti k jinym vysledkim analogickym, z nichz
uvedli jsme oviem jen pfipady jednoduché, ponévadz nejzajimavéjsi. Za dilezité
povaZujeme téZ stanovisko, s néhoz jsme Kroneckerovské fady studovali, po-
névadZ toto se od onoho ptedchidcli nasich podstatné lisi, a v ném tkvi pfi-
¢ina jednoduchosti nadich method.

Zacdateénikové uvitaji novy diikaz Riemannovy reciprocity pfi funkci ¢ (s),
ktery jsme vylozZili v §. 1, abychom dobfe hned spfedu naznadili povahu nasi
price, dikaz, jenZ jest nejelementarnéjsi ze vsech dosavadnich.

Uvddime zde seznam praci, jez ndm o fadich nasich jsou zndmy.
Jsou to:

1. Malmstén, De integralibus quibusdam definitis, seriebusque infinitis. Journal
fiir die reine und angew. Mathematik, sv. 38, 1849.
Schlomilch, Zeitschrift f. Math, u. Phys, 1849.
3. Lipschitz, Journal fiir die reine und angew. Mathematik, sv. 54.
4. Riemann, Ucber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grosse.
Monatsberichte der Akad. d. Wiss. zu Berlin, 1859.
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Hurwitz, Zeitschrift f. Mathematik und Phys., sv. 27; 1882.

6. Stieltjes, Sur quelques intégrales définies. Verslagen en Mededeelingen
der Koninklijke Akademie van Wetenschappen, Amsterdam 1886.

7. Appell, Développement en séries trigonométriques de certaines fonctions
périodiques vérifiant I'équation 4/ = 0. Journal de Mathématiques pures
et appliquées, 1886.

8. Lerch, O jistém integrilu omezeném. Véstnik krdl. Ces. spole¢nosti nauk
z r. 1886; hlavné pak

9. Sur certains développements en séries trigonométriques. Annales de la

Faculté des Sciences de Toulouse, sv. IIl. Dopis zaslany p. Appellovi,

datovany ze dne 23. iinora 1887. Tuto prdci pro nis predmét dilezitou
citovati budu kratce: Lerch, dopis.

. O

Malmsténovym a Lipschitzovym pifipadem zabyvd se téZ pozndmka:

10. Lerch, Note sur la fonction & (7, x, s5). Acta mathematica, sv. 1.
11. Lipschitz, Untersuchung der Eigenschaften einer Gattung von unendlichen
Reihen. Journal tir die reine und angewandte Mathematik, sv. 105.

Rady Kroneckerovské, do jisté miry jiz Dirichletem uvaZované, které budou
pfedmétem applikaci, studovdny p. Kroncckerem v fadé pojedndni:

12. Zur Therie der elliptischen Functionen. Berl. Sitzungsberichte 1883,
1886, 1889,

13. H. Weber, Elliptische Functionen und algebraische Zahlen. Braunschweig,
1591 (str. 454 a ndsl) aneb
Zur Theorie der complexen Multiplication elliptischer Functionen. Mathe-
matische Annalen, sv. 33.

Abychom naznalili obsah praci citovanych autor, poznamenejme, ze
Malmstén v pojedndni pod 1. uvedeném dokézal p&kny vzorec

o0

u o0
a4 — c—au  cos(s arctg ) sina c—tzgs—1dt
S 7Y — g (x% -+ u2)ds ”_‘I"(.\‘)S;'—-|—2cosa+t" !

0 0
jenZ vyjadien jsa fadami (které Malmstén oviem vytkl jen ve zvlastnich pfi-
padech), obdrzi tvar:

>0
E sin2rw=n
| (I+"')s

w /[ cos@rvz42wxr+4 ;)7 cos@rx 2w+ )
= (2~)*—1I(1 ----\')Z [ ( + 1~+2) — ( t'lﬁ)—‘],
o (w—4-)t—* (@ =)'
kde jsme k vili eleganci nahradili literu a4 vyrazem 2wz — = a kladli
2’ — | — w, pfedpoklddajice veli¢iny w, £ v mezich 0 a 1, podobné jako
realnou ¢&ést velidiny s.

Rada Lipschitzova byla (v nasem oznalenf)
oo

e!nznx

8,209 = Yy



a jejl pomysind &dst splyvd (aZ na oznalenf liter) s levou stranou Malmsté-

novské relace. Rady Schlomilchova, Riemannova, Hurwitzova, Stieltjesova jsou

zvlastni pripady vyrazu Lipschitzova. Rada studovani v nasem dopisu znf
o0

Flx,s, u)= Z 1

m & o [(T—- m) - u]de’

fady Appellovy pak vzniknou odtud specialisovanim hodnot s. Od této fady
nevalné se lisi nasledujici nase fada

on
einvni

T
kterou viak dluZzno uvazovati vidc¢i krdsnym applikacim, o nichZ uéincna
zminka vySe. Mdm za to, Ze bylo spridvné nazvati tuto fadu na oslava Svéd-
ského mathematika, jehoZ zdsluhy o tento druh vyrazi dosud zéstaly nepo-
viimnuty, fadou Malmsténovskou a oznaéiti ji Ml (v, w, #, ).

§- 1. Riemannova funkce { (s).

Klademeli v samozfejmém vzorci
o0 oo
Sf(z).r“—‘a’x =a° Sf(az)a:"'a’.z:
0 0

. 1
jednou f(z) = T podruhé f(z) = ¢—*, obdriime rovnice

o0

zr-lda
1 4 a%z?
0

a’ ’

=)
z:—'dz
1 4 x?
0
oo
(l) l c—az ps-
= =T zsVdx.
0

Integral ve jmenovatcli pravé strany prvé z téchto rovnic md hodnotu
4
2sin’}
a Citatel se substituci z = —1—- pfetvofi tak, aby vznikl vzorce
1 ‘Zsm 2 o?J,-l sdr
) w = A S a* - 4

0
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Té&chto vzorch (1) a (2) uZijeme k vySetfenf vlastnostf funkce definované
pro Real.s > 1 tadou Ricmannovou

() =Gty gt =Y

jez za ulinéné podminky Recal. s >>1 konverguje absolutné.
Jelikoz dle (2)

2a ©
1 2sing Cgpl-sgy
kT n S kgt
0
pokud Real. s <2, mamc za této supposice
2sint* o2 oo (
Sin 5 zl=sdx
r =~ % | %
A ) e

Ukdzeme dodateéng, Ze tu dovoleno provésti séitdni pod znamenim intc-
grace, t. ). Ze

& Tal—sde , & al-t
(@) Sﬁ_'_z'.' :Sd‘rzx,e_l_ze )
0 ]

hodnotu souctu

a tedy

x

5|n t,?-u: l 1

2 ‘I_

C(\‘) v ).L'““d’x;
] g

0

. e ok .oz 1.0
plsemell pn mtegracn o5 misto x, mame I)OS]LZC
o,

(3) L) =@m* tsin’) S( +1——%)J;—‘a'x.

cf-—1

pokud 1 < Real. s < 2.

7c integral v pravo cxistuje pouze pii Real. s> 1, plync odtud, Ze pro
nckoncéné velikd z integrovand funkce se redukuje na x—¢%, a Ze podminka
Real. s << 2 je nutnou, plyne z okolnosti, Ze pro dosti mald z plati rozvoj

t"+l 2 -——:_Al_ 1_s
(t‘r_'*’l*‘-" )L —zx —l—

£z
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Jednd se nynf o pfesny diikaz rovnice (¢). Tu miZeme sc omeziti na
rcalnd s, ponévadi obé strany rovnice jsou funkce analytické, jeZ splynou pro

viecka s, jakmile splyncu pro vSecka s sebe mensiho intervallu realného
Z nerovnosti patrné

plyne

—1

" T ri-sdy 1 ¢ e’“—|—l 1
Y \ira <y {(Gti- )
k:] 0 .”

ponévadZ pravd strana je veliéina koneénd nczivisld », a fada v levo sestava

z kladnych ¢lent, plyne odtud piedevsim konvergence levé strany pro
n = oo , a mimo to nerovnost

Leva strana je vSak vétsi nez

L—sg ~ = 1

—_s -5
Si’qﬁf=g"“ Y e
k=1 0

kde N znaéi libovolnou kladnou veli¢inu; mame tedy

x1-sdxr N '~
d . iR
S‘”Z/»+z" ESwrxe:S Z B pat
Prvni a ticti z té€chto velicin se lisf o tak mdlo, jak libo, jeli &V dosti

veliké, a proto se druha lisi od treti o velicinu libovolneé malou; jelikoz pak

veliciny ty nezdvisi na &/, musi tu nastati tplnd rovnost, t. j. musi platiti
rovnice ().

Jincho vyrazu pro funkci { (s) nabudeme, uzijemeli vzorce (1), t. j

. 20

1 — 1 ’ . -kr —1 .

—k_“-- I‘(J)S fa xs (I-’z,
0

tu bude

[= o]

SR N ke
C(S)le;mookZlme kzge—1 g

———zf'dx,
cf— 1
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Pokud je realni &ast s vétsi nez 1, mame
oo

—Nz po5~
lim e_x__l_di_:—_o'
N=o00 ez_l
0
a tedy
1 ¢ z—1d
_ r*—ax
@ (0 =r5| F=1-
[4]

Integrdly (3) a (4) nejsou zpisobilé pouciti nds p¥mo o povaze funkce
¢ (s) pro argumenty, jichz realnd &ast je < 1. Abychom toho docilili, rozdélme

w o0
tyto integrily vidy ve dva dle schematu S—[—S , kde @ znaéi kladnou veli-
[ @

¢inu mensi nez 2. Pak mdme ze (3) a (4)

et1 ——2-):5—’[1'.1:
x

—1

£ = @ ~tsin 27|

+

& —1

=]

w

evﬁs oty

exrt —-~) —’dx]

Pokud |z | < 2#, konverguji, jak z elementd zndmo, rozvoje

=11 2
Z=+ —?_r,x—l—qz"—}-c,x"—]— A enzin—t

—1
2 2 1 3 5 n—1
T = Fartqrrtger4.. . Sz ...,
z nichZz plyne
e+ 1 2 = win—s
—_— —"d _
S(":—l :c)x x nZl[" 2n—s '
J =
~ Qxs—drx 2(,, w? oo wsS+2n—-1
S"ez_l R _*}ﬁ_*—"z s on—1-

[}]
Tyto vyrazy vloime do hofejdich vzorcli pro {(s) a mimo to pfi prvém
z nich vSimnéme si té okolnosti, Ze viiéi supposici Real. s << 2 plati

i= o]

o0
[ (- 2)emran= g g 2
x ?

et — | et —1 l1—s s

w w
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tim obdrizime vysledky nésledujici:

o0 3
= Qa)y-tsin SE[ a0 @7 2o z=rda)
(3% () =(@a)*"'sin 2 {n_lzn—s 1—s s +2, er—1 [’
" ; . 1 I o0 Cp@st2n—1 Dps—1 m,7+2°°‘:’{,—ldai
(+) (s)—‘zr(.s')lﬂzls—{—%z—l__i—: s ez —1
Integrily
o0 o0
zt—ldx z *dx
er—1 ' . er—1

konverguji pro viecka kone¢nd s a definuji celistvé funkce transcendentni této
proménné; nckonetné fady obsaZené v zdvorkich {} pak konverguji rovnéz
pro vsecka s a definuji funkce jednoznacné, jichz pdly jsou s = 2#, 1, O resp.
1—22,1, 0.

Z toho nasleduje, Ze vyrazy (3*%) a (4*) jest {(s) definovdna pro viecka
komplexni s jakoZto funkce jednoznac¢na. Kromé toho poznivime
snadno, Ze funkce {(s) se na vSech mistech chovd pravidelné, mimo na misté
s=1, kde ji lze uvésti na tvar¥)

£(s) = g+ Bl —1).

Z rovnic (3*) a (4*) plyne déle ptimo Riemanniiv klassicky vztah; kla-
deme-li totiz ve (4*) 1 — s za s, piejde zivorka u (4*) v zdvorku u (3*) a bude

Ha —J5) = :(S)
(5 ¢(1 )= 2 @m)—"'sin <X (1 —s)’

rovnice, jez prejde v hledanou relaci Riemannovu

s s—1
»

®) ra *{@=rcy)=* {1—9,
uzijemeli zndmych vztahd elementarnych

2—s —s <
— LEOrC-3,
'

r(i—s) =

b4

sin -—2— =—I"—(%)—I:'—(|_‘;) .

) Symbolem R(x) vidy znamendme tadu tvaru a, -} @, x4 a,x* 4 ... konvergentni
v urditém oboru,

Rozpravy, Roén. I. T# 11, C. 27. 2
531
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§. 2. Rady Malmsténovske.

Rady, jez Malmstén a po ném uvedeni mathematikové studovali, jsou
zvldstni pfipady vyrazu
o0
(1) ML (¢, w,u,s) = Z S ——
- 2 2|,
p oo | (0 ) - w25
jejz na oslavu Svédského mathematika nazvu Fadou Jlalmstinovskon. Ukdzeme
predevsim, Ze ji lze vyjddiiti omezenym integralem. K tomu tdcelu ndm podi
vzorec (2) §. 1 rovnici -

9 ;
l.-nv.—u

=)
envai 251[‘1{; S cnvaipl—s g

(@ n)t w2

- s
bl b4
(o 12+ 7] ;
v niz musi realnd &ast veli¢éiny s byti obsaZena v mezich 1 a 2, a pii tom
ostatni litery znaéi veli¢iny realné. UkdZzeme dodatetné, Ze jest

o0 oD
( ) i omvai pl—s f o ; =2 envaiplo-s
a T — =\ dx - .
(w )%+ ot 2* Z (e )24 2t - u®
Il:—oo'o o n—=. -o
a uzijemeli zndimého vzorce
oo e?nv:ri . n e vew i (‘?-"(ﬂvl'le') + glTav
2 (ﬁ,_*__”)'i_i__ 2 af ctatatwei) | cata ey )0
n=-—oo

kde psino 2"=1—2v a predpokladidno 0 <<# < 1, mamc hledany
vyraz :

(2) ML (w,w,u,s)

oo R R
era(wi+v yurta) ctaviwi4a? |z' Sda

l; 2a (.}: FERYR z):_ T ¢ 2'.1_(:—”.1::' + \‘u!_+ f) 1 J \"”a + 28!

[H]
platny za supposice
l1<<Real. s <{2;, O0<v<<l; v =1-—v; wurealné

Zbyvd jestd dokdzati identitu (a). Obé strany rovnice té konverguji pro
1 << Real. s < 2; nebot o levé strané je to patrno, pravd pak lisi se od in-
tegralu (2) pouze urcitym cinitelem.

Rovnice (a) bude dokazina, jakmile ukdzeme, Ze rozdil velicin

n= == oo

o0
e?""-"'a:"‘*dm . 0‘% ,.?nv-.-rizl s
(b) Z (@ nS4at a2t 5‘“" Y (ae A=)ttt
—oo Y v ‘

532
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blizi se nule, rosteli V pFes viecky meze. Aviak veli¢iny tyto jsou absolutné
mensi nez veliéiny — omezujeine se na realnd s —

8

(& o]

’ N z'—*dzx >0 s
® ZZ—OC’ 15 --(;5;}‘7)”——#712‘4—7“_ ' 7z Z (e 4 )%+ u"——f- z?

n

Ponévadz ale
.

1 1
3w < 3w

mame téz

L o0 d o0 o
y xl—s T xl—s
— -4 dx Z _ —
W= (w0 + n)? + u® 4 2® <S A (o - n)? - 2?
T N =

pro vsecka r; z nerovnosti té plyne pak, Ze prvy z vyrazdl (b’) neptevysi

. . : . x AR | S
druhy z nich, a ponévadz tento je nckoneéné maly ziroven s -, je dokd-
N
zino, zc rozdil veli¢in (b) blizi se nulle pro lim V= <<, a nasledkem toho
rovnice (a) je sprdvna.
Zc vzorce (2) obdrzime snadno trigonometricky rozvoj funkce
Ml (v, ,%,s) viéi proménné w. Je tu toti, anov' =1 — v,

o2 (wi+ v \m)

o [
—_—————————— = Z e—2Mwi-—23 (0 4 v)\u? + 2 ,
‘.2:1(:u1+\u’+z=)_ i

n=2u

e2avy V\u' -z oo
— e i —tam -e Ltz
’-r(—m:—i—\u’-{-z’

Nasledkem toho plyne z (2) rozvoj:

(@ =)
(3) e?veriML (v, w,n,5) = Z Anetneai,
n=-— 0o
kde zavedeno oznadeni
[=_o]
1 —

— 9cin ST —Ralm—e |\t o s(_{.’t

4) Ay == 2sin--\ ¢ 27 \u B

Ve Fat’

W

pfi ¢emz |n# — v | dle zplisobu Weierstrassova znaéi prostou (absolutni)
hodnotu veli¢iny » — v, t. j.

|n——7r‘|=[”_7' pro ”?0.
l:'—n » n< 0
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Abychom poznali funkéni povahu veli¢iny ,, musime studovati vyraz

o 1
—s
y= e—c\u’+z"z,__‘{__x;
- V-2t

0

piSemeli pfi integraci #x za \»®—4 2%, obdriime
[e o]
g
y= ul—.rg ‘.—cuz(zﬂ__ l) 2dx.
1

Poloime pak

®) J=Sc—v=(xﬂ—1)~—-dz,

kde o je veli¢ina kladna; differencujemeli pod znamenim integracnim, ob-
drzime

o0
A ]
L
2 [}
‘Z,UJ_ = Se—”x“(x’— No—'dx.
1

Integraci identity
dle=>=(a* — 1)°] = [—ve=v=(2® — 1) 2002z (2 — 1)~ | da

v mezich 1 a oo obdriime vsak

oo o o]
0= — z/S e~vE(xt — l)"d:v—l—?ag e~ x(x?—1)""'dzx,
1 1

a vlozimeli sem hodnoty nalezené, posléze

drJ ddJ
_ —_—— —9%2c—— —
v\ e J) 20—~ 0,
cili
, g | dJ .
(f)) yd_zla+26 dz’ ——UJ—O

Této differencialné rovnici lze vyhovéti fadou mocninovou

°'%
J = G, v,
r=0

jejiz soulinitelé se ustanovi z identity plynouci z (0):
Zv(r—- I)C,w—l+Z2m€,vv~-'_2avv+- =0,

534



ktera ma za nésledek
y(v—l-|—2a)C'.=C,_2; (r=0,1,2,...),
kde C_y=C_2=0. Obdriime tu (;, = (3 =(3;=...=0, a pak
_ﬁ‘__ C, — Co
2QRs41)" 1T 2.4Qc+1DR2e+3)°
_ Co o
2.4.6...27220¢+1)(20+3)...2c+2n—

Zavedime pro snazsi prehled oznaceni

) =sE+DE+2)...(cFn—1),

¢, =

v

tedy

(5,0)=1,(6,1)=ys,(s,2) =s(s+1),
a volme (o, = 1. Tim obdriime jako prvni partikularny integril rovnice (5)
fadu

o0

E 2"n'(o'—}— , 1)

Druh¢ feseni diff. rovnice (6) ndm poskytne substituce

OO
—_—E C',U'+l_?°
vy=10
vedouci k podminkdm
(r—l—l—?n‘)rC',:C',_g; (1'20'1,2,,,,),

C'—y = C’_s=0; nalezneme

C,2n+1=0v C’2n=

2yl (3 —0o,n)’
tak Ze druh¢ feSeni partikularné differencialné rovnice (6) zni
[5.8) ven +1—20

7= ¥ g

n=v

» v 3 ’ 1 . [
Nalezené feSeni budou rdzna, pokud ¢ neni rovno - a existuji, pokud

2
5 7 1 b} 5

+ se lisi od ° by 30 go---aod — o g g

Pokud tedy 2« neni celistvé éislo liché, bude obecné feseni differencialné
rovnice (6) zniti

J= CIJI+C'/IJ/;'

kde C’', C” znali dvé¢ konstanty, které musime ustanoviti tak, aby tento
vyraz piedel v integrdl (5).

535
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Jeli pfedeviim o obsaZeno v mezefe (()...1,), bude 1 —26>0, a
tedy J” = 0 pro v = O; obdriime tak
(o o)
C' = J — S (x*—1)—'dzr,
v=2~0

a tieba jen vydisliti posledni integral. Klademcli zde z = 2 #, obdrzime
1

emt (i ntam | TOTED

..
(5

Abychom ustanovili C”’, ptetvoime J substituci z =

oo
J = t"—?"S e~ (St — oY) 1lds,
v

a piedpoklidejme % < o< 1l. Pak bude 1 — 26 <0 a tedy u vyrazu
J.UQﬂ—l —_ CIJ,ﬂ?”—l _l__ C”J”.‘-,?ﬂ--l

odpadne pro v =20 prvy ¢len, tak Ze zbude
Ped
5 e~ izt s = (",
u
cili
C'"=r2s—1).
Dle toho mdme pro integral (5) vyraz

_rorg

V—WA'T) ' 20 — 1) J"”
Ve J +r@e—1)J".

") J
Tato dedukce postrddd presnosti, ani soucinitelé C’, € ustanoveni byli
pii rdznych hodnotiach «#; proto zde dodivime dbkaz presny.
Integral

(g ]

v?n——lJ:S‘.—z(xﬂ__?,'-')n_l dr — -J.

rozdélme ve dva

K:Sr"’(z"—'u“)"“dw, K, =

e

e~ (2t — oY)~ "dx,

=

pfedpokladajice v < 1. Tu je bezprostiedné jasno, Ze lze K, rozvinouti v oby-
¢ejnou fadu mocninovou, jejiz stily ¢len bude

=0 °
K,=\e-2zt-2do=Q2s—1),

1



takZie mame*)
K, =02 —1)+2B,).

Pfi tom pfedpoklidejme « realnym a > | aneb aspofi Real.a > 1; pak bude
binomialni rozvoj

(g @]
(Z’l—’lla)""1 = Z (__ l)n(”;’)v?nx‘_'g-—:?n__g
n=0
absolutné konvergentnf (a zdroveh stejnomérné) uvnitf oboru (v...1), a tedy

téz soudin

2

| x?o+m-8n—27,"n
ml

—z(x!l__v'l)a—l — E (__] m-+n_

(m,n=0,1,2,..)

a odtud plyne integraci

.‘-,ia+m—?n—l_l

e, T
! 26 4+m—2n—1"
(myn=20,1,2,...)

Vyraz ten lze pretvofiti ndsledovné
“—') p2adm—1
2_2(_1m+n_ . L
m!  2a-fm—2n —|

(_l)m .-,
Z ot _70'—}—//1 +"‘b"\ '

m=u
Mame tudiz

o—l
5 _
( N platm

J=K4Ko=— Y (—nmdn it T

) ; _ _
ot ! o4 m—2n—1

+leer v+ 3 00 e,

kde P@) =P, (@) + P, (@). Vyraz obsazeny uvniti zdvorky [ | splyva viak
s obeenou definici funkee I'(2¢ — 1); mdme tak koneéné

e W e (PRe— D)

D .,
- ' 264 m—2n—1

*) Jak jiz jednou poznamenino, znamendme P(v) fady tvaru e, +a,v 4 a,v? 4+ . ...
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Veli¢ina tato musi byti tvaru C'J’ 4 C”J’”, a pondvadi J’ obsahuje
vesmés celistvé mocnosti v, J’ pak téchto neobsahuje, musi byti prvy soucet
tvaru C'J’, druhy vyraz pak tvaru C”J'". Porovnidmeli pak v stejnych
funkcich koefficienty pfi ¢°, resp. v'- ?2, obdriime

_Z(_l)n o) C"=TrQRc—1),

-, 26 —2n—1

a odtud, jak snadno se verifikuje,

c’ =_——'—S(l——x)°—‘a:—-i—°a'a:_ re) rz—o)

2\Vn

2
v
Abychom dosavadni vysledky vztahujici se k integrdlu (5) pfehledndji vy-
jadfili, zavedime celistvou funkeci transcendentni dvou proménnych z, s:

[s.)
zm

O E(I,.\'):—mZ:o m!C(s~+m—-1) °
Pak bude patmné

J' =TI (4" )1:(—’0' ), J' == ?"I’(A———o') L(l, 2—0’)

a tedy
JZFW)FG:—:’_)F(?"I—U) E( o))
2\n
+ovt=tor(2e—1)Ir()—o) £, —0),
aneb:
rs\r(l—ea)r(++4+o 5 .
_TOTG=TGHe) pu oy
2\
_vl—iar(2a) 1;(‘2'—’7) 1;(%,;—'7)
Avsak
r(a)—lj(,_i_”):r(2a)2_2",
2\m

takZze mdme posléze
(5%) J=1r(20) 1Y ;,—a)[21—205(";,0_5)_7'1--2«1;(';’,-;._,;)].
N4ds integrdl A, bude dle toho din vyrazem

Ag=sin Zr(2—s) (37 u =g 1 £ (¥ 5)

—2"“1”—'E(k",’:')j ,
kde polozeno A=n'n—v|u.

A8
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Uzijemeli zde identity

4 \; L

== I'(;) cos*t

2s-1sintI I (2—s) (5

obdriime konecné:

__m\r
r($)cos’;

[(ﬂl‘l/—n!)x—l E{u'lﬂﬂ(v_”)g':—zl:

(4*) Ax =

—ul=s E{ua®(v— n)’, ';’ }] ,

vzoree, ktery jesté jinym zplisobem odvodime.

§ 3. Rada Malmstén-Lipschitzova.

Pokud w jest ryzim zlomkem, bude funkce obsaZzend v zdvorce | | pod
znamenim integraénim vzorce (2) §. 2 kone¢nou v integraénim oboru i tehdy,
jeli #=0. Ponévadi funkce ta zmizi v prvém stupni pfi x =0, zflistivd
integrdl konecnym pro =0, a obdriime tedy

2x (wi+4v z) vz
€ ¢
r *dx.

o0
M. (‘U,‘ZU,O,J‘): 2sin"T"e—9uwni S {

0

eZ:r(u;i-'{-—z; — 1 r!n(-wi+z)_l

Tento integrdl konverguje viak i tehdy, jeli O < Real.s <2, pfi ¢emz
fada v levo

n [9.0]
Ml(7,720,0,5)= Z - —
n==o [+ ny

konverguje ovSem pouze podmincind, pokud Real. s < 1; ku konvergenci

té je viak tfeba jesté, aby © nebylo éislem celistvym; nebot jeli ¢ celistvé,
fada ta diverguje pfi Real s < 1.

ginvai

Znamendmeli symbolem |7 —~»} veliéinu w -+ » pii » >0, ale veli-

$
¢inu — n—zo pfi 2 <0, mime [ (w4 2)?] ¥ ={w—4x!*, a nali rovnici
lze psati

o0

8,0 ‘nvas *n(0i4v'r) 2oz

N € . = o c (4

z’ ——=2sm':-e"""-"'s ( — l)r"d:t,
1]

o n\s 2 (cfdx) cra(—wit ).
pld e n) ¢ 1

kde spinény byti maji podminky 0<w<1l, 0<v<1, O<Reals<2,
v’=1—w. V krajnim ptipad® =0 viak musi byti 1 <Real.s< 2.
Rorpravy Rodn. I. T 11, €. 97 3
80
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Aviak

o0

cin (wi+ v z)
e—!nw:u'-—!:z(n+v)a:
b

Wity 1

n=~0
plave =
. — ‘-2n"v.1i-— 22 n-v)zx
eir —wita__ | ’
n=1
takZe nachdzime z (1):
0o
2 gnval * 2
E — e — 2 sin {"" e- 2ol pr—sqr c—Mwai—2axlefnl
o ts 2
{w—-n
n=— 0O n=- 0

Provedemeli integraci za supposice ) <<Real.s<1, médme:

oe e2nvad . sn L 'r(l__r) ~c ¢ —fnwai
Z __25"1 _.;.‘.—‘Lu:u' _7 Z .
A : (zm) =" [ofng-e

Klademeli tedy

(-_)) (9.5 envai
Z (v,w,s) = S Sl
( 5) "=ch v s
nachdzime tak zajimavy vztah:
3) el Z(v,w,s) = (2a) ' 2sinT M (1l —) Z(1l —w,v,1—ys),

jenZ ma konkretny vyznam oviem jen tak dalece, pokud realnd ¢ist veliCiny s
je pravym kladnym zlomkem, a pokud 0 < o<1, O0<<w 1. Ze vztahu
toho vsak patrno, Ze lze funkci Z(v,w,s) definovati téZ pro komplexni s,
jichz realnd cast jest < 0. Transformujme integrdl (1) substituci x misto
2z 7, takie

0

R . s7 . clunitvz eve .
(1) e ""’”Z(v.wn“)=(2ﬂ)"‘-‘2sm78( gremiFe = T ,._z,m-ﬂ_’f) rmrd

o

odtud mdme dosazenim hodnot vzorec:

etrt—w)xi Z(| —w,v,1—5)

(e o]
.. sn gtvaitwe ct—wz . )
_.(2 71) 2 COSTS ("7‘25,{[-;1 ;:]__+ e—tvaites_ | 7) x? da ’
0

a rovnice (3) obdrif tvar:

G/ erorit-v
| Pl EL —v)z ove
—_— — . . . - -5 .
F(I—S)S( rumiFe DT pmrenite_ g )x 7
(3) :
. - &8 _ o —w) i * (‘."-'”."}‘")3 ot wx . | .
= (2m)~* 2cos Fe i w"'s (ngfﬁ—_]"b:gmh_‘_—J“ da.
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Znamenejme k villi snazs§imu prehledu

Sev) = M(IT ! f(z,7)= ’a‘f

simz nase relace obdrZi tvar:

(e o)
1 e?wni-{—(l—v)z evz .
i'(l—;‘:f) g (e2tvni+z_1A+ e—twaitz __ | )I ‘drx

= o]
= (27) —*2cos - S{f(x—{—:&vnz’,w) +flx—2vai, | —w)r 'dz.

Differencovanim dle 7 obdrzim odtud

e!w-u-{-(l—v)z:

. — 1—s
F(I—S)S e:—zw-u 1 e::-f—zu.-u 1)1" 11.’12

|f@w+2vmi,w)—f (z—20mi, 1 —w)]as—'dz.

=2mi(27) 5 ’cos

M‘fﬁg

Obé strany této rovnice maji vyznam i tehdy, pfedpokldddameli Real. s > 1,
a jakozto funkce analytické jsou si rovny i v tomto pfipadé. Za této suppo-
sice viak moino v pravo provésti integraci ¢astecnou, a obdrZi se jakozto
hodnota pravé strany vyraz

(g ]

kl—s).?nz'.('zn)“;?cos—s;—g [fx4-2vai, ) —f(x—2vmi, 1 —w)]|z*—2dx
PiSemeli zde s — | = ¢, mdme tak vysledek

oo

1 eve el i+ (l—v)r
S (c —; — z—dx

7‘(1_0) z—2wai __ | ez+‘u,.-u_1
oo
= —(2m)". "zsm—~S [f@x4-2vai,w)—flo —20ai,1—w)|x"—"dx.
v

V tomto vzorci pidme s misto ¢ a sectéme se vzorcem (a); tim vznikne

(2m) d
)* ¢"Fr—sSdrx Vs ) .
rt—s) g z_zT.—T———"""”'Sf(i’—I-ZT'M,ﬂ')x"'dx

(g o]
—|—¢-'~-lm"5f(x—— 2vns, 1l —w)r*—'dz.

3
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00
_ s ___ 2nw-u—(n—z):|:
ez—zw-u - ’

00
1 e"":l?""ll'.’l) ¢ "nwai
r(l___‘.) S ‘z——!w-u___ E (”__7,)l—s'
v

Zde naskytd se pfileZitost zavésti funkei

0

e!ﬂzﬂi
4 R@o,x,5) = L A
) (w0, 2,5) Z o
pfi kterémzto oznadeni méme patrné
¢ 4
: L ' U, WIS I
_T(l_—-—.f)s ez—!wﬂl_'_—li_:'“'(l—l,tU,l—J)‘ ,,

]

podobné& vypocteme

m o . ¢
(dl,z-l-?l'lt Al ps—1VJr

Sf(w+21'ﬂz'.fv) pids = S S
1} 0

— r(s)‘.ﬂuwni—h;:li -Q (1 — 1w, 1 — 7,‘5) ,
a dile

(o =]
Sf(x— 2umi, |l —w)x* ' dr =I(s)c?"" R (w,v,s),
0

takZze nas vysledek bude
@m)*
r(s)

— p—4sait vori—tvai @ (] —aw, 1 _1,’s)_|_e;sni+2vw.1i R (w,v,s) .

RN —ov,w, 1 —s5)etv

Pisemeli zde w, £ misto 1 — 7,w, mdme konetné

6)] (I{’(')) K@, z,1 —s) = r""(i'—“")ﬁ‘(x,l—w,:)—}—r""(—é‘+2w('—=))51‘([___q;,w’;),

vzorec Lipschitzem poprvé odvozeny, po té ve zvldstnich pfipadech Riemannem,
Hurwitzem a Stieltjesem studovany a ndmi znovu jinou cestou nalezeny.

Rada (4) konverguje a jest jednoznaénou i pro komplexni z, pokud po-
mysind &ist Im. z této velidiny jest kladnou, takZe jest ji definovina & (w,z,s)
v celé kladné polovici roviny (z). RovnéZ miZeme roziffiti pojem funkce R
i pro komplexnf w.

Funkce (w--#7)* je viiéi komplexnf proménné 2 viceznalnou, pokud s
je libovolné, t. j. nikoli celistvé; u funkcf viceznaénych byva zdhodno ustaliti
jednu z nekonefného poétu hodnot, aby tivahy vztahovaly se k vcliéindm
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zeela urditym. Jeli zv 4 2 kladné realné, rozuméli jsme vyrazem (w - #)*
veliéinu eslgw+m - kde logarithmus je realny. My budeme nadile znamenati
(= + 7)* onu hodnotu napsané¢ho vyrazu exponencialného, kde pomysiné st
logarithmu jest obsaZena v mezich (— #¢...#7), takZe bude (w - 7)* velidina
zcela uréitd, pokud 7w -} 2 neni realnou veliéinou zipornou. Pfedpokldddmeli
tedy, Ze w neni zdporni realni veli¢ina, definuje pak fada (4) velifinu zcela
uréitou, jez jest analytickou funkci proménné zv, pravidelnou na vsech mistech
poloZzenych mimo zdpornou &ist osy realné. Jeli zaroven Im. x > 0, konverguje
fada (4) pro viecka s a je celistvou funkci transcendentni proménné s.

Jak vyse uvedeno, jest

e(l-—w)l-!z.‘zl'

1 o0
(6) R(7pr,3) - F(J') S g‘—’ZHI'_l t,—ldt;
0

tento vzorec je pfredeviim odfivodnén pro realnd z,z¢ oboru (0...1) a pro
Real. s > 0; lze jcj bezprostiedné verifikovati téZ pro Im.z >0, a rovnéi
pro komplexni 7w hovici podmince Real 2o > 0, kterd jest nutna ke konver-
genci integralu.

Vyraz na pravé strané existuje pro viecka £ mimo ona, pro néZ c¢3?=7¢
jest realné a > 1, tedy pro néz 2x7¢ je tvaru 22y 2477, kde £ je celistvé
a y>0. Dluzno tedy z roviny (x) vylouditi pomoci F¢zi# veskery hodnoty x
tvaru £ — zy, kde y je realné a kladné a £ probihd hodnoty 0, + 1, + 2, + 3,...;
fezy ty vychézeji z bodd z=...—2,—1,0,1,2,... a jdou rovnobéiné
se zipornym smérem osy pomysiné do nekoneéna. Rovinu z takto fezy
opatfenou znamenejme [z]; tato jest plochou souvislou. V rovin& [z] je pak
R (zv,z,s) integrdlem (6) definovdno jako jednoznaénd analytickd funkce kom-
plexni proménné 2, chovajici se na viech mistech uvnitf [x] pravidelné.

Dosud jsme musili pfedpoklddati Real. 2w > 0; abychom obdrzZeli pro &
vyraz nezdvisly na této podmince, uvaZme, Ze ze (4) plyne

n—1

ptrani )
R (w,z,s) =v§0 NCET I + ez QR (wt-n,x,s) .
Volimeli 2 dosti veliké, bude Real (wv—4)>0 a pak dle (6) plati rovnice
il 2rzai einzai oy eli—w—n)t—2zai ps—1 gy
(6%) R(TU,-’II,S):VEU (w - 7)* + D) el—tzai__ |

0
Timto vzorcem dédna funkce $ pro vsecka realnd i komplexnf @w,z, mimo z
poloZend na fezich, t. j. mimo x tvaru £ — ¢y; pfi tom ale musi byti Real.s > 0.

Jednd se jesté¢ o uvolnén{ proménné s. Za tim ucelem rozdélme integral
ve dva

é"_“’"i—l ‘-I—Q:nl‘_ 1 ’

w o0

t’(l—'—")‘t'-'dl e(l—w—n)l—2z:n't:—ldt
S S
v ]
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kde o znaéi malou kladnou veli¢inu; jeli @ mensi neZ ncjmensi z velidin
2rix—+4),(k=0,+1,+2,..), bude lze uiiti rozvoje Maclaurinova

=dyg+ Ayt A2+ ..,

e(l—w—mt—8zxi

et— i __ |

nacez plyne integraci:

@)

t(l““"")'—"f‘”[v—ldr o0 A wste -
(a) S pt—2zai __ —‘Z _‘_{__'“ =Ly (w, 7,5 0).

a=V
0

Znamcnameli jesté

oo

UW—w—myt—2xaigs—1 ¢
(b) S : €t_“::”_—ll’,,.~_, = Q" (TU,Z,SIOJ)
mdme patmé ze (62):
b , elrzaf e”""'""Pn (w,z,s o) etn=ri g, (775',-77’77,-?'((0)
6® & (w,z,s) —'Z“ (o I ), I (s re

Z nekoneéné fady (a), kterd definuje funkci P, pro viecka s, je patrno,

ze P, jest jednoznaénou funkci s nemajici jinych singularit mimo pdly stupné
»)

prvého s =0,—1,—2,... takZe podil 711(’:) je nutné cclistvou funkci s.

Véc ta je ddle samoziejma pii integralu (b), takie z (6°) plyne, e aenaly-

tickd funkce s dand elementem (8) je celistvon trauscendentnud.

Vzorec (%) definuje funkci ® pro viecky hodnoty s, @, £, mimo hod-
noty z poloZené na fezich, a dalo by se dokazati, Ze tfeba se vyhnouti toliko
mistdim =0, + 1, + 2,..., v nichZ fezy zacinaji.

MazZeme si lehce zjednati vyraz pro & (zv,z,s) ve tvaru omezencho inte-
grilu platny pro hodnoty s, jichz realnd Cdst je v mezich (U...1), neb
(—1...—2), (- 2...3) atd. Jeli totiz integral

Sreye-rae=a()

konvergentni pouze pro Real.s >0, a mameli pro mald ¢
F@)=dy+ A2+ A2+ ..,

pak jest & (s) jednoznaéna funkce komplexni proménn¢ s, kterd pro hodnoty s,
u nichz —~ > Real.s > —»n—1, rovnd se integrilu

b (s) = §°[f(t) — 24 zv] prds,

jak jiz byl Cauchy ve svych Exercices poznamenal a na novo p. Saalschiits
v neddvné dobé nalezl.
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§. 4. Pokradovani o funkci £. Integral Malmsténuv.

Zabyvejme se nyni integrdlem

u__ - cos (sarctg 2

c.‘!ll_[*.‘!ll (‘Eg_‘_’l_g),;x

kde a, x jsou realné veli¢iny kladné. JelikoZ funkce pod znamenim integraénim
je sudou, mame

0.0 —isarctgL
¢d4 __ p—au ¢ <
2J — T aw T au T | du
) Tt @t
¢ili
ey
(.)) 9] — ed4 __ p—au du
2 ST e IS A (e Lunys
) e ¢ (- nd)
- o0

. .y . 34— p—at v . .
Ptedpokldddmeli x<C1, bude funkce - .-~ -.. konelnd v pdsu x
AU o

mezi realnou osou a rovnobéikou vedenou bodem # —7x; pfedpokla-
ddmeli ddle Real. s <1, budeme moci integraéni cestu nahraditi novou
cestou integraéni # = y -} 7, &mz vznikne

oo
. eau__‘-—au dy .
2=\ S =
— 00

kde (7p)* = lim (x + #7)* = lim (@4 2y),
a=20

Lysafdys 0
coz jest (. . y. pro y >
| e—asai(—ygyp 5 <0,
Miéme tedy
m + 3 a) a .
) . ('a_r ﬂ.l'l__“—— —ari s ,

‘ 2J = ¢.~—-,s.uS L,,’y+'.'1"xi';;:":;-;5;f.’1'£i'J’ dy

(23) u

8

‘.a_)»—axi_‘.—ay+a:i

\ __l_e.s.v:!i

_.s .
‘;.‘l}’—."-fl.__ t:-:ty-}-n.ri—y ‘1}, ’

SOy

abychom obdrzeli rozvoj tohoto integrilu uzijme fady

1 ; s . -
Y W, ey rieai i=1,3,5,7,..)
¢y Laai ey Txai -
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naéeZ obdriime

2J—[!'!:u'{x _r(l _“‘)ea:‘+“’_" - X F(l —-‘-)"a“‘-'-;'w". }

Am—a)'—= (An4a)'—* .
Joni rq _s)edz‘l—lz.ni_ rq —J‘)e"‘a“""lzﬂi
' T [Z (Ar—a)t—s X (AnFa)'—* }
a odtud
R ) R e

*=1,3,5,7,9,..),
pfi éemz se piedpoklddd, Ze z néleii intervallu (0...1). Integril J v3ak je
patrné koneény pro viecka s a definuje celistvou funkci transcendentni této
velidiny, jakmile z 2 0.
RovnéZz snadno dd se vyéisliti integrdl na pravé strané Malmsténova
vzorce, t. j.

oo o0
, [—t.rts—ldt €t(l—z)ls_‘dt
1]

et F2cosat-c—t T\ (e €fa) (ef - c—7a) "

Ponévadz rozkladem v cCasteéné zlomky obdriime

ot 1 ( cfa o e—ia ,,;)
(et efa) (c* —-|—t_“’) Zzsma et 4 cfa et o—ia )

bude
oo . ' g o0 , '
.. ¢ - lat e—tzys—14¢
27sinad’ = S —ai —S pTE T
(1] 0

Uzijemeli tedy opétné geometrické fady

T__,“ — Z (_ l)n—l »=n(t T a')
¢

mdme "
sinad’ = () 3 (o pyn—t [ 7 e
2isinad ._F(s)ngl( 1) [(n—{—:r)’ (n—|—.1r)~‘]'
tedy
. sina.J’ S .1 Sinza
(3 TG =BT e

Vyhoda plynoucf z tvaru (I) integrilu J, v némZ tento existujec pro
viecka s, je patrna. Jednd se o to, abychom si zjednali podobny vyraz pro
funkci & (w,r,s). UvaZujme za tim tcelem integral

o0
(4) S‘ ‘, ""\—‘“)("—az)’—’dz_
— o0

‘l:t}r;—‘-}-ul '
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jehoz hodnota je stilou vii¢i «, pokud zmény této velitiny nedoséhnou uréi-
tého stupné. Znalili «, nejmensi z kladnych velitin fady 2= Real (—z -+ 4) |
((=0,%+1,+2,+3,..), bude K, miti na mezefe « = (0 ... «,) hod-

notu stdlou a tedy
K, =1limK,.

a=90

Ponévad? lim (5 — aZ)*—! jest s*—! neb e-G—NW7i(—z)s—1 jak 'je z

a=10
kladné neb ziaporné, mime

oo

e o)
— w7 ys—1 w 8 -1
S‘e 2 dz "_"”.S evis dz
K—\—fo———— — -z _ 7

1_‘,22.11'—‘\' ] —etzmitg ’

v (1

takZe po rozvinuti obou integrdld v nekone¢né fady obdrzime
K., =T |R@,z,s)Fe-C+2a7iQ(| —w,1—2z,5)],
coz dle vzorce Lipschitzova rovnd se veliciné
(Rn)se—tsxitieraiQ(—gz 2w, 1—s), (w=1—mw),
a tedy mame vztah:
(5) K,= @n)sc(-istwt—a)xiQ(l—g,w,1—5).

Tento vzorec lze vsak dokazati pifimo z definice (4), &imi se obdrii
zdroven novy dilkaz vztahu Lipschitzova.

Piedpoklédejme za tim icelem, Ze v, jsou pravé zlomky a Ze Real. s
<1; pak uvaiujme integrdl

= e—vli—al(z—ai)*—'ds
KA],NZ - l_e‘la::ti—{-i—ai

vzaty podél piimych cest (— M... M), (M... M—Ni), (M—N:....
—M—Ni),(—M- Ni....—M),pticemi N=—2nr—at (24 1)n,
kde 4 je velké kladné ¢islo celistvé. Pro lim 4/ = oo , lim £ = co miaf
posledni tfi integrdly cdsteéné a mdme tedy
lim R_M, N=— 1\’., .
M=00,N=00

Aviak dle zndmé vé&ty Cauchyovy o residuich funkci jednoznaénych bude
integrél AI\_'M,N roven souéinu — 27/ se souctem residui funkce integrované
na viech podlech obsazenych uvnitf kontury integracni, kteri je zde rovno-
bé&inikem o vrcholech + M, + M — Ni. Pély funkce integrované jsou zde
koteny rovnice

1—e¢ 2zaf—54ai — O'

tedy s=2zni4ai—2nni,(n=1,2,3,.. .)

Z téchto lezi pouze n—=1,2,3,... %/ uvnitf kontury integraéni a pfi-
slusni residua jsou

e —w(’:ni—lnnl}(2 x”z‘_2n”i)a—l ,

Rozpravy. Rof. 1. TH IL €. 27, 4
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takie obdriffﬁe

1_(31_1\/ =—2a:

c?nwni—zwzni (21-”1'_ 2””1') s—1
1

a odtud prechodem k limité pro

WM*

Ki=—2 i E ciroai-2vni Qpmi—2nni) !
Aviak ]
Qani—2nnd)—'=[—2ai(n—ax)|"""
. :(2ﬂ)a—l(’1_$)a—l ‘,—.;(l—l)ni’
néasledovné

c?nw-u—?w:-n

Ka=(2n)’e—'3"'“z (”_x)l—s ’

coz jest pravé vyraz (5). Tim dokdzina véta Lipschitzova podruhé.

Pisemeli ve vzorci () | —w,z,1—s misto z,w,s, obdrzime

+2wa:) _I(‘—"”(”—(ll)-s(l’”

[==]

(2 )s 2”2 S‘ i -1;'-[7—21011—‘+ul—"
— oo
Zcela podobnym zplsobem dokiZeme vzorec

oY 8 ('ic',.%‘,:):r

i(f+20-—mw e~ —nG+an (s as)- s,{~

) ?
(Zﬂ)x'z”z S 1____1?:0-”—-7—141

— o0

kde « je kladnd veli¢ina, jiZ moZno udéliti hodnoty jistého intervalln (0. ... a,),
tak aby pro viecka «tohoto intervallu a pro vieckarealnd s funkce | —2waé—7—«i
stdle byla od nully rdzna. Na pf. moino voliti @ —=w z; tim obdriime

6) R (w,z,8)=¢c"

g @)
. . . 1 e—(‘—’”(u—}—(unz) rl..
a 3 73 o 43.—n+(| —-zywaail (- s I )

) R,z =c @n gy | T

- 00
Volimeli ve vzorci (5*) — kde O < e < 2w n — hodnotu & =7, midme
vzorec podobny :

(Gh) R(;U xT _\‘)-—-[ - ') syf—wzai (271)‘. ”17-“ S T’l(:_t ‘U,:'Tz')_—:d_.

§. 5. Elementarné odvozeni vztahu Lipschitzova.

Predpokldddmcli, Ze pomyslna cist veliéiny z je kladnd, bude fada
o0
flw)=ctvzri Q (w,z,1 —s5) = Z (ot n)s—1 ¢ 2atotmai
n=20
konvergovati absolutné a vii¢i = stejnomérné pi viech s. Predpoklidejme
déle Real. s > 1, aby vyraz byl funkce koneénd a spojitd proménné v v ceclém

b48
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intervallu (0....1). JakoZto funkce analytickd hovi tato veli¢Gina Dirichletov-
skym podminkdm pro konvergenci rozvoje Fourierova, a bude tedy Ize
ustanoviti stalé velidéiny 4, tak, aby v mezefe (0 ... 1) platil rozvoj

Sf(w)= E A, e2vwri

y¥=-—00

kde

A,:Sf(w) e~ 2reai gy
(1]

Dosadimeli sem za f (w) hotej§i fadu, obdriime

1
2]
A, = Z Sl(TU__I_”)s—leh:(v+n):rl'—2vw:zidw‘

n=0%

a transformujemeli tento integral substituci w -2 =z, a uvézime, Ze

mame vzorec

o0
Ar — S ss—1 e?(z—r);.—ria’s ;
0

ponévadZ dlc supposice — ¢z je kladné ve své Cdsti realné, mame
e 8]

A, :S e-rE(—izing se—tg g —

0

r(s
Ra)s(—x47ir)*

Hledany rozvoj funkce / () zni tedy
o r(_‘,) oS civeni
l 22wzt ‘7-;"%’ — )= .- / Z e e,
) ‘ R @, z,1—9) (2m)* (—ix4iv)®
Podrzili tu zw realnou hodnotu z intervallu (0...1), miZeme pfevésti
spojitym piechodem proménnou s (aneb jeji &dst realnou) a po té veliinu x
v tutéz mezeru (V... 1), aniZ vzorec postrddd platnosti. Ponévadz tu pak
(__ l'a-_‘_l‘,.)s:l'isni(,._.,r)x, r>0,
(— I'(IT—-l.)')":('—4"'".(1'—{—-.1')", 1';>:0,

=—=O0C

mdme vysledek
. R [‘(J) . i ‘,!rwni l i e——?vwni
etwzai TU,.T,l—.\' — 8 [“—,sni ¢ sai ] ,
( )= 2m) D R P TN c= = T

jenz splyvd se zndmou reciprocitou Lipschitzovou.
4%
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Podrzme supposice, jez vedly ke vzorci (1), toliko veli¢ina s bud v realné
¢asti kladnou, jinak libovolnou. Kladme v (1)z = %+ p o/, kde #,w jsou
kladné, nisobme ob& strany c?#v7i kde 0<w <1, a seitéme vysledky pro
r=1,2,3,... 1 obc!riime tak vzorec nasledujici :

g)) E(?U—i—ﬂ)S—l(‘fun,'(w—{—n) [‘(S) i 00 l-iﬂi(/tv-l-v'm[
@ & e CEN=¥eri T @) e, A (—uituetinT

Vzorec ten vede L zajimavym vysledklim, omezimeli se na celistvd s—.
Mdme tak vzorec

clatur+trw (4U—l-7l)m_‘¢’2"1i('”+")
)a — 1!
(23) (m )! (2”) _”_—m w - Z

+H032-—l')m e?w-r(w-}-n)—-2vul_1 ’

v némé m znadi celistvé kladné éislo, # veliéinu realnou aneb komplexni
s kladnou édsti pomyslnou, a 0 <Cw << 1; dédle musi Real. @ >0, Im. >0

Pomoci vzorce (2?) miiZeme obdrieti soucet fady dvojnasobné
35 Z Z 5211(.uv+vw)
®,v,w = S
( S (, “’)m e (S pwi—nm
. kterd md vyznam pro realnd @, w, je obé budte obsaZena v mezich (0...1),
a pro libovolnd komplexni #, rliznd od »period« pws —1».
- Je totiz
[e.o] o0 —1 [g.]
Son=% X + % ¥ +X ,
n=1r=—00 H=—00 v=—00 n=0;(r=—00...00)
kde pod znamenim summacnim stoji tyZ vyraz jako v (3). Avsak

Z Z e?-u(nu-l—yu,) i i e?ni(——,w-}-vw)
= N
(4 poz—rm (@ —pwi—y)

fe=—00 rvr= =1 r=—

piSemeli zde — » misto » a vyloudimeli v jmenovateli éinitele (— 1)™, obdrZime
posledni veli¢inu ve tvaru

~a 0 eg;"'(—,;v-}-v(l——-w))
(_l)mz Z (—x+tuos—nrm

n=1vr=—00

Volimeli # realnym, miZeme uZiti vzorce (2s), takZe

(m—-l)l ptoanti—wtveai _]

—Z' § (_ 1)",(_2”1);" E (n 1_‘U)m—lc—2uni(n+l—w).



Bude tedy

2 l_,’rw.-u'

S, v,w,0) = Z Ta—

ryr=-—00

3*)

+ (—3’”)'" i {(w-—]—n)"'—lf?u:zi(w+m ('v— n— ])m—lelu-u(w—n—l) ]

(Ill—l)' gdorx(w—+n —zexi ] .. €2w1(n+l—w)+2vnl_1 '

Rada v pravo konverguje vlastng, pokud pontysind &ist » lezi v mezich

w

~2 a 2, pro tato komplexni # tedy plati vztah (3*).

w

Znamenejme nyni ®, o’ dvé komplexni veliiny, jichz pomér % =7z je
ve své pomysiné &asti kladnym, v, ¢’ budte dva realné pravé zlomky, a zna-
menejme pfi komplexnim # .

»2af (et ve')
) Sty o, o)n = =Zm,tz (71-{—3.‘14:.)—{—-21'&))""
Pak bude
5(7‘;7"7”;(0’0”)"’:(z:ln)”‘s ) 1_7”—) ’
tedy dlc (3%) "
- o2 ral
* (2 me— e v .
(4 ) b(ﬂ, ) ,(-J,m) “—Zﬂc (7(—}—2,10))"‘

(n4+1—v) “J'

S —'u)i‘(‘”—}—l__y)m—l,

(m-—l)l - LS .
L —_—

uni

—in+v)——
”n + v)m —1, ®
+ (— l)m ( FET) , j .
—_——— (wrv—wt +nw)
e @ —1
Z tad tohoto typu byla uvaZovdna ona, jeZ ptislusi ku » = 1, p. Kro-
neckerem v jeho zajimavych pracich o funkcich elliptickych.*)

Slavny mathematik uvaZuje na jmenovaném misté fadu

l,!(m$+nq):li
Ser.(§,n,u,v,w) = Z

- ut-mv+nw

kterou bychom po nasem zplisobu oznalili S(w;§,n;v,w), . Nale fady
S(#)m obdrii se odtud (m— 1) nasobnym differencovdnim v&iéi #, takZe
stadi se omeziti na pHpad Kroneckerlv; nicméné zdilo se ndm zihodno
ukdzati na uvedenych piikladech, ze lze Lipschitzovy funkce R (1, 7,s) také
v theorii funkci elliptickych s prospéchem uzivati, o éemZ nidm bude na jiném
misté ddna pfileZitost jednati.

*) Sitzungsberichte der preuss. Akademie der Wiss. 1889—1890, Clinek XX, §. 5.
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Nase fady konverguji bezpodinfneiné teprve pii m > 2. Za této suppo-
sice bude patrné

S+ 20) =c¢—297iS(),
Su+2a0)=c-27iS(w),
takze S(#)m je dvojperiodickou funkci druhého zp@isobu, stupné 2, a da se
vyjadiiti pomoci funkei sigma. Poznamenejme pouze, Ze pro 2w =1,
2w’ — 7 bude souéin
S@;v,7; '? v 3)m . By (] Ty @rtmuai
ddn vyrazem tvaru

Z Aretrvaig, mu+ve— o' mf':—l—l—rz | mr) ,

r=1

kde A, &, (v —v"|7) je celistvd funkce transcendentni veliéin z, o'.

§. 6. Trigonometricky rozvoj rady ML (v,w,x,s).

Po tomto odboéeni, k némuz ndm zavdala podnét fada & (w,xz,s), vratme
se k veliiné uvazované v §. 2:

(o]

(1) ML (v,w,u,s)= _Z_ [0 + n)® 4 wt]ds

kterou hodlime rozsifiti i na komplexni v a podati jeji trigonometricky rozvoj
viéi w po zplsobu, jenZ ndm jest zndm jiz od r. 1887.

e?nu k4]

V nasi fadé musi nade vsi pochybnost v byti veli¢ina realnd, kterou smime
predpokladati v mezefe (0...1); ddle musi, mdli fada byti absolutné konver-
gentni, realnd Cast veli¢iny s byti vétsi neZ 1; ke konvergenci viibec staéi viak
podminka Real. s > 0, kterda je zdroven nutnou; pii tom ale musi v poslednim
pfipadé v byti rizno od krajnich hodnot 0, 1.

JelikoZz analytick4 funkce 5° je mnohoznalnd, musime ukdzati, v jakych
mezich dluZno voliti promé&nné #,7, aby é&lenové fady byli funkce pravidelné
v jistém oboru.

Veli¢inu ww chceme povaZovati za volné proménnou uvnitt jistého pdsu
obsahujictho osu realnou. To by nebylo moinym, kdyby # bylo ryze po-
myslnym, ponévadz by pak na ose realné existovalo nekoneéné mnoho hodnot v,
na nichz by élenové fady [(w—}-n)“‘—-(%)’ = O] stali se neuréitymi ancb
nekoneénymi. Poloime tedy » — @ - 47 a volme azo . Kritické body w
nadeho vyrazu budou pak dény rovnicemi (w - 2)?+ 2% = 0, tedy
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w=——n+ ui, a budou tudfZ rozlozeny na dvou rovnobé&zkich s osou real
nou vedenych u vzdilenosti 2 po obou stranich od této. Pds obsaZeny mesi
tdmato rovnobéikama (jichz rovnice jsou y == a, y = — a) nagveme hlavnim
a osnacime (w).

Pro hodnoty 7w obsaZené uvnitf hlavntho pdsu (w) Zddnd z veliéin
(zv -+ 7)® <+ #* neni zipornou neb nullou. Klademeli totiz w4-» = § 47,
w=a—+ib6, a>0, mdme

(w0 720 = §8— 0 (a® — g - 27 (En - aB),

oy a
kterdZto velicina stane se realnou pouze pro § = — Tb; pro tuto hodnotu §

je viak &2 — 4% kladnym, ano || <a, a taktéZ a®—n®. Jeli tedy v oboru
(w) vyraz (w4 #)® 4 22 realnym, jest nutné kladnym.

Nasledkem této okolnosti bude

log [(2v + n)2 4 22] ,

kde logarithmus je pfirozeny a jednoznaéné din podminkou, aby pomyslni
c¢dst jeho byla v mezich (— ... #), patrné funkci pravidelnou, takie definu-
jemeli

il log [(w +n) 4 u’J

s
(o -yt 2]7 = o :
budou ¢lenové rady (1) funkce pravidelné v celém oboru ().
Jednd se pouze o ditkaz, Ze fada (1) konverguje stepnomérné vici w
v okoli kazdého mista uvnitf oboru (w), jakmile realna c&dst veliciny s je
kladnowu, a @ pravy zlomck.
Za tim \céelem uvaZujme fadu

O

S = s T T s
i L I (L

jejiz absolutni konvergencc jest patrna. Zaroven konverguje tato fada stejno-
mérne viéi w v okoli kaidého mista uvnitf oboru (w), jeZz neni celistvym.

‘,Env:u' e.?nv.-u' }
1

ey Nt X . - o VIR T . - <
Nebot jeji vzddleni élenové jsou mensi nei prislusni clenové fady P
kde ¢ zna¢i uréitou kladnou konstantu.
DokizZemeli tedy, ic fada

(Envni

- —
|Go+n*]*

konverguje stejnomérné v okoli fe¢enych mist, bude tim téz dokdzana stejno-

mérnd konvergence fady (1).
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Posledni fada v3ak se sklddd ze dvou jinych, jeZ jsou tvaru

e!vz:u

R (w,z,5) = Z

p— + »)*

kde =v neb | — v, a w=1w -+ m resp. m —w, Real. v >0; zajisté lze
toho docfliti po vylougeni koneéného poctu élend z (1).

Jelikoz Real. @ i Real. s jsou kladné, mime

o0
Tl_:___l_*‘ —@tMT as—1 g ,
@ty TO)
0
a tedy
r—1 a ; % .
prvznd 1 _ l_fr(i:::u—\l
S, = — ] e~ Wigs—V .~ 5.
= A Gty 1O S [— e

Jelikoz z neni celistvé, bude jmenovatel funkce integrované vidy od nully
riznym, takZe integral

oo _
¢ —vwigs—lge
K= S‘ —_——

1 ___‘-‘.':::u -7

0

je veli¢inou zcela ur€itou; mdme pak

Sr:-

oo -
K C?r::u' e—Wi—Triss—1 4~
LC(s) I S 1 — gtz=i=t
0

posledni integrdl viak bliZzi se nulle, rosteli s ptes viecky meze, a to patrné
rychlosti nezdvislou na 7; t. j. fada S, blizi se s rostoucim » stejnomérné

vi¢i @w své hodnoté 71%5)—’ ¢ili jinymi slovy, fada R (w,x,s) konverguje

stejnomérné. Tim dokdzdna téZz stejnomérnost konvergence rady (1).

Bezprostfednim ndsledkem toho dlc zndmé véty Weierstrassovy jest, Zc
ML (v,w,u,s) jest funkci analytickou proménné w, kterd se chovd pravideln!
v oboru (w).

Vyraz

e?(w+n)v.1i

" Gyt

hovi pak podmince ® (w 1) = & (w) a di se dle zndmé véty Laurentovy
vyjadfiti fadou tvaru

b (w) = e?veri Ml (v,70,u,5) =

(=]
o (70) — Z A"civwni ,

r=- 00
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konvergentni v oboru (w). Soucinitel I, d4dn jest vzorcem

1
A, = S b (w)e—vridw,

0
a obdrzi se tedy po dosazeni vyrazu za ' (w) ve tvaru nekoneéné fady*)

1
) S oo mai—2voni

A, = r
x It mrt ]y

n=--00
pretvofimcli obecny ¢len substituci 2 - # — x, a seétemeli fadu dle vzorce

dw

00 ntl oo
Y y={
n=--00 — 00
mame
0o
‘,‘_’::(v-—l-):zl'
(2) A, = S sdx,
_%o (@t %)

pii kterémito oznaceni plati rozvoj
(o]
(3) cvoniML (0,00, 5) = Y, Agerrei,
y=-—00

Porovnameli tento vysledek se vzorci (3) a (4) § 2, obdrzime

o0 o0 22
e pl—s ;2x(v—n)af
@) dp=2sin 27 e—rrin—eyegm® T AE_ (LTS
2 o2 2
Ve tz
0

kde prvy integrdl oviem existuje pouze za supposice Real s <2.

§. 7. Transformace veli¢iny .. Funkce Besselovy.

Vyraz A, je tvaru

(9.}

ety cos2s5tdt
: ;=
3

*

¢)) P (z,u,5) = .
_50 (u’—{—t“) _% (”n_i_ t"')?

a sice Ay = ¢ (vr— nn,u,s) aneb, chcemeli zavésti kladnd s,

Ay=g(r. v—un|,u,s).

*) Neb stejnom&mé konvergentn{ fady lze integrovati po &lenech.
Rozpravy Roln. L. TH 1L €. 27. 5
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Predpokldddamels, Z¢ rcalnd ldst vcliliny u® je kladnd, miieme vyraz
¢ (s,%,s) pretvofiti takto: veli¢inu
1

(B4 1

pod znamenim integra¢nim nahradime vzorcem

Py s
(st e,
r(g)

0
&imz vznikne dvojndsobny integral

oo

~0

s

7 (s,%,5) —‘—J—S LIS g @tz g T gy
re. .

a obrdcenim pofddku integraénfho:

o0 s oQ
9 (s,2,5) = ls S e—"”:v?_lda:g e— it gy
r) Y

Vnitini integraci lze provésti dle vzorce

o0

——

(2) Se—n¢’+2bita't: %t,—’a‘,
—00

jejz obdrzime bud uzitim véty Cauchyovy aneb téZ jinymi cestami; mame pak

[a =]

v; S T TR W ek
3 Q(z,n,8) = 5 ¢ Tz 3 dx,
® )=y

kteryito vyraz jest jednim z nejzajimavéjSich tvard, v nichZz lze integrdl A4, vy-

jadriti. Viimnéme si jen té okolnosti, Ze pokud realné ¢dsti veli¢in #*, 5* jsou

kladné (zaporny byti nesméji), integrdl tento konverguje pro viecka koncind s
Pisemeli v integralu (8) z =1 ¢, obdrime tvar jednodussi

(3% qz(z,u,.r)_rv(j) () Se ui(t+ r) -

0

pii éemz jsme pfedpoklddali, Ze #, z jsou veli¢iny realné a kladné. Jiného
tvaru docilime substituci # = ¢’?, ndsobimeli ob& strany ¢—*“%; znamendmeli
pro pohodli hodnotu integrilu literou J, midme tak pfSice #z—=a:

Py 1\s
J.c—%a—29 S‘ S s gy

0
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1 o0
Rozlozimeli zde v S-—I—j , a klademeli v obou é&dstech t—|—%=2r, tedy
N

t=r—YVr*—1 v prvé a £ =r-4Vr*—1 v druhé &isti, obdriime tak
vysledck

7 1)s—1 VT )t
4 9 (‘7'”'3)_11( ) (u) o241 Se—luzr'( +v—— ) vr—‘f-_(l V_ ) o

Kdybychom vsak byli integrdl J ndsobili ¢24, obdrieli bychom
o0 1\
Je"‘=2‘§¢’_a(’ 7) 524t

zde muizZeme kldsti # — :— = 27, naéez bude » probihati intervall (— oo ... o0),
a my obdrzime:

®) (r(::,u,s)—}( %) (u )s—l 2"75 o—huin ("‘1‘\/;‘_13:—1)1"112'7' .

Pigemeli v integralu (3) - - za z, obdrzime
(6) r)e@us)=r(1—3e,z2—s),

kterdzto relace vyjddiend pomoci integrdlu (1) zni:

") rmg o =T — s>g Trmn

vs W - o . 3 s
pfi ¢emZ jsme psali s misto 5 .

Dalsi vlastnosti téchto tfanscendent plynou z differencialné rovnice linearné
druhého fadu, jiz hovi funkce ¢. Za tim icelem zavedme integral

Sl v
b (n,v,5) = S T g gy Real. #>0, Real.»>0.

0

Differencujemeli pod znamenim intcgracnim, obdrzime
Dy (u,v,s) = —d (u,v,s41).
Integraci identity

ut

die = Trany= — e T T e dt—- ve T T gt dt+(s+1) e YT T rar
v mezich 0 a oo obdrzime

O=—udb(u,v,s+2)+vd(u,v,5)+ 4+ 1)Pw,v,s41),
5.
557
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a odtud se zfetelem k rovnici posledné vyvozené

D.“(ll(11,v,s)—|-s—j: 1 Dy (u,v,s)—%fh (v,v,5) =0,

t. j. vyraz x = & (u,v,s) hovi linearné rovnici differencialné druhého fddu

- x| s+ 1 dx v
(0 dﬂ"+ du T w =0,

14 "

které vyhovuji obé& fady
z=FE@mv,s), az=wuE@mv,—s),
kde v souhlasu s §. 2 znamecndno

(e 0]

Ee= X mre et

=0

Okolnost tu lze poétem pfimo verifikovati. Je totiz v prvém pifpadé
ut dx utprt+l
== R Y tuts

__Z [l?l"‘ﬂ"+1
dﬂg ;l'['(.f—f—,ll—|—2)
a tedy

o (g ]
. _ (M ——l-— —|— l) it ot +1 o utt ot +1 o
Gt gL I“Z I sy sy Sy Jf ey y S

Nalczend feSeni jsou riiznd, pokud s neni Cislo celistvé; Zc vyrazy
L(nv,s), u [ (uv,—s) splyvaji pro s =0, je pfimo patrno; zbyvd ukdzati
jich rovnost pro celistvda s od nully riiznd, a sice stadi uvaZovati toliko
kladnd s. Tu pak mdme

00 [9.8]

L(s,—s) = ZO ylr(—:—{—;:—i— l) Z V.‘T!/(A“H— st

=98

coz lze pséti
y e £(z9)
— =3%2(3,5).
=0 (‘"+S)'!"

V tomto pfipadé se ob¢ uvedend feSeni rovnice (7) 1id{ toliko stdlym
¢initclem a nejsou podstatné rézna. Tento piipad chceme vylouditi.

Pokud s neni celistvé ¢islo, bude obeeny integrdl rovnice (7) ddn vyrazem
e=AE @wmv,s)+ Bu—sL(nv,—s),
kde A, B nezdvisi na . Tyto konstanty tfeba tak ustanoviti, aby
Ow,v,5)=dAdE@uv,s)+ Bu-*L@v,—s).
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Volme zde v =1, takZe maime
1
(a) §¢’—“—7t’—‘d1=AE(u,s)—{—Bu—'E(u,-—.r).

Substituci —,'u- za / pfejde leva strana v

(e,]

1
(b) u—* Sc T e g — Au 2 E(u,—s)+ BE(u,s),
0
kde A, B, A, B’ zdviseji toliko na s.
Z rovnice (a) vyvodme dvé jiné volbou #=1,2; z téchto rovnic se pak
obdrzi A, B jakozto uréité funkce analytické A (s), B(s) veliéiny s. naceZ

A(s)=A(—s)., B (s)=B(—s). Jelikoz vyrazy (a), (b) znamenaji tutéz
veli¢inu, mame porovndnim 4’ =7, B’ = A, tedy

B(s) = d(—>s).

Nasledkem toho sta¢f se omecziti na uréeni funkce - (s) a ponévadi ta

jest analytickou, staéi ji ustanoviti pro s < 0. Klademeli v (a) nullu za 7=,
mame

A@s) ¢ -1
__L — » fys—1 p— ¢
) St ? 44 r—s,
]
takie plyne
b4 7
A(I)—_sin.m ’ B(S)—sin:u'
Mime tak
: w b ,
— S“?;—qs S fpetgr— E(u,s)—usE(@u,—s),
0
a pisemeli : za !, #v za u, mime konecné
. oo v
(8) —Em;.z S P TR - viEWv,s)—uE(uv,—s),
' 0
dle kteréhoZto vzorce obdrzime viidi relaci (3)
[
¢ (s,u,8) = i’;— @ (u’,:“,’—:—l)
:
n\n . s—1 - 1—s
8o S, u,8) = —- g5 £ (@858, ) — at =5 E (159, ).
B 9(,u,9) r(,;_)cosr,:,[ ( ) )]
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Funkci £(z,s) moZno vyjidtiti omezenym integrdlem, jejz obdrzime pHmo
z definice
o0

o0
; 25 sinsz Y "
E(z,s)= = (— DrHC(—s—p) ,
() "Zo I T (st pt1) x Py
uZijeli se zndmého vzorce:
esni
r _— 3 — = — — -t p—s—yp—-1
(== 27sinsw e at,
(00,0,00)

kde cesta integraéni obklicuje kladnou ¢&ist osy rcalné obihajic jisty pruh ji
obsahujici v kladném sméru. Na pf. lze tu voliti za slozky cesty integraéni
intervall oo ... ®, kruZnici |/|=w, a intervall @ ...~ . Jind cesta by byla
parabola o rovnici v pravoihlé soustavé §, #:

=2pE+w), r=kfin.
Substituci nalezeného integrdlu do hofcjsi fady obdrZime

. . ("'-”. (2,5 (_ 1)‘u 4 s NP
b(x,.\') = —2"7 - -‘l_ljl— 4 ! (f) at y

(00,0, 00)

a provedemeli soucet pod znamenim integra¢nim,

. esi 4 =
JE— I s -1
(9) E (@) =5 Se ¢t
(00,0, 00)

Ptipomefime, %e tu mocnost 7—% je ddna jednoznaéné rovnici
]—S — p—slogt ,

pii ¢emz logarithmus md na severnfm bichu kladné osy realné hodnotu real-
nou a v ostatni roviné je spojity a jednoznacny, takze na zdpornim (jiZnim)
bfchu kladné osy realn¢ ma pomyslnou ¢ast rovnu 2z/. Piedpoklidejme
ze slozky cesty integracni v (9) jsou (oo {l’) , |2 = -ﬂ',—.(:.- ... o), a trans-

formujme integrdl substituci 7 = ,i Tu proménnd ¢’ probihd nejprve inter-

vall (0...®), pak kruZnici |#/| =@ vc sméru zdporném a konecné intervall
(@...0). Tu pak logt—l, mé na (0...w) pomyslnou &dst rovnu nulle, ale na
(w...0) rovnu 277, takZe log¢’ md na prvni sloZce integracni cesty pomy-
slnou ¢&ist rovnu rovnéz nulle, ale na posledni sloice (»...0) rovhu — 277,
jak skute¢né vyzaduje spojitost funkce log ¢; vzorec (9) pak ptejde v rovnici:

LEZ) _1_ z
E(@z,s)=— ¢ Se e =14z,

2mz:

kde integrace se dé&e podél cesty slozené z tseku (0...w), z kruZnice
| ¢| = o ve sméru zidporném probéhnuté a z iseku (w...0), a logarithmus ¢
ma na zdporném biehu kladné osy reainé hodnotu realnou.

560
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Znamenejme nyni z kladnou veliéinu realnou a transformujme integril
- . s ¢ v ¥ w7 ’
pro £ (x?,s) substituci - za 7, ¢imZ obdriime, volice @« =z :

T 9mizxt

saf —_—z 1
E(@,s) = _ﬁ_—_Se C+7) ot gy,

kde 7 probfhd intervall (0...1), zdporny obéh kruhu [¢/|=1, a konecné
intervall (1...0). V prostfedni sloice lze klasti z—e¢—%?, kde & probihd
intervall (0...2#z). Na prvni cesté¢ (0...1) je logarithmus ¢ realny, na druhé

je log¢z=—179, na tfeti log¢=log|¢| — 27/, takie integrdl sestivé z dsti
4 1 2 o > 0 .
—_ = H -~ § — -
gt’ :(l+ ‘)ls_idt_l-Sc—:(e +e )e_s’..,do_l_ge z(l+‘)e_(s_l)g'_”-ts_ldt,
e 0 l
z &ehoz nisleduje
1 2x
x:E(_TQ 5) sinsz _7:('+%)ts ldt+ 1 2zcosd 4 is(x— P 49
pr— I - —_— y— ) b ,
) p 2” 4
0 0

v poslednim integrilu piSme ¢ misto #— &, a obdrzime
1 1 T
—=(t 1
Se’ o (t+ t)/s—l dt -+ 2_S€2zcos0 coss3do .
4

0

sinsz
b4

(19) £ (2%s) =—

Jiny vyraz funkce E poskytne ndm integral

1
J = S e'i(l — s%)s—1ds,
1

jeho rozvoj dle mocnosti @ zni patrné
1

J_m‘z"' s (1 — B~ ds
_Z-r! = (1—27) o

y=0 bt}

soucinitelé pfi lichych mocnostech # jsou patrné nullami a tedy zbyvd

J = i T’QV'S 22 (1 —s%)s—1ds.
e (2)! J,
Aviak integral
1 1
g (1l —5hs—1dz =2 gz"(l — ) —lds
1 b

prejde substituci Yz za s ve tvar

re4+5Hre
r(s+r+3)

1
Sz"é (—sz)plde=
o
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takZe bude
00 r 1
J=r() ¢13) e
o) (s+r43)
Avsak
re—+ V”
(zv)' g
a tedy bude

J=Ur(s)\n 'ZO ”'FE _*_)_{_) =Vm I(s) £ 4'5 1)
cili
(11) E@@%,s) = v;—r(ls_—l_T)Se?”(l —zY)s—ds,

kde dluzno predpokiidati Real. s > — % .

Dalsi zpfisob vyjadfeni funkce £ (z,s) obdriime pomoci integrilu

J= S e (]l —at)s—'da,
.

vzatého v kladném sméru po okraji oboru U, jenz sestdva z pllkruhu scstro-
jeného v severni polovici roviny (¢) na primérem (— R...R), z nthoz vy-
louéeny malé piilkruhy o poloméru ¢ a sttedech e =1, — 1. Funkce (I — «%)*
definovina jest vyrazem ¢s'6(—a)  kde logarithmus je realnym podél 1seku
(—1...1) a md byti spojitym uvnité A. Z toho plyne, Ze

podél useku (— R...—1) jest (1 — a?® = ¢**¢(a® —1)*,

> > 1...R) > e—sai(a? — 1),

pfi ¢emz mocnost («? — 1)* dluzno brdti ve smyslu arithmetickém.

Dle véty Cauchyovy o integraci v mezich komplexnich bude integrdl J
nullou, a tedy

—1— 1—¢

J— e:niS l,aa:l'(aﬂ — l)s—l da+seazi(l — aﬂ)s—l de

—R —14e

R
_e—sniS ea=i (o2 — )s—1 d,,_|_[s + S __|_S } —
4. ® O =y
kde tfi integrily v zdvorce (} vzaty jsou podél piilkruhd o polomérech R, ¢, ¢
a sttedech 0, 1, —1.
Jeli pak z realné a kladné, s kladné a mensf neZ 1, miz{ tyto tfi inte-

graly pfi pfechodu k mezim pro R= o0, ¢ =0 a vychdzi tak vztah

1 00

S e** (1 —a®)—lda = 2S cos(@z — sa). (a®— 1)~ 'da,
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od néhoZ lze prejiti k rovnici

(12) E(— sin(va—sa).(a®*— 1) " 1de.

o= v7r<3+%)5

Nepétrali jsme v literatufe, nakolik vyvozené zde vlastnosti funkci Besselo-
vych jsou novy aneb novym zpisobem dokdzdny; jsout zde tyto vlastnosti
jen proto uvedeny, aby mladd nase intelligence mathematickd nalezla zde vse,
co pro studium Malmsténovskych vyrazi jest dileZito.

§. 8. Funkéni povaha rady Ml

Vzorec (3) § 6 obdrii po substituci hodnoty
Ay=9@#|v—=n|,u,s),
tedy na pf.

V; °‘° —u’:a:—"’(v_'m $—3
An = 5 Se z x ¢ Jdx
rs)

0

s s—1 [o%s) _
oA L) ] P (- VEL )y~ dr
i®

re) =
—o00
tvar
— 00 Q —u’a:—'-"(v—m s—3
(ln) etvwai M, (v,w,u,s): 5 Z eInvni S e z x ¥ dzx
( ) n=—0Q °
aneb téz
etvvri Ml (v, w,u,5)
1b < 1—s s—1 g 8 L 1\s—
(1) — 2n? Wi E |v_”_2—¢,2:u'(nw+|'u|v—n|)Se—i:rulv—-ulr'(r+vrg+l)_ ‘dr
r(’) n=—00 Vr’—{—l

—00 ’

Ve vzorcich téchto veli¢ina v predpokldddna uvnitt mezery (0...1);
veli¢ina # md byti kladna ve své ¢dsti realné pii (1b), kdeZto vzorec (1*) vy-
Zaduje totéZ pro #*®.

Lze uk4zati, Ze za t&chto okolnostl fady (1%), (1) konverguji pro viecka
koneéna s. Konvergence jich dokdzdna dosud pro Real. s >0 a zbyvd tedy
jen vysetfiti pHpad Real s <O.

PiSme fadu (1%¥) ve tvaru

2”7 1i—s o0 . s —1
Ml.('u,w,u,.r) =—u 2 ei:u|1l—v|(c_w+|u)lv_n| [ J-,
F(T) n=—00
Rozpravy. Rofn, I T#. IL . 7. 6
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kde & uddvd znameni veliéiny » — v, a kde poloZeno

tu jest pak

e CAVEFIY - eV
Vi1 '
tedy
Ja() =Jn(2—5);
jelikoZ pti Real. s <O mdme Real. (2 —5)> 2, bude fada

(o) s—1

E I'Z’—?l|2_t’2”i|n-u|("‘w+ui)Jn(2—-5)

n=-—00

konvergovati, any jeji vzdilené &leny jsou mensi neZ clenové fady absolutné

konvergentni
1—¢

E E'”_” 1_2—e!ni]n—v|(znw+lli)Ju (2_5) .
Odtud plyne, ze
r($Ml(v,w,u,s)

Je celistvon funkci transcendentni proménné s, jakmile realnd velitina v neni
cislem celistvym,

v

Ze zde podminku Real. # >> 0 netfeba uvddéti, je patrno z toho, Ze jsme
pifipad ryze pomysiného # z pfedu vylouéili a Ze jedna z obou hodnot #,
— # mé pak vidy realnou &ast kladnou.

Obratme se nyni k meznému pfipadu v =0. Tu bude vzorec (1) zniti

2,,% 1= & =t i
MI. (0,10,1!,.?)2 —u 2 Z '”1 2 e?nnl(W'l'z.ul)J",
r() n="o0
kde &, = sgn.~ znali znameni &isla 7, t. j. =0, ¢ =1,... a

dr
V1o

o0
I, = S e—4auinlr (,_'_v_,ﬁ_‘T)s—n
—00

Avsak pro 2 =0 integril

dr

VAT

Jo = §°("+ Vi 1yt
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patrné nikdy neexistuje, takZe vyraz (1®) v tomto piipadé »=0 stivd se
illusornfm. Proto obratme se ku vzorci (1%), v némz pfedpokliddejme Real. s > 1,
aby fada ML (0,w,#,s) byla konvergentn{. Pfejdéme v (1*) k mezim pro
v =0, a obdrZime

o0 1 ‘/" (o]
(2) = \ . Z K, etnoi |
oo - mppary T e
kde poloZeno
& —ulz— wa s—3
3 K,,:Se z 4 t Jdr.
(1}
Ponévadz
X s—3 r s—1
K, = S Wy T gy — (_*l)_ ,
ws—
[}
nachézime *)

oQ
@ rEM O, =TE3)au <42(7 ¥, Kncos2nwn.

Prvy ¢len pravé strany neni celistvd funkce, za to ale nekonednd fada
v druhém ¢lenu, okolnost to, jez pro applikace je velmi dilezZitou.

§. 9. Rady Kroneckerovy.

Budtez a, &, ¢ realné véliCiny, které definuji kladnou formu kvadratickou
S@,py)=ax*42bxy+cy*;
dile bud s komplexni proménnd s kladnou ¢4sti realnou a vétdi nez 1, takZe
dvojnasobnd fada
0)) K(a,b,c;0,7;5) = -,
mz'n S (e, n)

(mp=0,+1,+2 +3,..)

Iefnl'(ma-l-nr)

konverguje absolutné¢ pfi realnych o, «. Cérka pii znamen{ 2’ naznaluje, Ze
se mad vynechati ¢len m =2 =0.

Predpoklddejme, Ze o, 7 jsou pravé kladné zlomky od nully rizné; jelikoZ
forma f(z,») je kladnou, musf

a>0, c>0, ac—0=4>0.

*) Viz Lerch, dopis,
6*



[e,2]

n:Zoo ((em—-n)*+ 2w — I(s) , =,

4

Znaifli y4 kladnou druhou odmocninu z 4, poloZme

_ ¢ — \/4
a=—, f=-2-
takZe pak
f(@.y)= + 82x%;
provedemeli nejprve séitdni vidi 7, takie bude
=i eri(mo+nr) < ’ etai.nz
K= ¢ LA
é] M=Z—oo n_Zoo f(m ”)s nzzoo f((),?l)"
ili
(=] (o]
. ' p2ni(ma+-nr) einvai
A_m—z—oo ,.—Zoo ¢¢ [(wm—-n)*+-gim?f +,,_Zoo G

kde <&irky pii znamenf X’ vyjadiuji vynechdni Clenu » =0, resp. =0,
miZeme k vydisleni fady uZiti vzorce (1¢) §. 8, z n&hoZ plyne

eaint . 2 c —ﬂ’m’:—a’(n_—')?
€ — V7 Z [smni(na—m)ge = xps—idzx;

1]

a tedy
’ eaxf(mo+nr)
Y Y T

V_ 00 00 3 ﬂ’m’z—-"’("—').
”__ z' E e!mni(ﬂa—ta+a) Se— z x!—;dw'
0

_C‘ F(S) m=—-00 n—=—00
kde dluzno vynechati &len m —=20.
Dile jest
(o]
v cmi.nc 2 cos2nram
(@) ZW=F2“—W =5
n n=

takZe obdrzime

2 T 9
K(a,b,c;0,7;5) = — Z _coscnrm
(2.) n=1
© 7 (n—1)p

o0 —ﬂ’m’ —r i
gtmni(na—za+o) z zs—idz.
c' I'(.r) _Z _Z S
- - 0
Dvojndsobn4 fada v pravo konverguje velmi rychle, jak o tom svédéi
vzorec () §. 1:

Iy An—r1)P
— Pz — —7
Se Fma z  gpr—dzr =

0

o0
n—rl—d e—3nimin—n| \ ,—4fximm—1)r N D—tar
Bm Vi1

fada ta definuje pak celistvou funkci transcendentni prom&nné s.

2ms—1

1]
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Zbyvé. jeité stanoviti analytickou povahu funkce S. Radu

oQ

Z cos2nrm
2s

n=1 n

povaZovati moZno pfi realnych s za realnou &ast funkce
(o] .
g—2nvnd
2 nis ‘

Dle vzorce
(o )
S ¢—n=z z?x—l dz

1
n® T I(2s5)

—

obdriime pak

o ,—2nrai 1 ~ x4z
Z F(2J‘) ez +2rai 1 ’
- 0

takZe
& cos? 1 ¢ 2rw—1
cos2ntm e*cos2rm— 251
(A) nzl nts _F(2.\‘)S /" —Zeecosden 1" a,
- 0

kteryZto vzorec je sprdvnym téZ pro komplexnf s. VysSetfeni analytické po-
vahy této funkce dalo by se provésti methodou zcela podobnou oné, jiz jsme
vylozili pfi funkci { (s), ale stiti se miZe téZ na zdkladé methody Riemannovy,
kterd spocivd v tom, Ze se od (A) prejde k integrilu

e*cos2tn—1 1 e*cos2rm— 1

2z __2e¢%cos2ra 1 etsni 1 )22 _2p%cos2rn-1

x¥t—1ldy — x—ldr,

(00,0, 00)
kde integrainf cesta zahaluje celou kladnou polovici osy realné, omezujic izky
pruh ji obsahujici. Pak obdriime

— e¢—2sni ['(1_2_‘-) 3 a:"‘—‘dx .

nts etz — 2¢%cos2rn—+1
(00,0, 00)
Integril v pravo je celistvd funkce proménné s, kterd zmizi pro 25 =1,2,3,..,,
tedy prdvé na pélech funkce I'(1 — 2s), i plyne odtud, Ze veli¢ina (A’) je
téZ celistvou funkci transcendentni viéi s. Néasledkem toho plati véta:

Rada K (@,6,c;0,1;5) definuje celistvou funkci transcendentnt promdnné s,

kterou lze vyjddriti pfi libovolném s fadou:
r K(a,b,c,0,7;5)
: 1 e*cos2rm— 1
— ¢~ 8 p—2sni —_ —
e Ft—29) ni Y e?* —2¢%cos2tat1
(2) (00,0,00)

z"—l dx

[0

I'n
+ c‘\['ﬁ Z

I (m—r)?
’
m=-—00o n

oo (o o)
E tJmni(uu—ru{-a)S e—ﬂ'm‘c— '—_z'—idx .
= v

!
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Tuto vlastnost dluZno spojiti s okolnosti, Zze fada (1) konverguje absolutné
pfi Real. s > 1. Obdrzime vSecky pdary celistvych &sel »2, #, a kazdy jen
jednou, jestliZe v rovnicich

m=rkp+1Ir,
n==rkp+1Iv,
kde £ / %' /' znadi celistvd &isla podrobend podmince
3 kl'—Fki=1,

udélime &sldm p, » viechny celistvé hodnoty. Tim ale pifejdou f(m,7),
moe -+ nzr v nisledujici vyrazy

Fmn) = F (,7) = &pt - 20ur 4t
ma—+tnr=pc 427,
kde

a =ak 26k - ckr=[f(kF),
@ b= akl bkl R4kl
d=al*+26ll'4cl*=f(,0),
o = kot k1, v =lo+0',
i obdrZime
%) K(a,b,c;o,7;5) = K(a',0/ ,¢';0",7';5).

Soustavy veli¢in (a,0,c;0,1), (a’',4',c';a',7') souvisejici rovnicemi (4)
sluji rovnomocnym: Cili ckvivalentnimi, v pismé

(a,b,¢c;0,0) (2’ ,0 0", 7),

a funkce K majici pro rovnomocné soustavy stejnou hodnotu nazyva se —
jako kazdy toho drubu vyraz — invariantem ckvivalentnich soustav (a,b,c;o,1).

Bud nynf s, veliina nezdvisld na a,4,c,07,7; funkci K(e,b,¢;0,7;5)
bude lze rozvinouti v fadu stile konvergentni

[e.°)
K(a,b,c,o,7;5) = Z K, (a,b,c;0,7;5.) (s — 50)” »

vy=0

podobné funkci
. oo
K(a,b,c;0,1;5) = Z K, (@' ,b,c;0 7 ;50) (s — o) .
vy=10

Levé strany jsou si rovny pro viecka s, kde Real. s> 1, a tedy splynou
pravé strany identicky, t, j. bude

K,(a,b,c;0,1;50) =K, (@',6,c' ;6,7 ;sy)

t. j. funkce K, (a,b,c;0,1;s,) jsou rovné invarianty rovnomocnych soustav
(@,6,c;8,7).
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To plati tcdy zejména o funkci K (a,6,c;0,7,1), jiZ studoval pan A7ro-
necker. My ji obdriime nejkratsi a nejptirozenéjsi cestou piimo z rovnice (2°).
Tu tfeba stanoviti hodnoty integrili

oo

I(’l__,)l
—pmie TR
S e = z—idr,

[)

jez se obdrii pomoci vzorce *)

() e—p’z—?/—f =T ,—2pg ,
\V T ?
0

takZe maji hodnotu

f—ﬂnﬂ{m(fl—r)l ;

dale bude tfeba sedisti fadu

~ cos?nnz__ e*cos2rm—1 cdr
Z 2T —2¢%cos2rm 1 ’

n=1

jejiz hodnota zni
Gt —rd),

o ¢emZ bychom se differencovanim snadno pfesvéddili.

VlozZenim téchto hodnot do vzorce (2¢) se zietelem k okolnosti, Ze g je
kladné, obdrzime

2
K(a,b,c;o,1;1) = 27 (P—r43)

OO
E _l_e?mni(na—ra+a)—2ﬂmn|n—t|

Sy
D22 b8
;

(=]
E L‘--2m:u'(nu—ta+a)—’ﬁm:tin—tl
m

tod

3
il
i
|

8

*) Bylo totiZ v §. 7, (5) ukdzdno, Ze (s = 2)
(= ) ) qs —
Se_” ’_?£=2V_g_‘—:pqs —ipgr "+V"+1
V= ? VA +1

rozloZimeli tento integrdl ve dva, zmizi jeden z nich a zbude

(= ]
9 \/1 —tpe S P g, — _E e
? ?
—00
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Provedemeli séitinf vii&i », obdrZime;

2n? O

:' (’2—'+%)—% n Z l]og(l_el:u'(na—ta+o)—iﬂn|n—t|)

= ~-00

K=

+10g (1 __e—inl'(na—ra+a)—8ﬂn|n_.1| )] .

JelikoZ piedpoklddéme, Ze z je pravy kladny zlomek, obdrzime po za-
veden{ oznadeni

w,=—a-+17f, wy, =a-}if,

rovnici:
K= 272 (=4 _;)___”_ log ﬁ (1 — ednitna—sa+o)—2fxln—sl)
€ cB AL
. (1 — g—2mitna—cato)—shxin—rl)
p— 2:1" (*—r %) _ _;_ log {(1 — ermile—ra)—2fiar) (] _ p—Fmilo—ra)—2fnr)
\

()

H [(1 _ eini(nw,+o——-1w,)) (1 __ eZni(nw.+a+m,)) 1 — einl’(nu,——a—w,)) (1 _esni(nw,—a+m,))]} .

n=1

Uzijemeli zndmych vzorct
=,
0, (u|w) = Qoivaiginyn II (1 —g27) (1 — gtnetuni) (1 — gne—3uxi)
n=1
kde psiéno ¢ —=¢%*7 | a znamenadmeli po p#kladu Kroneckerové

8, (0 3w, |w,) 8, (6 — 7, | ,)

) A (s,7]wy,wy) = ¢ ke H (wy) H (wy) '

kde pséno

(7 H(w) = ewl_:;' l_l (1 — e2nvond),

obdrzime vztah Kroneckeriiv

® YL K(a,b.ci0,531) = —log 4 (o7 wy,2,);
pfi tom, jak opakujeme, znamend 4=—ac—4?, a w,, —w, jsou kofeny

kvadratické rovnice
a+42bw-tcuwd=0,
totiz

w, = ’

—b4-iJ4a 0y = btiy4 .
c ¢
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Vzorec (8) byl odvozen pro piHpad 0 <o <<1, 0<{7<C1; aby se uki-
zalo, Ze plati obecng, stadf poznamenati, Ze dle (6) funkce 4 se neméni, zvé&tsi-
meli ¢ neb z o celistvé éislo, takZe rovnice

_ya o
(84) A(o,7|wy, W) =¢ = K(@a.b,cia,5:1)

plati pro viecka realna o, 7, jeZ nejsou celistva.
Poznamenejme, Ze z rovnic (4) plyne, Ze kofeny w';, — 'y rovnice

(l' + 2blwf + clwlg — 0

souviseji s w;, —w, rovnicemi .
a . kl + llwli , _ k' - l'w’a
(4% wl—‘m__lw, — Wy = E—lw, °

Veliciny w,, w, maji spoleénou &4ist pomysinou, kterd je kladn4, a opaéné
¢asti realné. Zvolimeli je tak, aby tyto podminky byly splnény, a zvolimeli
kromé toho />0, budou tim a, 4, ¢ iplné déany, takie pak vzorec (8) vy-
jadiuje logarithmus funkce 4 o danych zv nekonecnou fadou dvojnasobnou.

V piipadé w, —w, bude spoleénd hodnota w téchto veliin ryze po-

inyslnou a tedy 6=0, w:z'v.f_, a my obdriime z (8) vzorec

(b'b) li{l—[_ Z ' ghritmetny — log ( 2wad iy (0'+ ‘t‘lU) & (ﬂ— ‘t‘w)

m el am’—}—cn’ o H(w)? ’

kde transcendenty & tvofeny na zdkladé téhoZz parametru w —1/ \g
Z rovnice (82) plyne dle vyse uvedenych vlastnosti veli¢iny K'(e,4,c;0,7;1), Ze

Sunkce A(a,v|w,,1w,) neméni se prechodem k soustavé hodnot rovnomocnych

o =ko—r+ Kz, v =lo+ ',

. kw —F . _ kwg K
i T Ly P e = T T,
kde kIR U jsou celistvd Cisla podrobend podmince
Bl —klI=1.

Jinak lze tuto vétu téZ takto vyjadriti:

Dvogndsobnd rada

’ 2xf(mo + nr)
mzn amb+2bmn -+ cn®
konverguje toliko podmineéné, ale pfi viech sefadénich ¢&leni, kterd vzniknou,
kdyZz v rovnicich

m=rlkpt1Ir, n=~rFupt+1l, #'—kKI=1)

probfhd nejprve ¢ a po té » viecka é&isla celistvd, obdrii soucet fady tutéz

hodnotu.

Rospravy Rofn. I. TH 1L C. 27. 7
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Vzorec (2) neb (2¢) obsahuje uvedeny vysledek Kroneckerfiv jako zvl4stnf
pifpad a kromé& toho miZe vésti k celé fad& specialnich invariantd, z nichz
zajfmavym je téZ K, (a,0,c;0,7;0), t. j. soudinitel pti s v Maclaurinovském

rozvoji funkce K. K tomu icelu ustanovime nejprvé soucinitele toho v rozvoji
funkce

) Z(0,s) = Z sZrszrz

ns

kde fada v pravo konverguje pfi Real. s >0, jakmile 0 <7 <C1, coZ pred-
pokiddime. Tu jest patrné

m .

. vl p—tnvni
2Z(v,s) = vt e ,
(s =« ngo (n+ 1)’ Z 1y

¢ili dle dfivéjsiho oznadeni
9% 2Z@,s) = e " Q(1,v.5) 4R (1,1 —uv,s).

Dle vzorce (G2) §. 4 jest & (1,7,s) celistvou funkci transcendentni pro-
ménné s, a totéz tedy plati o funkci Z(v,s).

Jestlize v Lipschitzové reciprocité (H) §. 3 pfedpokliddme Recal. s > I,
miiZzeme na obou stranich pfejiti k limité pro w =1, ¢imZ vznikne

%:21’(')) fA,v,1 —s). = K Q(” 0, 5)+PW;—‘Q(1—7"“‘J‘)‘

a podobné

takZe seftenim téchto vysledkl obdrzime *)

(10) (ﬁ’(’z) Z@w,1—s) =cos X R(v,s),

kde pséno

(o]

(109 R(v,s)= _Z ﬁ:xzﬁ(v,o,.\‘)—{—ﬁ(l——v,(),s).

Utzijemeli dfive odvozenych vzorcli, mime zde

~ (W—o)tyys—1 4 oo‘,vl s—1U Ay
(10%) R(v,s) = FI(s){S ¢ e?_tl 4 +S "—-1 }

0 0

U vzorci (10) piSme s =14 s, ¢&imZ vznikne
() @a)+t Z(v,—a)=—sin-.F14-o) R, 1+,
¥) Viz Lerch, dopis, vzorec (12).
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kde pak dle (10v)

_ —r

I'(l—l—o’)R(zx,l—{-—a’):S .

v u

0
e=0t oy S et rodt

Rozlozme

m

o0 ~C
S =ty di S e“—””t"dt+5' e—0t oy

et — 1

= ef—1 ef—1

(2}

kde @ je maly kladny zlomek; jelikoz pro dosti mala ¢ plati rozvoj

OC
e1—u)t 1
a=d 4 B
t"-—-l 4 y=10

obdrZime integrac{

" el —u)t pa Ay ®° (2,] ;',,w"+"+‘
P e ) ST

[} v=

a tedy
~ ~o
J — Coell=ntede 0"’_|_ o er C ity
- ot —1 T X c-+v+41 5 et—1
Yy =

znamenameli

J= "ottt ..

mocninovy rozvoj levé strany, bude patrné

o0

o0 i r41 =)ty
P 7 @ (
Co — ]0gco—|— E:__T-I—l—+§_€r 1—:

"

a ponévadi tato veli¢ina nemiiZe zaviseti na @, mame pfechodem k limité

o—=0:
’ A L2k 4
o= { logo | -, =
(6] w=0

¢ili

o0
‘,(l—o)t_ 1

1) g = S =N =14,

et—1

ponévadz

T
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Vyraz (11) lze téz pséti

a9 o= (- )

znamenameli podobné

t"

o0

et tody o " v

S et =L ot
0

mame

(1% "'o=z’(y+i—v—v—ll—l)’

takZe koefficient ¢, rozvoje

FA+0)R@ 14o)="2+a+as+cqot+. .

bude din vzorcem

V| 1 2
() o= X (e +ip=
vysledek sprivny pouze pro 0 <v <{1. V ostatnich pfipadech 2> 1 neb
v <0 dluZno v fadé psiti zbytek veli¢iny v misto v,
Ze vzorce () plyne
28 Z(w,—0) =—sin Z (1 —olog2n+..)) (i+co+

= —sin 2~ (— —2log 27—~y ..

a odtud koneéné
—4Z(v,— o) =24 (cp—2log2a)c -} ...,

coZ jinak psdno znf:
(12)’ 4Z(w,0) = — 2+ (c, — 2log2m) o -

Budeme nyni potfebovati rozvoj funkce

2.0}
S=2 Yy cos2nrm _ 2 7 99
g n=1 nt ¢

dle mocnostd s. Tu médme dle (12)

(12%) S=—1+4[logc+co—2log2a]s-+
kde dle (11¢)

v 1 1
c.=r§o('+'o +"+l—'o l+"),
kde 7, souvis{ s * podminkami, aby z— 7, bylo celistvé a pfi tom
0L, < 1.
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Dle (12¢) soudime z (2%), Ze soudinitel pfi s v Maclaurinovském rozvoji
funkce K (2,6,c,0,7;5) bude
K, (a,b,c;0,7;0) = logc—}—co—2log2n
:r’(n—t)’

= 00 —pme_ RO
+v; Z Z t,ﬂmni(ﬂa—xa-{-a) S e z X dx .

m=—0o0 n—=-—00 °

Integrily na pravé strané ustanovi se tu dle vzorce

o0

—w _i T
(e amtas 2% oo,
3
it

¢imz dvojndsobnd fada v pravo obdrzi tvar

':Z Z eﬁm:rl'(’lu-—ra-‘-a)—?ﬂn m(n—r): .
1”—"|

Provedemeli nejdfive séitdn{ viid¢i 2, obdriime

s= Y 1
o 7= —00 IT—ﬂ}{e‘zﬂﬂ—"—rl—hﬂ'lna—ta-)‘-a)__1}

1
+ E !1____,1‘{cznﬁ';n—x|+2ni(na—m+o) —_ 1} '

n——00

Za tcelem pfechodného pretvofeni této fady zavedme celistvé Eislo (7]
dané podminkami
F1<<[]41;
pak méme pfi dfiv¢jsim vyznamu liter w,, w,:
o0

)
c 1 1
S = — -

" _E_['] (” + ) (‘ —2ai(nw, +otrw) __ 1) =§+l (” _ 1) (f-znz(nw,-*-a—rw,) — l)

1 N 1
+ Z (” t) (e'——*-u(nw,—a-{-rw,) _ 1) + E+ (” _ 1) (€—tni(nw|—a—tw,) . l) .

n=—[r] (r]
Tuto fadu lze viak pfehlednéji psati

S—= § 1 [€ 1 +1—sgn.(¢+n)l

Z—'—Il —ini(rw,+o+tvw) ___ ] 2

1 E 1+”{ _’m(”’_lu+m')__l n 1—sgn2.(r+n)}_

n=-00

Znamendmeli pak

(13 S= Zm t-ll-n {e—*a-‘(w-+la+w-)—1 + l—-ggn2(n_i-*)]

1
o4vw,) 1 +

+ 3 o | v 1—sprdl

=— 00
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bude soudet
e 1 (1—sgnG+n) _ 1—sgn (14
5—5—22 t—|—n{ 2 _ 2 l

obsahovati toliko koneény pocet ¢lenfi od nully riznych; ponévadz

5-5=Y &(ﬁ-{) J: 531@35_1) ,

nalezneme snadno vysledek ndsledujici:

o §Y_ 1
pro >0 je S— S_Zki el
[r]
1
ror< 0je S—S5S=2 —
p J kgu %Iz
tedy obecné
_ Eqs 1
14 S—S=2 g e—
( ) k=0 k_|1|
Ponévadz

K, (a,b,c;0,7;0) = logc — 2log 27+ S

(Z(,+, ,;1];70‘ 1+1)+ bk:) "/?“—IT?T)’

musime dfive vystihnouti povahu vyrazu v zivorce, jenZ vytvofen operacemi
arithmetickymi. PiSemeli nejprvé r =1, », kde » > (), bude hodnota zi-
vorky patrné

| 1 2
LG toai=r 1)

totéz plati pro 7 = 7, -— m, a tedy nachdzime vysledek ndsledujici:

Koefficient pri s v Maclaurinovskiém rozvoji funkee

¢ 2af(ma+tnr)
K(@,b,ci0,758) = Z (am®-2bmn—~ cn®s

sni
(15) K, (a,b,c;0,7;0)

re  ra—i

= —2log 2+ 2I"(1) — TG T« +loge+ W (s,7,w,)+ P (—a,r,,),

kde polodeno

S 1 1 —sgn. (z+4)

i3 — S A7

(Ib) ("(U't'w) ="_Z_°° ‘t+7l {e—inl'(n+t)w--80nl'_ 1 + 9 : ]
Prava strana rovnice (19) je patrné jednoznaénou analytickou funkcf pro-

ménnych o, v; a fato funkce mi tu velmi zajimavou vlastnost, Ze jest invari-

antem rovnomocnych soustav (a,b,c;0,7).
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Klademeli na okamiik
o0
1 1 —sgn. (741 .
S(@) = Z (}Tm'm%a;m;“, + g2( + ’)) etnzxi

n—— o0

bude

1

2m1

b(o,7,0) = SE T Sf(I) IR

Abychom vyjadtili f(z), poloZme

RO 2 T S S S L LY CE 1]y

pisemeli #-+} 1 za =, vznikne

9 () = @ (- w) c?ori | Z [ 11— sgr;(n +4 1 sgné(n—f‘%)] cuntweni

éili
¢ (@) = q (-t w)e¥* i —1.
Souéin @ (%) &, (#!w) = w (#) je celistvd funkce hovici relacim
w(u) = —y@m41), W) =-—yutw)eitutizto __ 9 (y).
Tutéz vlastnost ma funkce

~ 4 .
W, () = C0 (u~+x)+ _‘.?.r.-:ikfz 1’

takie rozdil

Y(@)— @) =1

hovi rovnicim
b ) =10, gEbw) =iy )
z nichZ plyne
1) = C"0y (4 2) .
PiSemeli '+ C” = C, mame tedy
v = Co, (k) + B,

kde zbyvé jeSté ustanoviti konstantu C'. Odtud pak nalezneme

9w =c" 5,’:(_,;:6) + l,m.-l_l ,
a porovndmeli residua pfi # =0:
L _6%@
— 2 ', !
mame
. o’
C=— S am
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a tedy
(17 g =— ot D) 1

2ni O,(%)9, ()

—1
Dle toho bude
03_ 7, CT—F —+—1ﬂ0 1
f@) =  2ai 0,(2)0,(cFrw) + eleai 1 "
takie

(18) @ (o,r,w) = —— Sl{:"’. 0 (zH-o+-zw) 2mi

- 11 2.7)
1 — e¥sad #, (o0 4 1) 8, () + 1— cani| © .

§. 10. Pokraéovani o radach Kroneckerovych.

V predchozich tvahich byl vylouden pftipad, kdy jedna z obou veliéin
o, v se stane Cislem celistvym, ptipad, jejz dluZno uvaZovati jiz z té pfi€iny
Ze se miZe pii racionalnych ¢, 7 vyskytnouti po transformaci.

Uvazujme tedy fadu dvojnisobnou

K(a,b,c;0,0;5)= Z m; )

kterou pfevedeme na tvar ndsledujici, séitajice nejdfive vici #:

k= X ot 5 Z o lam ) F P

m—=—00 n—=—

’ e?ma:u'

Prvd &ist jest patrné 2¢~*{ (2s) a druhou lze pretvoriti dle vzorce (4)
§. 8, z n¢hoZ plyne

co 1 . F(J—-,) - 1-;?:
A T =g Ve
+—21% E COS?mnanS e—ﬂ’m’z_%ﬂ’x’—idx,
a tedy
K(@b,ci0,0i9) =2e=r 0 @) 2V T Hemepron Y 0000
(1) _ m=1
etmmata)ni | s = T P
+ e ;_w ,_E_w |- ,

kde vyznam liter «, f jest jako vyse
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Seéitdmeli viak dvojndsobnou fadu dfive vi¢i #, musime zavésti velidiny

_b YA
=-—,
nadez fada pfejde v nasledujici:

cos2maon
m’l‘

oo
K(a,b,c;0,0;s) = 2a- Z
1 -
) V; — ’ o~ - —finte— "‘(a Ll z* ]
Y a—s F?na':ri(m—o) e —i4r.
T re) \
n=—00 m=——0C
0
Obé &asti pravé strany posledni rovnice jsou celistvé vitéi s, a tedy jest
té2 K(a,b,c;7,0;5) celistvd funkce transcendentni proménné s .

Ustanovme nyni soucinitele pfi s v Maclaurinovském rozvoji funkce
K(a,b,c;6,0;5).
Dle dfivéjsiho oznaceni mdme

" cos?
cos2mnn
Z(@,25s—1)= Z — =T
déle
% s n’ 2
g FmE x‘ga'x:__v_;_e—zﬂnmn;
|n = !
0
a koneéné

2c=1¢(25) = 28 (0)+2[2¢° () — £ (O)loge ] s+ ...

a tedy mdme z (1) hledaného souclinitele ve tvaru
K, (a,b,c,6,0,0)= ——2&'(0)|0gr+4§"(0) —%Z(a,— 1)

_i_zl;’;(‘. ﬂn[mn'+?m(nu+a):ri)

(myn=*1,+2,+3,..)
Tu pak mame dle vzorce (10) §. 9
Ry 1 l
Zlm—1=— 4nt n=2_°° (GFn®— ~  dsinfom ’

ddle méme z Riemannova vzorce
L(s) = 2 (2m)*— sin% rq—sc(1—s;
uZijemeli okolnosti

FU—9L(1—9)=— 1+ tastast+

Rozpravy. Ro¢n. L. Tt 1. €, 27. 8
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jiz snadno mizZeme verifikovati napodobice vyse vylozenou methodu pfi funkci
R(v,s) (§ 9), plyne:

sin 5~
C(S)—2(2n‘—'[———s ——c',s”—{—...]=—;——-;-log2n..r—|—...
takze
I(O):—%, {'(O):—%log%z.
Obdrifme tedy
K (a,b,c;5,0;0 2log 2 1 n V4
1 (@,6,c;,6,0;0) = — 2log2a ogc—l—?s:n e
J— 210g I] (l _— e2mw‘-u) (l _eimw,nl)}cos sma
Nebot dvojnisobna fada horejsi
Z_e—sﬂnvmn +2mmatoyai
7|
O | . o | .
= — e 2amintim(nato)ns — p—fximint2m(—nato)ni
; ngl n +;ngl n

o _Z [lOg (1 ——e—sﬂ-"-"'l“F""“”l')_{_ lOg (l __‘,_2,4,-;|m|—2ma.1i)] etmoai
m

pfejde v zdporny logarithmus &tverce vyse psaného souéinu.
Zavedemeli oznacdenf

wxi

[o 2]
(2) H w,q6) = pAsinta 1 __eimw:u')cosz”“”’ ,
(@, ) L[l (

bude soucinitel pfi s v Maclaurinovském rozvoji funkce K (@,0,c;5,0;s) dén
vyrazem

3 K (a,b,c;0,0;0) = —2log2u—2log{—vlc: H(w,,0) H(w,,rr)}.

Vyrazy (2) nazyvdm Hermiteovskymi, ponévadi slavny mathematik fran-
couzsky prvy uvaZoval rozvoje podobné jich logarithmim.*) Na tyto vedou
vzdy vyrazy & (c,z,w), v nichZ jsou ¢, 7 racionalnd Cisla.

Téhoz soucinitele K, (,4,c;5,0;0) obdrZime jinym zplisobem a v jiném
tvaru na zdkladé fady (1°).

Prvy &len pravé strany mé rozvoj
2a=Z(a,25) =24 [—§ 4+ (co—2log2m) 25 +.. ],

*) Viz o tom referit p. Lipschitzdv obsafeny v &ldnku »Bemerkungen iiber eine
Gattung vielfacher Integrale (Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, sv. 101).
Mimo to pozndmku na konci naSeho &linku uvefejnéného v Acta math., sv, 12.
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<

kde

—or()— L) _ 'L —ay)
c=2I"(1)— T () —I"(l—'“o) '

a pfi tom 0<{a, <1, a 6 —g0, je Cislo celistvé.
Obdrzime tak

end aim—o)—2f 2in(c—m)

oo oo
K, = ¢y —2log2n +loga -+ Z Z

!
n=—00 m=—co l’” g,

Dvojndsobnd tada obdrzi se podobné jako fada S v §. 9 ve tvaru

_|¢1 + Z o-—+—nz{e_2"'"("'+l"')""l-—1 +1—Sgn2(m+'}‘)}

+ E a‘fl‘ﬂ; { t’*”’”.‘"":")""’ 1 + = Sgn:z(m_{_%)} '

E(lo})

m——oQ
kde
, , .. —bo4-7Y4 1
TU,‘—‘—“+ﬂZ: —(|:£:~T'
“Wo
, N L A ] 1
wﬁ:“—‘._ﬁz:_ié\—z_:?'
@y

Mime tedy konelné

r'e r(—o
e " T,

+ loga+ @ (O,a’,—*) ~+ & (O G, —
u.’,‘

K (a,b,6;0,0,0) = —2log2n 421" (1) —
0|

Klademeli 6=0, tedy w, =wy =w =71 \/-f— , midme porovnanim vy-
sledkd (3) a (4):

s (V5 ) =20~ EQ—FA= s

Volme na pf. a=';; pak bude

[0 =3

1 { 1 _|_1—sgn.(n++)|

N e(u+n";'_1 2

. 1 , 20 oni > ] — gimeni

=TI"(3)—TI"(1)—2log W%f‘ | ﬁ_»—";}
8%

1)



§. 1. Kroneckerovy invarianty kvadratickych forem.

Dvojndsobnd fada
’ - — ! l _—
) K (a,b,¢,:)_'§’ (@m®--26mu-| cn®
zdvis{ vedle s toliko na koefficientech kladné formy kvadratické

S, y) =ax?+2bzy+cy?,
i obdrz{ tutéz hodnotu pro viecky formy rovnomocné, takie jest znvariantem

forem ekvivalentnich s formou (a,0,¢).

Jedna se jako vidy dosud o vysetfeni analytické povahy funkce K.
Klademeli jako dfive

4d=ac— 5%, a:-ff—, ﬂ:g, w, = —a-tp7, wy=a+tfi,
bude opét
am®*~2bmn—+ cn® = c[(n+ am)® <4 g2,
a tedy
ml oo oo 1
Kebed= N ot B X aiaraont

Prva cast jest 2¢—*7 (2s), druhd dle § 8 rovnid se fadé

s— 31 [a o/ |
F( _’)_ y Z (ﬂ"m”)’—‘

(s cs ) -l

112(}/)”[: Z E cos2mnanS —hme " Vdzx,
tedy
(2) K'(a,b,c;5)=2c—0(2s5)-+ 2V;II:((;)_‘3‘) :(25__1)‘.3—141—:
— o0 5,  mn
+ ‘;J(;; c—'z cos2mnang eI e dz,
m,n °

(m,n=1,2,3,..)

Posledni &len v pravo je celistvd funkce viiéi s, a ponévadz 2¢—* ¢ (25)
1

1
c .\'—?

F(:—%)C(?s——l) je koneéno na mistech .\':’7—” (n=1,2,3,...)

ma jediny pél :=%, v némZ se chovd jako funkce
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a pouze nekoneéno na mistech :=%, s=1, kde se chov4 jako funkce

1
VZ s—1

shleddvime, Ze se pravd strana chovd na misté s —

EO) —7, resp (nebot ¢ (0) = — +
1
2

pravidelné, takZe md
.4 1

jediny pél s=1, kde se chovéd jako V—Fj T

Rozdil
1
Vj s—1
Je celistvd funkce transcendentni, kterd jest invariantem rovnomocnych forem
(a,b,¢).
Z toho plyne bezprostfedné, ze téZ soucinitelé rozvoji mocninovych této
funkce jsou invarianty. Tu zajimavy jsou zejména soulinitelé rozvoje této funkce

podlé mocnosti s — 1, z nichZ pan Kronecker ustanovil ¢len stily.*) Vysledek
ten poda ndm vzorec (2) opcét piimo.

K'(a,b,c;s)—

Ukol ten v podstaté splyvd s podobnym pro funkci
1

2_” K'(ll,b,c;s)(ZVZ)‘
2\/1 2 L(s—2Y) 2¢ V!
(a) l ()5)( ) + Vo re F@2s-—1) (ﬁ)
B NS eamman b e
+V7r1"(:) "Z’ncos?mnans z dr.

Jednd se o prvé dva ¢leny mocninového rozvoje vici s —1. Dle véty
Riemannovy mame

rs—y) {(25'-—1)=n”—31"(1—:)§'(2—2.r) ,

takze druhy ¢len pravé strany rovnice (a) zni pfi oznaéeni 6 —=s—1:

I"(l .\’) C(Z 9y )(271’: s—1

- T) V4
=———j—{1—2r'(1)a+...}-{c(0)_ '(0). 20+ .. }{l+olog 2v"_‘+ Jl
aviak {(0)=—;, ¢’ (0)=—log2n, a tedy za&ind rozvoj druhého Elenu
v (a) takto:

2r' (1) —log2y4 +loge) -+ ...;

*) Zur Theorie der elliptischen Functionen, XIIIL (Sitzungsberichte der kon. preuss.
Akademie der Wissenschaften 1889; Gesammtsitzung vom 21. Februar).
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k tomu dluZno pkHifsti &len stily

1 2Va | 48

- " = ¢ —2fmnn
- ¢ @ p + Vo ".E.,.: cos2mnan ¢—thmn

[o =)
2 2 Z (7]"1_ ‘-?mflni(u-{-ﬂl‘) +%esmnni(—a+ﬂi))

m=1nan=
= __”tii(“" -+ @0y) — 2log I] (1 — e¥nwmi) (] — gnwnai)
n=1
= — 2log H (w,) H (10,) .

Nachézime takto prvé dva €leny rozvoje

(22\/—) K'(a,b,c:9)
(3) i
! ——2F’(l)—log2\/3—2log(VI_C—H(w,)H(wq))—|—(.r—1)‘.B(s—l').

s—1
Vysledek odtud plynouci, Ze
1
'\T H (w,) H (w,)
jest invariantem rovnomocnych forem (a,4,¢), d4 se oviem téZ pfimo verifikovati
Zcela podobné bychom shledali, Ze koefficient pré s v Maclaurinovském

rozvoji funkce (3) zni

— 2log2m —2log {% H (w,) H(w,)} .

§. 12. Zobecnéni rad Kroneckerovych.

Invariantem rovnomocnych kladnych forem kvadratickych (,5,¢) je téZ fada

A 8
() (u—|——am"—|—2bmn+cn“) ’
(m,n=0,i 1,+2,+3,..); 4d=ac—6?,
v niZ # jest bud kladné aneb aspofi v&t3i neZ ziporné vzaté minimum kladné

formy az®+ 2bzy + cyt.
Zavedemeli opétné oznacenf

_f_=¢' —‘szﬁ, —etfi=w,, a+pi=w,, =v,
mbzZeme fadu (1) psati

. 28 .
(19 X (rrtmmty)
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na zdkladé vzorce (4) §. 8 moZno provésti s&tanf vici », ¢imZz vznikne vyraz
pro tutéZ veliéinu

VeL(s—4) W @8y
I(s) ma— e (v-{—ﬂ‘m“)‘*
) 2\n (28) = ¢ —etpme ©7
+—\;f—((x)—ﬂ—)—z Z cos2mnanSe—(o- ) =gy,

1]
kde dluino predpoklddati « > 0.

Dle téhoz vzorce (4) pak bude velifina

@8y _
m 2= oo (v—|-;9ﬂm9)x—a‘ —( ) 8 Z_oc (’”g—l—p)'—"

dédna fadou

) R () e (Y e

a tedy bude Fada (1) rovna vclidiné

2\/]) 4n 20! o -—:— ' .
z $— d
:—1( +r(s)( nZlS ¥ ”
2\/ 2\1’ bn (cutmh i" na? —1
e v < x { .
[.() ( ,,_.,,, cos?mn p S( z dzx

0

Tato velidina jest jednosnalnou funkci analytickou proménné s, nemajici
v konelnu jinych mist svldStnich kromd polu s =1, na némé chovi se

Jako 2%

s—1°

Zacasté byvd vyhodnéjsi zdstati pfi vzorci (1%). Hledejme na pf. prvé dva
¢leny mocninového rozvoje dle (s —1). Tu ndm bude pfedeviim ustanoviti
ony ¢leny v rozvoji funkce

@28y gr—ts m;m o +!§)T—T _ (%) sML(0,0,\5.2s —1).

Avsak dle vzorce (2) § 2 jest

o0 — .
ML (0,0.%,0) = 2sin "." Sf""" +2 41 gt-odz

2 P2 LA | \ru'—l—.’l:’
v



a tedy
o0 2:1\/ + &
. 2—2s
Ml. (0)0)@)23—1)2_2C055ﬂs +1 i dx
2
@ Ve y Vot
o oC
S‘ 1 i34y " xi-isdy
—= —4cossn ———— ~— _———— —2coss® =emoe—
P P Vi 42t ¢ Ve t+a°

V poslednim integrdlu kladme zt =

Ch

s =)
1 ”77_)1—.\‘ Lﬂl—sd}l

) ) =
0

predpokladdmeli % >s>1.
Méme tedy

|..,[—

g

s—1

nn.(o,o,\;f,2:——1) — —

”
(b) )

—4cossn

L(—1)IE—s)

=3, ¢imZz obdrZime jej ve tvaru

7/)‘—’ rg—sris—1m

re

cossw

~c
S___L,
2,\/;;2 . Vo

0 ¢

Funkce, o jejiz zatatek rozvoje dle mocnosti (s — 1) se jednd, zni:

A T(s—}

r(s)

@
mEm oo (v B2m%)s— !

2 (22)

a prvé dva &leny uvaZovaného rozvoje budou

© 4\nF(s—')cos:n

T g

2n

(A) P —+ 2n log —{— 8m

s —

CL/’)a

kde posledni integrdl lze téZ psiti

(% )5

o
\ s
2n¢ \

Vi s

z*—1
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aneb po substituci £ 4-yz2—1 = &7,

o0
S‘ dz
v . s -8 :
o en\7),,(e +e7 ) °

—1

Aby se obdrZeli hledani ¢lenové rozvoje funkce (2), dluzno k vyrazu (A)
pricisti vyraz

o0
o0 00 n:a?
— —(pmyz—"" dx
4[5‘\7:2 Z cos?mnange T
n=1m=-—o0 0 V&
oo =" = T Py ——
cos2mnan.e—tanivtim
- 41?71 N . )
A=1 m=—oo \v—{—ﬂqm‘
takZe nachdzime vétu: ,

Proé dva dleny mocninoveho rosvoje dle (s — 1) analyticke funkce dané
elementem (1) sneji:

’ Qn |9 2 I_I - ds
= 12alog —{—Sng—»——-u— - -
(3) l [2.—:\— ‘—cosh)p,'_l |
i ¥ | [
+4m\ 4 T —%x . . Tembai %
n o | G (s e )|

a v¥ras obsaicny v saverce |} jest invariantem rovnomocnych forem (a,b,c)
snadili w velidinu na (a,b,c) nesavislow a kladnou.

Ustanovime jesté soulinitele pii s v Maclaurinovském rozvoji funkce (1)
¢ili (2). Pro tuto veli¢inu obdrzime vyraz [dle (1®) a (c)):

o0

nn 2V 1 r*dzr
(‘+'°g )+ 8 \*S s =
2'1\_f+"" 1 \fl’ x

v ¢
- = = ’mnbﬂﬁ'o —-L(c;+im’):— i
tove § O s 2mnbn (oo  o-tda.
m=—o0 n=1 v
cu 4 cu
Prostfedni clen pfejde substituci :L‘—{—\.r”—l— =\ ;€ u vyraz
o0
u 1 .
—8n — sinthypsds,
v luvc—"—mhypr .
v ¢ 4 —1
Rorpravy. Rotn. L. T 1L €. 7. ‘ 9
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a uvaiovany soulinitel rozvoje Maclaurinova znt

o0
in2 -~ -
(1+log 2\4) n{z + S,ZuS sxp l:lypga',..
\d V‘] 23\’%"—coshypf
v ¢ : —1
O\ 9 LAy
+2 Z Z—l—co umnbne ¢ Yeutd
m=—o0o n=1 rn ¢

(oo
in2 zd
= (1410g 211 2 Tt S sinhyps

2 n\ —E;i coshypi
e .

2af

—(mb+t\cu+¢1m’
— 2log H (1— )
m=—o0o
Odtud plyne, Ze funkce
oo
_2au S sinthypt dz
\j 21\’C—![coshyp 2af
-0 K] ' —(mb+:\cu+Jm’)
4 ‘ H (1— )
m=--20

Jest invariantem vovnomocnych forem kvadratickych (a,b,c).

§. 13. Zobecnéni vztahu Malmstén-Lipschitzova.

Je patrno, jak lze bud pomoci pfimych method elementarnych aneb téz
pomoci transformacnich vzorci funkci theta v tvofeni novych invariantd po-
kraCovati a zejména rozsifiti tyto Gvahy téZ na formy ternarné, quaternamé atd.
Ackoliv by nebylo prosto zajimavosti vyloziti zde vysledky, jichZ jsme na tomto
poli dosdhli jiz pted vice nez péti lety, nicméné piestdvime na téchto ukazkich,
ponechdvajice sob& na jinou prileZitost vratiti se k témto uvahiam obirajicim
se transcendentami tak mélo pfistupnymi.

Chceme zakondéiti tuto préci trigonometrickym rozvojem funkce

S (W, , Wy ,. o . WUy, Vg ye o Up i€y yCoynn.Cp;U,S)

(1) I _ Z ‘,’niln.v.+n,v,+...+n v )
_,,,,.,,._,,p [ex (0, F m)* ¢y (g 1) . - cp (p - )t -2

kde s je v realné {dsti viétsi nez ’;—, aby fada konvergovala absolutn¢; veli-

¢iny v jsou ryzi zlomky, ¢),c,...c,, % kladné konstanty, w,,7v,,...w,
komplexni proménné, vesmés obsazené uvniti jistého pdsu zahalujictho osu

realnou; soulet vztahuje se ke viem soustavdm celistvych hodnot 7,,7,,...7,
kladnych i zapornych, *
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Tuto funkci lze vyjadriti fadou*)

—2ai3%p v niZ¥ w
S=c¢ 2riZ%, GEA"‘-"‘:---"';’; 12%m, o, (e=1,2,...9),

\m)

jejiz soucinitelé se obdrii pomoci vzorce

1 1 1

Amym,...m = S S . S SATEE—mye, dw,dw,... dwp,
A J

v o v
tedy
11 ‘[,Z:ri[z*valna+w")-—-2*mnwa]
Am|m,...mp= 2 (S (S US [ 5% ca (twa o 7)) dw,dw,...dwp.

PR}

Pfetvotimeli obecny ¢len substitucemi v, - 72 = x4, vznikne

oo 0o 0 24i3¥(v —m )=z
(t a a o d d d
Amymyoom = - z,dx,...dry .
1T (4 2*cx2y VR
—00 —00 —o00

Uzijemeli tu vzorce

o0
1 — 1 _(u + 2‘*611111:) z s—1
T 2% cazdy . T(5) S‘ z:-lda,
0
obdrzime po zméné poiddku integraéniho vysledek ndsledujici:

o0 o 00 (e, 0]

1 —X¥c zz 34 2ai3% v —m ))x
Am-,m,...mpzT(;)*S6’_":.’133“‘(1'1:5' S St‘ @ “ © @ eady dx,...dxp.

v —00 —00 -
Aviak
2 —m)
oo _ a a
“—c“::a--{-?n,(u“-pmu)zu d{tq — 4 e zca
Calk ’
—oc
z ¢ehoZ vznikne
3 — -3
4 [y *] 1 ‘-*'1 (va ma’
2 —uUZ— -~ )4
1 i z 3 g— =1
/Irn.m:-..m =T_.’_)—Tff"’27—__‘ ¢ a x 2 azx .
L4 (s Yeyepnnocp

*) Z didvodd typografickych uvadime pti soutu Z'* hvézditky, abychom naznalili,
Ze tento vztahuje se k ptiponé¢ «, a sice pro hodnoty « =1,2,3,...p.
1.
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Dosazenim této hodnoty za Am,...m do hoiejsitho vzorce obdrzime
7
S(Wy ... Wp 0y ... Vpy €y ou.Cpi,S)

r oo 2 (v —ma)’
(2) w2 1 s S*F (m —v )w S’ """?2*%‘ =P
I 2 ¢ a a a e a ]

Yeicg...cp T(9) o

m,...mp Y

Pfedpokladdmeli, Ze tato relace zlistane v platnosti i kdyz Real. s << -2,
kdy tedy fada v levo konverguje pouze podminecné&, takze tu tfeba ustdliti
pofddek summacni tak, aby uddvala propagaci funkce S, zlistane relace (2)
stdle platnou. Jestlize pak piejdeme k limité pro # =0, piejde pravd strana
u vyraz

”_%_‘_2, r(—l—p-—'S) 27 2% (mu—va)wu
2

¢
VZ Cq---Cp (s m leT @y —m ) 7 (o,—m) 4.+ ! (z:p—mp)‘zJi P

2.7-—--p—

1
b 4 z r(gﬁ_-f) —2a2ild%v w
— — . L‘ “w a
Yeycgoncp r()
~ . —— — —_— . l
S(—v,1—0s,... 1l —1p;00,,70,...0p;cT" ¢ ‘,...cp 10,50 —59),

takZe mdme reciprocitu
l (s S@Ge;7;¢;0,9)
(3) l 215 £

== e g2 e, F2—3) S(A—v;w;c70,5p—s),
Verego.op

kterd zobechuje znacnou mérou relaci (3) §. 3, z niz jsme odvodili vztah
Malmstén-Lipschitzv.
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OPRAVY.

y 3 v( - e
‘~21n:u penvas

Na str. 10., fddce 1. éti .~ misto

(o )2 - 2] (0 4 22 4 2]

OO
radce H. v pravo Cti Z misto Z ; tamtéz na fddce 8.
n=—ocC T=—0C
¢ti »nepfcvySi« misto »neprevysie.

Na str. 19, fddce 4. z dola &i Q (20— 1) misto O (20 1).

s
Z

Na str. 11.

Na str. 17., fadce 12. na konci ¢ti Ix"-‘n’x misto }z sdx .

Na str. 19, v posledni fadce éti e477 misto e—31%7¢

Na str. 23. v posledni fddce cti Zc’—"’f ATl misto ZL’* fry “hzai
A

v r(l—s)t’—‘“"'H"'f_'
Pm—a)—*
Na str. 28 v 2. fadce éti: »kde u, @ jsou kladné a x realné« misto -kde
7z, o jsou kladné-.

Na str. 24. v 2. fddce zni prvy ¢len zdvorky |} takto:

”)m— | 2uaiw+n)

oo .
l
29. v 3. fadec & Y [ A" "
Na str. 29. v 3. fddce ¢ti Z | etornte £ =zomi na misté

n=2u

' (70 ”)m— V puxi(w+n)

l (*‘u-'(w-i-n—-"u-u __l ’
n=—0oc

tamtéz ma zacinati fddka 14 takto: -+ -

—i
(m— l)’ ) Z misto
1 —r
] +(m— n! =) "g,
Na str. 31, fadce 17. ¢ti [(zv - #)% 4 #*] misto [(zr 4 #)2 4 »?|.
Na str. 40, fddce 13. uprostied éi »nad primérem« misto »na priiméreme.



, (,2ni.nr r 2aionx
N .44, f . Cti e mist IEICO
a str. 44, fddce 17. Cti En & (% misto Z & (1%

Na str. 46., tadce 6. z dola ¢&ti K (a’',0',c" ;0" ,7";5) misto K (¢,6,c;5,7;5).

£S  : " . 2 , 1
Na str. 52, tddce 3. z dola ¢t na konci — 1?) misto — 1 +'_) .
L-r) (1]

Na str. 54., tddce 7. shora cti Z misto
Ak=u k=0
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