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Uvodni poznimky.

Novi latka matematiky ve Ctvrté tfidé, zpracovani v udebnici, skldda se
ze dvou podstatné odliSnych &isti. V prvni &isti se pokraluje v samostatném
a stidle hlubS$im studiu nejjednodussich funkci, ve druhé &asti se vyklidaji
zdklady matematické statistiky.

Zik ma byt seznimen s pojmem funkce a s ddleZitymi pojmy, které
s tim souvisi (defini¢ni obor, spojitost). Zvlastni pozornost vénujeme
aplikacim jak matematickym, tak i fysikilnim. Dile se studuji vlastnosti kuZelo-
seCek, z goniometrickych funkci sinus, ktery je dalezity pfi harmonickém
pohybu. Ve zvladtni kapitole se pojedniva o linedrni interpolaci.

Pojem derivace funkce se uvddi v té€snou souvislost se smérnici teny
grafu. Soustavné se sleduje otdzka geometrisace aritmetiky, takZe pojem
funkce i jeji graf a rovnice ¢iry se uvadéji v té€snou souvislost. Pfi tom se vSak
Zdku da dosti prilezitosti, aby se sezndmil s methodou analytické geometrie
a aby se naucil vysledky, pocetn¢ odvozené, geometricky interpretovat; tomuto
ukolu je vénovéna i fada cvifeni, na nichZ se m4 Zik naucit dokazovat cestou
analytické geometrie rtizné (tfeba jiz zndmé) vlastnosti kuZeloseek. Vyvaru-
jeme se tradi¢nimu formalistnimu poditini s rovnicemi se zvlaStnimi &isly
bez nileZité geometrické interpretace.

Vsecky tfi methody zkoumdni geometrickych utvarl, planimetricka,
trigonometrickd i analytickd, které Zidk na gymnasiu poznal, se musi prolinat
a vzijemné dopliiovat. Z4k méd také nabyt zkusSenosti, kdy je kterd methoda
pfi zkoumdni vlastnosti utvarti nejvhodné;jsi, i kdyz je pfednim tikolem IV. tfidy
studovat utvary analyticky. Nezapomeneme ani na to, Ze vzdjemnym srovniva-
nim jednotlivych method si Zak opakuje poznatky z niZzSich tfid a Ze pravé
timto zpusobem vynikne fada geometrickych a aritmetickych vztahd a sou-
vislosti. Jako v planimetrii bez Paschovy véty, tak i v analytické geometrii
bez zevrubnych diskusi vysledka byly by viecky zavéry bezcenné. Jen touto
cestou poutime Zika o vyznamu methody analytické geometrie a ziroveil
jej naudime uZivat kriticky vysledkd, k nimZ jsme pfi vypoctech dospéli.
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V kapitole o matematické statistice, kterd je vyznamnou aplikac{ mate-
matiky, dileZitou zvld$t€ pro védecky vyzkum a technicky rozvoj, budeme
hlavi& srovndvat jednotlivé vysledky statistickych Setfenf a hledat vztahy mezi
nimi. Tak pozni Zik hlubdi vztahy mezi jevy pfirody, vyrobniho procesu
a zpisobu kontroly.

Po ¢&tyfech letech studia matematiky si m4 24k odniSet do Zivota jasné
v&domi jeji logické struktury. Schopnost logicky usuzovat, kterou mi Zik
nabyt studiem matematiky, pfenese i na jiné problémy, které bude v Zivot&
fedit. To je jeden z nejduleZitéjiich pfinosi a dkoll studia matematiky. Spln&-
nim tohoto vychovného tdkolu vykoni vyufovini matematice velmi mnoho
pro vychovu socialistického &lovéka.
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I. FUNKCE A JEJICH GRAFY.
1. Pojem funkce.

Pokud nebude vyslovné uveden opak, budeme se v této kapitole za-
byvati vylutné jen ¢&isly redinymi.

Jiz ze stfedni $koly znite rozdéleni veli¢in na stdlé (konstanty) a pro-
ménné. Ve vzorci S = 4mr?, kde S znamend povrch koule, r polomér koule,
jsou 4, 7, veliCiny stdlé, 7, S jsou veli¢iny proménné. RovnéZ je vim znimo,
Ze veli¢iny proménné délime na nezdvisle proménné a na zdvisle promé&nné.
V rovnici pro zikon drihy volného pidu

=1,

s = 2gt
poklidime Cas ¢ za veliinu nezivisle proménnou, drihu s za veli¢inu zdvisle
proménnou; g je konstanta (je g == 981 cm/sec?). Rikime, Ze veli¢ina zivisle
proménni je funkci velitiny nezévisle proménné. Slovo funkce znameni
pravidlo, které kazdé hodnoté velitiny nezdvisle proménné pfifazuje urditou
hodnotu veli¢iny zivisle proménné. Pfi tom nevylulujeme pfipad pravidla,
které viem hodnotim nezivisle proménné pfifazuje jedno a totéz &islo ¢
jako hodnotu veli¢iny ,,zdvisle proménné®, kterd oviem v tomto pfipadé
neni ,proménni®“, nybrZ je konstantni. Pfi soustavném probirini funkci
je zvykem oznalovat nezivisle proménnou pismenem x, zivisle proménnou

pismenem y. '

Mnoh¢ funkce nejsou definoviny pro viecky hodnoty, nezivisle proménné,
nybrz pouze pro nékteré hodnoty, které tvoii obor funkce. Na pf. funkce

y=x @)
jsou definoviny pro viecky hodnoty nezivisle proménné x, coZ neplati o funk-
cich 1
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y= V;, )]
- V—:_— - 5)

Funkce (3) je definovdna pro viecka x riizni od nuly, funkce (4) pro viecka
kladni x, a mimo to je$té pro x = 0, funkce (5) pouze pro viecka kladni x.

Casto se vyskytuji funkce definované v n&jakém intervalu. Jsou-li a, b
dvé riizn4 Cisla a je-li na pf. @ << b, potom tato dvé &isla uréuji jednak uzavieny
interval, ktery se sklddd z té&ch &sel x, pro kterd plati nerovnostia £ x < b,
jednak otevfeny interval, ktery se skldd4 z téch &sel x, pro kterd plati ne-
rovnosti a < x < b. Na pf. funkce

y=|1—2 (6)
je definovina v uzavieném intervalu — 1 < x < 1, funkce
1
y= V—l—:—f )

. je definovina v otevieném intervalu — 1 < x < 1. Na ¢&iselné ose je uzavieny
interval a < x £ b znizornén tusekou, do které musime politati oba jeji
krajni body; otevieny interval a < x < b je znizornén useékou bez krajnich
bodi neboli vnitikem tsecky.

Intervaly, o kterych jsme pravé mluvili, jsou ohraméené intervaly.
Mime také neohranifené intervaly. KaZdé redlné &islo ¢ uruje jednak dva
neohraniené uzavrené intervaly, z nichZ prvy se sklidd z téch cisel x, pro
kterd plati nerovnost x = ¢, a druhy z téch x, pro kterd platd x < ¢, jednak
dva neohranilené ofeviené intervaly, z nichZ prvy se sklidi z téch disel x,
pro ktera plati x > ¢, a druhy z téch x, pro kterd plati x <c.

~ Na diselné ose jsou neohraniCené intervaly znizornény polopiimkami,
pfi emZ v pfipadé uzavieného intervalu musime do polopfimky poditat
také jeji potitek, kdeZto geometricky obraz neohrani¢eného otevieného inter-
valu je polopfimka bez potitku. Obor funkce (4) je uzavieny interval x = 0,
obor funkce (5) je otevieny interval x > 0; obor funkce (3) se skldd4 ze dvou
otevienych intervald: x >0, x <0.

Neékterd funkce nabyvd viech reélnjch hodnot, jako na pf. funkce (1),

kterd nabyvad hodnoty y pro x =2= 5 Casto viak funkce nabyvi pouze
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né€kterych redlnych hodnot, které obycejné tvofi néjaky interval. Hodnoty
funkce (2) tvofi interval y > 0; totéZ plati o funkci (4); hodnoty funkce (5)
tvofi interval y > 0. Hodnoty, kterych nabude funkce (3), tvofi dva intervaly:
y> 0,y < 0. Hodnoty funkce (6) tvofi interval 0 < y < 1, hodnoty funkce (7)
tvofi interval y = 1.

Neékteré funkce nabyvaji kaZdé své hodnoty jenom jednou, t. j. majf tu
vlastnost, Ze zménime-li hodnotu nezévisle proménné x, zméni se také pfisluini
hodnota funkce. Takové funkce se jmenuji prosté, Mezi nadimi pfiklady
pouze (1), (3), (4), (5) jsou funkce prosté. Naproti tomu funkce (2) nabude
sice hodnoty 0 pouze jednou (pro x = 0), ale kaZdé kladné hodnoty y nabude
dvakrit: pro x = |/ya pro x = — |/; zéporngch hodnot, jak jsme jiZ uvedl,
nenabyva vibec. Podobné funkce (6) nabude hodnoty y = 1 jednou (pro x = 0),
kaZdé jiné hodnoty budto nabude dvakrit nebo ji nenabude viibec; totéZ plati
o funkci (7). Jsou také funkce, které kaZdé své hodnoty nabudou nekonetné
mnohokrit. Takové jsou zejména pro viecka x definované funkce

y =sinx, ®
Yy = cosx. ()]

Hodnoty, kterjch nabyvd kterdkoli z obou funkci (8), (9), tvofi interval
— 1 <y £ 1. O kazdé z téchto funkci plati, Ze jestliZe pro urlité x = a
nabyvd urdité hodnoty y = b (pfi ¢emZ musi byti — 1 < b < 1), nabyvd
funkce téZe hodnoty y = b mimo jiné také pro

x=a+2n x=a+4n, x=a+6m ....,
x=a'—2n, x=a—4n, x=a—6m, ....}

obecné pro x = a + 2kw, kde k probihd viecka Cisla celd (kladnd, zdporni
nebo nulu).

Mezi prosté funkce patii zejména rostouci a klesajici funkce (v. u¢ebnici
pro 3. tfidu, str. 110). U rostouci funkce vét3i hodnoté nezivisle proménné
odpovidd vét$i hodnota funkce, u Kklesajici funkce vét$i hodnoté nezivisle
proménné odpovidi mendi hodnota funkce. Funkce (1) a (4) jsou rostouc
funkce, funkce (5) je klesajici funkce. Mezi ostatnimi naSimi pfiklady uZ neni
Z4dn4 rostouci ani klesajici funkce. .

Velmi Zasto je uZitetné omeziti obor funkce, t. j. nezkoumati hodnoty
funkce pro vSecky hodnoty nezévisle proménné x, pro které je funkce defino-
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vina, nybrz pouze pro nékteré z nich. Nejcastéji omezujeme obor funkce
na néjaky interval. Na pf. i kdyZ funkce v celém svém oboru neni ani rostouct
ani Kklesajici, dd se velmi &asto obor funkce rozdélit na nékolik intervald-tak,
Ze v kazdém z nich funkce budto je rostouci nebo klesajici. Na pf. funkce (2)
je rostouci funkce pro x > 0, klesajici pro x < 0. Funkce (3) definovani
v intervalech x > 0, x <C 0, neni v celém svém oboru ani rostouci ani klesajici .
funkce, ale je to Kklesajici funkce v intervalu x > 0 a také v intervalu x << 0.
Funkce (6), definovanid pro — 1< x <1, je Kklesajici funkce v intervalu
0<x<1,aje to rostouci funkce v intervalu — 1 < x < 0. Funkce (7),
definovani pro — 1 <x <1, je rostouci funkce v intervalu 0<x<1
a je to klesajici funkce v intervalu — 1 <x < 0.

Ve viech nasich piikladech $lo o funkce definované jednoduchym poletnim
pravidlem. V pfirodnich védich jsou dileité empijrické funkce (slovo
empirie je Feckého ptivodu a znamend zkuSenost). Pfirodovédec pozoruje
urdity pfirodni zjev a zapisuje pozorovini; na pf. muZeme méfit teplotu
vzduchu a zkoumat jeji zivislost na dobé (nezivisle proménni &as, zivislé
proménni teplota); to je jednoduchy piiklad empirické funkce. Matematicky
je tato empirickd funkce jako vét§ina jinych empirickych funkci nesmirné
sloZitd a nedi se pfesné vyjadfit viibec Zidnym matematickym pravidlem.
Pfesto je velmi Casto moZzné udat matematicky jednoduchou funkci, kterd
studované empirické funkci neni sice pfesné rovna, ale bliZi se ji s prakticky
dostateénou piesnosti, zejména tehdy, jestlize nezdvisle proménnou omezime
na nepfili§ velky interval. V nisledujicim budeme studovat pouze matema-
ticky jednoduché funkce.

Cvi&eni. .
1. Urgete, pro které hodnoty nezivisle proménné x je definovina funkce:

3 __ 3 __ 4 __ 4 ___

y=0x—2'—4 by=|x )y =[x dy=7Vx; Oy =%

1 ~1
)y =Vx; g y = x#, kde n je piirozené &islo; h) y = x "~ #, kde # je ptirozené
Uslo; i) y = a*, kde a > 0; j) y = logx; K) y = sinx; 1) y = cotgx; m) y =

1 e .
=—sMy=)5-2x0y=1—]1—25p) y=1—logx; @ y=
Sinx ;

1 6) ) 2x ) 2x ¢ e A3
= - . r == eme—— 8§ T e e e 8 = J — I3
og (x H V=GP VYT s DY SR o 3
u) =y)x¥t 2x + 2; v) y=)6x— (x? + 11); 2) y = log(x® — 2ax — 3a?),

kde a > 0.
2. Uvazuijte viechny pravouhlé trojihelniky o pfeponé AB — ¢, kde ¢ je dana hodnota
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a oznatte C 4 = a a pfislunou protilehlou odvésnu x. Potom pomér — definuje
vim dobfe znimou funkci.

a) Zapiste tuto funkci uZitim hodnot x, ¢, pfi CemiZ je x nezivisle proménni;
udejte pfisluSny obor této nezivisle proménné, jakoZ i meze, ve kterych lef
pfisluiné hodnoty funkce.

b) Zapiste tuto funkci tak, aby bylo patrné, fe thel « je nezdvisle proménnou
a udejte obor této nezivisle proménné vzhledem k tomu, 2e se jedni o Ghel
pravothlého trojuhelnika,
©) Je vim znimo, Ze tato funkce se d4 definovat jeit& jinak, takfe nezivisle pro-
ménni ¢ muZe nabyvat kterékoli redlné hodnoty. Jak vysvétlite tuto zd4nlivou
nesrovnalost vzhledem k rozsahu oboru nezévisle proménné « ve cviteni 2b?
3. Do koule o daném polomém r je vepsin rota¢ni vilec. Vyjddfete objem V vélce
jako funkci jeho vysky x. a) V kterém oboru nezdvisle proménné x je definovin
objem V'? b) V kterém intervalu nezivisle prom&nné x je definovédna funkce V,
kterou jste tak obdrZeli?

4. Do koule o daném poloméru r je vepsin rotainf kuZel. Vyjidiete jeho plast S jako
funkci jeho strany s. Ve kterém intervalu nezdvisle proménné s: a) je definovin
plidt S; b) je definovina funkce S, kterou jste ve cvi. a) obdrZeli?

5. Kouli o daném poloméru r je opsin rotalni kuZel; budiZ x polomé&r jeho podstavy,
v jeho vyika a V jeho objem. a) Vyjadiete hodnoty v, V jako tunkce nezivisle
proménné x; rozhodnéte, pro kterd x jsou tyto funkce definoviny a pro kterd x
majf v nalf uloze vyznam. b) Vyjidiete V jako funkci vyiky v a provedte podobnou
diskusi jako ve cvid. a).

8. Pro kterd x jsou definoviny dile uvedené funkce? DokaZte, Ze pro hodnoty x,
— x nabyvaji stejnych funk&nich hodnot, t. j. plati f(— x) = f(x) (t. zv. funkce
sudé): :

A)y=3—a%b)y=)T—2% c) y=4a*+a %), kde a>0;

d) y=1log(3x2 — 4); €) y =cosx; f) y =2 —3cosx; g) y =2 — sintx.
Vysvétlete, prot graf takové funkce mé soufadnicovou osu y za osu soumé&rnosti.
(Viimnéte si bodd [x; f(x)], [— x5 A— x)].)

% Prokter x jsou definoviny dile uvedené funkce ? Dokaite, Ze plati f(— x) = — f(x)
(t. zv. funkce liché):

a) y=—bx; b) y=22 ) y=x=—2% d) y=2sinx; ¢) y=—1tgx;

f)y=I’[§; g) y=13%(* —a7%), kde a>0.
Grafy téchto funkci maji bod P = [0; 0] za stied soumérnosti. (Viimné&te si
“bodit [x;5 f(0)) [— x5 f(— )))
8. Které z téchto funkci jsou prosté: .
) y=3x—T;b)y=6;c) y=—5)x; d) y=—]x; €)y=>5logx+2;
Dy=x"—2; g y=3—x% h) y=3-cos2x; i)y=—-x—, Ny =4-10%
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U funkci, které nejsou prosté, uvedte &iselné hodnoty x, y, které potvrzuji
sprdvnost vaeho usudku.

9. Které z dile uvedenych funkci jsou: (1) stile rostouci, (2) stile klesajici?

3
a)y=—2x;b)y=3x—5 )y =—4x; )y = —2-{x; )y = — Slogx;
) y = —10%,

10. Mezi funkcemi ze _cviéeni 1 vyhledejte funkci, kteri:

a) je v celém svém oboru rostouci; b) je v celém svém oboru klesajici; c) neni
ani stile rostouci ani stile klesajici (vysvétlete).

11. Udejte meze, ve kterych leZi funk&ni hodnoty funkce: .
a)y=x2—5; b) y=8—2x% c) y=4sinx; d) y=—2cosx+2; ¢) y=
=cos¥x—1; f)y= —sin2x+ 1; g y =10—10%; h) y =5 — log x.

12, Je déna funkce: a) ¥y =6 — 5x%; b)y = 5sin®x; c) y = — 3cos3x; d) y =
= — {tg(— x).

4
Jestlize dand funkce pro hodnotu g nezivisle prom&nné x nabyvd hodnoty
¥ = b, urlete jinou hodnotu nezivisle proménné x, pro niZ dani funkce nabyvi
zase hodnoty y = b. .
Urlete meze pro hodnotu b.

13. Pokud je to moZné, rozdélte obor dané funkce na takové intervaly, aby v nich
byla dina funkce (1) bud rostouci nebo (2) klesajici nebo (3) konstantni.
A y=42—9;b)y=—9+12x—4x3;c)y=3x;d)y = —4cosx; €) y=
=—3cogx; ) y=|xl; &) ¥y =|x| — |x|s b) ¥y = |x| + |x + 1].

14. Pfedchozi cviteni 13 opakujte pro tyto funkce: .
a)y=x2—9;b)y =9 — x3%; ¢) y = [x* — 9|. Nalrtnéte grafy viech t¥{ funkci.

2. Linearni celistva funkce.

Pojem funkce, jak jsme o ném mluvili v pfedchizejicim &linku, je arit-
meticky pojem. Studium funkci se viak velmi podstatné uleh&i geometrickymi
tivahami; jiZ v pfedchizejicich tfidich jsme méli pfileZitost k tomu, abychom
si uvédomili souvislost aritmetiky s geometrii. Slavny sovétsky matematik
Andrej Nikolajevi¢ Kolmogorov (nar. 1903) prohlésil kdysi, Ze nejcharakte-
ristiét&j$im rysem matematiky 20. stoleti je jeji geometrisace; co se tim mini,
o tom si lze nejsndze udiniti dobry obraz prdvé v nauce o funkcich. Geometri-
sace nauky o funkcich spo&ivd mimo jiné v tom, Ze kaZdou funkci y nezivisle
proménné x studujeme pomoci jejiho grafu. Graf funkce se sklid4 ze viech
bodi [x; ¥, jejich prvni soufadnice x probih4 obor funkce a jejich? druh4
soufadnice y je vidy hodnotou funkce pfislu$nou hodnoté x nezivisle pro-
ménné. Graf funkce je &ira, kterou kaZd4 rovnobéZka s osou y protind nejvys
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v jednom bodg&; nebot viecky body na piimce p rovnob&iné s osou y maiji
spoletnou prvni soufadnici x = a; jestlie &slo a nepatfi do oboru funkce,
pak pfimka p nemi s grafem vibec Zidny spoleny bod, a jestliZe &slo a patii
do oboru funkce, m4 pfimka p s grafem spole¢ny jediny bod [a; b], kde &slo
b je hodnota funkce pfisluind hodnot& a nezivisle proménné.

S geometrického stanoviska se jevi funkce tim jednodussi, &im jednodussi
je jeji graf. Za nejjednodussi miZeme povaZovat ty funkce, jejichZ graf je
pfimka. Pfimka rovnob&Zni s osou y neni grafem Zidné funkce; kaZd4 jind
pfimka, jak je ndm znimo z III. tfidy, je grafem linedrni celistvé funkce,
kterd mi tvar y=ax+b, )

kde a, b jsou konstanty. Vime, Ze &islo a je smérnice pfimky a &islo b je uréeno
tim, Ze bod [0; 5] je pruseéik pfimky s osou y. Je-li @ = 0, je pfimka rovno-
bé&ind s osou x a funkce (1) je konstanta; konstanty se nékdy nepoditaji mezi
linedrni celistvé funkce.

Je-li a > 0, je (1) rostouci funkce, tedy vétsimu x odpovid4 vét$i y, mensi-
mu x odpovidd mendi y; je-li @ <0, je (1) klesajict funkce, tedy vétiimu x
odpovid4 men$i y, men$imu x odpovidd vétii y. To je patrné ze vzorce

Ye — ) __
xz_xl

ve kterém x,, x, jsou dvé riizni Cisla a yy, y, jsou hodnoty funkce (1) v téchto
&slech. Velikost &isla |a| charakterisuje prudkost vzristu nebo poklesu funkce
(1); je-li &slo |a| malé, pak funkce (1) roste nebo Kklesd jen pomalu, je-li &slo
|a| velké, pak funkce (1) roste nebo klesd rychle. ProtoZe a je konstanta, je
prudkost vzristu nebo poklesu linedrni funkce na viech mistech stejni.

Mime-li jakoukoli jinou rostouct funkci (tedy ne linedrni celistvou funkci),
je zase podil

a, 2)

Y2 — -
gy (3)

jist€ kladny, ale nenf uZ konstantni; prudkost vzristu nebude na viech mistech
stejnd. Podobné u klesajici funkce podil (3) je jisté ziporny, ale zase neni
konstantai; prudkost poklesu neni na viech mistech stejni.

V tomto &ldnku jsme si pouze stru¢n€ zopakovali to, co jsme probirali
dikladné ve III. tfid€; bylo toho tfeba proto, Ze jiné funkce studujeme piede-
viim tak, %e je porovnime s lineirnimi funkcemi.
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Cvileni.

15, Napidte linedrni funkci, jejiZ pomér pfirustkd je roven danému &islu 2 a kterd
hodnot x; nezivisle proménné pfifazuje funkini hodnotu y,. Reite pro tyto
hodnoty:
)xn=2y=—3%k=3bny=—Ln==5k=—3)xn=y=
=—4;k=0. '

16. Nairtnéte graf dané funkce a rozhodnéte i vypoltem, ve kterych intervalech
je pomér piirtstkd této funkce konstantni: a) ¥ = 3(x + |x]); b) ¥ = 3(x| — »);

)y= %], pii tem% definujeme, fe prox=0jey=0;d) y =1 — |x].
Dile vyhledejte takovou dvojici &fsel x;, x,, aby pfisluiny pomér piirtstki
Ys— N
Xg — X3
a ve kterém intervalu musf leZet &islo k? Ulohu feite také graficky.

17. Dani funkce pfifazuje dané hodnot¢ x; urditou funkini hodnotu y,; pomér

piirdstka funkce 1

x—x
kaite, Ze tato funkce je linedrni.
BudteZ a, b, r libovolng volitelnd redlni &isla. Jestlife potom funkce y = f(x)
spliuje tyto dvé podminky:

(1) f@) + f(b) = fa + b); (2) f(r-a) =r-fa),
pak rovnice funkce zni y = k - x, kde % je urditi konstanta. [Plati:f(x) + f(— x) =
=f0); (—x)=—1-f(x), t. j. f(0)=0. Dile je f(x) =f(1-x) =x-f(1):
poloZte f(1) = k a mite f(x) = kx. Tyto vlastnosti mi4 na pf. funkce arkus.]

mél pfedepsanou hodnotu k. Ve kterych piipadech m4 tato tloha feSeni

je roven danému &islu k& pro kaZdou dvojici x, y. Do-

18

3. Funkce y =ax3
Také funkci

y =ax% 1)

kde a 5 0 je konstanta, jsme studovali jiZ ve III. tFid€. Vime, Ze graf funkce (1)
je parabola, jejiZ osou je osa y, kdeZto osa x je jeji vrcholovou te¢nou. Ohnisko

1
F= [O; Z;] leZi na ose y a Fidici pfimka d je rovnobé&Zni s osou x a mi rovnici

JestliZe dvé volby konstanty a se li$i pouze znamenim (obr. l),. pak pro kazdou
hodnotu nezivisle proménné x se liSi obé hodnoty y také pouze znamenim
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a obé paraboly jsou navzijem soumérné podle osy x. V ndsledujicim se omezime
na pripad kladného a; parabola (1) leZi tedy nad osou x.

Zvolme dvé rizné hodnoty x,, x, nezavisle proménné x a ozname y;, ¥,
pfislu$né hodnoty funkce (1).

4
Potom je
Y2— W= a(x: - x:) = a2y + x,)(x2 — %),
tedy
Yo =W X
X — %, a(xy + xp). ) P

Body A, == [x5 3], 4,==[x,3 3] jsou

dvarizné body grafu funkce (1) a dislo

(2) je smérnice pfimky A,4,. Tato smér-

nice je zavisld na volbé obou disel x,, x,

neboli na volbé obou bodd 4,, 4, na Obr. 1.

parabole. Vyménime-li pofadi bodu 4,, ‘

A;, zistane podil (2) nezménén (smérnice pfimky je nez4visld na jejim smyslu).
Omezime-li se na interval x = 0, je podil (2) kladny: funkce (1) roste

v intervalu x > 0. Omezime-li se na interval x < 0, je podxl (2) ziporny:

funkce (1) klesd v intervalu x < 0.

Jestlize jedno z obou d&isel x,, x, se zvétSi a druhé zistane beze zmény
nebo jestliZze se obé Cisla x;, x, zvétdi, podil (2) se zvétsi. Jinak feeno, smérnice
pfimky A, A4, se zvétsi, jestliZe jeden z obou bodi 4,, A, se na parabole posune
zleva napravo nebo se takto posunou oba. Naproti tomu se smérnice pfimky
A,4; zmendi, jestlize jeden z bodd 4,, 4, (nebo dva) se na parabole posune
zprava doleva.

Z pravé vyloZené vlastnosti podilu (2) plynou zajimavé disledky, které
jsou velmi dileZité proto, %e.se jich d4 uZit nejen na parabolu, nj’rbri viibec

—
—x
zvét$i, zvétdime-li budto x; nebo x,. Zvolme na parabole dva mzné body
A; = [x,3 1], A== [x,3 ¥.] a zkoumejme, jakou polohu maji vzhledem k para-
bole ostatni body pfimky 4,4,. Libovolné volbé &isla x 7 x,, x 7 x, odpovid
(obr. 2) na parabole bod M= [x; y], na pfimce 4,4, bod M* = [x; »*l

na graf kterékoli funkce, je-li jen splnéna ta vlastnost, Ze podxl se
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Je-li k& smérnice pfimky A4,4,, jest y* — y;, = k(x — x,); je-li m smérnice
pfimky A, M, jesty — y;, = m(x — x,): tedy

y*—y=©F—m(x—x) 3

Podle pfedchoziho jest
m>k, jestlife x> x,; . @
m<k, jestliZe x<ux, @)

BudiZ nyni nejprve M* vnitini bod
Gselky A4,4,, takZe x; < x < x,. Potom
je x—x;>0 a mimo to podle (4) je
k — m> 0, takZe podle (3)jey* —y>0
neboli y* >y, t. j. bod M* leZi nad bo-
dem M. JestliZe viak M* leZi na pro-
dlouZeni Gse¢ky A;,A4,, je budto x> x,
(tedy téZ x > x;) nebo je x < x; (tedy
téZ x < x,). V prvém pfipadé podle (4)

e e

je k—m << 0 a mimo to je x—x; >0,
P tak¥e podle (3) je y* — y < 0; ve dru-

Obr. 2. hém piipadé podle (4) je k—m>0

a mimo to je x — x; <0, takZe podle
(3) je opét y* — y <0 neboli y* <y, t. j. bod M* lezi pod bodem M. .

Tedy: JestliZe funkce y prom&nné x m4 tu vlastnost, Ze podil
Y2 — N

Xy — X1

se zv&tsf, zvétiime-li x, nebo x,, potom, spojime-li dva body 4,=[x,, y,1,
A; = [x;; y,] grafu funkce pFimkou, leZi vnitfek tGseCky A;4, nad
grafem funkce, a prodlouZeni Gsetky 4,4, (at za bod 4, &i za bod 4,)
leZ#i pod grafem funkce.
Zvolme si na nadi parabole bod 4, ==[x;; ;] a vedme jim né&jakou pfimku
p; ptime se, zda tato pfimka protne parabolu jeité v néjakém jiném bodé&
Ay = [x,3 ¥,]. JestliZe pfimka p je rovnobé&Zni s osou y (osou paraboly), mi
oviem s parabolou-spoleény pouze bod 4,. JestliZe pfimka p neni rovno-
bé%n4 s osou y, m4 urditou smérnici %, a podminka, aby bod A4, rizny od 4,
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leZel na na$i parabole, plyne ze (2) a zni

k=a(x; + xp).
Z této rovnice vypolteme .
k— ax,
Xp = 3
a

zpravidla druhy prusedik existuje, ale vyjime¢ny je pfipad
k = 2ax,, ©)

v ném? vyjde x, = x,, takZe v tomto pfipadé druhy priselik neexistuje. Tedy
ka?d4 pfimka vedeni bodem A4, na parabole, a% na dv& vyjime&né
pfimky, je seCnou paraboly, t. j. md s parabolou mimo bod 4,
jeSté jeden dal3i spole¢ny bod A4,. Vyjimeéné pfimky, které maji
s parabolou spoleény pouze bod 4, jsou: jednak rovnobéika
s osou paraboly vedend bodem 4,, jednak te&na paraboly v bodé&
A, kterd 'mé smérnici (5). Bod 4, se jmenuje bod dotyku telny. Mezi
obéma vyjimelnymi pfipady je podstatny rozdil, ktery poznime, vedeme-li
bodem A, se¢nu, kterd mi p#ibligné touZ polohu jako jedna z obou vyjime¢nych
pfimek. Je-li s smérnice se¢ny a je-li 4, = [x,; ¥.] jeji druhy prisetik s para-
bolou, mime

s =a(x + x,). 6)

JestliZe pfedn& se¢na je blizkd poloze rovnobé&Zné s osou paraboly, je &slo |s|
velmi veliké a proto také &islo [x,| je velmi veliké, tedy jestliZe seéna vedend
bodem A, se bliZi poloze rovnobéZné s osou paraboly, potom
jeji druhy prusedik s parabolou se vzdaluje do nekoneéna.
JestliZe viak za druhé je sena blizk4 tetn?, je &slo |s — k| velmi malé, podlc
(5) a (6) je viak
S—R= fl(xz — Xp),

takZe také &slo |x; — x| je malé; tedy jestliZe se¢na vedend bodem 4,

se bliZi te¢né v tomto bodé, potom jeji druhy priselik s para-
bolou se bliZi bodu 4;.

Cviteni.
19. DokaZte, Ze¢ pomér piirﬁstk\': 2271 funkce y= ax’ kde je a < 0, se zmenf,

Xg — X
kdyZ jednu nebo ob& hodnoty x;, x; zvétiime.
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20, Jsou-li 4, = [x;;3,], A; = [x;; ¥;] body grafu funkce o rovniciy = ax% kdea < 0,
potom, spojime-li body 4,, 4, pfimkou, lezi vnitfek tsetky 4,4, pod grafem
funkce a prodlouZeni tsctky 4,4, (2t za bod 4, ¢i za bod 4,) leZi nad grafem
funkce. DokaZte,

21, Vysetite grafy funkci: a) y = — 2x24-8x—9; b) y = — 2x2 — 20x — 50;
¢) y = 3x% — 6. (Ur&ete vrchol, ohnisko, rovnice fidici pfimky a vrcholové teény.)

22, Jsou diny tii dvojice hodnot: x, = 0,y, = 4;x, = — 2,y, = 18;x3 = 3,y; = 18,
Urtete koeficienty celistvé kvadratické funkce y = ax® + bx + ¢ tak, aby dané
dvojice x, y funkci spliiovaly.

23. Vhodnou volbou nového soufadnicového politku P’ = [m; n] uvedte rovnici
¥ = ax?® 4 bx + c¢ paraboly na tvar y’ = ax’?, kde x’, y* jsou nové soufadnice;
napiste také rovnice mezi puvodnimi soufadnicemi x, y a novymi soufadnicemi
x’y y’. Déle urlete odtud, pro kterd rizni x dostaneme touz hodnotu y. [Rov-
nici uvedte na tvar y — n = a(x — m)2.]

24, Vite-li, Ze derivace funkce y = ax? v &isle x; je 2ax;, odvodte uZitim vysledku
piedchoziho cviteni 23 derivaci funkce y = ax? + bx + ¢ v &isle x.

25, Vite-li, Ze derivace funkce y = ax? + bx + ¢ v &isle x; je 2ax, + b, jak potom
snadno urlite soufadnice vrcholu grafu dané funkce. (Co vite o tetné ve vrcholu
paraboly, kterd ma osu rovnobéZnou s osou y?)

268, Urlete prusetiky pfimky r o rovnici y = 2amx — am?, kde a # 0, m jsou dané
konstanty, s parabolou’ o rovnici y = ax2

27. Budi H = [x,; y,] bod paraboly o rovnici y = ax% Rovnice tetny ¢ paraboly
v bod¢ H zni y 4 y; = 2axx,; dokaZte.

28. Uzitim vysledku piedchoziho cviteni 27 urdete rovnice teden, které Ize vést danym

bodem R = [xy; ¥,] k parabole o rovnici:
a) 4y = x%, pfi ¢emZ R=[— 1; — 2]; b) 24y = x? pii temZ R=[5; — 6];
) 2py = x?, pfi &emZ R = [xy; — }p]. Kde vzhledem ke kfivce v tomto p¥ipad®
leZi bod R a které hly tvofi obé teZny ? (Bod R leZi na tefné, proto plati y, + y; =
= 2xyx, a dile je y, = ax?®; FeSenim obou rovnic obdrZite soufadnice dotykového
bodu H = [xy5 3,].)

29, Je d4na parabola o rovnici y = ax®(kde a > 0) a bod M = [x,; y,]. Bodem M vedte
pfimku, kterd m4 s parabolou jediny spoletny bod. [Hledani pfimka md rovnici -
tvaru u (x — x) + v (¥ — ¥p) = 0. Bod M miZe vzhledem k parabole troji po-
lohu podle toho, je-li yo = axj . Hledané pfimky mohou mit odli¥né geometrické
vlastnosti.]

30. DokaZte: a) Stiedy S viech rovnob&Znych tétiv MN o smérnici 2 paraboly
o rovnici y = ax? leZi na pfimce r||y; pfimce r fikime primér sdruZeny se smérem
tétiv MN (obr. 3). Urtete rovnici tohoto priméru. b) Na pruméru r lezi také doty-
kovy bod H tedny z, ktera je rovnob&Zni s pfimkou MN. c) Teény t,, ¢, v bodech
M, N paraboly se protinaji v bod¢ R na pruméru r; pfitom plati, HR = HS.
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31. Ktery primér paraboly o rovnici 6y = x? pili tétivy rovnobéiné s piimkou
o rovnici 2x —y = 0?

32. Které tétivy paraboly o rovnici 6y = x2 jsou pileny primérem x 4+ 3 = 0?

33. BudiZ dan duty thel ¢ MRN, kde M, N jsou urtité body poloptimek RM, RN
(obr. 3). DokaZte, Ze existuje jedind parabola, kterd se dotykd piimek RM, RN
v bodech M, N; osa paraboly podle cviteni 30
je rovnobéini s piimkou RS, kde S je stfed
usetky MN. [Zvolte bod S za potitek soufadnic
a volte R=[0; 2q], M = [x;; y,]; urete koefi-
cienty a, b, ¢ v rovnici ¥y = ax® + bx + ¢ pomoci
hodnot g # 0, x; # 0, y;. [Vysvétlete, pro¢ tato
volba neni na Gjmu obecnosti 1lohy.]

34. Setna y = tx vedeni vrcholem P = [0; 0] para-
1
boly o rovnici y = n x% protne parabolu jesté

v bodé M = [ht; ht?], kde h # 0. Tak dospivime

k parametrickému vyjadfeni x = ht, y = ht? bodu

M = [x; y] paraboly; oznalujme jej struiné bod

(). Kazdé hodnoté parametru ¢ odpovida jediny

bod (z) paraboly a obricend. Odvodte tyto za-

jimavé vysledky:

a) Setna (r,)(ty) paraboly m4 rovnici Obr 3.

¥ = (ty + t9)x — htyt,.

b) Tefna v bod& () paraboly mi rovnici y = 2tx — hi%; jeji smérnice je 2t
Vsechny body te¢ny s vyjimkou dotykového bodu leZi vné paraboly.

c) Uréete podminku mezi hodnotami %, g, &, kterd musi byt splnéna, aby pfimka
y = kx + g byla: (1) tefnou, (2) setnou, (3) nesetnou dané paraboly.

d) Uréete dotykovy bod (7) tetny paraboly, jestliZe je rovnobéina s piimkou
o rovnici y = kx + q.

€) Urlete rovnici tetny paraboly, kterd prochizi danym bodem Q=[x,; y,l;
tloha mi dv& feeni, je-li bod O vné& paraboly (uZijte vysledku cvieni b).

f) Stiedy rovnob&Znych tétiv (z,)(z,) paraboly leZi na pfimce s rovnob&Zné s osou
paraboly; pfimka s protne parabolu v -bodé, v némZ je tetna rovnob&Zni se
smérem- tétiv (z;)(zy). 2

g) Prusedik telen v bodech (z,), (zp) paraboly je bod Q == [—é (ty + 2)3 htlt,] .

Je-li S stied tétivy (7;)(2), uddvi piimka SQ smér osy paraboly.

h) DokaZte, Ze dvé kolmé teény paraboly se protnou v bodé Q, ktery leZi na fidici
piimce (viz cviteni f).

i) BudiZ Q bod ze cviteni g) (viz obr. 4) a budiZ (¢) jiny bod paraboly neZ body
(21), (z5). Urkete soufadnice y bodd R, = [hty33,], Ry = [ht35;], z nichZ prvni
lezi na pfimce (£)(z,) a druhy na pfimce (£)(¢y). DokaZte, Ze bod Q je stied
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tisetky R,R,, kters je jednim ramenem lichob&nfka (2)R;Ry(ty); pfi tom je
tetna bodu (f) rovnob&ini s pfimkou R,R,.

j) Odvodte odtud konstrukci libovolného bodu (z) paraboly, kter4 je urlena ted-
nami Q(z,), Q(¢y) a piisludnymi dotykovymi body (z;), (¢a). Jak urite vrchol
P paraboly?

Y

Obr. 5.

4. Lineirni lomena funkce.

Ve vysledcich pfedchizejiciho &ldnku neni mnoho nového proti vysledkim
jiz znimym ze III. tfidy; probirali jsme je tak podrobn& hlavn€ proto, Ze
. podobnym zptisobem se daji probirati mnohé jiné funkce. Potneme funkci
tvaru a
y= %’ (¢))
kde a je konstanta rizni od nuly, kterou budeme prozatim pfedpoklidati
kladnou.

Graf funkce (1) je znizornén v obr. 5. Je to zvl4itni pfipad t. zv. hyper=-
boly, kterou budeme obecn& probirat aZ v Elinku 11, ale jiZ nyni budeme graf
funkce (1) nazfvat hyperbola. Funkce (1) neni definovina pro x = 0, nybrz
pouze jednak pro x > 0, jednak pro x << 0. Proto graf funkce (1) se skldd4
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ze dvou souvislych &ar, které se jmenuji v&tve hyperboly. Na jedné vétvi
je x> 0, y > 0, tuto vétev nazveme horni; na druhé je x < 0, y < 0 a tuto
vétev nazveme dolni. Ob& vétve jsou [viz ulebnici pro III. tfidu, str. 85]
navzijem soumérné podle stredu P=[0; 0], ktery se proto jmenuje st¥ed
hyperboly.

Ani osa x ani osa y neobsahuje Zidny bod hyperboly. Tyto dvé pfimky
jdou jejim stfedem a jsou asymptoty hyperboly; asymptotou &iry nazjvime
piimku, kterd m4i tu vlastnost, Ze na &ife jsou body, které se vzdaluji do ne-
konetna a jejichZ vzdilenost od piimky se pfi tom bliZi nule. Ze skute¢né osa x
je asymptotou hyperboly, je zfejmé; nebot jestlize &islo |x| je velmi veliké,
pak podle (1) &slo | yl je velmi malé, t. j. vzdilenost bodu [x; y] od osy x je
velmi mali. Také osa y je asymptotou hyperboly: jestliZe &slo |x| je velmi
malé, je vzdilenost bodu [x; y] od osy y velmi mal4 a pii tom &islo |3] je velmi
veliké.

Zvolime-li na hyperbole dva rizné body A;=[x;; 3], A;=1[x; ¥.l,
Jest : a a  ax; — axs

Yo—h="T—"T"="""""

Yo — N —__9a . @
X — X% X1 X

Omezime-li se na jednu vétev hyperboly, maji ob& &isla x;, x, toté% znameni
a podil (2) je zdporny; to znamend, Ze v ka%dém z obou intervald x > 0,
x < 0 je (1) Klesajici funkce. JestliZe viak kaZdy z obou bodi 4,, A4, leZi na
jiné vétvi, je podxl (2) Kladny; v celém svém oboru x 7 0 neni (1) Kklesajici
funkce.

Omezme se nyni na mterval x>0 a na pfisluSnou vétev hyperboly.
Ve (2) tedy obé &isla x,, x, jsou kladni a proto také jejich soudin je kladny.
Jcsthze nekterc z obou &sel %1y X, se zvctsi, zvétdi se takeé jejich soutin xyx;,

t. j. zvétdi se kladny 1menovatel zlomku JE Citatel g je také kladny a zustane
beze zmény; proto zlomek sim se zmensi. Jeliko? viak pfed zlomkem mime
ve (2) znameni minus, vyraz (2) se 2vétsf, zvétsime-li x; nebo x,. Tedy v inter-
valu x > 0 md podil (2) tu vlastnost, Ze se zvétsi, zvetﬁxme-h x, nebo x,. Z této"
vlastnosti soudime, jako ve &4nku 3, ¥e zvolime-li na horni vétvi hyperboly
dva rizné body A,, A, leX vnitfek Gsetky 4,4, nad hyperbolou, kdeZto
prodlouZeni asecky 4,4, (at za bod 4, & za bod 4,), pokud toto prodlouZeni
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je napravo od osy ¥, lezi pod hyperbolou. Naproti tomu ta &ist pfimky 4,4,,
ktera je nalevo od osy ¥, leZi nad hyperbolou, nebot tato &4st leZi nad osou x,
coZ usoudime snadno z toho, Ze smérnice (2) pfimky A,4, je ziporna.

JelikoZ obé vétve hyperboly jsou navzijem soumérné podle stfedu P,
nebudeme vyslovovat obdobnou vétu o pfimce spojujici dva body 4,, 4,
na dolni vétvi hyperboly.

Zvolme si nyni na hyperbole libovolny bod 4, = [x;; ¥,] a vedme jim
néjakou pfimku p; podobné jako u paraboly si i zde pfedloZme otizku, zda
tato pfimka protne hyperbolu jeité¢ v néjakém jiném bod€ A, =:[x,; ¥,].
JestliZe pfimka p je rovnobéZnd s né€kterou osou soustavy soufadnic, snadno se
dokiZe, Ze ma s hyperbolou spoleény pouze bod A,. Jestlife pfimka p neni
rovnobéZnd s Zddnou osou soustavy soufadnic, m4 ur&itou smérnici 2, ktera je
rizni od nuly, a podminka, aby bod 4,, rizny od A, leZel na hyperbole,
plyne ze (2) a zni

a
k=——.
X3 %
Z této rovnice vypolteme
Xy = ‘.,
2 kx, H

zpravidla druhy prisedik existuje, ale vyjimeeny je piipad
k=——, ©)

v ném?Z vyjde x, = x;, takZe v tomto pfipadé druhy prisetik neexistuje. Pfimka
vedenid bodem A, = [x,; ;] na hyperbole, jejiz smérnice je (3), je tena
hyperboly v bodé 4,, ktery je jejim bodem dotyku. Tedy kazdid pfimka
vedens bodem A, na hyperbole, aZ na tfi vyjimeéné pfipady, je seCnou hyper-
boly, t. j. ma s hyperbolou mimo bod 4, jedt& jeden dalii spoleZny bod. Vyji-
metné pfipady jsou jednak rovnobéZky s asymptotami vedené bodem 4,,
jednak tetna hyperboly v bod€ A4,. Mezi te¢nou a obéma druhymi vyjimeénymi
pfipady je rozdil obdobny tomu, ktery jsme zjistili u paraboly. Uvedeme
pouze vysledek: Jestlize se¢na vedend bodem A4, se bliZ{ poloze rovnobéiné
8 jednou z obou asymptot, potom jeji druhy prise¢ik s hyperbolou se vzdaluje
do nckonedna. Jestlife viak sedna vedend bodem A, se bli¥f tein& v tomto
bodd, potom jeji druhy prisedik s hyperbolou se blizi bodu 4,.
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Dosud jsme pfedpoklidali, Ze &islo a v rovnici (1) je kladné. Neni tfeba,
abychom se podrobné zabyvali pfipadem, Ze a je zidporné. Nebot je-li a na pf.
Kkladné, je patrné [viz ucebnici pro IIL tfidu, str. 85), Ze grafy obou funkci

a —a

y=—s Yy=—"T
x x
jsou navzijem soumérné jak
podle osy x, tak i podle osy ,
y, (obr. 6), takZe vSecky
vlastnosti grafu jedné funkce
se okamZité pfenesou na graf
druhé funkce.

Funkce (1) je zvldStnim™
pfipadem funkce tvaru P X

_ax+b
_-Cx"‘l"d, (4)

kde a, b, ¢, d jsou konstanty.
[Ze (4) obdrzime (1), voli-
me-lia=0,c=1, d=0,
kdeZto 5+ 0.] Musime pfed-
poklidat, Ze aspoii jedno
z obou {isel ¢, d je riizné od Obr. 6.

nuly, nebot jinak by jmeno-

vatel ve (4) byl identicky roven nule a funkce (4) by nebyla definovdna pro
Zidnou hodnotu nezivisle proménné x. JestliZe ¢ =0, je d% 0 a (4) zni

a b
y'—z'x"j—_s

je to linedrni celistv funkce a jeji graf je pfimka. Budeme proto pfedpoklidati,
Ze ¢ 7% 0. Funkce (4) se v tomto pfipadé nazyvi linedrni lomena funkce.
Misto abychom pfimo studovali linedrni lomenou funkci, dokiZeme, Ze zménou
potitku soufadnicové soustavy, kterd nemi vlivu na Zddnou podstatnou vlast~
nost funkce, je mozné funkci (4) pfevésti na tvar (1), jestlize vyloutime jeden
vyjimedny pfipad. Napfed viak poznamenejme, Ze funkce (4), ve které pfed-
pokldddme ¢ # 0, nenf definovdna pro
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d
X=—— (5)

4

nebot pro tuto hodnotu nezivisle proménné jmenovatel ve (4) je roven nule;
pro kaZdou jinou hodnotu x je viak cx 4 d = 0 a vyraz (4) mé urlity &selny
smysl. Vzpomenuty vyjimeény piipad pozistivd v tom, Ze existuje takovi
konstanta %k, Ze jsou splnény ob& rovnice

a=ke, b=~Fd, ©

Plati-li (6), plyne ze (4), Ze
_ kex + kd B
cx+d -

pokud neplati (5). Tedy ve vyjimeiném piipadé (6) funkce (4) nabyva kon-
stantni hodnoty %, pokud je viibec definovdna, t. j. pokud x nenabyva
hodnoty (5).

Ze (6) plyne snadno, Ze

ad —bc=0. U]

Obricené, plati-li (7) a je-li ¢ 5~ 0, Ize urdit £ tak, aby platilo (6). Nebot je-li
¢ # 0, lze jisté urdit % tak, aby bylo @ = kc. Dosadime-li tuto hodnotu a do

(7, vyide o(kd —b) =0 neboli b = kd,
t. j. plati (6).
Predpoklidejme nyni, Ze nenastane vyjimeény pfipad, Ze .tedy

ad — bc # 0. 4 ®

" Provedeme-li zmé&nu pocitku tak, Ze hovim potitkem bude bod S= [m; n],
jsou [viz ulebnici pro III. t¥idu, str. 88] nové soufadnice x’, 3’ s piivodnimi
soufadnicemi x, y spojeny vztahy

x’=x—m,y' =)y —n neboli x=x"+m y=y +n.

Rovnice (4) nabude tvaru

Lo +m) b
i e
neboli , .
P (@ — en)x’ 4+ am + b — n(em 4 d) )
g o + (om+ d) '
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JeZto ¢ % 0, miZeme urditi m, n tak, aby bylo:

a—cmn=0, cm+d=0;
stadi voliti

a d
n=--, m=-— e (10)
Potom je am + b
Y=
a jezto podle (10)
amtb=—ad pp= b
c c
vyjde A
y'=_x—,3
kde
h= —-“i;}b—‘;éo. 1)

Tedy za pfedpokladu (8) graf funkce (4) je hyperbola, jejiz stfed je v bodé

a jejiz asymptoty maji rovnice

d a
X=——y y=—,
c c
Cvileni.,
35. Nalrtnéte graf funkce:
2 3
a)y= ;; by = ~ a urlete druhou soufadnici bodu [x,3 o), ktery na

~ tomto grafu leXi, kdy je ddno: (1) %= — 15 (2) 3o = — .
36. Natrtnéte graf funkei: ’
12 12 12 12 .
A y=—3;b)y=——; 0 y=—; d y=—4 3 (to je soulet dvou zni-
x x 5] x

12
mych funkci; kterych?); e) y = - 2. Srovnejte vysledky!

' 4
37. Je dina hyperbola o rovnici y = — Py Urlete interval nezdvisle proménné x,

v némZ body M = [x; y] dané hyperboly nemaji a) od osy x, b) od osy y v&tsi
vzdilenost neZ je 0,7.
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a
38. Hyperbola o rovnici y = — mi dv& osy soumérnosti; jejich rovnice jsou
x

y — x =0, y -+ x = 0. DokaZte. Ktery bod je proto jejim stfedem soumé&rnosti?
[V soumérnosti podle osy o rovnici y — x = 0 je bod [y; x] obrazem bodu
[x; y] atd.]

a
39. a) Ob& hyperboly %, /#’ o rovnicich y = —, ¥’ = i,, kde ¢&isla a, a’ jsou tych
x x

znamének, jsou dvojim zplsobem stejnolehlé vzhledem ke stfedu stejnolehlosti
P =[0; 0]. Urtete koeficient ¢ stejnolehlosti. [M4 platit x’ = cx, ¥’ = ¢y.]

b) Jsou-li &sla a, a’ ze cviteni a) opalnych znamének, 1ze od jedné hyperboly
pfejit ke druhé tak, Ze nejprve uréime hyperbolu kg, ktera je obrazem hyperboly
h v soumérnosti 0 ose x nebo y a pak provedeme vhodnou stejnolehlost (P, ¢)
jako ve cvigeni a). Provedte.

40. Body P = [0; 0], X = [x; 0], Y = [0; 3], M = [x; ] urluji obdélnik PXMY.
a) Urlete rovnici &iry, na které leZi vrcholy M

y ‘\ takovych obdélniki PXMY, které lei v I. kva-
'\\ drantu roviny soufadnic, jestliZe obsahy viech
\ téchto obdélniki maji velikost S.
y N b) Piedchoziho vysledku ulijte ke konstrukci bodi
i }\\ i i vétve hyperboly, ktera mi osy x, y za asymptoty
b a kterd prochizi danym bodem M (viz obr. 7;
Y [N {1‘ volte bod X).
7 == ©) Konstrukci ze cvieni b) provedte tak, aby
Pl | ' X PX’ = PY".
xOb . X 41, NapiSte rovnici teny t hyperboly o rovnici
r. 7.

y =2 v jejim bod& H = [xo; v,]. Dokaste pak,
X

Ze obsah pravouhlého trojihelnika urdeného pfimkami x, y, ¢ je konstantni
a 2e bod H leZi ve stiedu jeho pfepony.

42, Vysledku pfedchoziho cviteni 41 uZijte ke konstrukci bodu a tefen hyperboly,
kterd je dina asymptotami x | y; a a) bodem M, b) te¢nou ¢ (jak zvolite tuto
tetnu?).

43. Napiste rovnici hyperboly, kterd m4 soufadnicové osy x, y za asymptoty a kterd
se dotykd piimky o rovnici:
8)9x—4y+72=0; b) 4x+99+72=0; ¢) y==Fkx+gq, kde £#0,
g # 0, d) ux 4+ vy = 1; co pfedpoklddite o konstantich u, v?

44. Hyperbola 4 m4 rovniciy = —:— a pfimka r rovnici y = kx. Potom lze na hyper-

bole A urtit pravé dva body M;, M, takové, Ze tetny 1, t; v bodech M,;, M, jsou
rovnobdné s pfimkou r; za kterého pfedpokladu je toto tvrzeni spravné?
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45.

47.

49.

g

61.

Danym bodem R = [x;3 y;] vedte pfimku, kterd hyperbolu % o rovnici y = 2
x

protind v jediném bodé&. [Rovnice hledané pfimky je u(x — x;) + v(y — y,) = 0;
hledejte prusetiky pfimky s hyperbolou a volte %, v tak, aby vy3el jediny pri-
setik. Kdy ma4 uloha &tyfi, kdy tfi a kdy dvé feseni; jaky je rozdil mezi feSenimi?]

Hyperbola o rovnici y = —:— md své body v I. a III. kvadrantu. BudteZ A4, == [x;; ],

A, = [x33 ¥5] dva body na té vétvi hyperboly, pro kterou plati x < 0.

a) Jak se zméni pomér pfirtstkl ?_—-_y_{, kdyz jeden nebo oba body
2 — W1

4,, A4, se po hyperbole posunou zleva doprava? LeZf tedy vnitfek tsetky 4,4,

pod nebo nad hyperbolou?

b) Pfimka A4;4, vytind dv& opa&né poloroviny gy, 053 pfi tom je g, ta polorovina,

ve které leZi ty body dané hyperboly, které le#{ nad Gsetkou A4,4,. Ve které

z obou polorovin g,, ps leZi druhd vétev hyperboly (t. j. pro niZ je x > 0)?

1—2x
Urlete graf funkce y = a dokaZte, Ze je to pfimka s vyloudenim uré&itého
jejtho bodu; kterého? -

UtZete graf dané lomené linedrni funkce; vySetite stied S a asymptoty grafu:
x—2 2x—5 6x — 7 6x — 4
= M b = H = 3 d = -
a) ¥ P ) ¥ 3} C).v. st ) ¥ 5%

Piedem vidy rozhodnéte, zda se nejednd o vyjimetny piipad (viz vztah ®

v textu). (Pfi vypottu lze také postupovat tak, Ze funkci upravime natvar y — n =

, tak¥e pii potitku P’ = [m; n]l soufadnic ma graf funkce rovnici y’'= -g;.
x

x—m
x — 3 2x—3 2(x—-1-Z 7
Tak v piipad® funkce y = Ize psat = = 5( 3)1 22— 9 .
_q 3x—1 3x—1 x—3 -3
atdyy— % = '9‘1; odtud stfed pfisluiné hyperboly je [3; 2], a = — %)

3

b
Soulet funkci y = :: + y ay = ¢, kde a, b, c, d, e jsou redlné konstanty, je op&t

linedrni lomeni funkce; je-li ad — bc =~ 0, je grafem prvni i vysledné funkce
hyperbola, V jakém vztahu jsou tyto hyperboly?

Jx —1]
x+1°

K hodnotim x; = 1, x5 = 2, x; = 3 nezivisle promé&nn¢ pfisluSeji po fadé funkéni
hodnoty y, = 1, 3 = 3, ¥, = 2. Je moZné urtit lomenou linedrni funkci, kterd
by hodnotdm x,, x,, x, pfifazovala funk&ni hodnoty y;, ¥s ¥3? [Dané hodnoty
dosadte do rovnice (4) v textu; pfi tom zlomek vpravo muZete kratit &fslem
¢ # 0. Prot?]

-1
Zobrazte funkce: a)y=‘£—; b) ¥
x 41
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m
52, Derivace funkce y = - jek =— —::—1; ProtoZe se smérnice teSny pfisluiné hyper-
boly nezméni pfi nové volb& potitku soufadnic, miZete urdit i derivaci funkce

y= : _-:: 3; provedte!
5. Funkce y = sinx.
Funkce :

y =sinx ' ' )
je velmi dileZit4 ve fysice. Graf funkce (1) se nazyv4 sinusoida. Poznamenejme,
Ze &islo sinx znameni sinus Ghlu, jeho? velikost je v obloukové mife vyjidfena
Cislem x.

Zobrazime si nejprve tu &st sinusoidy, kterd odpovidd intervalu 0 < x <
< im (viz obr. 8 a 9, ve kterjch za jednotku zvolena délka 4 cm; sami zvolte
za jednotku 10 cm). V obr. 8 je &tvrtina jednotkové kruZnice rozdélena na
n = 8 stejnych dilii; z obr. 8 pfeneseme do obr. 9 hodnoty funkce (1) pro

zn 2 3= =
2n° 2n° 2m°°°°° 2°

Otr. 8. Obr. 9.

Pro 0<x<}m je 0 <sinx <1, tak¥e &4st sinusoidy zobrazeni v obr. 9
" leX v pésu omezeném pfimkami o rovnicich y = 0, y = 1. Mimo to je v témZ
intervalu sin x <<x [viz ulebnici pro II. tfidu] takZe zobrazeni Cést
sinusoidy leXi pod pfimkou, jejiz rovnice je y = x. Spojime-li poZitek P
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pfimkou s bodem [x; y] na sinusoid€, mi tato pfimka smérnici

y _ sinx

- x e
kterd je men3f neZ 1; je-li viak &slo x > O velmi malé, 1i3i se &slo (2) velmi
milo od &isla (1); proto v blizkosti bodu P sinusoida se tésné pfimykd k pfimce,
jejiz rovnice je y = x; tato piimka je te€nou sinusoidy v bodé P. Zobrazeni
st sinusoidy jde od bodu P k bodu Q = [} =3 1]; spojime-li bod [x; y] na
sinusoidé s bodem Q, m4 tato pfimka smérnici

1 — sinx

el 3

JeZto (1 — sinx)(1 4 sinx) = 1 — sin?c = cos®x = cosx - sin(}zx — 3:), je &islo
(3) rovné

1 _ sin(3m — x)

COoSX * -
1 4 sinx jn—x

Vsichni tfi &nitelé jsou kladni &isla menSi neZ 1; je-li &islo x velmi blizké
Cislu 4 7, je prvni &initel velmi maly a proto smérnice (3) je velmi mal a spojnice
bodu [x;y] s bodem Q je velmi pfiblizné rovnobéZni s osou x. Proto se sinu-
soida v blizkosti bodu Q tésné pfimyk4 k pfimce o rovnici y = 1; tato pfimka
je te¢na sinusoidy v bodé Q.

Dosud jsme studovali sinusoidu pouze v intervalu 0 < x < }n. Roz-
§ifeni na ostatni x je velmi snadné. Pfedev§im vime, Ze sin(w — x) = sinx
[viz ugebnici pro II. t¥idu, kap. 3, &l. 3, vzorec (13)]. Proto sinusoida ziroven
s bodem [x; y] obsahuje také bod [z — x; y], ktery je zfejmé& soumérnym
obrazem bodu [x; y] podle svislé osy o rovnici x = 47. Na ziklad€ této vlast-
nosti snadno ze znimého prubéhu sinusoidy v intervalu 0 < x < 47 uréime
jeif pribéh v intervalu 47 < x =< = (obr. 10).




Dile vime, Ze sin(— x) = — sinx [viz u&ebnici pro II. tfidu, kap. 3, &. 3,
vzorec(6)]. Protosinusoida ziroveiis bodem[x; y] obsahuje také bod [— x5 — 3],
ktery je soumérnym obrazem bodu [x; y] podle stfedu P. Na zikladg této
vlastnosti ze znidmého pribéhu sinusoidy v intervalu 0 < x < # uréime jeji
pribéh v intervalu — z < x < 0 (obr. 1la).

Posléze vime, Ze (obr. 11b).
sin(x 42 ) = sinx

[viz ucebnici pro II. tfidu, kap. 3, &. 3, vzorec(3)]. Proto sinusoida ziroveii s bo-
dem [x;y] obsahuje také bod [x -+ 275 y], ktery vznikne zbodu[x; y] vodorovnym

=N -3n 0 3n n

"~ Obr. 11b.

posunutim ve sméru osy x doprava o délku 27, Na ziklad€ této vlastnosti
ze zndmého priibéhu sinusoidy v intervalu — z < x < 7 urdéime jeji pribéh
pro viecka x. Cela sinusoida le3i v pisu omezeném vodorovnymi pfimkami
o rovnicich y = 1, y = — 1; kaZdi z téchto dvou pfimek je te¢nou sinusoidy
v nekonetné mnoha bodech. Sinusoida protne osu x v nekonetné mnoha
bodech; te¢na sinusoidy v kazdém z téchto bodi je od osy x naklonéna o tihel
45°. Tyto tetny maji tu pozoruhodnou vlastnost, Ze v blizkosti bodu dotyku
prechizi sinusoida z jedné z obou polorovin vytatych tenou do druhé.

Graf funkce y = ¢ - sinx, kde ¢ > 0 je konstanta, se 1i§i od grafu funkce
y = sinx pouze tim, Ze viecky soufadnice y jsou v uritém poméru zvétSeny
(pro ¢ > 1, obr. 12) nebo zmenfeny (pro ¢ < 1, obr. 13).

Podobné graf funkce * y = sin(cx)
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se liff od grafu funkce 3 = sinx

pouze tim, Ze viecky soufadnice x jsou v uritém poméru zmenfeny (pro
¢> 1) nebo zvétleny (pro 0 <c < 1).

N—A—N—4
VARV

Obr. 12.

Je-li @ libovolni konstanta, li¥i se graf funkce

y =sin(x 4+ a)
_”\-—/O R\_/ZK
Obr. 13.

od grafu funkce y = sinx pouze posunutim ve sméru osy x o délku ]a] doleva,
je-li a > 0, doprava, je-li a> 0.

Volime-li a = 3n dostaneme (obr. 14) graf funkce y = cosx, nebot
pro kaZdé x je cosx = sin(x + 37) [viz utebnici pro II tfidu].

Obr. 14.

Tvar sinusoidy m4 také graf funkce
y = acosx -+ bsinx,
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kde a, b jsou konstanty. Vskutku poloZme [viz udebnici pro III. tfidu, str. 90,
vzorec (6), ve kterém misto x, y volime &isla a, b]

a=r-sing, b=r-cosp,

kde r > 0 a ¢ jsou konstanty. Potom je

y = r (sinx cos@ 4 cosx sing),

neboli [viz uéebnici pro IIL tfidu, str. 137, vzorec (3).]

Cvileni.

. 83, Narysujte dostatetnd pfesn& (na prisvitku) uZitim kruZnice o poloméru 1 graf
funkce y = sinx pro x z intervalu — 2z < x < 27, Pomoci této kiivky felte
podle vykladi v textu tyto ulohy:
a) Sestrojte grafy funkci: y = 2sinx; y = -ﬁsmx
b) Sestrojte grafy funkci: y = sin2x; y = smzx, y = smgx
c) Sestrojte grafy funkci: y = sinx; y = sin(x — n), y =sin(x + -37!),

¥ =sin(x + $7); y = cosx; y = — cos(x — En), y = cos(x + £7). Ukaite
vzdjemnou souvislost kterychkoli dvou z téchto grafi.
54. Graf funkce y = a - sinbx lze také sestrojit takto (obr. 15): Narysujme dv& pomocné

y =r-sin(x + @).

1 P
soustiedné kruZnice &, kg o stfedu O a polomérech a, e s zvolme déle thel X,0X,
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jehoz vodorovné rameno OX; mifi doprava, protne
kruZnice ky, k, v bodech X, X, , kde¥to rameno OX
protne ky, k3 v bodech X, X’. V roviné pravouhlych
soufadnic o potitku P a osich x, y sestrojme bod [x; ]
tak, Ze x je velikost oblouku X’X kruZnice k,, oviem
opatiend znaménkem podle imluvy o méfeni velikosti
tdhlu, kdeito |y| = X, X X kde X, je pravouhly primét
bodu X do piimky OXo Pfitom je y > 0, kdyZ bod
X lezi nad pfimkou OX, a y <0, kdyZ bod X lei
pod pfimkou OX,. DokaZte sprdvnost této konstrukce
a vysvétlete, jak budete sestrojovat graf funkce y =
= a-sin(bx + ¢). (MuZeme pfedpoklidat, Ze a >0;
kdyby bylo ziporné, mifeme psit y = |a| - sin(bx + ¢).

RovnéZ lze predpoklédat, Ze b>0; je-li b<0, sta¥i psit asin(bx + ¢) =
= asin(— bx — ¢). O konstanté ¢ Ize pfedpoklidat, %e |c] <27; neni-li tomu
tak, zménime vhodné nezivisle proménnou. Hodnoty a, b jsou &isla, hodnota
¢ je dhel méfeny v obloukové mife.)

Sestrojte podle toho grafy funkci:

a) y = % -sin2x; b) y = 2sin(3x + 1); y = 3sin((x — 2).



55. Na tvar y = r . sin(x + ¢) pfevedte funkce:
a) y = sinx + cosx;
b) ¥y = — 4sinx + 3cosx;
©) y = sinx + sin(x + Zn) + sin(x + $n).

56. Sestrojte graf funkce: a) y = tgx; b) y = cotgx. V obr. 16 a), b) je x = 7{0}{;
potom: |tgx| = _fl—f‘; |cotg x| = 6:?7, kde pfimky T,T, C,C jsou te¢ny kruZnice
o poloméru 1 v bodech T; a C,, pfi ¢emZ je OC, | OT;. Soufadnice bodu T
na pfimce T,T vzhledem k po&itku soufadnic T, pfimky udavi velikost funkce
tgx; kladny smysl v této pfimce jde nahoru. Soufadnice bodu C na pfimce
C,C vzhledem k potitku soufadnic C, pfimky ud4vé velikost funkce cotgx; kladny
smysl v této pfimce jde napravo. V roviné os x, y sestrojte body [x; y], kde x
je obloukovd mira Ghlu T,0X; pfi funkci tgx je y =tgx zminéni soufadnice
bodu T, pfi funkci cotgx je y = cotgx zminénd soufadnice bodu C.

57. BudiZ dina kruZnice (S; r) a v ni stfedovy tthel x = X ASB, kde A4, B jsou body
kruZnice. Tétiva 4B déli kruhovou vyset ve dvé &sti tak, Ze obsah trojihelnika ABS
je roven obsahu zbylé Gsele. Urlete graficky velikost uhlu x.
[Obsah vysete = 4r2x; obsah A ABC = } r®sinx. Mite felit rovnici 4x =
= sinx, Hledejte prusedik [x,; v,] graft funkcf y = 4x, y = sin x; hodnota x,
je hledané feleni.]

AT colg x

/r AN
k /! P \
[?7\ T. oR—

/i 9 T
J | IK xrﬁ(

Obr. 16a. Obr. 16b.

6. Linedrni interpolace.

Vime, Ze graf linedrni celistvé funkce je pfimka. Jsou-li 4, = [x;5 3],

A, = [x,3 ,] kterékoli dva rizné body pfimky, je jeji smérnice rovna podilu
Y2 — N

g W

ktery je tudiZ konstantni. Naproti tomu grafy jinych funkci jsou k¥ivé &iry

a podil (1) neni konstantni. Pfesto pravé u theoreticky i prakticky nejdaleZi-

téjSich funkci podil (1) je pfiblizné konstantni, jestliZe nezivisle proménnou x
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omezime na nepfili§ velky interval. To znamen4, Ze i kdyZ funkce neni pfimou
&arou v Zidném intervalu, pfece jenom v malém intervalu se dopustime jen
velmi malé a prakticky ¢asto bezvyznamné chyby, jestlize &ist grafu odpovi-
dajici intervalu x; < x < x, nahradime dse¢kou spojujici body 4,, 4,. Za
pfedpokladu, Ze chyba, které se tim dopustime, je prakticky bezvyznamni,
muZeme potom na zikladé znimych hodnot y,, y,, kterjch nabyvd funkce
Pro x = x;, X = x,, urlit hodnoty funkcz pro takova x, pro néz plati x; < x <
< X3, pii CemZ toto urleni je oviem pouze priblizné.

Pfiblizné urdeni hodnot funkce pro viecka x néjakého intervalu na zdkladé
nékolika znidmych hodnot funkce v urditych &islech x;, %o, . . ., X, tohoto
intervalu se jmenuje interpolace. Je to slovo latinského ptivodu, které zna-
meni ,,vklddini*. Interpolace pozistivd v tom, Ze danou funkci nahradime
jinou funkci, jejiZ typ je matematicky tak jednoduchy, Ze na zdklad¢ znalosti
hodnot funkce v &islech x;, %y, . . ., ¥, je moZné jednoznaéng urdit hodnoty
funkce ve viech dislech x daného intervalu, pfi éemZ tuto matematicky jedno-
dusdi funkci je nuiné volit. tak, aby se pokud moZno mdlo lifila od dané
funkee. Budeme probirati pouze linedrni interpolaci, kterd je nejjedno-
dus$im a nejdileZitéj§im druhem interpolace. Linedrni interpolace poztstdva
v tom, %e danou funkci nahradime linedrni celistvou funkci, kterou volime
tak, aby pro x = x; a x = x, nabyvala tychZ hodnot jako dani funkce; pred-
poklidime, 7¢ v celém intervalu x, < x < x, nabyvd dand funkce tychZ
hodnot jako piivodni funkce, coZ je oviem pouze pfiblizné sprvné.

Interpolace je prakticky nesmirné dileZit4. JestliZe na pf. uréujeme méfe~
aim hodnotu ngjaké fysikilni velitiny zdvislé na fase ¢, zméfime hodnoty
funkce pro nékolik ¢asovych okamZikd ¢ = #,, ¢ = #,,. . ., ¢ =, a na zdkladé
t&chto nékolika pfimo zméfenych hodnot uréujeme ostatni hodnoty funkce
interpolaci. To je nutné, nebot pfimym méfenim miZeme zjistit pouze ko-
neény pocet hodnot funkce, a nezndme-li matematicky zékon, je interpolace
jedinym prostfedkem k ziskini dal§ich hodnot funkce. Pfi tom interpolaci
proviadime podle néjakého matematického vzorce a je nutné pokusy kontrolovat,
zdali jsme oprdvnéni tvrdit, Ze vysledek interpolace s dostate¢nou presnosti
vystihuje skute¢nost.

Aviak interpolace je dileZitdi i u matematicky pfesné definovanych
funkci. Hodnoty duleZitych funkci jsou sestaveny v tabulkich; s mnohymi
z nich jsme se v pfedchazejicich tfidich seznimili. V tabulce nemohou byti
viecky hodnoty tabulované funkce a nékdy je tfeba vy<isti z-tabulky hodnotu
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funkce pro takové hodnoty nezdvisle proménné, které v tabulce pfimo obsaZeny
nejsou; to se déje privé interpolaci.

BudteZ x,, x, dvé sousedni hodnoty nezdvisle proménné x, pro které
jsou v tabulce udiny hodnoty y,, y, tabulované funkce. Cislo

d=y—»n 2

nazveme tabulkovou diferenci. BéZ o urleni hodnoty y dané funkce
pro takové x, které je v intervalu x; < x < x,. Jest

y=n+@—»
a b& o pfiblizny vypolet diference y — y, pomoci tabulkové diference d.
Pii linedrni interpolaci pfedpoklidime, jak bylo vlastn€ fefeno jiz na potitku
tohoto ¢ldnku, Ze

Y= __ Y=

X — X Xg — xl, (3)
z tehoZ podle (2) vypolteme
SR Sk W y
Y= PR C))
Misto vzorce (3) muZeme vyjit také od vzorce
Y=Y _N— y:, 3)
X — X3 X3 — X3
z n¢hoZ plyne X
. 2 X
— Y= — -d. : !
Y= . @)

Vzorce (4) a (4") davaji oba touZ hodnotu y; protoZe viak é&isla y;, y, jsou
oby¢ejné znima pouze pfibliZné, byvd vyhodnéjsi vzorec (4), jestliZe x — x; <
< x, — x, a'vzorec (4), jestliZe x, — x < x — x;.

Lineirn{ interpolace pomoci vzorch (4) a (4') jsme uZivali v pfedchizeji-
cich t¥idich a &istetné jiZ na stfednf Skole u riznych funkdi, jako jsou

y=x3 y=—l-x, y=logx, y=sinx

a pod., ackoli jsme vzorce (4), (4) nezapisovali v obecném tvaru, nybrz jsme
jejich smysl popisovali slovy. Abychom si uinili pfedstavu o oprévnénosti line4rni
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interpolace, pfedpoklidejme, e interpolovani funkce m4 tu vlastnost, Ze podil
(1) se zv&tdi, jestliZe zvétiime x; nebo x,. Ve &inku 3 jsme poznali, Ze tuto
vlastnost mé funkce y = x? a ve ¢linku 4 jsme poznali, Ze touZ vlastnost mi

také funkce y = % BudiZ nynf x, hodnota nezivisle promé&nné, kterd v tabulce
pedchézi hodnotu x,, takovs, Ze '
X=X =X — X 5)
a budiZ y, hodnota funkce pfislu$nd hodnotd x,. JelikoZ x; < x;, %, < X,
podle pfedpoklidané vlastnosti podilu (1) jest
1= Y —h,
xl—-xo<x—x1’ . ©
jelikoZ dile x < x,, podle téZe vlastnosti je také
y—h < —N

X—% X—% @
JestliZe nyni, jak se zpravxdla stane, bude v mezich pfesnosti tabulky

Y2 =3 =31~ o ®
potom podle (5) bude s Zidouci pfesnosti také

Y=Y . Y2 —

X=X X—X%
a podle (6), (7) bude pak té%
Y =N . V2~ N
X—X X3—x
t. j. pfedpoklad (3), na kterém je zaloZena lmeérni interpolace, je s dostatetnou
pfesnosti splnén,
Je patrné, Ze t4Z Gvaha se d4 provésti také pro funkce, které maji tu

vlastnost, Ze podil (1) se zmen${, jestliZe zv&tiime budto x, nebo x,. D4 se
dokdzati, Ze tuto vlastnost maji na pf. funkce

-\
y=logx, y=sinx, (pro I<<x<< —2-),
. z\ .

y = logsinx, (pro 0<x<5).
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Cvileni.

58.

59.

61.

Vypottéte hodnoty dané funkce: (1) f(x) = 2x? + 8x + 53 (2) f(x) = — 3x% 4 18x —
- 29f(p)ro % =1, %3 =2, x, = 1,4 a oznalte y, = f(x;), ¥3 = f(x5)s Yo = f(X0)s
= f(x).

a) Rozhodnéte o vhodnosti a oprivnénosti linedrni interpolace vintervalu 1< x < 2,
b) Urlete aritmetickou posloupnost o prvnim &lenu y, a jédenictém &lenu ys.
Jeji paty &len nim udiva pnbhinou hodnotu f(x,); of se tato hodnota li¥f od
hodnoty piesné?
¢) Uriete linedrni funkci, kterou pfi linedrni inter-
polaci v intervalu 1 < x < 2 nahrazujeme danou |
funkci. Y : 2
d) Natrtnéte zhruba prabéh funkee v intervalu /)
1S x X2 ato tak, Ze bod 4; = [x,3 ¥,] zvolite A,./ /
za poditek soufadnic P’; dile budiZ A, =

= [x33 ¥5). Z grafu odivodnéte sprivnost tohoto 7 7
dsudku: Je-li bod A’ =[x"; '] dotykovy bod N
tedny ¢’ paraboly uréené danou funkci, pti éem: PI4l2.~7 |
je ¥'|| 4145 aje-li A*=[x’'; y*] bod tsetky 4,4,
potom rozdil |y* — y’| udévé nejvéti chybu, které Obr. 1
se pfi této linedrn{ interpolaci dopoustime. Urlete r. 17.
velikost této chyby (obr. 17).

Rozhodnéte o intervalech nezivisle proménné x, v nich% jsme vibec oprdvnéni
providét linedrni interpolaci funkce y = %

x!

S - DA

Zobraztegrafﬁmkcey=x’vintervalu0§xadokaite, %e graf funkce y = |/x
je parabolicky oblouk, ktery z pfedchoziho grafu obdrZime jako obraz v soumér-
nosti, jejiZ osou je piimka o rovnici y =X,

DokaZte odtud, ¥e pomér pﬁrﬁstkﬁ funkce y =)= v intervalu 0 < x
2
se zmen$i, kdyZ zvét$ime alespoil jednu z hodnot Xy X3, Odiivodnéte tak oprdvné-

nost linedrui interpolace v tabulkich druhych odmocnin.
Interpolaci v tabulkich druhych mocnin urlete }/8,854.

62. Jednoho dne ukazovaly moje hodinky 12 hod. 1 min. 15 vt. v okamZ¥iku, kdy% roz-

hlasovy signil hl4sil poledne. Druhého dne ukazovaly v témZe okamZiku 11 hod.
59 min. 28 vt. V kterou denni dobu se shodoval ¢asovy idaj na mych hodinkich
se sprivnym &asem?

63, Jazgiek nezati¥engch vah ukazoval na stupnici na dilek 8,6. Pak jsme dali na jednu

misku pfedmét a na druhou zdvaZi 76,20 g. Jazjtek se ustalil na dilku 12,3, Pfidinim
zdvaZi 0,05 g se posunula poloha jazytku na dilek 6,5. Jaké zivai{ bylo tfeba
ptidati, aby se jazy¢ck ustilil na potitetni poloze 8,6 a jakd je tedy piesnd viha
véZeného pfedmétu?
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64. V kruZnici vésti tétivu tak, aby obsah men$i tseZe touto tétivou omezené byl
roven tfetiné obsahu celého kruhu. V jaké vzdilenosti od stfedu tieba vésti tétivu ? —
(Oznatime-li x stfedovy Ghel v mife obloukové, ktery pfislusi k oblouku omezuji~
cimu hledanou dise, dostavime rovnici 3r2% — 3risinx = 3, &lisinx = x — 2z,
kterou pfiblizné fedime uZitim linedrni interpolace.)

65. V jaké vzdilenosti od stiedu koule je ticba vésti rovinny fez, aby vznikli kulovi
Useé méla objem rovny &tvrting objemu celé koule? — (Je-li x hledani vzdilenost,

1 1 1 3
plati —a(r? — x2)(r — x) + —a(r — x)3 = —nr3, &l (f—) =3, z_ 1; tuto
2 6 3 r r

rovnici pfibliZné fe$ime pomoci lineirni interpolace.)

66. Tabulka druhych mocnin obsahuje (na &tyfi platné &fslice zaokrouhlené) druhé
mocniny &isel od 1 do 10 rostoucich po 0,01. Jaké nejvét$i chyby se dopustime,
provadime-li v tabulce linedrni interpolaci?

7. Limita funkce.

Dosud jsme probirali nékteré jednoduché pfiklady funkci, Obecni nauka
o funkcich je hlavnim pfedmétem t. zv. vys$i matematiky, kterd se na gymna-
siu neprobird, pro kterou viak je gymnasijni litka nezbytnou pfipravou.
Zéikladnim pojmem vy$§i matematiky je pojem derivace, nesmirn& duileZity
pfi uZiti matematiky ve fysice a technice. Je to zcela jednoduchy pojem, se
kterym jsme se, jak uvidime, na pfikladech jiZ setkali. VyloZime si v pfistim
¢linku smysl tohoto pojmu, jehoZ viestrannou uZitetnost viak jiZ nebudeme
moci prokazati; to je pfedmétem vy$$i matematiky. V tomto ¢ldnku provedeme
pfedbéZné tavahy.

Abychom se mohli struén€ vyjadfovati, i kdyZ neprobirdme jednu urtitou
funkci, nybrZ mime provésti obecnou uvahu, oznatime funkci pismenem f;
je-li a &slo z oboru funkce, oznacime f (@) hodnotu funkce v &sle a. Znamen3-li
na pf. f funkci y =2x2 — 3x 4 1, je

=1, f)=0 fH=—7 A)=3 A—3)=28

a pod. Znamens-li f funkci y = [/T—23, je f0) =1, f1) =0, () =%
a &sla f{2), f{— 3) nejsou definovdna. VySetfujeme-li soudasné nékolik
funkci, nevystatime s jednim pismenem f. Je-li jedna funkce oznalena f,
oznalime druhou y nebo ¢. _

VyloZime si nyni strutné pojem limity funkce. BudiZ f né&jakd funkce
a budi? a n&jaké islo, které samo miiZe, ale nemusi naleZet do oboru funkce;
ale budeme pfedpoklidati, Ze vSecka &isla x 5% a, kterd jsou dosti blizkd &shu a,
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nilezeji do oboru funkce. BudiZ dile s néjaké ¢islo. Pravime, Ze funkce f
ma limitu rovnou dislu s pro x— a (¢teme: pro x bliZici se &islu a), jestliZe
pro viecka Cisla x 5~ a dosti blizka &islu a je pfiblizné

| ) £ = W
Je-li tomu tak, piSeme lim fx) = s. 2

Je tieba bliZe vyloZit smysl pfiblizné rovnosti (1). Zvolme si né&jaké malé

1
kladné d&islo, tfeba — 1

& Potom pro viecka x 7 a dosti blizk4 ¢islu @ musi byti

1
| /) — 5| < 3o 3)

1
Zvolime-li si néjaké jest€ mensi kladné Eislo, tieba — 109

kterd vyhovuji nerovnosti (3), zpravidla nebude splnéna nerovnost

potom pro takova x,

) — o <gp | @

ale omezime-li hodnoty do néjaké jesté vétsi blizkosti &isla a, musi byt splnéna
i nerovnost'(4), pro jesté blizkost islu a musi platit dokonce

1
1fx) — 5| < 109 atd.

Pfesnd matematickd definice vztahu (2) se d4 vyslovit pomoci pojmu
limity posloupnosti, ktery jsme probirali ve tfeti tfidé [viz uebnici pro III. tfi-
du]. Vztah (2) znameni toto: Je-li {x,} posloupnost Cisel takovd, Ze x, #.a
a ze lim x, = a, je vidy téZ lim f(x,) =s.

Rekli jsme si, Z¢ vztah (2) miZe platit, i kdyZ &slo @ nepatfi do oboru
funkce, t. j. kdyZ &islo f{a) neni definovdno. Na druhé strané jsme si také
fekli, Ze &islo @ miize patiit do oboru funkce. Je-li tomu tak, je zvlasté dileZity
ten pfipad, Ze . .

o PG tim f(x) = (@) ®)
x—>a

Dalo by se dokazati, Ze viecky nase piiklady funkci maji tu vlastnost, Ze vztah

(5) je spravny, at zvolime &islo a v oboru funkce jakkoli. Takové funkce se

jmenuji spojité funkce. Hodnota f(a) funkce spojité v &isle a se miiZe zménit jen
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mélo, nahradime-1li ¢&slo ¢ &slem x pfiblizné rovnym a. Jinak feteno, spojité
funkce maji tu vlastnost, Ze pfibliZny vypoclet hodnoty funkce se di
provésti na zdkladé pfFibliZné znalosti hodnoty nezivisle pro-
ménné. JelikoZz pomoci funkci vyjadfujeme zdvislosti mezi veli¢inami a jelikoZ
kazdé méfeni se di providdét pouze pfibliZné, miZeme se znalnou oprivné-
nosti tvrdit, Ze pouze spojité funkce maji prakticky vyznam.

Jestlize é&slo a nepatfi do oboru funkce, snadno udime jednoduché
pfiklady, ve kterych vztah (2) bude nesprivny, at &islo s volime jakkoli. Ne-
spravny je na pf. vztah

lim—1-=s;

at jakkoli zvolime Cislo s, vidycky pravé pro Cisla x 7% 0 velmi blizkd nule
bude se % velmi zna¢né liit od d&isla s.
V udebnici pro III. tfidu jsme odvodili fadu vét o limitich posloupnosti,

oznadenych na udaném mist€ fimskymi d&islicemi. Z téchto vét lze snadno
odvodit obdobné véty o limitich funkci.

A. Je-1i lim f(x) =s, lim g(x)»= t, (6)
je také lim [f(x) +g(x)] =s+ ¢ lim [f(x) — g®x)] =s— ¢
N x—>a x—>a

Diikaz. Budis {x,} takovd posloupnost, Ze pro x, # a je lim x, = a.
Podle (6) je lim f(x,) =s, lim g(x,) =¢,
takZe podle vét II a IV o limitich posloupnosti je také
im [f(x,) +g(x)] =5 + & lim [f(x,) — g(x)] =5 — .

x—>a x—>a

B. Je-li lim f(x) = s a je-li ¢ jakdkoli konstanta, je také
x~>a

lim [c-f(x)] =cs. To plyne z véty III o limitich posloupnosti.
xX—>a

C. Plati-li (6), je také
lim [f{x)- g(x)] = st.

x—>a

To plyne z véty V o limitich posloupnosti.
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Jednu dileZitou vétu o limitich posloupnosti jsme poznali jiZ ve II. tFHdg,
ackoli jsme tam je$té neuZili zipisu tvaru (2). UZijeme-li tohoto zdpisu, miiZeme
vétu, kterou mime na mysli, vyjidfit vzorcem

. sinx

nr_,, | @

x>0 ¥

Vzorec (3) znamen4, Ze pro viecka x5 0 dosti blizk4 nule je podil E

piiblizn€ rovny jedné. JelikoZ sin(— x) = — sinx je

sin(— x) _ sinx

—_X X
Proto sta®f odéivodnit, %e pro kladn4 x velmi blizki nule podil s—’-:f je piiblizng
rovny jedné. To viak bylo odiivodnéno v ulebnici geometrie pro II. t¥idu.

Cvileni. .
Podle vztahu (5) textu je funkce y = f(x) spojitd v &isle a, jestlife plati

lim f(x) = f(a). To znamens, Ze lze k libovolnému malému kladnému &islu % urtit
x—>a .

kladné &islo [ tak, aby platilo |f(x) — f(a)] < % pro viechna x, o kterych plati
|* — a] <. Oznadme-li x =a + h neboli & = x — a, pak je |[h| <I; toto
oznaleni &asto zjednodulf vypolet. Je vhodné poZadovat, aby bylo Al <1t .
h? < |k|. Utitim uvedenych vztahu felte cviteni 67 a% 71.
67. a) Dokaite, %e |(2x — 1) — 1] < 103 pro viechna x, o kterjch plati [x — 1] <
- 103,
b) Dokaite, Ze funkce y =2x — 1 je spo;xté v kaZdém reilném &sle x = a.
68. Dokaite, Ze funkce y = mx + n,kde m, n 1sou dané konstanty, je spojitd v kazdém

redlném <&isle x = a. [Pro m # 0 je lSl |

69. Dokajte, Ze |x* — 4| < 10~3 pro véechna %, o kterychplati |x — 2| <L kde I <
<25-10-5,

70. Dokate, %e funkce y = 2% — 2x + 3 je spojitd v ka¥dém redlném &sle x = a.
[Polofte x = a + h a urlete |f(x) — f(a)|; dospéjete k hodnoté¢ |4 <1,

lhl< u 3|
2|a] + 3

1
1. Dokaite, %e funkce y = 5 je spojitd v &isle 1,

-9 L )
72, Funkcey=x’ 3 nenf pro &slo x = 3 definovéna.
x—



3

74.

75

.

a) DokaZte, Ze limy = 6 a vysvétlctc vyznam tohoto vysledku. [Je-li & =
x—>3

=3+ h, je f(3+ h) =6+ h, at je |h| 7 0 jakkoli malé kladné ¢&islo.]

b) UkaZte, e grafem funkce je pfimka o rovnici y = x + 3 s vyjimkou bodu

[3; 6], nebot pro &islo 3 neni dana funkce definovana,

x*—8
Podobnou uvahu jako v pfedchozim cviteni 72 provedte i s funkci y =
pro &islo x = 2, x—2

DokaZte postupné:
sin2x .1 —cos%x 1 — cos?x
a) lim =1 b)lxmA———z———=l; ¢ lim ————— =0;
x>0 X y>0 X x=>0 x
1 .1 —cosx . sinx+ 1 — cosx
d) lim ———— =} ¢lim ——=0; ¢ lim————-=1
x—>0l + cosx x>0 x x>0 X

Nejprve dokaZte, Ze funkce ¥ = ¢ (kde ¢ je redlna konstanta) a y = x jsou spojité
v kazdém &isle. Uzitim vysledku A) a2 C) z vyklad v textu postupné dokaste:
a) Funkce y = mx, kde m je reilnid konstanta, je spojitd v kaZzdém <&isle.
Odtud dokaZte, Ze i funkce y = mx + n je v kazdém d&isle spojitd.
b) JestliZe je funkce y = apx + ax"~1 + ... + ap_1x + an (kde a, # O,
@y Ay, « . .5 an jsou realné konstanty) spojitd v kazdém isle, je spojita v kazdém
¢isle i funkce:
M y=ax"tl 4 ax® + ...+ an—1x% + azx a dile funkce
@y=ax"tl 4 ax"+ ... + 811X+ anX -+ an+1, kde ani1 je kon-
stanta [dikaz provedte matematickou indukci opirajice se o vysledck cvideni a)].

8. Derivace funkce.

BudiZ dina né&jaki funkce f a néjaké &islo a tak, Ze nejen &islo a samo,

nybrz také viecka Cisla dosti blizkd &islu a patfi do oboru funkce. Budeme
definovati novou funkci, kterou oznatime ¢, takto:

X &) —f@)
x—a

g(x) = (M
Cislo @ samo uZ nepatii do oboru funkce
@, nebot pro x =a bychom v (1) méli
nulu ve jmenovateli, Ale kazdé jiné d&islo
z oboru funkce f patfi do oboru funkce ¢.

Funkce ¢ mé jednoduchy geometricky

i
]
]
Jra)
l
i
]
1
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a X vyznam (obr. 18). Bod A4 ==[a; f(a)] nilezi

Obr. 18. do grafu funkce f. Pro kaZdé jiné x z oboru



funkce také bod X = [x; f{x)] nileZi do grafu funkce f a je rizny od bodu A4.
Pfimka AX je selnou grafu a &slo (1) je smérnice seény AX. Pro x =a
oba body A4, X splynou a nemi smyslu mluvit o pfimce AX. Jestlife viak
dislo x 5% a se bliZi &islu a, bliZi se na grafu bod X bodu A a &asto se stane,
jak se zejména stalo u kvadratické celistvé funkce nebo u linedrnf lomené
funkce, Ze smérnice seény AX se blizi uréitému &slu s. Graf funkce se
potom v blizkosti bodu A4 té&sn&€ pfimykd k pfimce prochizejici bodem A se
smérnici s; tato piimka je te¥na grafu v bod& 4. Cislo s se nazjvi derivace
funkce f v &isle a. Definice &isla s se d4 napsat ve tvaru

o f@ =@ _ -
x—>a x—a

Tedy derivace funkce f v &isle a je sm&rnici tedny grafu funkce v bod&
la; f(a)].

LN N L/
J ,

Obr. 19. Obr. 20.

Jsou zcela jednoduché funkce, které v nékterém &isle svého oboru nemaji
derivaci. Na pf. v obr. 19 je &ra, sloZend z polokruZnic poloZenych stiidave
nad a pod osou x. Tato ¢ira mé v ka¥dém svém bodé tetnu a je grafem
ur¢ité funkce f, kterd nemi derivaci v téch dislech a, pro kterd je fla) =
protoZe graf sice mid v bodé [a; 0] te¢nu, ale tato tena je svisld a nemd
smérnici. V obr. 20 je naznafen graf funkce y=|x|. V &sle 0 nemd tato
funkce derivaci, protoZe graf funkce nema v bod& [0;0] te¢nu.

Presto privé nejdulezitéjsi funkce maji v kazdém ¢isle svého oboru
derivaci. JestliZe funkce f m4 v &isle a derivaci, je zvykem tuto derivaci ozna&it
f'(a). PiepiSeme tedy (2) ve tvaru

im £ (x) f (@ ~f(@. 3)

x—>a
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JestliZe limita ve (3) neexistuje, neni &slo f'(a) definovdno. M4-li funkce f
v kaZdém disle svého oboru derivaci, nazveme derivovanou funkci [oznadeni
pro ni bude f'] tu funkci, jejiz hodnota v kadém &sle a [z oboru funkce f,
ktery je také oborem funkce '] je rovna derivaci funkce f v tomto &sle. Derivo-
vani funkce derivované funkce k funkci f je druhd derivovani funkce
[oznadeni f’]; druhd derivovani funkce je velmi duileZitd ve fysice.

Pro strucnost nazveme reguldrni (Cesky pravidelnou) takovou funkci,
kterd je v kazdém ¢&isle definovdna a mi v kazdém &isle derivaci.

I. Konstanta je reguldrni funkce a derivovani funkce je
identicky rovna nule. Nebot graf je vodorovni pfimka a smérnice kazdé
»setny® AX je rovna nule,

II. Linedrni celistvd funkce y =kx + ¢ je regulirni funkce
a derivovanid funkce je konstanta k. Nebot graf je pfimka se smérnici %
a kazd4 ,setna® AX splyne s grafem.

III. Kvadratickd: celistvd funkce y = ax? + bx + ¢ je reguldrni
funkce a derivovan4 funkce je linedrni celistvd funkce
Y = 2ax + b. Nebot pro kazdé &islo u (piSeme u misto a, protoZe pismeno a
je zad4no) jest

f@—f@) _ (@ +bx+0)—(aw?+bu+c)_
xX—u x—u
_a(x®*—u®)+b(x—u)
h x—u
a je zfejmé z definice limity funkce, Ze
lim [a (x + #) + b] = 2au + b.

xX—>u
Druhd derivovani funkce kvadratické celistvé funkce y = ax? 4 bx + ¢ je

podle II a III konstanta y" = 2a.
IV. JestliZe existuje derivace f'(a), jest

=a(x+u)+b

lim fx) = fla), @
x—>a
takZe kaZd4d regulirni funkce je spojitd. Nebot podle pfedpokladu
plat (3); je viak zfejmé, Ze lim (x — @) =0 )
x—>a

a z (3) a (5) plyne (4) podle véty C &énku 7.
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V.Jsou-li f, g reguldrni funkce, jsou také f + g, f — g regulir-
nf funkce a jejich derivované funkce jsou f' 4 ¢, f' —¢.
Diikaz. Zvolme libovolné &slo a. Jest

fx—fl@ lim g(x) — g(a) ,
1.“—‘;0 xX—a —f (a)’ x—>a x ( ),
takZe podle véty A &linku 7 jest
lim [f(x) + g (x)] — [f(a) + g (a)] =f,(a) +gl(a).

x—>a x—a
VI. Je-li f reguldrni funkce a je-li ¢ konstanta, je také c-f
regulirni funkce a derivovani funkce je ¢-f'.

Diikaz. Zvolme libovolné &islo a. Jest
f (%) — f @
————=f'a),

x—)a x—

takZe podle véty B ldnku 7 jest

lim ) —efla) _ f'(a).
x—>a x—a :

VII. Jsou-li f, g reguldrni funkce, je také f-greguldrni funkce
a jeji derivovani funkce je f-g+f-g.

Dikaz. Zvolme libovolné &islo a. Jest
f(x) f(a) fl(a) lim g (x) — g(a) =g'(a).

X — x=>a X—a

lim

x—>a

Podle véty B &inku 7 jest

i LQED—SD@ _ ) 1o (6)
x—>a

podleIVapodlevEtyCélénku7iest .

i QBT E@ _ ) 005, | |
%= ©

Jezto
f(x)g(x) — fa)gla) = [f(x)g(a) — a)g(a)] + [Rx)g(x) — fx)g(a)], plyne ze
(6) a (7) podle véty A &anku 7, Ze
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f(a)g(a)

a

i [@8@)

x—>a x

— =f'(a)-g(a) + f(a)-g'(a).
VIII. BudiZ f reguldrni funkce a budiZ ¢ konstanta. Definu-
jeme funkci ¢ tim, Ze
o(%) = fx + 0)
pro viecky hodnoty x. Pak také ¢ je reguldrni funkce a pro deri-
vovanou funkci ¢’ jest

P =fx+0)
pro viecka x.

Dikaz. Zvolme libovolné &slo a. Derivace funkce f v &isle a + ¢ je
rovna f'(a 4 ¢). BudiZ nyni {x,} takov4 posloupnost, Ze pro x, # a je lim x, =a.
Potom je x, + ¢ # a + ¢, lim(x, + ¢) = a + ¢, takZe

St )—fatg_,
x,hﬂ., @ +d—(a+o =fa+o)

neboli
lim (p(x") - ‘P(a) =f’(a +C).
w>a Xn— @
Tedy derivace ¢'(a) je rovni f'(a + ).
IX. BudiZ f‘ regulirni funkce a budiZz ¢ konstanta. Definu-
jeme funkci ¢ tim, Ze

¢(x) = flex) .
pro viecky hodnoty x. Pak také ¢ je regulidrni funkce a pro deri-
vovanou funkci ¢’ jest ‘

() = ¢ f'(ex)
pro viecka x.

Diikaz. Jestlize ¢ = 0, je ¢ konstanta a véta plyne z I. BudiZ tedy ¢ # 0-
Zvolme libovolné &slo a. Derivace funkce f v &sle ca je rovna f'(ce). Budi
{x,} takové posloupnost, Ze x, # a, lim x,, =a. Potom je cx,, 7 ca, lim ¢x,, = ca,

takZe
lim fexn) — flea) _ f'(ca)
sr>a Xy —Ca

neboli lim w —_ f'(ca)

*->a€" (xn - a)
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a z toho piyne [viz ucebnici pro III. tfidu, str. 29, III], Ze

T = ¢ - f'(ca).
xp—ra Xn T @

Tedy derivace ¢'(a) se rovnd c - f'(ca).

Odvodime si jeSté vzorce pro derivace goniometrickych funkci sinus
a kosinus, kter¢ jsou velmi ddleZité ve fysice. Z geometrické definice téchto
funkci [viz uebnici pro II. tfidu], vime, Ze to jsou spojité funkce.

X. Funkce y =sinx je regulidrni a jeji derivace v ¢&isle «x
je rovna cosx.

Dikaz. Midme dokdzati, Ze sinusoida m4 v kazdém svém bodé& [a; sina]
tetnu a Ze smérnice této teCny je rovna €islu cosa. To jsme jiz dokdzali v &l4n-
ku 5 jednak pro a = 0 (smérnice rovnd 1 neboli cos 0), jednak proa=3x
T
2
funkce y = sinx v &isle 0 je rovna jedné, t. j., Ze

(smérnice rovna O neboli cos —. Prvni z obou vysledkd pravi, Ze derivace

lim 225800y peboli fim 32X, ®

x=>0 ¥ . x—>0 X

coz je vzorec (7) Clinku 7. Druhy z obou vysledkd pravi, Ze derivace funkce
y=sinx v &sle =z je rovna nule; aviak (viz VIII) derivace funkce y = sinx
v &sle 37 je totoZnd s derivaci funkce y = sin(x-+ ym) v &sle 0. JeZto
sin(x -+ 3) == cosx [viz udebnici pro IL tfidu], miZeme tento vysledek za-
psati ve tvaru

fim X0 6 neboli 1im XL ¢ )

x—>0 x—0 x—>0 X
BudiZ nyni a libovolné &islo. Mdme dokazati, Ze derivace funkce y = sinx
v disle a je rovna Cislu cosa. Misto toho miZeme dokazati (viz opét VIII),
Ze derivace funkce y = sin(x 4+ @) v disle 0 je rovna ¢&islu cosa neboli Ze
lim‘ sin(x + a) — sina — cosa. (10)
x—>0 X
Tedy sta&i z (8) a (9) odvodit (10).
Vime, [viz ulebnici pro II. tfidu], Ze

sin(x 4 a) == sinx-cosa - cosx * sina,
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sin (x + a) — sina sin x . cosx — 1
( ) = cosq + — 4 sing@ * ———
x x

Tedy (10) plyne z (8) a (9) podle vét A, B ¢&ldnku 7.

XI. Funkce y =cosx je regulirni a jeji derivace v é&isle x
je rovna — sinx.

Tato véta plyne z X podle VIII, nebot [viz ulebnici pro II. tfidu]
cosx = sin(x + 3 @), cos(x + 37) = — sinx.

Cvileni.
76. Vypottéte derivaci funkce:a)y = 3x;b)y = — 4x;0)y = — 6;d)y = — 3x 4 2;
e) y=2—x% f) y = — 2x? + 3x — 5. Narysujte graf této funkce a sestrojte
tetnu v bod& [0; y,].

77. Na zikladg vysledku (3) v &linku 4 dokaZte, Ze derivace funkce y = — je y* = —x;‘:.
X

Rozhodnéte, v kterém oboru je tato derivace definovana. Je funkce y = i regulirni?
x

12
78. Narysujte graf funkce y = - a v bodech [3; 3,1, [~ 45 3], [x35 — 5] sestrojte
pomoci derivace dané funkce tefny.

79. Budi? dina funkce y = x%, kde 7 je pfirozené &islo. Jestlie pfedpoklidime, Ze
derivace této funkce je 3’ = nx"—1, dokaZte, Ze funkce y = x*+1 m4 derivaci
¥ = (n + 1)xn. [UZijte vysledku odst. VII textu, v némZ poloZite f(x) = x%,
g(x) = x. Provedte odtud dul az sprivnosti vzorce y’ = n - x*—1 matematickou
indukei, vite-li, e vzorec y’ = nx#—1 je sprévny pro n = 1.]

80. UZitim vysledku pfedchoziho cviteni doka’te sprivnost tohoto tvrzeni:

a) Funkce y = ax” (kde a je redlni konstanta a n pfirozené &islo) m4 derivaci
¥y =an-x"—1,

b) Funkce y = aox® + apx* 14+, . . + an_yx + an (kde ap # 0, a3, a3y « + -5
ay jsou redlné konstanty) m4 derivaciy’ =nagx* 14 n—1)ax* =2+ ...+ ap—1.
c) Obé dané funkce ze cviteni a), b), jakoZ i jejich derivace, jsou spojité pro
viechny reilné hodnoty nezivisle promé&nné. (Viz cvid. 75.)

81. Zobrazte funkci y = |2 — 1]|. Ve kterych bodech nem4 graf této funkce tetnu?
Pro kters x nemi tedy dani funkce derivaci? [Napiste derivaci pro ta x, pro n&
existuje.]

82, DokaZte spriavnost téchto tvrzeni:

a) BudiZ y = f(x) funkce, kterd je definovdna v urditém intervalu :x:'l <x<x
a kter4 m4 v tomto intervalu derivaci rovnu nule pro kazdé x. Potom platiy = konst.

[Podlepredpokladu;chmw 0 pro x; <a<x, a pro x;éa;'

x—>a *—4a
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je tedy ]——f ) — f@) ’ <k, kde k je libovolné malé Kladné &slo. Odtud plyne
. x—a

|f (x) —f(a)| < k|x — a, pFi &em? &islo vpravo lze volbou &isla % uginit libovolné

malé. Je tedy f(x) = f(a).]

b) JestliZe o funkci y = f (x) v &isle a plati f'(a) > 0, potom je funkce v &isle a

rostouci, t. j. d4 se najit urlity, tfcba sebemensi, interval nezivisle prom&nné x,

do néhoZ patii &islo a, pfi emZ je v tomto intervalu dani funkce rostouci. [Je

lim Lt (SN > 0; proto pro viechna x, pro n& plati 0 <|x —a|<<l,kdel

x>a *—a

je ur&ité malé kladné &slo, m4 &itatel zdomku 72 — /@ stejné znaménko jako
xX—a

jeho jmenovatel. Pro x < a je tedy f(x) < f(a), pro x > a je f(x) > f(a).]
c) Vyslovte podobnou vétu jako ve cvileni b), jestliZe o funkci y = f(x) plati,
Ze f'(a) < 0. Definujte funkci klesajici v &isle a.

83. Uzitim vysledkti pfedchoziho cviteni 82 telte tilohy:
a) Funkce y = mx + n je pfi m > 0 rostouci a pfi m < 0 klesajici.
b) Funkce y = x? je pro x > 0 rostouci a pro x < 0 klesajici.

1
c) Funkce y = — je Kklesajici v intervalu 0 > x i v intervalu x > 0, pfi &em2
x
pro x = 0 neni definovdna, (Viz cvieni 77.)
b b
d) Funkcey = ax? + bx 4+ cjepfia > 0 prox > —Z—arostouci'aprox< ~ %

Kklesajici. Jak je tomu pfi a < 0?

€) Funkce y = %%, kde 7 je pfirozené &islo, je pro x > 0 rostouci a pro x <0
rostouci pfi lichém a Kklesajici pfi sudém n.

f) Funkcey = sinx je vintervalu — 37 < x < jmrostouciavintervalu 37 < x <
< %n klesajici. Jak je tomu s funkci ¥ = cos x?

9. Fysikiilni vyznam derivace.

V pfedchizejicim &4inku jsme zavedli pojem derivace jednak aritmeticky:
f(x)—f(a) -
m I\
x—a

3

. f'la)y =1

x—>a
jednak geometricky: derivace f’ v &isle a je smérnice tedny grafu funkce v bodé
[a; f(a)]. Pojem derivace se d4 zavésti také fysikdlng. Za tim Gi¢elem zkoumejme
pfimodary pohyb bodu. Nezivisle prom&nnou je tu &as, ktery, jak ve fysice
zvykem, oznad&ime ¢ (tedy ¢ stoji nyni misto x). Zivisle proménnou je soufadnice
pohybujiciho se bodu na pifimce, kterou oznalime s. Je tedy proménni s
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funkci proménné ¢:
s = f(e). (¢))]

UvaZujme nyni dva ¢asové okamZiky ¢ = ¢,, ¢ = ¢,. Pfislu$né polohy pohybuji-
ciho se bodu jsou s=s =f(t;), s ==, =f(f;). Pro urcitost budiz tfeba
t; > t;. Od okamzZiku ¢, do okamZiku £, uplyne doba ¢, — ¢; a za tu dobu
urazi pohybujici se bod drihu rovnou &islu |s, — s,|. Ve fysice pfihliZime viak
také ke smyslu pohybu a s ohledem na smysl pravime, Ze dréha pohybujiciho se
bodu od okamzZiku ¢ = ¢; do okamZiku ¢ = ¢, je rovna relativnimu &islu s, — s,
které tedy muZe byti kladné nebo zdporné a miiZe také byti rovno nule. Podil

So — 8§
e @
t. j. podil draha : doba,

ve kterém se prihliZi také ke smyslu drihy, nazyvi se primé&rnd rychlost
pohybujiciho se bodu za dobu od okamZiku ¢ = ¢, do okamZiku¢ = z,. Pfi tom
jsme prozatim predpoklidali, Ze ¢, > ¢;. Tento pfedpoklad neni podstatny,
nebot vyraz (2) zstivd beze zmény, vyménime-li ¢, ¢, mezi sebou, pfi CemZ
oviem musime zdroverl vyménit mezi sebou také C&isla s, s,. Podstatny je
pouze predpoklad, Ze oba Casové okamZiky #;, f, jsou navzijem rizné; jinak
by vyraz (1) nemél smyslu.

Nyni pfedpoklddejme, Ze jeden z obou ¢asovych okamZikui ¢, £, pro
urditost to budiZ okamZik #;, byl pevné zvolen, kdeZto druhy z nich zistivd
libovolny a proto jej neoznacime £,, nybrZ ¢ bez indexu. Zirovei oviem misto
s, napieme s neboli f{¢) a jeito s, = f(¢;), pramérnd rychlost za dobu od
okamZiku #, do okamZiku ¢ (je-li # > #,) nebo za dobu od okamZiku ¢ do oka-
mZiku ¢, (je-li < t,) je dina podilem

f@®—f#)
'——t'?tl—. 3

JestliZze studujeme pohyb bodu péuze na zdkladé zkuSenosti, znime funkci f
pouze pfibliZzné a o podilu (3) nemiiZeme wibec nic Fici, jsou-li si oba Casové
okamZiky ¢, ¢, pfili§ blizké. Nebot potom je &islo | —#,| velmi malé a sebe
men$i chyba v hodnoté f(#) zplsobi obrovskou chybu v podilu (3). Dalsi
disledky jsou moZné pouze tehdy, ulinime-li néjaky matematicky pfed-
poklad o presném tvaru funkce f. ProtoZe viecka skutetnd méfeni jsou pouze
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pfibliZnd, nelze Zidny matematicky pfedpoklad tohoto druhu odtvodnit pouze
na zdkladé zkuSenosti. Ve skutecnosti pfi studiu jednoho uréitého fysikilniho
zjevu je vidy moZné k vysvétleni jeho vlastnosti podat nekoneéné mnoho
matematickych formulaci. Jestlize v3ak si vybereme jednu z moznych formu-
laci, ddvd matematika moZnost, utiniti velkou fadu dusledklt z predpokladu
spravnosti vybrané formulace a z téchto dusledkd vybirdme takové, které
muZeme experimentdlné (pokusn€) kontrolovat. V daném pfipadé studia
pohybu bodu na pfimce se ukdzal nesmirné cennym predpoklad, Ze pohyb
bodu se dd vyjadfit pomoci matematicky jednoduché funkce f, kterd md tu
vlastnost, Ze podil (3) m4 urcitou limitu pro ¢#—¢,. Tato limita je derivace
funkce f v &isle ¢, a ve fysice se nazyvd okamZitd rychlost pohybujiciho se
bodu, zpravidla kritce rychlost, protoZe okamZiti rychlost je mnohem
dilezit€j$i neZ primérnd rychlost, ackoli na pouhém zdklad€ zkuSenosti lze
urtit pouze pramérnou rychlost, kdeZto sim pojem okamZité rychlosti vyZaduje
ke své samotné formulaci matematickych pfedpokladd, jejichZz spravnost
plyne teprve ze spravnosti zkuSenosti kontrolovatelnych disledki ucinénych
predpokladd.

Nejjednodusii je pfipad t. zv. rovhomérného pohybu bodu na pfimce.
Je to ten pfipad, ve kterém funkce f je linedrni celistvd funkce. Derivace
funkce f, tedy okamZit4 rychlost, je v tomto pfipadé konstantni. Tato konstanta
se ve fysice oznaluje pismenem c. Tedy u rovnomé&rného pohybu jest

ft)=ct+g C))
kde také g je konstanta. Znidme-li rychlost ¢, miZeme ur¢it konstantu g, jestlize

znime pro jeden Casovy okamZik ¢ = ¢, pfisluSnou hodnotu s, funkce s = f ().

P .
otom jest s =ct, + ¢,

z CehoZ vypolteme g = s, — ct; a dosadime-li do (4), dostaneme zikladni
vzorec pro rovnomérny pohyb na pfimce:
. s=s5+c({t—t). (5)
Jestlize f neni linedrni celistvd funkce, pak rychlost neni konstantni
a ve fysice se oznauje pismenem v. Jest obecné

v =f(8). (6)
Nejdulezitej$i je ten pripad, Ze s = f(t) je kvadratickd celistvd funkce:
s=at® 4+ bt + ¢, @)
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kde a, b, ¢ jsou konstanty. Pro rychlost v plati (6), takZe podle III ve &linku 8
jest v = 2at + b. )

Pfi nerovnomérném pohybu je rychlost v, stejné jako drdha s, funkci
Casu t [viz (6)] a midZeme pro rychlost opakovat dvahu vy$e provedenou
o draze. Pro dva rizné Casové okamZiky ¢ =t,, t =¢,, jimZ pfislusi rychlosti
9 = vy, ¥ = 7,, utvofime podil

U — 7

t,—t’ _ ©)

ktery vyjadfuje prudkost zmény rychlosti pfi zmé&né &asu, stejné jako priimérni
rychlost (2) vyjadfovala prudkost zmény dréhy pfi zméné Casu. Opét pfed-
poklidime, Ze Casovy okamZik ¢ = ¢, byl pevné zvolen a Ze druhy &asovy
okamZik je libovolny, proteZ misto (9) piSeme

fO=1 10

t—t, .

Nesmirn& ufitetnym se pro fysiku ukazal matematicky pfedpoklad, Ze podil
(10) m4 uréitou limitu pro ¢ = ¢,. Tato limita se nazjvi zrychleni pohybu.
Pojem zrychleni vede k fysikdlnimu pojmu sily, ktery po staleti byl zdkladnim
fysikdlnim pojmem. V pfipad€ (7) je zrychleni rovné derivaci funkce (8),
t. §. [viz &lanek 8, II] zrychleni je rovné konstanté 2a. Jestlize tuto konstantu
oznatime g [tak se dé&je ve fysice pfi pohybu bodu po (obecné §ikmé) pfimce
v disledku pfitaZlivosti zemské], miéme pro drihu podle (7) vzorec

s=3gt2+ bt +c,
kde b, ¢ jsou konstanty. Pro rychlost mime potom pbdle (8) vzorec
v=gt+b.

Konstanty b, ¢ uréime, jestlize pro jeden &asovy okamZik ¢ = ¢, znime pfi-
slu$né hodnoty s =s;, v = v;. Potom jest ‘

81 = ‘%'gtzl + btl + Cy
U =gt1 + bs

tedy b= bl —&hs
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c =15 — ‘;'gtzx —(nn—gth)ty =
=8+ %gt21 — ity

z CehoZ plyne po snadné Gpravé

=78 — )+ (t— 1)+,
7)=g(t—"' t1)+vl-
JeZto zrychleni je konstantni, nazyvi se tento pohyb rovnom&rné zrychleny.

Vedle rovnhomérné zrychleného pohybu mé pro fysiku zikladni vyznam
harmonicky pohyb, pfi kterém je

s = A sin(wt + &), (11)

kde A4, w, ¢ jsou konstanty a jest A > 0, w > 0. Rychlost dostaneme z (11)
derivovinim; podle vét VI, VIII, IX a X ¢&ldnku 8 najdeme

9 = Aw cos (o0t + &). (12)

Dal§im derivovinim dostaneme zrychleni, které oznatime a. Podle vét VI,
VIII, IX a XI ¢ldnku 8 najdeme

a = — Aw?sin (wt + &)

neboli = — . (13)

Jeito sin(x + 27) = sinx, plyne z (11), Ze hodnota s je tiZ v Zasovém oka-
mZiku ¢ jako v ¢asovém okamZiku ¢ 4 T, kde .

je perioda harmonického pohybu. JeZto viecky hodnoty funkce sinus jsou
v intervalu — 1 < x < 1, jsou viecky hodnoty svintervalu — A S s< A4
tislo 4 je amphtuda harmonického pohybu.

Cvideni.

84. Téleso o hmoté M = 3 kg se pohybuje v pfimce podle rovnice s =1 + ¢ + 23,
kde s je ud4dno v cm, ¢ ve vtei‘méch Stanovte velikost kinetické energie (2-M v®)
télesa na koncx pété vtermy od . potdtku pohybu. ) ) _

85, Vlak:se rozjizdi ze ‘stanice pohybcm vy;idfanjm rovmd s= at’ + bt +capo
uplynutf jedné minuty doséhne‘,rychlosn_w _km/hod Jak velikou vzdilenost ujede,
nez dosihne této rychlosti? Jaké je zrychleni. pohybu?
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86.

87,

88,

90

91.

92.

93.
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Téleso sjede po naklonéné roviné 50 m dlouhé za 10 vtefin. Pfedpoklidime-li,
Ze draha je kvadraticka funkce €asu a Ze polite¢ni rychlost télesa je rovna nule,
jaka je jeho kone&ni rychlost?
Rychlik jedouci rychlosti 90 km/hod. ma zabrzditi tak, aby se zastavil na vzdilenost
1 km. a) Po jaké dobé se zastavi? b) Stanovte jeho rychlost vzdy po 10 vtefinich
od okamziku, kdy byly utaZeny brzdy.
Téleso vrzené svisle vzhiru (ve vakuu a pfi malych rychlostech i ve vzduchu)
se pohybuje podle rovnice 1.2
s =ct — 5gt%
kde ¢ je &as, s driha, ¢ danid politeni rychlost a g == 9,81 m/sec? je gravitaéni
zrychleni.
a) Ur&ete rychlost télesa v Zase t.
b) V kterém okamZiku a v které poloze je rychlost télesa rovna nule? Jaky to mi
fysikdlni vyznam? ’
¢) S jakou rychlosti a v kterém okamzZiku dopadne téleso zpét do mista, z néhoZ
bylo vrZeno?
d) Propoltéte pro ¢ = 40 m/sec.

Pohyb télesa vrZeného Sikmo danou rychlosti ¢ pod vySkovym uhlem a, méfenym
od vodorovné roviny, lzc rozloZiti ve dvé sloZky: jedna z nich — vodorovni —
je rovhomérny pohyb s rychlosti ccosa, druhd z nich — svisld — je svisly vrh
s potitetni rychlosti c¢sina (viz cviteni 88).
a) Dokazte, Ze kfivka, kterou téleso opisuje, md rovnici
gx*

y==zga 2c%costa
b) V jaké vzdalenosti od potitku dopadne téleso zpét na zem? Kdy je tato vzdile-
nost nejvét$i (pii dané politedni rychlosti ¢)? Jaki je tato nejvétsi vzdalenost?
©) Rychlost télesa se vypodte vektorovym seitenim rychlosti obou sloZek. Stanovte,
jak zdvisi rychlost télesa na ¢ase. V kterém okamziku je tato rychlost nejmensi?
Jaky to ma fysikdlni vyznam?
Kolo setrvalniku rozbihi se tak, Ze uhel otoleni je umérny &tverci Casu. Prvni
ototka trvala 8 vtefin. Urgete hlovou rychlost po 32 vtefinich od po&4tku pohybu.
Dokazte, Ze pfi pohybu harmonickém
a) rychlost je nejvétsi, kdyZ je vychylka rovna nule a rychlost je rovnd nule, kdyz je
vychylka nejvétsi;
b) zrychleni je pfimo amérné vychylce, 1i§i se vSak od ni znamenim.
Pohyb harmonicky je dan rovnici s = A sin (w¢ + &), kde ¢ je méfeno ve vtefinich.
Kolik kmitti za vtefinu téleso vykond? (Kmit je pohyb z jedné krajni polohy
do druhé krajni a zpét.)
Laditka koni 435 kmit za vtefinu (komorni a), pfi femZ koncovy bod ramene
ladiky se vychyluje o 1 mm od rovnoviZné polohy. Jakou rychlosti probihi
tento bod rovnovidZnou polohou?



94. Harmonicky pohyb déje se tak, Ze t&leso vykoni » kmitii za vtefinu a v okamZiku
t =1, je poloha t&lesa dina vztahem s = 0 a jeho rychlost je v = v, Stanovte
rovnici tohoto pohybu, jeho rychlost a zrychleni.

95, a) Promitneme-li rovhomérny pohyb kruhovy s thlovou rychlosti w pravothle
do nékterého priméru kruhové drihy, dostaneme pohyb harmonicky. DokaZte.
b) Je tedy moZno rovnomérny pohyb kruhovy kolem politku dostati sloZenim
dvou navzijem kolmych pohybu harmonickych, z nichZ jeden dé&je se v ose x
a druhy v ose y. Napiste rovnice téchto dvou sloZek, z nichZ vzniki rovnomérny
pohyb kruhovy, jestlize pohybujici se bod se otd¢f kolem potitku v kladném smyslu
s uhlovou rychlosti w tak, %e v okamZiku ¢ = 0 m4 soufadnice xg, yq.
©) SloZenim rychlosti obou sloZek, dostaneme rychlost vysledného rovhomérného
pohybu kruhového. Provedte to.

10. Elipsa.

Zvolme dvé& kladni &isla a, b, Budeme zkoumat kfivku, kterd se sklidi

ze viech bodid [x; y], pro které je splnéna rovnice
x2 2
sttt @

JestliZe a = b, Ize rovnici (1) psiti ve tvaru x2 4 y? = @?; proto kfivka uréend
rovnici (1) v tomto pfipad€ je kruZnice opsani kolem pocatku s polomérem a.
JestliZe a 5 b, potom kfivka urdens rovnici (1) se jmenuje elipsa. Pfi studiu
elipsy budeme obycejné pfedpoklidati, Ze a > b; toto omezeni se tykd pouze
volby soustavy soufadnic, nebot pfipad a << b se lisi od pfipadu a > b pouhou
vyménou os soufadnic. Ostatné omezeni a > b je nepodstatné také proto,
Ze vétiina naSich fivah bude stejna pro viecky tfi mozné ptipady @ = b, a > b,
a<<b.

Z rovnice (1) je patrné, Ze ziroveii s bodem [x; y] leZi na elipse o rovnici
(1) bod [— x; — y] a také oba body [x; —y], [— x; y]. Z toho soudime jednak,
Ze potitek P je stfed soumérnosti kiivky ; nazyvime jej proto stiedem elipsy;
dile soudime, %e ob& osy soufadnic jsou osami soumé&rnosti elipsy; csa x se
jmenuje hlavni osa, osa y vedlejsi osa elipsy. Kazd4 osa protne elipsu ve dvou
bodech; hlavni osa v bodech [a; 0], [— a3 0], které maji od stfedu elipsy vzdi-
lenost @ a jmenuji se hlavni vrcholy elipsy; vedlej$i osa v bodech [0; &],
[0; — b], které maji od stfedu elipsy vzdilenost b a jmenuji se vedlejsi
vrcholy elipsy. Cislo a se jmenuje hlavni poloosa, &slo b vedlej$i polo-
osa elipsy (kde b <a).
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xz
JestliZe | x| > a, jest x2>¢3, = 1 a nelze uréit redlné &slo y tak,

aby platilo (1). JestliZe v3ak ¢&islo x je v intervalu — ¢ < x < q, lze nalézti y
tak, aby platilo (1); k tomu je tfeba poloZiti budto

i noty y splynou. Vzhledem k soumér-

nosti elipsy podle obou os stadi pfi

. zkoumdni tvar elipsy (obr. 21) zkou-

' mati pouze funkci (2) v intervalu

Obr. 21. 0= x= a; pfi tom kdyZ x? se zvét-

$uje, a* — x® se zmen$uje a proto

také y se zmen3uje, t. j. funkce (2) klesd v intervalu 0 < x < a. Pro kaZdé x

z intervalu — @ < x < @ mime na elipse dva body A4,;, 4, (obr. 21), jejichZ
prvé soufadnice je rovna zvolenému d&islu x; druhd soufadnice je rovna

2=

O vnitinich bodech useéky A, A, pravime, Ze lezi uvnit# elipsy, pro tyto
body je B
ly] < -l/a! x’, ¥? < 5 (@® — x7),

y - y=-§-l/a_=—x! @)
A nebo - b
; xprox:aapr0x=-—a0béh0d-
|

//

yﬂ x2
T

Obricené kaZdy bod, pro ktery je

x? 2
;;+35<l.

x’ yz
ZteE<b @
lexf uvnitf elipsy. Nebot ze (4) neiprve vychézi ie
xa
-—<l, x’<a lxl <a,--a<x<a,
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a potom snadno spolteme, Ze

b,
|»]| <;Va2— x2.

O téch bodech, které neleZi ani na elipse, ani uvnitf elipsy, pravime, Ze leZi
‘ vng elipsy; pro tyto body je

-
-

P
;2+§>1.

VyloZime si methodu, jak snadno
narysovat libovolny pocet bodu elipsy.
Kolem po¢itku vedme (obr. 22) kruz-
nici k2, s polomérem a a kruZnici %,
s polomérem b. Zvolme libovolné bod
A;=[x3y,] na kruinici k,, takZe
x% + % = a% JestliZe ¢ probihi inter-
val 0= ¢=<1, jest [viz ulebnici pro
III. tfidu str. 108],

X=1x;, y=1)

parametrické vyjidfeni GseCky PA,. Volime-li £ = —, dostaneme bod A,=
= [x35 ¥,], kde

b
xz=;'x1, y2=';y1;
jest
b
x? + 3% ___(xz +y1)—'_ - a? = b?

takZe bod A, leZi na kruZnici k,. PoloZme nyni x = x,, y = y,. Pak jest

v ¥ _ ¥

Y=a BT
tedy 2 ¥y _x21 R e B o 1
aT T ataT g b

t.j. bod 4= [x; y] leZ na elipé_e. Protoze 6ba' body-'A, A; maji touZ prvou -
soufadnici, je pfimka 44, rovnob&ini s osou y; podobné pfimka A4, je
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rovnob&Znd s osou x. Tedy bod A elipsy dostaneme jako prisetik vodorovné
pfimky vedené bodem A, se svislou pfimkou vedenou bodem A;. Timto
zpusobem snadno narysujeme tolik bodl elipsy, Ze celkovy prubéh kfivky je
patrny. Pfi skutetném provedeni konstrukce uZijeme také soumérnosti podle
obou os.

~ Vime jiZ, Ze kaZda osa protne elipsu ve dvou bodech. Totéz plati o které-
koli jiné pfimce jdouci potitkem. Rovnice takové piimky je

y=kx, (12)

kde % £ 0. Soufadnice prisecikd vyhovuji obéma rovnicim (1) a (12). Jestlize
ze (12) dosadime za y do (1), vyjde snadno

. .
=t Vprer

a ke.kaidému z obou x urfime y z rovnice (12).

Zvolme si na hlavni ose libovolny bod [e; 0] a pocitejme vzdélenost libo-
volného bodu elipsy [x; ¥] od tohoto bodu. Pro kterykoli bod elipsy plati
rovnice (1), z ni% vypocteme

x2
y2 — bZ (1 bt ;2),

Je tedy
bz
(x—eff+yt=at—2ex+ &+ — 2l =

a? — b?

x2—2ex e+ b

aZ
Volime-li e tak, Ze
b+ e =a?, (13)

coZ je moZné, jeito 0 < b < q, tedy b% < a?; vyjde

(x—eR+3y2= (%‘)2—- 2ex 4 a®
neboli
(x—eP+3*= (a - %c)a. (19



Ze (13) plyne |e| <a; mimo to, jeto bod [x; ] lezi na elipse, jest |x|<a.
x
Proto je |ex| < a2 I%I <a a dslo a —Ef je kladné, takZe
V(x_e)Z +y2 =a—£'f.
a

Bod [e; 0] se jmenuje ohnisko elipsy. ProtoZe ze (13) Ize urtit e dvojim zptso-
bem, ma elipsa dvé ohniska. Je zvykem znalit e kladné ¢islo vyhovujici rovnici

(13). Potom jsou  p o6, Fy=[— e 0]

ohniska elipsy; pro vzdilenosti libovolného bodu elipsy X = [x; y] od ohnisek
méme vzorce - ex

T ex
F1X=a—-;, F2X=a+;,

ze kterych plyne F:)_( I F? — 2. (15)

Tedy soutet vzdilenosti bodu na elipse od obou ohnisek je konstanta
rovna 2a. Obrdcené kazdy bod X = [x; y], pro ktery plati (15), leZi na elipse.

Nebot F—_IXZ =(r—e?+y>=22—2ex + e+ 3%
Fjﬁ=(x+e)2_+y2=x2—|—2ex+e2+y2,

tedy F,X: —F X2 =4ex.

Aviak FX: — FX: =(FX + FX)- FX — FX), (16)

takZze podle (15) a (16) je
FX—-FX=

Z (15) a (17) plyne dile:
FX=)oc+et+y =a +£’—c,

242
tedy (x+e?+3* —-a“‘+2ex+—e¥:f,

2ex
= a7

ex?
2®4et+y*=at 2

(a® — %) x* + a%*® = (a® — ¢%) - a?
a z toho podle (13) vyjde (1).
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Cislo e se jmenuje vystfednost elipsy (latinsky excentricita, proto se
voli pismeno e).

Cvideni.

96. Uriete velikosti poloos elipsy o rovnici 64x? + 81y% = 625 a rozhodnéte o poloze
bodit M= [2% ; l%], N =[2,4; 1,6], L =[3; 2] vzhledem k elipse.
97. Napiste rovnici elipsy, kterdA mi osy x, y soufadnic za osy soumérnosti, kdyZ je
déno:
a) a =20; e = 16;
b) e =2 a bod M= [1; 2)/10] elipsy;
c) body M = [3; 3,2], N = [4; 2,4] elipsy; které vztahy musi platit mezi sou-
fadnicemi bodi M, N, mi-li mit Gloha feSeni?
98, UZitim ohniskovych vlastnosti narysujte elipsu o rovnici:
a) 16x2 + 25y% = 400; b) 9x% 4+ 16y% = 576.
Zvlasté sestrojte bod X, o némZ plati F:)_{ = 4, kde F; = [— e; 0] je ohnisko

elipsy.
' PR
99. DokaZte, %¢ bod A ==[acos¢; bsing] leZf na elipse o rovmcx -+ i =1;
tim dospivime k parametrickému vyjadfeni elipsy: x = acosq), = bsing.

Z obr. 22 snadno dokiZete, Ze parametr ¢ je smérovy thel polopfimky PA,4,.
a) Pro které hodnoty parametru ¢ dospivime k témuZ bodu elipsy?
b) DokaZte, Ze je-li [x,; ¥,] bodem nali elipsy, potom mu pfislusi jedind hodnota

parametru 0 £ ¢ < 27, (Urdete bod ¥ = [xo; JZ’] o ném? jist& plati P¥ = 1.)
a

c) Jak zni parametrickd vyjidfeni kruZnic k;, k, z obr. 22?
d) Urlete velikost parametrii ¢ pfisluinych k vrcholim elipsy.

100. Usedka XY je bodem A rozdélena ve dv& sti tak, e XM = b, YM = a. Usetka
je umisténa tak, Ze bod X je bodem kladné &4sti osy x a bod Y bodem kladné &isti
osy y (v&etné potitku P soufadnic); dokaZte, Ze pfi riznych polohich bodu X, Y
opife bod M = [x; y] usetky XY elipticky oblouk. [UvaZujte A XYP, pokud
existuje, a oznatte ¢ = < PXY (ve dvou polohich Gsetky XY trojihelnik XYP.
neexistuje); pak uZijte vysledku cviteni 99.]

101, Vysledku pfedchoziho cviteni 100 uZijte ke konstrukci druhé poloosy elipsy,
ktera je ddna polohou x, ¥ svych os, jednou poloosou a nebo b a bodem M elipsy.
Kdy m4 tuloha fefeni?

102, Budit dén bod M = [x; 5]; uvaiujte body M= =[x =% ¥ =-§y], M=
b .
=x"=—x335"= y] Dokaite

a 3

. x2
a) Kdyi ‘M je bodem ehpsy o rovnici — +‘Y— =1, potorn bod M' )e bodem
kruimce o rovnici x’ + y’ = a8, kdeito bod M" je bodem kruimce o x'ovmc
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x% + y*=d% b) KdyZ M je bodem pfimky r o rovnici mx 4+ ny + p = 0,
potom bod M’ je bodem urlité pfimky ' a bod M” je bodem urdité piimky r”.
NapiSte rovnice pfimek r’, r”/ a vySetfete jaky je vztah mezi dvojici piimek
r, ' nebo r, r”’.

e) Uzitim vysledku cvieni a), b) feSte dvojim zplisobem tlohu: Vysetfte gra-
ficky priuse&iky piimky r s elipsou.

103. Dokazte, Ze vnitfek elipsy nebo vnitiek elipsy i s body elipsy je konvexni ttvar.
[BudteZ X, = [x,; 3], X3 = [x3; ;] dva body roviny, které nelezi vné elipsy.
Potom viechny vnitini body X = [x; y] usetky XX, leZi uvnitf elipsy. Para-
metrické vyjadfeni vnitfku tselky X;X, upravte takto: x = x; (1 — 1) + x,¢ atd.
pro 0 <z < 1. Nejprve uvaite pfipad, ze X; == X, jsou body elipsy. Tu je
b%(xy + ex,)? + a%(y; + &91)* — a®%2 20 (kde &=+ 1); rovnost plati pro
Xg = —Xp Yg = — Dy

11. Hyperbola.

Zvolme opét dvé Kladni &sla a, b. Budeme zkoumat kfivku, kteri se

sklidd ze vSech bodd [x; y], pro které je splnéna rovnice

x2 y2

i M
Tato kfivka se jmenuje hyperbola. Je to opét kiivka soumérné podle sttedu P
a podle osy x i osy y. Bod P je stfed hyperboly, osa x je jeji hlavni osa,
osa y je vedlej$i osa. Cislo a se zase jmenuje hlavni poloosa, &slo b je
vedlejsi poloosa. U hyperboly meni tfeba rozezndvat pfipady a = b, a > b,
a < b. Hlavni osa protne hyperbolu ve dvou bodech [a; 0], [— a; 0], které
se jmenuji vrcholy hyperboly. Vedlej$i osa hyperbolu neprotne.

Je zfejmé, Ze také kfivka danid rovnici
—=+5=1 )

je hyperbola, pro kterou viak je osa x vedlejii osou, osa y hlavni osou. Ob&
hyperboly jsou navzijem sdruZené. Stali oviem, budeme-li zkoumat hyper-
bolu danou rovnici (1).
Rovnice (1) se d4 psiti ve tvaru
xZ y2
a=mth

kde pravd strana nemiZe byt1 mendi neZ 1. Proto jestliZe || < a, nemiZe
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2
takovému x odpovidat Zidny bod hyperboly, nebot pro takové x je % <L

Body hyperboly dostaneme tedy pouze pro |x| = a. To dévd dv& moZnosti:
jednak x = a, jednak x =< — a. Proto hyperbola se skiidda ze dvou od sebe
oddélenych &sti, které se jmenuji vétve hyperboly. KaZzdd z obou vétvi je
soumérnym obrazem druhé podle vedlej§i osy. Proto stali zkoumat tvar té
vétve, na které je x = a. Pro kazdé x = a lze nalézti y tak, aby platilo (1);
k tomu je tfeba polozit budto

y=c|x@—a )
nebo y=—c¢ Vx—__—z —, 3)
pfi ¢emZ (zde i v dal$im) b .

¢ = e c >0. O]

Zkoumani vétev se sklddd ze dvou &isti navzijem soumérnych podle hlavni
osy. Budeme zkoumati horni &ist (obr. 23), kterd je dina funkci (2) pro
x = a. Tato Cist polind ve vr-

/ cholu [2;0] a jinak je na ni

y / >0. Z (2) je patrné, e zvét-
/ $ime-li x, zvétSuje se také y, t. j.

funkce (2) roste v intervalu x = a.

Dile ve (2) pro viecka x = a je

sz —az <ux,
X takZe y < cx, t. j. zkoumand &4st
P hyperboly leZi pod pfimkou, jejiz

rovnice je y=ex. (5)

Obr. 23. Jestlize x se zvétduje, pfiblizuje

se hyperbola vic a vice pfimce
(5), t. j. je-li [x; ] bod na hyperbole (x> a, y > 0) a je-li [x; y*] piisluSny
bod pfimky (5), je stile y* > y neboli y* — y > 0, ale pfi velmi velkém y
je &islo y* — y velmi malé. Nebot

y‘_—'—Cx, y:cha__aZ,

tedy (*)? — »* = c%a? 6"

6.



Jeito O =y*=0*+23) O0* —2),
c’a?

¥ +y

ProtoZe Cisla c?a?, y*, y jsou kladni, je

2

2
»* —y<c;—i- neboli y‘—y<i::—,

coZ Cislo je velmi malé, je-li x velmi veliké.

x

7

Obr. 24. Obr. 25.

Celkovy prubéh hyperboly je naznaten siln€ vytaZenou &arou v obr. 24.

jsou asymptoty hyperboly; vyznam slova asymptota jsme si objasnili jiZ
ve Clinku 4.

Ob¢ asymptoty tvofi ¢tyfi thly, z nichZ dva maji osu v hlavni ose hyper-
boly, drubé dva ve vedlejsi ose.. KaZd4 z obou vétvi leZi uvnitf jednoho z t&ch
dvou thld, jejich osy jsou v hlavni ose; do ostatnich dvou whld hyperbola
vitbec nevnikne. TytéZ asymptoty mi i sdrufena hyperbola (1) (vy&rkovan4
v obr. 24), kterd leZi uvnitf téch dvou uhld, do kterych nevnika hyperbola (1).

Pro ka?dé &slo x z intervalu x > g nebo x < — a méme na hyperbole
dva body A4,, 4, (obr. 25), jejichZ prvd soufadnice je rovna, zvolenému
Cislu x; druhd soufadnice je rovna

V:I: % ]/x2 — a2



O vnitinich bodech tsecky 4,4, pravime, Ze leZi uvnité hyperboly; pro
tyto body je '

b, b
|»] <—an2 — a2, y2<;5 (x? — a?),

y2 x2 x2 y2
B a b ISaT
. xz 2
neboli == Jbiz > 1. )

Obrécené, kazdy bod, pro ktery plati (7), leZi uvnit hyperboly. Nebot plati-li
2

(7), je Um spise %2>1 a proto ig

2>ad, |x|>a
t. j. budto x>a nebo x<—a
a potom snadno spoiteme, Ze

|y <-l'11/::c2 —a.

a
O t&ch bodech, které neleZi ani na hyperbole ani uvnitf hyperboly, pravime,
Ze lezi vn& hyperboly; pro tyto body je
xZ y2

Vime, Ze hlavni osa protne hyperbolu ve dvou bodech a %e vedlejdi osa
hyperbolu neprotne. Budiz
y=kx ®

rovnice kterékoli jiné pfimky prochézejici bodem P. Abychom nasli prisediky,
mime fesit soustavu rovnic (1), (9). Dosadime-li za y z (9) do (1), vyjde po
snadné dpravé 2 (B — o) = g%

neboli podle (4) 2 (e — B = at, (10)
Je-li |k| > ¢, je x®(c®* — k*) =< O pro viecka x a tedy rovnici nelze vyhovéti;

podobn& v pfipadé |k| = c. Naproti tomu pro |%| < ¢ m4 rovnice (10) dva
kofeny

2 — k2

a
x=:!:~V
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a ke kaZzdému z obou x urlime y z (9). Tedy pfimka (9) prochizejici stfedem
hyperboly P protne hyperbolu pouze v tom pripadg, Ze |k| <, t. j. Ze lex
uvnitf téch Ghld urlenych asymptotami, uvnitf kterych leZi hyperbola.

Kterykoli bod [x; :y] v roviné mi od pfimky (5) vzdilenost

d= Iy — cxl
l/l + c?
[viz uCebnici pro IIIL. ti{du, str. 108, (5)] a od pfimky (6) vzdilenost
o |y +ex
Vl + ¢c2
Soucin obou vzdilenosti je sl —
1+4¢%
neboli podle (4) _layr— b
N
' 22 |x? x?
i dr =29 _|\X _X .
néboh a+b |a® b
JestliZe bod [x; y] leZi na hyperbole (1) nebo na sdruZené hyperbole (1),
jest 2 g
;é - 'I;a =1, (11)
takZe .
, a*h?

Tedy soudin vzddlenosti bodu na hyperbole od obou asymptot
a%b?
o Oy kter je pro dv& sdruZené hyperboly tdZ. Obricens,

plati-li (12), musi platit (11), t. j. bod [x;y] leZi na jedné ze dvou sdruzenych
hyperbol (1), (1'). A

Hyperbola, jeji% ob& asymptoty stojf na sob& kolmo, se jmenuje rovnooss
hyperbola; podminka pro rovnoosost tedy je kolmost obou piimek (5), (6)
se smérnicemi ¢, — ¢, zni tedy ¢ = 1 neboli a® = b* nebo téZ a = b, protoZe
ob¢ &isla a, b jsou kladni. U rovnoosé hyperboly miZeme soustavu soufadnic
volit tak, Ze osami soustavy soufadnic jsou ob& asymptoty. Vzdilenosti bodu

je konstanta
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[x; ¥] od obou asymptot jsou potom dény &sly |x|,|y| a jejich soutin |xy|
je roven konstant€ 4, kterd je oviem kladnd. Viecky hyperboly vyhovuji rovnici

|xy| = ks (13)
téZe rovnici vyhovuji také viecky body sdruZené hyperboly. Rovnici (13)
Ize vyhovéti dvojim zpisobem; budto tak, Ze y = g, nebo tak, Ze y = — —,

YR RE

KaZd4 z obou sdruZenych hyperbol je grafem jedné ze dvou funkci y =
h
y=-3 (viz &inek 4).

Také hyperbola m4 jako elipsa dv& ohniska. Zvolme opét na hlavni ose
bod [e; 0] a potitejme vzdilenost bodu hyperboly [x; ¥] od tohoto bodu. Pro
kaZzdy bod na hyperbole (1) jest

x2
poo(-)

b

takZe po (pravé

2 2
(x_e)z+y2=a_"lial’_xz—28x+ea—ba-
.Volime-h e tak, e B =e : (14
jest . s [ex 2 .
(x—e TY=\7"9)- (15)

Volime-li e kladné, mime vedle (15) jest& obdobny vztah, ve kterém misto

eje —e:

(x+e?+32= (f;-‘ + a)’. (15)

Pro kazdy bod na hyperbole je | x| =a; mimo to podle (14) je e > a, tak¥e
f;:f > a. Na jedné vétvi hyperboly je x>0, tedy = > g. Pro ka?dy bod X =
a

= [x; y] na této vétvi jest
}:—";('=ff_a, ﬁTX=.ei.c+a, - (i
a a
kde F,=[e; 0], F,=[— e; 0] jsou ohniska. Ze (16) plyne
FX-FX =1,
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na druhé vétvi je podobné
FX —FX =2a;

|FX — FX| =2a, an

t. j. absolutni hoduota rezdilu vzdilenosti bodu na hyperbole od obou
ohnisek je konstanta rovni 2a. TymZ postupem jako u elipsy se di
zjistit, Ze obrdcené kaidy bod X, pro ktery plati (17), leZi na hyperbole.

Cviteni.

na celé hyperbole je

1v4. Hyperbola m4 jednu osu v ose x, druhou v ose y; urete rovnici hyperboly, je-li
dino:

a) a = }I5 a bod M =[5; — 2] hyperboly; b) body M =[2)/7; — 3], N=
=[-17; —6)2] hyperboly;] | provedte diskusi a stanovte podminky, které musf
splitjovat soufadnice bodid M, N, m4i-li mit tiloha FeSeni.

105. Bod A’ = [x-c; y-c], kde ¢ 7% 0 je dani konstanta, je obrazem bodu A4’ = [x; ]
ve stejnolehlosti o stfedu P = [0; 0] a koeficientu stejnolehlosti ¢. Napiste ruw-
nici &ry R’, kterd je v této stejnolehlosti obrazem:

53 2
a) elipsy o rovnici -- +'1 =13
at b
X3y
b) hyperboly o rovnici i = 1; dokaZte, ¥¢ ob& hyperboly maji. spoledns
a

asymptoty.
x! 2

108. 4) Budiz M = [x; 5] bod byperboly o rovaici =, —%« = 1 (viz obr. 26). Dile

budtez 4, = [x; y*], 4y = [x; — y*] body na )ejich asymptotich a;, ag. Z vye
sledku (5) v textu na str. 63 plyne, %e M4, MA = b%; dokaite.

b) Uzitim pfedchoziho vy~
sledku sestrojte body na hy-
perbole, jsou-li diny jejiasym-~
ptoty a;, a3 a bod M (viz
obr. 26).

)

107, UZitim ohniskovych vlast- 7 8
nosti narysujte nékoiik bodd / | |

a asymptoty hyperboly o rov- -—— b{

nici 16x? — 9y% = 144. \ i

"

108, Urdete rovnici hyperboly,
kdyZ:
a) vzdilenost jejich ohnisek
je 10 kdyZy = 3x,y = — 3x
jsou rovnice jejich asymptot; Obr. 26.




b)y = 3§ x, y= — §x jsou rovnice jejich asymptot a kdy hyperbola prochazi
bodem M =[10; — 3} 3].
109, Urlete rovnici hyperboly, kterd prochizi bodem M = |- 5; 3] a s hyperbolou
o rovaici ¥* — y? = 8 m4 spoletni ohniska (t. zv. konfok4ln{ hyperboly).
110. Dan4 elipsa m4 rovnici 5x3 + 8y3 = 40. Urlete rovnici hyperboly, jejiz ohniska
F,, F, le%{ ve hlavnich vrcholech dané elipsy a jejiZ vrcholy G, Gy leZi v ohniskich
dané elipsy.
2
111, Budiz _;_c_; --'}-;- = 1 rovnice hyperboly o ohniscich F,;, F,;. Urtete takovy bod X

hyperboly, aby bylo: 8) F,X | FoX; b) F,X =2-FX.

112, Narysujte elipsu a hyperbolu, které maji spoleni dani ohniska F,, F, a které
prochizeji danym bodem M. Rozhodnéte, jak musite volit bod M.

X3 2

113. Jestlize v rovnici ——— + =>— =1 m4 redlné dslo k urditon hodnoty,
pfedstavuje rovnice elipsu nebo hyperbolu. Rozhodnéte, ve kterém intervalu
musf leZet islo &, aby tato rovnice byla rovnici a) elipsy, b) hyperboly a dokaZte,
%c viechny tyto kfivky maji spoletni ohniska.

114. Je-li w jeden ze &tyr dutych Ghhi asymptot hyperboly o poloosich a, b a vystfed-
nosti e, potom vztah (12) textu lze psit ve tvaru d-d’ e sin’w; dokate.

16. Bodem M hyperboly vedte rovnob&iky rlia;, rsllag k jejim asymptotim a,, ag;
oznatte X prisetik pfimek a;, ry a Y priseéik pfimek ay, r,. Dokaite, Ze velikost
obsahu rovnobéZnika PX MY, kde P je prisetik asymptot, je konstantni (obr. 27).
[UtZijte vztahu (12) textu a vysledku pfedchozfho cvieni 114.]

116. Pt oznaleni 2 pfedchoziho cviten! 115 plati, e MX - MY = konst.; urete
hodnotu této konstanty. Tento vysledek je vam jiZ

a .
znim z Givah o rovnici y = —; vysvétlete.
x

- 117, a) UZitim vysledku cviteni 115 sestrojte dal¥f
bod M’ hyperboly, kterd je urlena asymptotami
a;, a; a bodem M; body M, M’ leZi na téie
vétvi (obr. 27). )
b) Uréete bod M’ tak, aby PX’ = PY (obr. 27).
118. Napilte rovnici rovnoosé hyperboly, jejimi% asym-
ptotami jsou osy soufadnic a kterd prochizi
bodem:
Obr. 27. 8) [2; 51; b) [—35 21; ©) [%; %5 co platd
o &islech x5, yo?
119. Stanovte podminky pro &isla x,, ¥,, jestliZe bod V = [x,; y,] lei uvnitf:
8) pravé, a
b) levé vétve hyperboly o rovnici y = Y [Rozeznivejte a > 0, a < 0].
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120. Dokaite, Ze vnitfek vétve hyperboly o rovnici y = — 1c konvexn{ dtvar.
121, Utéete vzdéilenost 4 bodu P =1[0;0] od bodu M= [x, 5] hyperboly o rovnici

a
y=—
x

a) Urlete bod M tak, aby PAM = u, kde u je dané &slo. Provedte diskusi.
b) Utrlete bod M tak, sby veliko:t usetky PAf byla co nejmensf. [Je 42 =

(=g

12. Elipsa nebo hyperbola a piimka.

Jsou-li A, B dvé &sla riznd od nuly, znamend rovnice
- A4+ By =1

budto elipsu (po p¥pad& kruZnici), je-ii 4 >0, B> 0, pfi ‘emZ kruZnici
méme pro 4 = B, kdeZto pro 4 7= B mime elipsu s osami v osich soufadnic,
phi ¢emZ osa x je hlavn{ osou, je-li 4 << B, vedlej¥i osou, je-li 4> B. Je-li
z &sel A4, B jedno Kladné a druhé ziporné, znamen4 rovnice (1) hyperbolu
s osami v osdch soufadnic, pli &emZ osa x je hlavni osou, je-li 4 > 0, B <0,
vedlejii osou, je-li 4 < 0, B> 0. V pFipadé 4 < 0, B << 0 nelze rovnici (1)
vyhovéti redlnymi hodnotami &fsel 4, B; tento pHpad v ndsledujicim vylou-
Yme,

Probereme si strun& vipolet soufadnic prisesiki elipsy nebo hyperboly
¢ pHimkou, P#pad pfimky prechézejici potstkem jsme jiZ probrali v pfedchéd-
zejicich dvou ¢lancich, Jestlife pfimka neprochdzi politkem, lze 1e1i rovnici
rapsati ve tvaru

ux +oy=1, , (2)

p¥ Sem} aspoft jedno z obou &sel u, v je rizné od nuly, Urdenf prisekd
kiivky (1) s pfimkou (2) midZeme provésti tak, ¥e nejprve ze (2) vypotteme y:

1—ux
= ©)
¢ dosadime (3) do (1); po Gpravé dostaneme rovnici s nezndmou x:
(Ao® + But) 2 — 2 Bux + (B — o) = 0. 0
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KaZdému kofenu x rovnice (4) podle (3) odpovidé jeden prisedik [x; ¥]. Nebo
miZeme také nejprve ze (2) vypodisti x:
1—oy
u

x = (3)

a dosaditi (3') do (1); po tpravé dostaneme rovnici s neznimou y:

(A9? + Bu?) 32 — 24vy + (A — u?) = 0. @)

KaZdému Kkofenu y rovnice (4') podle (3") odpovidd jeden prisetik [x; y].
Prvého zplisobu muZeme uZiti, je-li © #% 0; druhého, je-li u 7% 0. ProtoZe
aspoii jedno z obou ¢&isel 4, v je rizné od nuly, déd se v kaZdém pfipadé uZiti
asponi jednoho z obou zpisobil.

Rovnice (4), (4) jsou kvadratické rovnice, jestliZe

Av? + Bu? £ 0. (5)

V pfipadé elipsy je 4 >0,B>0a podminka (5) je vZdy splnéna. Diskrimi-
nant D kvadratické rovnice (4) se d4 snadno upravit pa tvar:

2
D =4 AB» (“Z+%— 1), . (6)
diskriminant D’ rovnice (4') na tvar: ,
D' =4 ABu? (f +2_ 1) 6
A B ’ :

Z toho soudime snadno, Ze pro spoletné body pfimky (2) s elipsou {ncbo
kruZnici) (1) jsou moZné tyto tfi pfipady. Jestlize je

v | o

—4+—=—=1>0

Y + B >0, )]

m4 pfimka (2) s elipsou dva spolené body; takovi pfimka se jmenuje se¥na
elipsy. Jestlize je @ o o 5
—d——1%0, {8)
R: N

nemé pfimka (2) s elipsou Zidny spoleénfv bod; takovd pfimka se jmenuje
neseéna elipsy. JestliZe je

= +—=—1=0, %9
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méd pfimka (2) s elipsou jediny spoletny bod; takovd pfimka se jmenuje
tena elipsy a spole¢ny bod je jeji bod dotyku.

V piipadé hyperboly, pokud je splnéna nerovnost (5), rozdil proti elipse
je pouze v tom, Ze soutin A- B, ktery se vyskytuje v (6) a (6), je nyni ziporny,
tak¥e znament diskriminantu je opa¢né ne¥ znameni levé strany v (7), (8) a (9).

-Proto u hyperboly je {8) pfipad secny, (7) pfipad nesetny; pfipad telny
Zistiva (9).

U hyperboly mime viak je$t€ vyjimetny pfipad

Av* + Bu? =0. (10)
Pro uritost necht osa x je hlavni osou hyperboly; potom jest
1 1
A = ; ’ B = - zz-
a vyjime¢ny pfipad nastane, jestliZe
o? Ul . u_ b
pri T neboli o= + e

Avisk — = je smémice pHmky (2); tedy vyjimetny piipad nastane, jestlize

pfimka (2) je rovnob&ni s jednou z obou asymptot hyperboly. V tomto
piipad€ rovnice (4), (4’) jsou line4rni rovnice a maji jediny kofen. Tedy rovno-
b&ika s asymptotou (neprochézejici stfedem a tedy riizni od asymptoty)
mi s hyperbolou jediny spoletny bod; tyto rovnobéZky potitime mezi secny.
Plati pro né€ (10) neboli

17
— 4 —==0,
A+B

neboli 2 2
u 22 -
—+—=-1<0,
a7

coZ spadd pod pfipad (8), ktery u hyperboly znameni secnu.
Zastavme se je$té u pfipadu te¢ny, ve kterém plati (9). Te¢na m4 s kfivkou
(1) jediny spoletny bod, bod dotyku. Tento bod mé soufadnice

u o
Hn=" Y=g (1)
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Nebot z (11) plyne podle (9), Ze

ux, '*'qya=l’
t. j., %e bod [x,; ,] lei na teén& (2), a mimo to plyne z (9) a (11) déle, 3e
A2+ Byi=1,

t. j., Ze bod [x,; ¥,] leZi na kfivce (1). Podle (11) je # = Ax,, » = By, a tedy
rovnice (2) nabude tvaru

Axx, + Byye =1. (12)

Tim jsme dokézali: Elipsa nebo hyperbola m4 v kaZdém svém bodé& [x,; 3,]
jedinou tetnu a rovnice této tecny je (12).

Cvileni,

122, Rozhodnéte, kterd z dile u\;edenvch fovnic pfedstavuje: (1) elipsu, (2) hyperbolu;
(3) které z rovnic nelze vyhovét 24dnymi redlnymi hodnotami x, y? V piipadech
(1), (2) rozhodné&te, ve které ose soufadnic leZf hlavni osa kfivky.
8) 4x? + 33 —3=0; b) 2x* — 692 4+ 5 = 0; ©) 6x¥ - 538 -+ 2 = 0; d) 3x% +
+ PP —4=0;¢) 4x*+4y? -3 =0; f) 32+ 6y* — 8 = 0; g) 3x3 — H* +
+4=0. : ' :

Rozhodnéte déle o poloze bodd 4 =z [— 15 — 2], B =[0;6],C == [~ 3; — 5]

vzhledem k dané kfivce, po pfipadd k jeji vétvi, -

123, Urlete rovnici hyperboly sdruZené s hyperbolou o rovnici 4x3 4 Bv® = 1a do-
kaite, e ob& kiivky maji spoletné asymptoty.

2 2 ’
124. K asymptotim hyperboly o rovnici Z;—‘{-; = 1 vedte body A = [2a;8),

B == [a; 2b] rovnobdiky .r, r’. Urlete prisctiky pfimek r,r’ s hyperbolou.
125, Je déna ktivka o rovnici 4x® 4+ By? = 1 & ptimka r o rovnici y == kx 4 ¢. Stanovte
podminky pro konstanty &, ¢, aby pfimka r byla a) setnou, b) te¥nou, c) nesetaou
dané kfivky.
126, Urlete rovnici te¥ny v daném bodé M [x,. 3] kfivky o rovnici:
a) x® + 4)% = 25, je-li ¥, = — 3, y, > 0;
b) b%? + aty® = a®¥, ju-li xy = acos @, yy = bsin @, kde ¢ je dany thel;
€) 4x% — 9% = 175, je-li x; = — 8,3, > 0;

d) BAd — Y% m g%Y, jeli xy = ?6?;’ y, = btgy, kde ¢ nenf lichym nd-

sobkem &sla § 7.
Je bod M ve cvitenich b), d) skutetné bodem k¥ivky?

~ 127, Danym bodem Q = [x,; y,] vedte telny ke kiivce o rovnici:
a) x3 — 4y% = 36, je-li x, = 6, y; = 6; _
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128.

129,

130.

131,

132,

b) a2 — 32 =09, je-li x, = 3, y; = — 63
c) x3 -} 2y% =216, je-li x; = — 9, 3, = 9.

{Je-li rovnice (12) rovnici hledané te¥ny o neznimém dotykovém bodé [xy; v,],
potom plati Axex; + Byy, = 1 a Ax% + By% = 1; to jsou dv& rovnice pro
nezndmé x,, yo. Dokalte, Ze podminkou Fefitalnosti této soustavy je, aby bod Q
neleZel uvnité kiivky.]

Urete rovnice teten kiivky o rovnici Ax? 4+ By? = 1 v nriseticich knvky 8 osami
soufadnic. Tyto teiny v piipadé hyperboly a hyperboly s ni sdruZené urduji
obdélnik, jeho% tuhlopfitky leZi ve spoleinych asympto:dch obou hyperbol (viz

cviten{ 123).

Nopiste rovnici tetny v bod€ H = [x,; ¥,] hyperboly o rovnici 4%3 — a2y? = a%3,
Urlete bod H tak, aby tena hyperboly, prochizela danym bodem M = [ca; cb];

ten ziejmé leZi na asymptoté hyperboly. Kdy m4 tato tloha fefeni a kolik teten

bodem M prochézi? [O hledaném bod& H plati ¢(dx, — ay,) = ab, b%x? — ayl =
= @%%; rozezndvejte: (1) ¢ = 0, {2) ¢ 7% 0. Levou stranu druhé rovnice rozloZte.]

BudiZ Hj = [x,; ¥o] bod kfivky % o rovnici Ax® 4 By* = 1; budif x, # 0,5, 7 0.
Oznatme H,, H, pravothlé pruméty bodu H do soufadnicovych os x, y. Tetna

kiivky v bodé H necht protne osy x, ¥ v bodech X, Y'; stfed kfivky je P == [0; 0].

Je-li kfivka & hyperbola, necht jeji hlavni osa leZi v ose x. DokaZte:

a) U elipsy jsou uvaZované body, lefici na ose x, v pofidku PH, X, kdeto u hy-
perboly v pofddku PXH,. Na ose y jsou uvaZované body u elipsy v poféddku

PH,Y, u hyperboly v pofddku YPH,,

b) Plati: PH, - PX = a% PH, Y = b,

c) Vysiedku cvitenf b) uzijte ke konstrukei kfivky %, kdy% jsou dény polohy x, »

jejich 0s a tefna ¢ s pfisluinym dotykovym bodem X

Utijme tého% ozna¥eni a tychZ podminek jako v pfedchozim cvigeni 130, P¥imce 7,

kterd prochézf bodem H a stojf kolmo k tetné ¢, fikdime normdla kfivky pfi-
sluind bodu H; oznatme N priscéik normily e osou x.

a) Potddek uvaZovanych bodi na ose x je NH, X, pti ¢emZ bod N padne dovnité

Léry k.

b) Plati: PN + PX = ¢,

¢) Vysledku cviteni b) ufijte ke konstrukcl ohnisek kfivky % urlené polohou svych

08 x5 ¥ a tenou ¢ s piisluinym dotykovym bodem H.

Budi? déna kfivka I o rovnici 4x3 + By¥ = 1 a piimka r, kterd prochézl stfedem

P == [0; 0] k¥ivky; takové p¥imce r Fikejme primér k¥ivky a budiZ ux + vy =~ 0

jejf rovnice. Déle budiZ ry||r jind ptimka nc¥ r, a to takovd, Ze kfivku / protind

ve dvou riiznych bodech Ry, Ry; stfed tétivy RiRy je S == [%03¥0]. DokaZte

(obr. 28a, b): a) St¥edy S rovnobéinych tétiv k¥ivky / lei{ na praméru s. [P¥{mka

ro m4 rovnici ¢ ux + ¢-vy w1, kde ¢ 7 0. Z dosazen{ cu, cv do vztahl (4), (4)
By Av

g pry Yo = G T B pokud oviem platl vztah (5)

textu; vite, 2¢ v rovnici x* + px + ¢ = 0 o kofenech plat! x, + x3 = — p.]

textu plyne, Ze x; =
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b) JestliZe uw’x + v’y = 0 je rovnice pfimky s, potom plati Buw’ + Avo’ = 0.
Odtud je patrno, Ze stfedy R tétiv S;S; rovnobdZinych s primérem s leZf na
pfimce r. PHmky r, s nazyvime proto sdru%ené priméry kivky /. Rikime
také, Ze primér s je sdruZen s tétivou R;R, a primér r s tétivou §,S,.

133. Pfi témZe oznaleni jako v pfedchozim cviteni 132 dokaZte (obr. 28a,b): -

a) Je-li kiivka / elipsa, 1ze vidy urlit dvé takové tetny r’, r” kfivky /, Ze r’||r”]| 7.
Je-li kfivka ! hyperbola s hlavni osou v ose x, je to moZné jen tehdy, kdyZ

b

je Av? + Bu® < 0 (neboli je-li I 1‘-I > —); v kterém dhlu asymptot le2i v tomto
v a

pfipad¢ primér r?

Obr. 28a. _ . Obr. 28b. R

Urtete soufadnice dotykovych bodid §’, S tefen r’, " a dokaZte, Ze jsou
soumérn& sdrufené podle bodu P. [Budif ¢-ux 4+ c-vy = 1 rovnice hledané
tedny 1’y kde ¢ 7% 0. Do vztahu (9) textu dosadte za u, v hodnoty cu, cv a pro-
vedte diskusi rovnice pro c. Stejn& dosadte do vztahi (11).]

b) Dotykové body S’, S” teten r’, '’ ze cvil. a) le#{ na priméru s sdrufeném
s prumérem r.

¢) Teny v krajnich bodech §’, $” a R’, R” sdruZenych primé&ri r, s elipsy / tvoti
rovnob&Znik, jehof stfedni pfitky jsou privé piimky r, s.

d) Jeden z obou sdruZenych primérd r, s hyperboly tuto hyperbolu protini,
zatim co druhy protne hyperbolu sdruZenou.

134, Uzitim parametrického vyjadieni x = acosg, y = bsing elipsy (viz cviteni
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99 a obr. 28a), dokaite:
a) Body R’, S’ elipsy pfisluiné k parametrim @, @ + @ urfuji par sdruenjch
priméry PR’, PS’.
b) Oznatme a, = PR’, b, = PS’ a nazveme tyto délky sdru%ené poloméry
elipsy. DokaZte, Ze plati t. zv. Apolloniovy vzorce:

(1) a% + b% = a? + b3,

(2) a;b, sinw = ab, kde o je jeden ze ¥tyr dutych 1hld pfimek PR’, PS".



135.

136.

Co tedy plati o obsahu A PR’S’? [UtZijte vztahu (5) pro sin @ na str. 94 u&ebnice
pro IIL. ti.]

c) Vypoltéte a sestrojte takové dva sdruZené poloméry, aby bylo a; = b,.
d) NapiSte rovnice teden s’, #’ v bodech R’, S’ elipsy piisluinych k parametram ¢,
¢+ %n a dokate, %e r’||PR’, s'||PS".

Podminka pro to, aby dva praméry r, s o rovnicich ux + vy =0, u’x + v’y =0

kiivky I o rovnici Ax? 4 By?=1 byly sdruZené, znf Buu’ + Avv’ = 0 (viz

cviteni 132b). Dokaite:

a) KdyZ kfivka / je elipsa, 1ze tuto podminku psit ve tvaru a?uw’ - b2wv’ = 0
v

b
nebo ve tvaru k- k' = — - kde &, &’ jsou smérnice pifimek r, s.
a
b) Kdy2 kiivka/ je hyperbola, Ize tuto podminku psit ve tvaru a?un’ — b%vv’ = 0
b2
nebo ve tvaru k k' = prd kde %, k&’ jsou smé&rnice priuméria r, s, a to bez ohledu

na to, zda jde o hyperbolu ! nebo hyperbolu !’ s ni sdruZenou. Maji tedy ob&
hyperboly spoleZné nejen asymptoty, ale i pary sdruZenych priméra.

c) KdyZ je A = B, je r 1 s. O kterou kfivku se tu jedni?

d) KdyZ je A = — B, potom asymptoty hyperboly pili duté whly ‘obou sdruZe-
nych priméri r, s. O kterou kfivku se pak jednd?

DokaZte, Ze bod S’E[&aj;; btg tp]pro 0Sp<2magp %%n, pF gn leX{

xz 2
na hyperbole  (obr. 28b) o rovici = — % = 1. [Vite, %e pla 1 + tg?¢ =
1
cos? ¢
a) Je-li naopak bod [x; y] bodem této hyperboly, existuje jedind hodnota 0 < ¢ <
< 27 takovs, Ze plat: '

co: > ¥y =>btgp; tim dospivime k parametrickému vyjddfeni hyper-
P

boly. Vysvétlete, pro¢ vylutujeme pfipady ¢ = %— T, = %n a jaky to m4 geo~
metricky vyznam?
b) Napiste rovnici teény v bod€ S’ hyperboly  ze cviteni a), ktery pfisludi k dané
hodnoté. ¢ parametru.

Upravte tuto rovnici tak, aby obsahovala jen cosg, sing; poloZite-li
lim ¢ = } 7 nebo lim ¢ = § , dosp¥jete k asymptotim hyperboly.

c) DokaZte, Ze x = atg @,y =

je parametrické vyjidfeni hyperboly I
cos@p

sdru¥ené s danou hyperbolou I ze cvil. a).
a
d) Body &' = [———; b tgq:], R = [a tg;
cosgp

b
], z nichZ prvni je bodem
cosp
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hyperboly I, druhy bodem sdruZené hyperboly , urluji dvojici sdruZenych
priméri PS’, PR’ téchto hyperbol; dokaite.

Lze kaZdé polopfimce prochizejici potitkem P soufadnic pfifadit bod
né&které z hyperbol -7, I’?
¢) Oznatme a, = PS’ b, = PR’ a nazveme tyto délky sdruené poloméry hyper-
boly ! (nebo /”). DokaZte, Ze platf t. zv. Apolloniovy vzorce:
(1) a? — b% = a® — b%; (2) q,b, sin w = ab, kde je wjeden ze ¥tyr dutychk Ghid
piimek PS’, PR’; jaky je geometricky viznam této rovnosti?

b
137. Budtez S’ = [Eo—%;; btg ?’]; [a tg % ] body obou sdruZengch hy-

perbol I, I’ z pfedchozfho cviZeni 136 pﬂslu!mé k téie hodnoté @. Budi¥ déle
tetna hyperboly ! v bod& S§’. Oznalte 4y, 4, prisetiky pHmky * s asymptotzmi
ays ag obou hyperbol /, I’ (obr. 28b). Dokaite, Ze plati:
a) Dotykovy bod S’ pili tsetku A4,4,. ’
b) Telna r’ v bod€ §’ je rovnob&Znd s primérem PR/, ktery je sdruZeny s prumé-
tem PS’ (viz cviteni 136). Oznaéime-h sdrufené poloméry g, = PS’, b, = PR’,
)e tedy S'Al = S'A’ = 01
¢) Tetny ', v’ v krajnich bodech §’, §” priméru PS’ hyperboly I protinajf
asymptoty a, £ ag v bodech 4,, 43 a 4’y Ay’, které tvoff rovnobéinfk A;4y’A,’A,.
Oduvodnéte, pro? piimky 4,4;’, ApA,” jsou tetnami sdrufené hyperboly
v bodech R’y R’ jejiho primé&su PR’ (viz cviteni b).

138, Dokaite: Oznatime-li X, X. prisediky prodlouienl tétivy R,R, v obr. 28b s asym-
ptotami ay, a,, potom plad R X, Xy = R, &’,, ‘X, = R.X,.

Podobngd, jsou-li ¥y, 17 pxﬁseéiky prodlouzeni tétivy S,S, s asymptotami

ay, a3 v obr. 28b, potem plat SY, = §,7,, §,Y, = §,7,.
Ulijte t&chto vysledki ke kons’rukcz bodd hyperboly ur&ené asymptotami a;, ay
a bodem R;-

139. Dokafte uZitimm parametrického vyjddfenf hyperboly (viz cvid, 136), %c obsah
trojthelnika PA; A4, uréentho asymptctami a;, a, & te¥nou r’ hyperboly v obr.
28b je konstantni pro viechny poloby tedny r.

II. ZAKLADY MATEMATICKE STATISTIKY*)
1. Statisticky soubor.

Nékteré poznatky nemiZeme ziskat pozorovdnim jediného pfedmétu,
nybr pozorovinim mnoZstvi pfedmétl téhoZ druhu. Ptdme-li se na pf,
jak4 je t&lesnd vdha Zika IV, tHdy fkoly III. stupné, nemidZeme odpovédét
tim, e zjistime véhu jedncho %4ka. Uplni odpoved vyZaduje zji¥t¥ni véhy
viech 24kl této tfdy na viech Ekolich III. stupné. K tomu cfli j= £ ba zvdit

*) Viz Doslov, str, 114,
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muoZstvi viech 24ki, jichZ se dotaz tyk4, neboli provésti hromadné pozoro-
vani. Studium Gdaji ziskanych hromadnym pozorovinim, tvoii predmét
matematické statistiky. Pfi tom twdaje o ka¥dém jedinci nejsou cilem
pozorovini, nybrZ jsou jemom prostfedkem k tomu, abychom si utvofili
obraz, ktery by GZeln a pfechlednd popisoval to, co je zidvaZné pro celek.

V matematické statistice studujeme statistické soubory. Zde na pf. je to
soubor Z4ki IV. tfHdy na Skolich III. stupné. KaZdy soubor se skldd4 z urditgch
prvkid, zvanych statistickou jednotkou. V nafem pfipadé jednotky jsou
iidé, mohou to byti viak také vyrobky, jako boty, auta, $rouby, nebo udilosti,
jako sfatky, imrti a pod. Pojem statistické jednotky musi byti pfesné vymezen;
v daném pifipad€ musf byti jasné, o jaké ¥koly III. stupnd jde (vymezeni
vécné), na jakém tzemi jsou ty Zkoly (vymezeni prostorové), ale to ve
zkoumaném piipad€ nestati: musi byti urlen také den, kdy se mi véiZeni
provadét (vymezeni Easové). Polet jednotek, ze kterych se sklddd statisticky
soubor se jmenuje rozsah souboru. Pfi studiu statistického souboru t¥idime
soubor podle urlitych znak, kterymi se jednotlivé prvky souboru mohou
od scbe lidit. V nafem pHkladé jsme se zajimali o jediny znak souboru Zikd,
totiz o télesnou vihu. Casto tfidime soubor podle n&kolika znakd. Na pf.
pii stitini lidu se zajimdme o pohlavi, v&k, rodinny stav, povoléni, nirodnost
a o jiné znaky.

Znaky, které miZeme u statistického souboru zkoumati, jsou dvojiho
druhu:

1. Znaky kvalitativni (jakostni), které se nedajf &iseln€ vyjddfit. Kvalita-
tivnf znak se jmenuje alternativni (lat. alternativa = volba mezi dvéma
moZnostmi), jsou-li u ka¥dého prvku moZné pouze dva piipady. Jsou-li prvky
souboru lidé, je pohlavi alternativni znak. Casté jsou viak piipady, Ze u kvalita-
tivniho znaku jsou vice neZ dvé moZnosti; jsou-li zase lidé prvky souboru,
je barva od, rodinny stav a j. takovy znak.

2. Znaky kvantitativni (kolikostni) nabyvaji na kaZdém prvku hodnoty
vyjidfené urditym d&islem. V naSem souboru Zikd byla t&lesni viha takovym
znakem. Mohla to byti také télesnd vyika nebo v&k kaZdého Zika.

- Souhrn viech zéznami o znacich prvkii zahrnutych do statistického
souboru tvofi statistick§ material. _

Je-li rozsah souboru maly, je ziskéni statistického materiilu véci jedno-
duchou. Naproti tomu statistické Setieni rozséhlych soubord vyZzaduje petlivé
price odbornfkii, maji-li byti studované hromadné jevy co nejvérnéji &iselné
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vyjadfeny. Proto kaZdé obsdhlej¥i statistické Setfeni vyZaduje dikladné pii-
pravy. Pfedeviim musi byti pfesné formulovin tkol, ktery m4 byti statistickym
Setfenim fefen a podle toho se vypracuje pldn Setfeni a zpracovdni.

Plin 3etfeni musi obsahovati:

1. Vymezeni statistické jednotky, a to vécné, prostorové a &asové. (Na pf.
pii zjifténi poltu obyvatelstva je to obyvatel na uritém tizemi a pfitomny
v stanoveném okamzZiku. )

2. Stanoveni vy3etfovanych znakd (na pf. pohlavi, v&k, rodinny stav,
povoldni a pod.).

3. Vymezeni viech kombinaci znaki podle nichZz m4 pivodni soubor
byti roztiidén.

4. Rozhodnuti, kterd statisticki &isla maji byti vypolitdna, sefazena do
tabulek, kterd z nich maji byti publikovina.

Setfeni se providi bud individudlnimi s¢itacimi listky, t. j. pro kafdy
prvek souboru jeden scitaci list nebo hromadnymi sbérnymi listinami
pro celé skupiny prvkd.

Je-li soubor prvki dostateéné veliky, ulinime nejlépe, pouZijeme-li
t. zv. §titkd, t. j. napiSeme kaZdou hodnotu znaku na zviditni listek, nadeZ
listky roztfidime podle tfidiciho pldnu. Tak ziskdme urdity pocet skupin,
z nichZ kaZd4 bude obsahovat listky s touZ hodnotou znaku. Listky takto
roztfidéné miZeme selisti a Gdaje zapsati do pfislu$nych tfidicich nebo po-
mocnych tabulek.

Je-li soubor prvku maly, nezavidime $titky, nybrz tfidéni providime tak,
Ze pro kaZdou hodnotu znaku zaznamenivime tetkou nebo ¢arkou urcitou
jednotku souboru.

Prvy zplisob tfidéni nazjvime methodou sklddaci nebo 3titkovou,
druhy zpisob pak methodou ¢&irkovaci.

Pfi hromadnych Setfenich, jakym je na pf. s¢itini lidu, scitdni zdvodd,
pouZivime k zpracovini dat t. zv. statistickych stroj. Fomoci téchto
strojia miZeme bez obtiZi provésti rizné kombinace a zpracovati je v pomérné
kritké dobé.

Ciselné Gdaje, ziskané zpracovinim statistického materidlu, pfeni$ime
do tabulek. Byjva to zpravidla mnoZstvi &isel, sefazenych ve vodorovné ridky
a svislé sloupce. Kromé ¢&slic, uvedenych v fadcich nebo ve sloupcich, byvaji
jeSté uvedena slovni hesla v zdhlavi nebo v péskich mezi fidky a konetné
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v legendé, t. j. ve sloupci na levé strané tabulky. Nadpisy, uvedené nad tabulka-
mi, charakterisuji obsah dat v tabulce.

Statistické tabulky nds poutuji o pomé&rech vlastniho stitu, na pf. o obyva-
telich, o vyrobé a pod.

Jako pfiklad uvedme tyto tabulky:

Pritomné obyvatelstvo podle zemi v roce 1930 a 1947:

Piitomné obyvatelstvo
Zem& V}?méx"a Potet -
v km' obci 1930 1947 1 km?
(22. kvétna) |vr.1947"
Cechy.uovvrnennennnn| 52062 8448 7109 376 5627 181 108
Morava a Slezsko ......| 26808 3283 3565 010 3135180 117
Slovensko....oevvvaenes 48 957 3362 3324111 3 402 300 69
Ceskoslovensko ........| 127827 15093 | 13998497 | 12164 661 95

Vieobecn4d data o hornické vyrob& v Ceskoslovensku.

Prumérny potet | Vykonané smény
Zévody déInikn (v 1000)

1937 | 1946 | 1937 1946 1937 1946

Druh vyroby

Kamenné uhli ......... 80 89 | 43392 | 58410 | 119455 | 156355
Hnédé ubl ...........| 190 | 109 29 761 40746 | 7803,7 | 11 746,6
Zeleznd ruda ..........| 40 26 6 167 6891 | 1778,0 | 18404
Ostatnf rudy ..........] 20 15 4240 4123 | 11596 | 10826
Ostatnf Dnerosty ........ 12 17 1039 1357 305,1 389,7

Celkem ......coveveees| 342 | 256 ( 84599 | 111527 | 22991,9 | 30694,8

Elektrisace obci k 1. lednu 1947.

Obce Obyvatelstvo*) v 1000 obcich
Zemd neelektr. | neelektr.
: elektr. |————| celk elektr. celk
¢ abs. | v % cetkem abs. |v % em
Cechy «ovvevueen...| 6898(1589|18,7] 8487 6278| 459 68| 6737

Morava a Slezsko .. 3065| 228) 6,9| 3293| 3373 81| 23| 3454
Slovensko ..........| 1467|1892(56,3| 3359| 2378|1161 (32,8 3539

Ceskoslovensko .....| 11430 | 3709 | 24,5 | 15139 | 12029 | 1701 | 12,4 | 13 730

*) Pfitomné obyvatelstvo v Cechich, na Moravé a ve Slezsku v prosinci 1945
a na Slovensku na konci roku 1940.
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2. Tridéni.

K ziskini objzktivnino védeckého poznini jakéhokoli slozitého pFirod-
niho jevu je pfedeviira zapotiebi vysledky hromadného pozorovéni néleZit&
utfidit. Za tim Glelem je nutno vénovat bedlivou pozornost jednotlivym cha-
rakteristickjm znakim zkoum.niho jevu, na jejichZ G&elné volbé zileZi, do
jaké miry se nidm podafi ziskar opravdu védecky obraz rormanitych pfitin
uréujicich povahu a objektivni zdkowitost daného jevu.

Znaky, ktes £ volime za zdklad tfidéni, rozlitujeme zpravidla podle kvantity
a podle hvality.

Na nezbytnost piisné objektivnosti pii tfidénf zaakid upozoriioval opétovné
V. L. Leiiin, ktery zejména vypracoval methodu typologického tiidéni, zdleZejici
v tiidéni jevu na kvalitativn€ rozdiiné skupiny. VyZadoval, aby za z4klad
tfiééni byly briny znaky, charakterisujici objektivaé podstatu zkoumaného
jevu s hlediska jeho pfedchoziho sprdvného theoretického rozboru.

Yenom tak podle Lenina je moZno dospét k pfisné objektivnimu védeckému
poznini skutelnych zmén a tendenci pozorovaného jevu.

Postupnd stadia tﬁdeni pa skupiny jsou:

1. volba zdklada tfidéni (znakd), umoZiiujicich rozhﬁcni jevi jednoho typu
od jevl jinych typi;

2. vytfidéni jednotek $etfeni podle znaki, zvolenych za zikizd tfidéni na vétsi
nebo mensi polet skupin; '

3. pofizeni skupinovych soudtd, umoZiujicich pfi dalim zpracovini vyuZit
veSkeré€ rozmanitosti statistickjch method k vestrannému rozooru pozoro-
vaného jevu.

Postup tfid%ni na skupiny lze ukizat na konkretnim pfikladé:

Mime za tkol prostudovat obyvatelstvo CSR podle dat ze s&itini lidu.

Je samozfejmé, Ze tidaje musi byt roztfidény podle skutetného mista
pobytu obyvatelstva. Aviak pouze toto tfidéni nestadi. Mime-li na pf. zjisit,
jaky je pomér obyvatelstva k vyrobnim prostfedkim, musime krom€ tzemniho
znaku, vziti za zdkladni znak tfidéni také vztah k vyrobnim prostfeckiim.
Na zikladé prvého znaku vytvofime soubory obyvatelstva podle krajt, resp.
okresti. Na zékladé druhého znaku rozdélime obyvatelstvo na kategorie d€lnikd,
rolnikd a jinych zaméstnanci. Jediné toto vymezeni umoZiiuje ndm sledovat
odd&lené typické rysy a vlastnosti kaZdého z téchio soubort s hlediska pohlavi,
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vékového sloZeni, stupné gramotnosti a vzdé&lini, jakoZ i vzijemny vztah
téchto znakd.

Methoda t¥{déni dovoluje udinit si pfedstavu o zivislostech mezi jednotli-
vymi znaky a to t1k, Ze tfidéni podle jednoho znaku kombinujeme s tfidénim
podle druhého znaku, na pf. tfidéni obyvatelstva podle povolini kombinujeme’
s tfidénim podle pohlavi, vé€ku, vzdélini a pod.

Podobné mime-li v zemé&dé&lstvi zkoumat vliv uréitého hnojiva na hektarovy
vynos né&jaké zemé&d€lské plodiny, netfidime plodiny pouze podle osevu a podle
vynosu, nybrZ vytfidime do jedné skupiny plodiny, jejichZ vynos v zdvislosti
na hnojiva zkouméme a déle roztifidime oseté plochy na stejnorodé skupiny
s hlediska sloZeni pidy a kaZdou takto ziskanou skupinu pak roztfidime na
plochy, které byly danym hnojivem pohnojeny a na ostatni.

Z t&chto uvedenych prikladi vidime, Ze spravné tfidéni jevi podle riznych
znaki a sprdvné kombinovini jednoho znaku s druhym je dileZitym pfedpo-
kladem statistického zkoumdni vlivu pfitin na néjaky vysledek.

3. Soubor s hlediska iednoho znaku.

Ve statistické praxi zkouméme dany statisticky soubor zpravidla s hlediska
n&kolika znakd a jednim z dileZitych tikold statistiky je zkoumdni vlivu,
ktery m4 hodnota jeduoho znaku na hodnoty ostatnich znaki. Jestlize zkou-
méme na pf. u Zika IV, tfidy III. stupné télesnou vihu, ukazuje se, Ze jiny-
znak, totiz pohlavi Z4kd, m4 na vihu Z4kd podstatny vliv. Chceme-li si ziskat
sprivny obraz o vize jednotlivcli tohoto souboru, je nejalelnéjsi rozdélit
napied soubor podle pohlavi na dva &isteiné soubory a zkoumat co do télesné
vihy kaZdy z obou &isteénych soubord zvl43t. V daném p¥ipad& jeden z obou
znaki (pohlavi) byl alternativni znak; druhy byl kvantitativni. V tomto pfipadé
byv4 ¥elné rozdélit piivodni soubor na dva podle kvalitativnfho znaku a zkou-
mat kvantitativni znak pro oba takto-vzniklé &istetné soubory. SloZitéjsi je
zkoumini vzijemného vlivu dvou kvantitativnich znaki. Toto zkouméni nebu-
deme probirat a omezime se v nisledujicim na studium jediného znaku, které-
je nezbytnou pripravou pro viecky ostatnf smtistické problémy.

L]
Soubor s hledtska alternationtho znaku.

Mime-li soubor Zivé narozenjch déti v Ceskoslovensku a ptémc-h se,
kolik je v tomto souboru chlapci, tfidime soubor podle alternativniho znaku
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pohlavi. Cely soubor, jehoZ rozsah budiZ N, rozd€li se na dva &4steéné soubory,
jejichZ rozsahy budtez f, f' (v daném pfipadé f chlapct, f’ dévéat). .
Ziejmé jest ,
el f+f =N
Cislim f, f* fikime absolutni &etnosti; jsou z4vislé na rozsahu pivodniho
souboru. Zlomky
f f

N N W

které se nazyvaji relativni neboli pomé&rné &etnosti, jsou na rozsahu souboru
nezdvislé. Soudet obou relativnich Cetnosti jest oviem roven jedné a proto
stali vypolisti jediny z nich. V praxi udivime relativni Cetnost obycéejné
v procentech, s pfesnosti na desetiny procenta. '

Rideji se misto relativnich Cetnosti uivd vzijemnych poméri obou
absolutnich Cetnosti
S

fl b f (2)

(pomér pottu chlapci k poétu divek, poétu divek k poétu chlapci). Cisla (2)
se daji oviem matematicky vyjadfiti pomoci &isel (1) a obricené. PoloZime-li

f f_

—R’—=u, Tf—u':l—u,
-—fl—=v’ L:v':l’
f f v
spolteme snadno, Ze
' v = “ U= kd 3
T l—u 149 @)
u v
f = u’: 4
4 l_ul’ 1+vl’ (3)
1—4 , 1—u
V= 7 v = a 4
u=lt? oy ltc )
2 o
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Soubor s hlediska kvantitativniho znaku.

V podniku se zkouSel urcity material (vlikno kfemitého skla) na pevnost
v tahu. Bylo provedeno celkem 111 zkousek, které daly tyto &iselné hodnoty
znaku (v kg/mm?).
Tab. 1.

88 69 80 92 82 75 68 74 66 81 79
84 91 78 81 79 83 8 81 78 75 84
63 82 75 74 90 79 81 89 71 81 87
74 79 73 80 81 76 85 80 83 78 90
78 80 67 79 71 80 91 86 77 83 82
69 81 58 81 80 86 78 (4! 84 79 87
72 93 81 85 82 81 80 76 79 86 80
81 85 84 76 84 73 -82 80 84 77 83
7 80 93 70 97 79 88 82 83 80 89
70 87 89 80 79 83 94 73 88 85 80
76

Pfes to, Ze rozsah souboru N = 111 je neveliky, je tabulka 1 naprostc
nepfehlednd a nepoddvd tudiZ jasny obraz o jakosti zkouSeného materidlu.
Proto pfedeviim sestavime na zékladé tabulky 1 novou tabulku, ve které
bude tychZz N = 111 disel jako v tabulce 1, ale v prchledne;éun pofidku,
totiz od nejmensiho do nejvétsiho.

Tab. 2.

58 71 5 78 79 80 81 82 84 86 89
63 72 76 78 79 80 81 82 84 86 89
66 73 76 78 79 80 81 82 84 86 90
67 73 76 78 79 80 81 82 84 87 90
68 73 76 78 80 80 81 83 84 87 91
69 74 77 79 80 80 81 83 84 87 91
69 74 71 79 80 80 81 83 85 88 92
70 74 77 79 80 81 81 83 85 88 93
70 5 i 79 80 81 82 83 85 88 93
71 5 78 79 80 81 82 83 85 89 94

Pfi tom najdeme oviem nejmensi a nejvétsi hodnotu pozorovaného znaku,
v nafem pfipadé x’ = 58, x” = 97. Jejich rozdil x”" — x’ = 39 se jmenuje
variaéni rozpéti.

V tabulce 2 se nékteré hodnoty znaku opakuji. Proto sestavime novou
tabulku, ve které kaZd4 z pozorovanych hodnot znaku x,, Xp X35 « « «» X33
(obecné pifeme x,) bude jenom jednou, ale u kaZdé pozorované hodnoty x,
bude poznamenina také jeji (absolutni) etnost f,. Soudet viech &etnost f,
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musi byti oviem roven N = 111. Dostaneme fabulku rozdélent Cetnosti, kterd
je uz mnohem pfehlednéjdi neZ tab. 1.

Tab. 3.

X, 58| 63| 66|67 (68|69|70|71|72(73|74|75|76|77| 78179
fr | 1P 1L 1y 1 1y 2 2| 2f 1) 31 3| 3| 4| 4| 6| 9

Xr 80811828384 85|[86|87({88|89|90(91]92|93]|9497
fr 13111 6] 6{ 6| 4| 3| 3| 3| 3] 2 2| 1| 2| 1} 1

JestliZze rozsah souboru je vétsi, coZ byvd obylejné, je tabulka 3 stile
jeSté nepfehlednd; hodnot x, je velmi mnoho a mnohé se velmi mélo od sebe
1ifi. Proto se v praxi zpravidla rozd€luje variani rozpéti na pomérné maly pocet
intervali, které se jmenuji t#dnf intervaly. Hodnoty pozorovaného znaku,
které padnou dovnitf nékterého tfidniho intervalu, nahradime hodnotou
pfisluSnou stfedu tohoto intervalu, kterou nazveme t#idni znak. Tim, Ze pozo-
rované hodnoty znaku nahradime tfidnimi znaky, dopoustime se malé chyby,.
kterd je viak prakticky bezvyznamni a zejména pfi velkych souborech vice
neZ nahrazena zvySenim pfehlednosti. Statistickd praxe vyZaduje, aby polet
intervali nebyl ani pfili§ velky (pro prehlednost) ani prili§ maly (aby chyby
vzniklé zaokrouhlovénim pozorovanych hodnot zistaly bezvyznamné). Pii
malych souborech se oby&ejné omezujeme nejvy$ na 10 intervali, aby pribéh
Cetnosti v jednotlivych tfidnich intervalech pebyl pfili§ nepravidelny a aby
nebylo mnoho skupin prizdngch. Pfi rozsshlejiich souborech se voli 15 aZ
20 intervald. V nalem piikladé zvolime tieba 8 tfidnich intervald délky 5
se stfedy 60, 65, 70, . . ., 95 a dostaneme misto tab. 3 néasledujici zabulku
skupinového rozdéleni Cetnosti.

Tab. 4.
P 60 65 70 75 80 85 90 95
£ 1 3 8 17 45 | 22 11 4

4. Stifedni hodnoty.

Tabulka Cetnosti ddvd Gplny piehled jednoho kvantitativniho znaku
v daném statistickém souboru, nebot v ni jsou udiny viecky hodnoty, kterych
pozorovany znak nabyvé, a u kaZdé z téchto hodnot je zaznamenino, kolik
statistickych jednotek souboru pfipadé na tuto hodnotu. Casto je viak prakticky
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dileZité vystihnouti viecky vyskytujici se hodnoty znaku jedinou &iselnou
hodnotou, které fikime st¥fedni hodnota znaku. Takovi stfedni hodnota
se dd definovat rozmanitymi zpisoby, z nich¥ n&které si v tomto ¢ldnku
popiSeme. Zidn4 stfedni hodnota nemiZe oviem twpln& popsat vyletfovany
znak, nybrZz kaZd4 stfedni hodnota divid pouze hruby popis znaku.

Pozn. Pro pfesné rysovini obr. 29. vysky Zikd jsou v tab. 5, str. 14.

V danku 6 poznime, jak lze poditati daldi &sla, kterd dévaji pfiblizny
popis skutenych hodnot znaku od hodnoty stfedni.

v

-t

=170
=175
maximum =195

medidn
modus

minimum =150

92 3 6 5 6 7 8 90,10 1042 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 26 23
Medidn.

Jednou ze stfednich hodnot kvantitativnfho znaku je t. zv. medidn.
Vysvétlime si pojem medidnu na piikladé.

Pi¥fklad. Profesor t&locviku postavi Ziky IV. tfidy podle vysky do fady
(obr. 29). Vyika toho Zika, ktery stoji uprostfed fady, je medidn zkoumaného
znaku (t&lesné vyiky) daného statistického souboru (Z4kd urdité t¥idy). Je-li
polet 24k roven lichému &slu 2 + 1, stojf uprostfed fady jediny %4k (s pofa-
dovym &slem n - 1) a jeho t&lesnd vyika je medidn znaku. Je-li polet Zikd
roven sudému &slu 2, stoji uprostfed fady dva Zici (s pofadovymi &isly #,
n+ 1); jsou-li 2’y x” jejich télesné vyiky, povafujeme za medién &islo
3(=’ + x”"). V obr. 29 jsou naznaleny graficky t&lesné vySky 25 Z4ki. Vyika
13. 34ka je 1,7 m; to je medidn vySetfovaného znaku., Medidn dosti dobie
popisixie télesnou vyiku Z4ki; 13. 24k nenf ani nejmens{ ani nejvetd, a je pravé
tolik 24k, jejichZ - y3ka je vétd, kolik je t&ch, jejichZ vyika je mendi. K ureni
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mediinu neni tfeba Zdky skutecné postavit do fady; jakmile znime jejich
télesné vysky, stali je uspofidat jen na papife. Jedna z vyhod mediinu je
v tom, Ze jsou-li ve tfidé Zaci vyjime¢n€ mali nebo vyjimecné velci, nemi to
vlivu na median.

Modus.

To je pomérné zfidka uZivani stfedni hodnota. Je to nejéastéji se vyskytu-
jici hodnota znaku. Na pf. v obr. 29 nejvétsi pocet Zikd ma vysku 1,75 m (je to
14, 15, 16., 17., 18., 19. Zik, t. j. celkem 6 Zikd m4 tuto vysku). Jsou pfipady,
kdy modus ma velkou praktickou duleZitost. Na pf. nejvétsi pofet muZské
obuvi mi &slo 42, Zenské 38. To je duleZité pro vyrobu.

Aritmeticky primér. ,

To je nejéastéji uZivand stfedni hodnota. Jsou-li x, x5, . . ., x5 VSecky
pozorované hodnoty kvantitativniho znaku, obdrZime aritmeticky priimér,
jestlize vSecky hodnoty xy, x,, . . ., x) seteme a vysledek délime &islem N
(rozsahem souboru). Tedy aritmeticky primér je roven

1
W(x1+xz+---+xu)- ¢)]

V piiklad¢ probiraném na str. 83 a nisl. dostaneme aritmeticky priamér znaku
(pevnosti v tahu), seéteme-li viecka &isla z tabulky 1 a vysledek délime ¢islem
N = 111. Jednodu3¥i je uZit tabulky etnosti (tab. 3 na str. 84), ve které je
kaZdd hodnota znaku x, zapsina jen jednou, ale s udinim své Cetnosti f,.
Aritmeticky primér je potom roven

1
N (s +foxa 4. - - +1X)5 2

v daném pfipadé vyjde 8989: 111 neboli (zaokrouhleno na setiny) 80,98.
Pro srovnini si viimneme, Ze medidn je v tomto pfipadé roven Cislu 80; lisi se
tedy jen mélo od aritmetického priméru. Pfesnou hodnotu aritmetického
priméru jsme zjistili pomoci tab. 3 rozdéleni Cetnosti. Kdybychom misto
toho uZili tab. 4 skupinového rozd€leni Cetnosti, dostali bychom ponékud
jinou hodnotu aritmetického priimeéru, totiz 8760 : 111 = 78,92.
Aritmetického priméru se uZivd mimo jiné pfi pfesnjch méfenich délek,
Ghla a fysikdlnich veli¢in. Méfeni se provede velmi peclivé mnohokrét, pfi em2
zpravidla se naméfené hodnoty ponékud od sebe lidf; za spradvnou hodnotu
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bereme aritmeticky prumér naméfenych hodnot. Pfi tom v$ak nebereme
ohled na ty vysledky méfeni, které vykazuji podstatnéj$i rozdily, nebot uz
jedina piili§ velkd hodnota m4 podstatny vliv na aritmeticky primér (ne viak
na medidn), a vysledky, které se pfilis 1i$i od vysledki vétdiny jinych méfeni,
privem povaZujeme za chybné a nepfihliZime k nim.

Nisledujici jednoduchy pfiklad jasn€ ukazuje podstatny rozdil mezi
medidnem a aritmetickym primérem. Méjme soubor péti krychli, jejichZ
hrany jsou (v cm):

6, 8, 9, 10, 11; 1
jejich povrchy jsou (v cm?):

216, 384, 486, 600, 726; )]
jejich objemy jsou (v cms3):

216, 512, 729, 1000, 1331. ?3)

Medidn je pro hranu 9, pro povrch 486, pro objem 729; viecky tfi hodnoty
medidnu odpovidaji téZe velikosti krychle. Jinak je tomu s aritmetickymi
pruméry; zde vyjde pro hranu 8,8. Aritmeticky primér povrchu jest 482,4,
coZ odpovid4d hran€ rovné asi 8,967; aritmeticky primér objemu jest 757,6,
coZ odpovidi hran€ rovné asi 9,081. Pfi uZiti aritmetického priméru bude
stfedni velikost krychle poéitani podle povrchu vétsi nez podle hrany, a podie
objemu vét$i neZ podle povrchu. Které ze tfi hodnot aritmetického priiméru
jest dati pfednost, nedd se rozhodnouti matematicky, nebot pfi tom zileii
na praktickém 1celu, ktery statistika sleduje. Pijde-li na pf. o spotfebu mate-
ridlu, uZijeme objemu, jde-li o plné krychle; povrchu uZijeme, jde-li o obaly
(bedny a pod.); hrany bychom uZili, kdyby $lo o driténé krychle. Z tohoto
jednoduchého pfikladu je patrné, Ze tiloha matematiky ve statistice se nesmi
pfecefiovat a Ze forméilni matematickd strdnka vypoftu nezarucuje sama
0 sobé, Ze vyslednd ¢isla sprévné vystihuji objektivni vlastnosti pozorovaného
jevu; o tom jsme mluvili jiz ve &inku 2.

Probereme si je$té jeden jednoduchy piiklad. V dilné pracuje 9 délnikd,
ktefi viichni vyrabéji stejny detail; 6 délnikii vyrobi 1 kus kaZdy za 12 minut,
3 dé&lnici vyrobi 1 kus kaZdy za 10 minut. Zde si miZeme pfedloZit 2 otizky.
Pfedné se miZeme ptit, kolik kusd vyrobi 1 délnik priimérné za hodinu. Mdme
6 délniki, z nichZ kazdy vyrobi za hodinu 5 kust, a 3 délniky, z nichZ kazdy
vyrobi za hodinu 6 kusii. Na jednoho déInfka tedy pfipadd pramérmn& 53 kusu.
V tomto pfipadé aritmeticky priamér velmi Glelné vystihuje skuteCnost.
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Nebot kdyby v diln& bylo 9 d&lnfkd, z nichZ kaZdy by vyrobil 53 kusu za
hodinu, vyrobili by za osmihodinovy pracovni den dohromady 384 kusy,
coZ je pfesnd t% polet kusi, kolik jich vyrobi 9 d&Infkd pracujicich tak, jak
bylo v podminkéich Glohy feeno. PfedloZme si viak druhou otizku! Ptejme se,
jakd je primérni doba potfebni k vyrob& 1 kusu. Mime 6 délniki, z nichZ
kaZdy potfebuje 12 minut na kus, a je$t€ 3 délniky, z nich kaZdy potfebuje
10 minut na kus. UZijeme-li aritmetického primé&ru, vyjde 11} minuty jako
primérnd doba vyroby 1 kusu. To uZ nenf pfesné vystiZeni skutenosti,
nebot kdyby bylo v diln& 9 d&Infkd, z nich? ka¥dy by spotieboval 115 minuty
- na vyrobu 1 kusu, nevyrobili by za osmihodinovy pracovni den 384 kusy,
nybr? asi 0 3 kusy méné. Rozdil nenf oviem piili§ veliky a jsou velmi &etné
piipady, kdy uZiti aricmetického priiméru, pfes to Ze theoreticky lze &init
proti nému nimitky, pro praxi Gpln& postad.

5. Vypodlet aritmetického primé&ru.

Budi¥ din statisticky soubor rozsahu N a kvantitativni znak, ktery nabyv4
bodnot ' ,

xl, xg, o o o)y ch ’ i (l)
Aritmeticky primér oznadme x; vypolte se z rovnice
Nex=x;42+...4 %y @) -

Oznatme obecng x veliXinu, kterd v daném souboru nabyvi hodnot (1), a vy-

$etfujme misto veli&iny x jinou velitinu y, jeZ je zdvisl4 na x tak, Ze platf jedno-

duchy vztah : :
x=y+a, 3)

‘kde a je konstanta, Hodnoty nové velitiny jsou
IN=X—=08 Py =Xg—0 ... Yy =¥y—a
Je-li y aritmetickj primér veli&iny.y, jest
Ny=y+y+.. -.+J’N=
=xm—a)t+®Hm—a)+...+(xy—0a)=
=(x+x+...+xy)—N-a '

a podle (2) :
N.y 1-=.N-5E-N-'a
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z &eho? plyne

J=x—a )
neboli .

F=5+a @)
Tato jednoduch4 ivaha znatné ulehd vypolet aritmetického priiméru v téch
prakticky &astych piipadech, kdy hodnoty (1) se poméme mélo vzijemn? Li¥f.
V tomto pifpadé je snadné odhadnout zpaméti pfibliZznou hodnotu aritmetického
pruméru; zvolime-li tuto pnbhznou hodnotu za konstantu ave (3), budou

fislu$né hodno

P 4 Y Vo> o+ c3 IN _ (5)
mald &sla, jejichz aritn"xetjckj primér y se pohodln&ji politi ne% &slo x,
které potom urdime ze (4'). Poznamenejme, Ze v praxi &isla (1) byvajf vesmés
kladn4, kdeZto z dsel (5) pfi titelné volb& konstanty a budou nektera kladni,
nkterd zdporni a mnohdy né&kterd rovni nule.

Piiklad. Urditd délka byla mé&fena pétkrit a vydlo (v metrech):
31,84; 31,87; 31,88; 31,9; 31,92. - (6)
Urgete aritmeticky priim&r! Volime-li za ¢ medién 31,88, méme misto &isel (6)
Gsla —0,04; —001; 05 002 0,04,

jejichZ aritméticky primér je 0,002, Proto aritmeticky’ primér &sel (6) je
31,882,
Velmi i’asto se nekteré hodnoty pozorovaného znaku opaku)i Jsou-li

xx,x”-.-,xk . (7)
viecky rizné hodnoty znaku a jsou-li , -
Jofo sk @

jejich Cetnosti, jest aritmeticky primér x roven
x “'"“ - (i +foxa .. +fhxk> . 4 (9)

kde rozsah souboru N j 1e roven souétu viech Usel (8):
N=fi+fit...+f ' - (10 -
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Zavedeme-li opét velitinu y misto x pomoci (3), bude jeji aritmeticky primér
roven

- 1
Y= U+t -+

s tymiZ Cetnostmi (8); znime-li y, uréime x opét podle (4').

Jako pfiklad vezméme télesnou vysku Zika tfidy o 25 Z4icich naznatenou
v obr. 29 na str. 85. V nisledujici tabulce 5 jsou v 1. fddku naméfené vysky
v centimetrech (pfesné na poloviny dm), ve 2. fddku jejich Cetnosti, ve 3. fidku
hodnoty pomocné veliCiny y, pfi emZ za konstantu a je zvolen opét mediin
a = 170,

Tab. 5.
Xy 150 | 155 | 160 | 165 | 170 | 175 | 180 | 185 | 190 | 195
I 1 0 3 4 5 6 4 0 1 1
yr —20| —15| =10 =5 © 5 10 15 | 20 | 25

t -
Jes 5. y=fin+hy+...=

=—20—30 —20 430440 420 + 25 =45,

tedy y =1,8; x=171,8 cm.
Viimneme si je$t&¢ vzorce (9), -kterému podle (10) Ize déti tvar
= _fxt+fxat ...
x= . : 11
h+fat. .. (1)

V tomto vzorci pro aritmeticky primér veliiny, kterd nabyvd hodnot x,,
X -« o, Cisla fy, fo, . . . jsOu etnosti jednotlivych hodnot, kterych veliina
nabyvd. Misto Cetnosti fy, fo, . . . miZeme zavésti jind &isla o, 9, . .« .,
kterd jsou &etnostem pfimo #mérnd, nebot zlomek v (11) se nezméni, jestliZe
viecka &sla fi, fp . . . nisobime tymZ &slem. MuZeme proto misto (11)
napsati vzorec 0%y + Os + . .+

x= s 12
* +9+... (12)

ve kterém se vyskytuji kladnd Cisla

Vs Uy e o o5 (13)

kterd maji byti imérn4 &etnostem f;, fo, . . . . V praxi se &asto vyskytuji velmi
obsdhlé soubory, u kterych pfesny vypolet etnosti byvd obtiiny, nezfidka
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i neproveditelny. Proto se ¢etnosti nahrazuji &sly (13) ziskanymi na zdkladg&
zkoumdni typickych pfikladd. Takovym &islim (13) se fikd vdhy a vyraz (12)
se jmenuje viZeny primér. Urdeni vah neni oviem otizkou matematickou,
nybrZz di se provésti pouze na zdklad¢ Cetnych pozorovani typickych pfikladi.

6. Odchylky od stiednich hodnot.

Stiedni hodnota, af jiZ to jest medidn & aritmeticky primér & nékterd
z jinych stfednich hodnot, které zde neprobirime, poskytuje jen hruby obraz
o hodnotich, kterych nabyvi zkoumany kvantitativni znak. Je sice nejdileZi-
téjSim charakteristickym Cislem znaku, ale k pfesnéj§imu vystiZeni priibéhu
hodnot znaku je nutné jej doplniti dal§imi charakteristickymi hodnotami
znaku,

Zmifime se nejprve zcela stru¢né u medidnu. Mediin byla ta hodnota
znaku, pod kterou je v souboru polovina viech jednotek souboru. Presnéjsi
obraz dédvaji kvartily: prvni, druhy a tfeti kvartil jsou ty &iselné hodnoty,
pod nimi? je ,2 a  pozorovanjch hodnot znaku. Druhy kvartil je tedy totoZny
s medidnem. V pfiklad€ pevnosti v tahu vySetfovaném na str. 83 a nisl. kvartily
jsou: 77, 80, 84.

Pfistupme k rozboru, jakym Gdajem se mi doplnit aritmeticky primér

- 1
x=-7v—(x1+x2+...+xN), (¢))

abychom méli lep3i obraz o prib&hu znaku. Za takovy dopliiujici idaj se voli
Uslo, které diva celkovy obraz o velikosti odchylek

xl“‘;, xg—-;, e e ey XNy—X (2)

pozorovanych hodnot znaku od aritmetického priméru (1). Mohlo by se
zd4ti, Ze je Glelné za takové Eislo volit aritmeticky pramér viech odchylek (2);
to viak nejde, nebot tento aritmeticky primér je vidy roven nule (viz Gvahu
provedenou na str. 88, ve které nyni a = x). Je viak moZné za miry velikosti
odchylek (2) volit aritmeticky primér jejich absolutnich hodnot, tedy é&islo

1 - - -
'N-(le—xl+|x,—x|+--.+|xN-—x|) 3
toto &slo se nazjvd primé&rnd odchylka zkoumaného znaku.
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Z ritzngch. ditvodi: theoretickych i praktickjch se viak misto primérmé
odchylky (3) uXivé aritmetického primé&ru druhych mocnin odchylek (2), tedy
dsla

1 - - -
A= T = T+ Gy — B @

toto &slo se jmenuje rozptyl zkoumaného znaku. Praktickou nevyhodou
rozptylu je, Ze to neni pojmenované &slo toho druhu jako hodnoty znaku;
jsou-li hodnotami znaku na pf. délky vyjidiené v cm, nelze rozptyl udévat
v cm, nybr¥ v cm?. Proto se misto rozptylu ud4vi &asto jeho druhi odmocnina,
kterd se jmenuje smérodatnid odchylka znaku a znalf se obylejné o, takZe
rozptyl je roven o2, V praxi se zhusta misto smérodatné odchylky udivi
jeji pomér k x vyjidfeny v procentech, tedy dslo

100 o
x

>

které se jmenuje varia®ni koefitient znaku.

Poznimka. V pfedchizejicich vzorcich jsme méli kaZdou hodnotu
zkoumaného znaku v tolika s&itancich, u kolika jednotek souboru se ta hodnota
vyskytuje. Jsou-li xy, X3 . . ., X viecky rizné hodnoty znaku, fy, for . « -5 fi
jejich &etnosti, potom misto (1), (3), (4) méme oviem -

= '_‘(fxx1 +fxt... +kak) ' ' (1)
LA R T R A PR @)

ot = '117 il — %P +fa(ea— 2R +. . .+ fi(m — %) #)

Obecndji, udivime-li vé¥eného aritmetického priméru

;;lel-i-vwxa'l' «or + OrxR

Ot+ot.. .49 an
- (viz str. 90), je prﬁmémé odchylka dina vyrazem '
"1|x1""x|+%|xs-'x|+ o+ ox |2 — I 3"

: ' 0+ o054 . ..+v,‘
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a rozptyl vyrazem
ag=”1(x1—¥)2+”s(xa—;)2+---+°k(xk—§)2 4
O +0%4...+0,; ")

7. Grafické znAzornéni kvantitativniho znaku.

Misto tabulek se uZivdi mnohdy k nizornému vystiZenf hodnot kvantita~
tivntho znaku riznych diagramt (grafi). Nejprve si promluvime o t. zv.
histogramu. Histogram je horni obrys skupiny obdélniku, jeiichZ z4kladnami

et

SA5 625 675 725 775 825 825 925 075 X

Obr. 30.

jsou tHdnf intervaly (na x-ové ose) a jejich obsahy jsou rovny tfidnim Cet-
nostem, takZe vyika kaZdého obdélnika je rovna podilu

(tfidni Eetnost) : (délka tfidnfho intervalu).

Plocha histogramu je tedy rovna rozsahu souboru N. Na pf. tabulce 4 na
str. 84 odpovid4 histogram zndzornény v obr. 30. Snadno se dokiZe, e me-
disnu odpovid4 ten bod % na ose x, jimZ vedeni rovnobéZka s osou y rozdéli
plochu histogramu na dva sob& rovné dily.
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Polygon (= mnohothelnik) &etnosti je lomeni &ira, kterd se skldda
z Gselek, které spojuji postupné stfedy hornich stran histogramu. Je-li 4 délka
tfidnich intervald, pfipoji se na zatitek a na konec jeité po jednom intervalu
délky h; polygon &etnosti polinid a kondi na ose x ve stfedech pfidanych
intervald. V pfipad€ histogramu z obr. 30 dostaneme takto obr. 31.

© %

st / \

| ;{Z/ 3
\\

525 023 6235 725 7725 825 675 925 97,

Obr. 31.

@
x

Diagram Z.

Tak zv. diagram Z je vhodnou pomickou pro rozbor hospodifskych
jevti v podnicich a pro kontrolu pldnu vyroby. Skldda se ze tfi ¢ar 4, B, C,
které dohromady dévaji pfiblizn€ tvar pismene Z (obr. 32). Pfi tom bé&i
o zachyceni vyroby v uréitych asovych intervalech jako tydnech, 14 dnech,
28 dnech, mé&sicich, rocich atd. za urdité zdkladni obdobi, jimZ miZe byt rok,
dvoulet, pétiled atd. Je-li zikladnim obdobim rok, mime tudiZ 52, 26, 13
aebo 12 &asovych intervali. Strukturu diagramu Z si vyloZime na pfikladé.

Priklad. Vyroba jedné elektrirny za rok 1947, po mésicich. Zdkladni
obdobif je rozdéleno na 12 mésicd. Vyroba v jednotlivych mésicich v roce 1947,
jakoZ i v pfedchdzejicim roce, je udina (v milionech kWh) v prvnich dvou
sloupcich tabulky 6.
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Tab. 6.

Mésic X Vyroba v mil. kWh Kumulativni | Klouzavy thrn

roku 1946 roku 1047 hodnoty za 12 mésici
1 28,1 35,0 35,0 322,6
2 24,6 31,1 66,1 329,1
3 26,1 31,5 97,6 3345
4 22,5 28,1 125,7 340,1
5 22,9 28,3 154,0 3455
6 22,0 28,7 182,7 352,2
7 235 28,4 211,1 357,1
8 27,1 30,9 242,0 360,9
9 28,5 32,8 2748 365,2
10 29,7 35,7 310,5 371,2
11 30,5 35,6 346,1 376,3
12 30,2 354 381,5 381,5

315,7 381,5

Pfi konstrukci diagramu Z naneseme nejprve na osu x 12 sobé rovnych
useek, odpovidajicich jednotlivim mésiciim. Ve sméru osy y naniadime délky
odpovidajici vyrobé za uplynuly mésic. Jestlife takto vzniklé body spojime

400
360
320
280
240
200
160
120
80
40

Konec,
mesice

T/
I C B //
Z.
//
A8
1
L/
/7
Y
A A

asetkami, dostaneme (obr. 32)
&iru A, kterd diva piehled vy-
roby za jednotlivé mésice roku
1947, Z &ry A vidime, zdali
mésiéni vyroba je stild nebo
zda stoupd nebo klesd. K na-
rysovani &iry A4 je tieba pouze
2. sloupce tab. 6, v némz je
vyroba za jednotlivé mésice
roku 1947. Z tohoto 2. sloupce
dostaneme postupnym scitdnim
tfeti sloupec kumulativnich hod-

2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12not (lat. cumulare = hroma-

Obr. 32,

ditd), ktery mi v fidku od-
povidajicim 7#-mu mésici celko-

vou vyrobu za prvych n-mé&sict r. 1947. Pomoci tohoto 3. sloupce sestrojime
v diagramu Z &ru B stejné, jako byla sestrojena &ra A pomoci 2. sloupce.
Posléze obsahuje diagram Z jeité &ru C, odvozenou tymZ zpisobem ze
sloupce 4. tabulky 6. V tomto sloupci je u kaZdého mésice zaznamenin
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Klouzavy Ghrn, t. j. celkov4 vyroba za 12 mésicll, z nich? uva¥ovany mésic
je posledni. Kfivka C klouzavych Ghrnit diva pichled o tom, zda nezdvisle
od sezénnich vykyvil viroba stoupd & Kklesd. Nejvétdi zdjem mime oviem na
kfivce 4 b&nych hodnot za jednotlivé mésice; proto pro v&t¥{ zfetelnost ry-
sujeme tuto kfivku osy y v méfitku desetkrit zvétieném a vhodné ve svislém
sméru posunutou (viz obr. 33).

Vratme se k polygonu &etnosti! Jestlie rozsah souboru je velmi veliky

a tfidnf intervaly velmi malé, sklid4 se polygon &etnosti z velké fady velmi

maljch Gseek a mi pfiblizng

> 400 yvar hladké Kiivky, kterd se

] // 360 jmenujek¥ivka Eetnosti. Theo-

"4 320 retickymi tivahami, které nebu-

pd 280 deme probfrati, daji se odvoditi

240 né&které zdkladni tvary kfivek

40 A 200 &etnosti, které ve velmi ¢etnych

' p . 160 pripadech dévaji velmi uspoko-

as| e 420 Jivé piibliZeni polygonu Setnosti

NP d go Kvantitativnich' znakd dileX-

ot £ ‘0 tych statistickych soubord. To

je velmi duleZité, protoZe &et-

B2+ 5 o 7 & o0 1 iz  nostiodpovidajicitakovym theo-

Obr. 33. - retickym kfivkim se daji spadno

poditat (jsou také sestaveny v ta-

bulkich) a proto v mnoha pfipadech lze velmi pfesné popsati rozloZenf

hodnot kvantitativntho znaku tim, Ze se ud4 theoretick4 kfivka etnosti, kterd

nahrazuje polygon Cetnosti znaku. Mezi takovymi theoretickymi kfivkami

Cetnosti je nejdiileZitéjdi t. zv. normalnf kfivka Cetnosti. Jeji tvar je jedno-

znatné stanoven, znime-li hodnotu aritmetického priméru x =a a sméro-
datnou odchylku ¢. Rovnice normélni kfivky zni:

o|2n
Pii tom e se di pfesné matematicky definovati jako limita posloupnosti:

e=lim(l+—ln-);



piiblizné jc e = 2,71828. Normilni kfivka je soumémi podle svislé osy s
rovnici x = a; mA zvonovity tvar (viz obr. 34 pro a = 0; pro a7 0 sta&i
zména politku, abychom méli @ = 0). Pro x = a 4+ o m4 kiivka t. zv. inflexni
body, t. j. pfechdzi v nich z jedné strany tetny na druhou, jako sinusoida
pro x = 0. Obsah plochy omezené obloukem normélni kfivky (1), intervalem
h=x<Fk a svislymi Gsetkami v krajnich bodech tohoto intervalu udivi
relativni Cetnosi znaku pro tfidni interval 2 < x < k. Tyto relativni &etnosti
jsou scstaveny v tabulkich.

) 4

0 - 20 X
Otr. 34.

8. Indexni &isla¥).

Casto nds zajimaji Casové (nebo prostorové) zmény né&jakého hospodif-
ského jevu. Zkoumini takovych zmén se déje nejcastéji pomoci t. zv. index-
nich &isel neboli indext. V nejjednodussim pfipadé béZi o zmény jednotlivého
jevu, které miZeme pfimo ¢iseln€ sledovati; tu mime jednoduché indexni
¢isla, Zpravidla nis viak zajimaji jevy sloZené z fady zvla3tnich jevd, pii SemZ
miZeme pfimo &selné sledovati pouze jednotlivé zvlaStni jevy; tu méme
Ukrnni indexni &sla, kterd jsou stfednimi hodnotami jednoduchych indexnich
disel. :

Indexnich &isel se dfive uZivalo hlavné pfi zkoumdni zmén cen zboZi.
Pozdéji se jejich uZiti rozsifilo na rozbor Gdajui o Grovni prumyslové vyroby a
spotieby, produktivity price, plnéni vyrobniho plinu, plnéni pracovnich norem.

*) Viz Doslov, na str. 114.
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Tab. 7.

Pramérné ceny zboZi v obdobf | Index (z4kladni
Drub bdobi = 100)
zikladnim béiném 0bcodl =
1. Penice ....co0vvennns 26,22 225,79 861
2. 730 tiiiinininnnnenes 20,05 195,17 973
3. Jetmen ...iiiiinnnnn. 15,30 212,29 1388
4. OVeS.ovvnnerneneannns 14,62 177,92 1217
5. Pieni¢nid mouka ...... 43,50 336,67 774
6. Zitn4 mouka.......... 30,25 282,375 933
7. Kroupy «.ocevvevennes 36,25 358,33 988
8. Brambory ............ 5,50 53,875 980
9., Kukufice . ovuvenaennss 17,60 154,92 880
10. RyZe..oveeneninnnnnn. 31,00 304,58 983

Jednoduché indexni &islo je pomér hodnoty zkoumané veli¢iny v obdobi
bé2ném k hodnoté téZe veli¢iny v obdobi zdkladnim, kterym muZe byti na pf.
rok 1914 nebo rok 1948. Obycejné se indexni &slo vyjadfuje v procentech,
t. j. &slo odpovidajici zdkladnimu obdobi se nahradi &slem 100.

Abychom z takovych jednoduchych indexnich ¢isel obdrZeli &iselné
vyjidfeni celkové zmény cenové trovné, uréime nékterou stfedni hodnotu
jednoduchych indexnich ¢&isel, kterd bude Ghrnnym indexnim &islem, vyjadiuji-
cim zménu pozorovaného jevu v celku. Za stfedni hodnotu se pfi tom voli
zpravidla vdZeny aritmeticky primér (viz str. 90). Jde-li na pf. o sledovéni
Zivotnich nikladd obyvatelstva, je jasné, Ze zmény cen riznych druhd zboZi
se odréZeji v rozpoltu spotfebitele riizng, a proto je nutné jednotlivym druhim
zbo# pfiklidati tim v&t3i vdhu, &m vétdf dileZitost maji v tomto rozpoltu.
Obydejny aritmeticky primér by v pfipadé cenového indexu znamenal, Ze
poklddime jednotlivé druhy zboZi za rovnocenné jednotky; to by odporovalo
skute¢nosti. Urlovéni vah neni otizkou matematickou, nybrZ hospodifskou.

Uvedeme si nyni nékteré zpisoby vypottu Ghrnnych indexi, kterych se
v prazi skuteng ufivd. M&jme n riznjch druhi zbo3 nebo vyrobki g, b, ¢,
d. .. a oznalme

D1y Do o o o5 P 1
cenu za jednotku zboZi (nebo vyrobni niklad) v obdobi zikladnim;
Pis Prs « « +5 Dy 1)

budteZ ceny nebo vyrobni niklady v obdobi béiném. Dile budiz
919 + « <> 9n )
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muozstvi spotfebovauého nebo vyrobeného zbof v obdobi zikladnim,

q;’ q;s o0y 9; (2"
mnoZstvi v obdobi b&ném. Jednoduchi indexni &sla pro cenu zboZi (nebo
vyrobni ndklad) jsou poméry

nono P
*2 >

Pl’ PS’ o Pn
throné indexni &slo pro viecky druhy zboi (vyrobki) jest

Pl +0 pl_l_ +7)‘&'

D; Dy
3
vl+v,+...—l-v,, ? @)
kde vy, 0 . . ., U, jsou vihy, které pfifadime jednotlivym druhim zboZi.
Jest jesté€ tieba zvolit véhy v, v, . . ., 9,, aby Ghrnny index (3) byl
jednozna¢né definovin. Jedna z obvykljch method je tato:

=P14v (£ =P242! v ey U, =ann; (4)
viha v, = p,q, kaZzdého jednotlivého druhu zboZi je tedy rovna soudinu ceny
za jednotku p, v zdkladnim obdobi s mnoZstvim pfipadajicim na toto obdobi,
t. j. védha o, je rovna celkové cené vieho zboZi pfislu$ného druhu spotfebovaného
(nebo vyrobeného) v obdobi zékladnim. Takto vypolteny Ghrnny index (3)
s vahami (4) se nazjvd Ghrnny index cen nebo vyrobnich ndkladd
na podkladé mnoZstvi zdkladniho obdobi. Dosadime-li do (3) ze (4),
dostaneme po Gpravé pro Ghrnny index jednodud$f vyraz

Pt Pi gt ... +0n ®)
20 i o 2 0% o o X

Jako piiklad vypolteme cenovy index zviZeny na podkladé mnoZstvi
zékladniho obdobi z dat uvedenych v tabulce 8.

Tab. 8.
Ceny MnoZstvi
noistv
Druh zbof v zikladnim v pozorovaném | v zdkladnfm obdobi
obdobi obdobi
A 80 100 2
B 100 50 5
c 120 100 4
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Podle vzorce (5) vyjde thrnny cenovy index

100-2 4-50-54100-4 850
80-24100-5+120- 4 1140

Pravé vyloZeného zptisobu cenovych indexi se dosud uZiv4 u nis, v Polsku
a v jinych lidové demokratickych stitech. Naproti tomu v Sovétském svazu
pfikrolili ke konstrukci takovych indexti, které by postihly rapidni tempo
ristu vyroby a socialistické vystavby. Prvého zpiisobu cenovych indexit uZivaji
jen pro srovnini vysledkd.

Uvedme si nyni tento novy zptisob konstrukce indexnich &sel: misto (4),
volme

= 0,746 neboli 74,6%..

(21 =P19'u Uy = qu;: e ey Uy =an:p Y

t.j. véha v, = p,g, ka¥dého jednotlivcho druhu zbo#i je rovna &slu udévajicimu
pii cenich zikladniho obdobi Gkrnnou cenu mnoZstvi vyrobeného v béiném
obdcbi. Uhrnny index (3) s vahami (4') se nazjvd Ghrany index cen
nebo vyrobnich ndkladi na podkladé mnoZistvi pozorovaného
obdob{. Dosadime-li do (3) ze (4'), dostaneme pro tento index vyraz

£ +Pgit .- o 5"
Py ANy A
ktery se 1 od vyracu (5) im, Ze mnoZstvi zboZi (vyrobku) se nebere podle
obdobi zékladniho, nybrZ podle obdobi bé&Zného. ’
Indexy (5) a (5') popisuji zmény v cendch na podkladé mnoZstvi ze ziklad-
niho nebo béZného obdobi. Maji-li znacky (1), (1), (2), (2") tyZ vyznam jako
dosud, vyménime-li v§ak v (5) a (5’) pismena p a ¢, dostaneme nové indexy

g e S ] ©
Py + 08t o oo Puln
ATy
22X + D29 4 +ann
tyto indexy popisuji zménu ve mnoZstvi (spotfeby nebo vyroby), a to (6)
na podkladé cen zc zékladniho obdobi, (6") na podkladé cen z béZného obdobi.
Indexy (6), (6") se nazyvaji indexy fysického objemu.
Uvedme si pfiklad na vypolet indext cenovych i indexi fysického objemu
z dat tabulky 9.

(6)
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Tab. 9.

Zikladni Pozorované
Stavebni hmoty obdobi
cena mnoZstvi cena mnoZstvi
Cement v pytlich...... 60 20 54 32
Zelezo v tunich ....... 80 5 76 4
Cihly v 1000 kusi .... 45 40 45 20
Vypolet cenovych indexi:
a) zvaZeny na podkladé mnoZstvi zdkladniho obdobi
54.20476-5445-40 3260
+ * = = 95,88 %;
60-20480-5 4 45-40 3400

b) zvéZen§ na podkladé mnoZstvi pozorovaného obdobi

54-324-76-4+445-20 2932 = 93,389,
60-324+80-4+45-20 3140 '
Vypolet indexi fysického objemu:

a) zvaZeny na podkladé cen zdkladniho obdobi
60-32+80-4+45-20 _ 3140 = 02,3593
60-20+4-80-5+4+45-40 3400

b) zviZeny na podkladé cen pozorovaného cobdobi
54.324-76-4445-20 2932

== == 89,94 9%,.
54.20 4-76-54-45-40 3260 /o

9. Ukazatelé.

Ukazatelé jsou dileZitd &sla, kterd nim objastuji pracovni poméry
a vysledky v primyslovych, zemedelskich distribu¢nich a j. podnicich a
Gstavech, ve vefejném Zivoté,

Ve $kole sestavuje kazdy tfidni ulitel pravidelné ukazatele své tiidy:

1. dochézka: kolik hodin zameSkal primé&rné jeden Zik tfidy za Ctvrt roku;
2. potet vyznamenanych Z4ika (absolutné i v procentech);
3. podet Ziku propadajicich z jednoho piedmétu a
4. z nékolika pfedméth (absolutué i v procentech).
Tato disla sestavuje kazd4 $kola pro sebe, aby méla piehled, a také pro KWV,

101



V zdvodé&. Kaidy zdvod je povinen sestavovati v urtitych &asovych
intervalech, aspofi mési¢né, ukazatele, které hlisi podnikovému a oblastnimu
feditelstvi na pfesné pfedepsanych formuléfich. Jsou to 1. vieobecni, 2. zv14$tnd,
3. pomocni ukazatelé. VSeobecné a pomocné ukazatele hlisi kazdy zdvod,
zvla$tnf pouze urdité zivody. Vieobecnymi ukazateli jsou:

Hodnota vyroby zivodu za mésic (tyden) pfipadajici na jednoho
pracovnika.

Pomér poétuneodpracovanych hodin k poltu odpracovanych a to

a) placenych (zdkonitd dovolend, svitky atd.),
b) pro udlast na Skoleni a vykonivini vefejnych funkdi,
c) nemoc a neplacené hodiny.

Podil dkolové price a prémii na celkové prici. (KaZdy zivod se snaii,
aby co nejvétdi podet délniki pracoval v ikole.)

Pomér poétu 'na‘hrazenich pracovnikd k primérnému celkovému
poctu pracovnikil.

Pomocnymi ukazateli jsou:

Podil osobnich ndikladd na hodnoté vyroby.

Produktivita priace (hrubd hodnota vyroby délend poftem odpraco-
vanych hodin).

Ukazatelé maji nejvétdi dileZitost hlavné pfi plinovini a pfi kontrole
splnéni plinu.

Plénovdnt a jeho kontrola v zdvodé. V plinovaném hospodéistvi musf
kazdy zavod pro nisledujici obdobi vypracovat do podrobnosti svilj plin a
k tomu musi znit ukazatele, ktefi jsou vysledky mnoholetjch zkuSenosti,
zkouméni a vypolth (normy). Jsou to na pfiklad:

1. ukazatelé hospodédrnosti: a) mnoZstvi suroviny, které pfipadi na
jednodku uréité vyroby, b) mnoZzstvi préce, kterou je tieba vynaloZit, ) mnoZstvi
energie (elektrického proudu atd.), kterého je tfeba na jednotku vyroby,
a pod.

2. ukazatelé vyrobnosti: jakou prici je moZno oekdvat od délnika
za hodinu podle Klasifikace (je-li délnfkem orvé, drubé, . . . tfidy, muZem
& Zenou, uéném nebo udednici), jaky vykon je moZno ofekdvat od urditého
stroje za hodinu (kapacitni norma).
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Pro kontrolu vykonané préce musi zdvod znit, po pfipadé sestavit:

1. ukazatele jakosti. Zavod zji$tuje na pf., jaké procento vadné vyroby
pfipad4 na celkovy objem vyroby, jaké procento pfipad4 na jednotlivé jakostni
tiidy, a to .

a) podle plinu, s kolika procenty se pocitalo,

b) jaké procento se jevi ve skute¢nosti.

2. ukazatele plnéni plianu, kolik procent plinu se uskute¢nilo v zi-
vod&, v jednotlivych sektorech, kolik uskute¢nili jednotlivi pracovnici atd.

Celostdtni pldnovdni a jeho kontrola.

Stitni ufad pldnovaci (SUP) vypracuje ve spoluprici se viemi zivody,
podniky, oblastnimi a Gstfednimi orgény, ministerstvy a poverenictvy, do pfedu
celostdtni pliny a k tomu musf znit ukazatele predeslych obdobi a sestavovat
nové, Na pf.:

Hlavni ukazatelé pétiletého plinu (podle smérnic r. 1948):
1. nirodni dichod v miliardich K&

1948 . . .o 210 (= 100%),

1953 . .. ..o i i 310 (= 1489%,);
2. primyslovd vyroba v miliarddch Kds

1948, ......... ... 288 (= 100%),

1953 . .. ..o i i i 454 (= 1579,).
3. zem&délskd vyroba v miliardich K&

1948 . .o . 90 (=100%),

1953 . .. oo il i i 105 (="1169,);
4. stavebnictvi v miliardich K&

1948 . ........ e 20 (= 1009,),

1953 . ........ e e 46 (= 2309,) atd.

10. Piiklady uZiti n€kterych ukazateli.
Mime vyjddfiti procento splnéni plinu (ukazatel splnéni plinu).

. Prumyslovd vyroba v pétiletém plinu je plinovina jednak v hrubé hodnotd
vyroby obori a odvétvi na zdkladé stilych cen k 1. 1. 1948, jednak ve jmeno-
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vitych tkolech. Jmenovité tkoly jsou jakymisi zékladnimi vyrobky, charakteri-
sujicimi pfislu$né odvétvi priamyslové vyroby. Jejich vyroba je stanovena
ve fysickych jednotkich v mnoZstvi (kusy, m, m? kg, atd.).

Vypocet procenta spinéni pldnu.

Procento splnéni plinu se vypocitivd u jednotlivich vyrobkd pouhym
porovninim vyrobeného mnoZstvi ¢' s mnoZstvim plinovanym gq.

Tedy ,
U, =2
q

A - 100.

Splnéni plinu v celém odvétvi a primyslu se vypolte pomoci vaZeného
aritmetického priméru, pfi demZ za vihu ukazatele U, se bere podet zamé&st-
nanci v tisfcich, zGastnénych na vyrobé jmenovitého tkolu. Na pf. viha 7,2
znadi tedy 7200 zaméstnanci. Piiklad na vypolet procenta splnéni plénu
z dat primyslové vyroby, uvedenych v tabulce 10.

Tab, 10.
Jmenovity Plin Vyroba % splnéni Véha U, .
kol q q Up v p°v

A 1000 kustt | 1025 102,5 26,4 2 706,00
B 2000 m 2200 110,0 2,1 231,00
C 1500 tun 1450 96,7 7,2 696,24

35,7 3 633,24

= 3633,24 o
= W': 101,8 A,,

t. zn., %e ukazatel primérného splnéni plinu byl pfekroden o 1,89.

Zvlastni vyznam pro sledovini plnéni plinu md ukazatel o rovno-
mérnosti splnéni pldnu.

Tento ukazatel je charakterisovin smérodatnou odchylkou, tedy jedinym
¢slem, udévajicim velikost vykyvii v plnéni plénu u jednotlivych jmenovitych
{ikoli nad nebo pod priimérné procento splnéni plinu. Cim jsou tyto rozdily
mensf, tim je i men$i smérodatna odchylka, vyjidfend v procentech. Jestlize
nékteré odvétvi ma velmi nizkou smérodatnou odchylku, znameni to, Ze plin
byl s hlediska rovnomérnosti v plnéni dobife splnén.
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Vzorec pro ukazatele rovnomérnosti splnéni plinu m4 tento tvar:

Uz=(Up'—ﬁp)2"U-|-...
° o4,

pfi ¢emZ U, je ukazatel procenta splnéni plinu jmenovitého tikolu, T, , je
ukazatel ptumemého splnéni plinu v odvétvi a v je viha, tedy pofet zamést-
nanct, zicastnénych na vyrobé, vyjadfeny v tisicich; tetky naznaluji s¢itdni
po viech jmenovitych tkolech.

Priklad: Vypolteme ukazatele rovnomérnosti splnéni plinu z dat
primyslové vyroby, uvedenych v tab. 11 a 12,

Tab. 11.
Oblast A Pramyslové odvétvi
|
Plin Vyroba Viha % splnéni .
Vyrobek | p p ” °°0, Up-v

A 2400 { 24720 65,0 103,0 6 695,00
B 1 600 1 603,2 29,2 100,2 2925,84
Cc 1500 14325 5,1 95,5 487,05
D 1000 1011,0 1,2 101,1 121,32
E | 520 421,2 0,4 81,0 32,40
100,9 10 261,61
— 10261 - 61 ’

U, = ——— = 101,79

’ 100,9 %

¢ili splnéni plinu celého priimyslového odvétvi ¢ini 101,7%,.

Tab. 11a)
Vyrobek | % splnéni Up | (Up — Up) Up —Tp)? | (Up—Tp)?-v

A 103,0 + 13 1,69 109,850
B 1002 - 15 2,25 65,700
C 95,5 - 62 38,44 196,044
D 101,1 — 06 036 - 0,432
E 81,0 —-20,7 428,49 171,396

Tp = 101.7 543,422

SB42 Ve
V = |/5,3857 == 2,329%.
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Tab. 12,

Oblast B Primyslové odvétvi
% splnénf = = —
Vyrobek | % A Viha | Uyeo ((Up—Tp)| Up = Tp)* |(Up- T -0
A 78,0 30 | 23400 | —195 | 380,25 | 1140,750
B 151,0 0.2 3020 | +535 | 286225 572,450
c 108,2 55 | 59510 | +107 | 11449 629,695
D 75,1 0,5 3755 | —22,4 | 501,76 250,880
92 896,85 2593,775
— _ 896,85 2593,775 _ s
U, = 2 =975 U =V—’—= 281,93 = 16,799
? 9 ,2 3 o 9 ’2 V t] ¢ A)’

to znamen4, Ze ukazatel rovnomérnosti plnéni plinu je v tomto pfipadé mno-
hem vy$§i neZ v pfipadé prvém, takZe ukazatel rovnomérnosti plnéni plinu
v prvém pripadé€ svédd o lepsim stejnomérném plnéni neZ v piipad€¢ druhém.

PH poditini ukazatele rovnomérnosti plnéni plinu je moZné uvidéd
jmenovity tkol odvétvi, ktery mél nejniZ¥i procento splnéni a jmenovity tkol
téhoZ odvétvi, ktery mél nejvysii splnéni. Rozdil mezi obéma témito hodnotami
se nazyvd rozpéti v plnéni pldnu. V naSem pfipadé pro oblast 4 &ini
rozpéti v plnéni plinu 103,0 — 81,0 = 22,0, kdeZto pro oblast B je 151,0 —
— 75,1 = 75,9, coZ znamen4, Ze ve druhém piipadé jsou mnohem vétif vykyvy
ve splnéni plinu neZ v pfipadé prvém.

Dal§i ukazatel, jehoZ se také velmi &asto uZivd, je ukazatel odchylky
od plinu. V tomto piipad€ politime odchylky od plénu, t. j. od 1009, a ne
od priimérné hodnoty splnénf plinu. Tento ukazatel je do jisté miry vlastné
kontrolou, zda plin v celém odvétvi byl velmi nizko nebo pfili§ vysoko stanoven.

Jinym z ukazateld je ukazatel spliovdni pracovnich norem.
Urdime jej na z4klad€ 1dajt o vysledcich price délniki, pracujicich v tkolu
za urdité obdobi. Vypolet procenta splnéni pracovnich norem zjistime srovnd-
nim skutetné produkce délnika v hmotnych jednotkich s produkci, kterd
méla byt délnfkem vyrobena za stejnou dobu pfi dodrZeni asovych norem,

stanovenych pro vyrobu jednotky produkce.
2
T gt
U =—:100 = =—-100
"ot T
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kde g je polet vyrobki, zhotovenych za urlité obdobi, nejéastéji za mésic,
¢t zna¥ &asovou normu pro jednotku vyrobku v hodinich, T je pracovni &as
v hodinich skute¢né vynaloZenych.

Piiklad: Stanovte procento splnéni norem z dat uvedenych v tab. 13.

Tab, 13.
Podle
Gasové stanovenych o
norem % splnéni
woma 0 | Zhowoveno | ey |, Skt | ot
Vyrobky jednoho vyrobkl potieba dél. prac t
) za mésic | d&l. prac. - Prac | = L 100
vﬁrob!(u hodin hodin =T
v hodin¥ pro celou
vyrobu
t q qt T
A 2 80 160 90 177,8
B 1,5 40 60 50 120,0
C 0,5 100 50 70 71,4
Celkem 270 210 128,5
= 270
U, =——- 100 = 128,69%,.
" 210 6%

Primérné procento pracovnich norem ¢&ini tedy 128,69,.

Vznik4 otdzka, jakého pracovniho ¢asu méme pouZit pfi vypoctu: kalend4f-
nfho nebo skutetné odpracovaného ¢asu.

Dejme tomu, Ze jsme pro vypocet pouZili kalend4iniho pracovniho &asu,
ktery, jak znimo, zahrnuje také rtzné ztrity pracovniho ¢asu. Bude potom
ukazatel splnéni norem niZ$i, neZ ukazatel vypolitany na zdklad¢ skuteéné&
odpracovanych hodin.

Zpravidla se uvddéji oba ukazatelé. Ukazatel splnéni norem, vypoditany
na zéklad€ skutein€ odpracované doby ukazuje, v jaké mife délnici plni stano-
vené normy. Porovnime-li tento ukazatel s ukazatelem vypoditanym podle
kalenddfniho Casu, zjistime, do jaké miry vyuZili délnici, pracujici v tkole,
sviyj celkovy pracovni Cas.

Zjilté€ni primérného procenta Casového spinéni norem délniky, pracuji-
cimi v tkolu, se Casto doplivje ukazatelem primérného procenta délnikd,
pracujicich v tkolu, ktefi splnili stanovené normy.

UkaZme si na pfikladé postup vypottu obou uvedenych ukazateld.
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Ptiklad: Vypoltéte ukazatele splnéni pracovnich norem u 50 délnikd,
ktefi se zGastnili na vyrobé v dobé jednoho mésice. Potiebn4 data jsou uvedena
v tabulce 14.

Tab. 14.
Pracovni €as v hodinich
poruar | Zhotoveno | St T
déluikt s vyrobkl skuteCne
& 23 mésic v l{odinéch podle norem vynalozeny nor;n
p . at T U,= d 100

1 100 1,5 150,0 123 122

2 56 1,7 95,2 170 56

3 270 2,5 675,0 185 365

4 106 3 318,0 190 167

5 109 2 218,0 186 117

6 174 1 174,0 164 106

7 320 0,5 160,0 172 93

8 38 K] 114,0 168 68

9 57 3 171,0 154 111
10 30 1 210,0 178 118
11 47 4 188,0 172 109
12 218 1 218,0 192 114
13 216 0,5 108,0 144 75
14 58 4 232,0 156 149
15 880 0,25 220,0 184 119
16 365 0,5 182,5 177 103
17 52 5 260,0 192 135
18 41 5 205,0 183 112
19 10 20 200,0 168 119
20 123 1,5 184,5 176 105
21 363 0,5 181,5 168 108
22 204 1 204,0 156 131
23 40 4 160,0 195 82
24 204 1,6 326,4 168 194
25 170 1,8 306,0 185 165
26 60 3 180,0 152 118
27 352 0,5 176,0 166 106
28 265 0,75 199,0 158 126
29 398 0,3 119,5 142 84
30 41 5 205,0 178 115
31 250 1,35 337,5 182 185
32 95 2 190,0 188 101
33 380 0,5 190,0 176 108
34 29 4 116,0 161 72
35 61 3 183,0 162 113
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Gasova norma Pracovni ¢as v hodinich
Potadi Zhotogﬁ‘x;o pro jednotku . 9% splnénf
délniki :ai' r,(;,ésic vyrobkd | podle norem | _Skutetnd “norem
v hodinich vynaloZeny _— & 100

q t qt T T

36 179 1,3 233,0 182 128
37 37 5 185,0 171 108
38 286 1,65 472,0 192 245
39 375 0,5 187,5 169 111
40 342 2,2 752,4 198 380
41 128 1 138,0 148 93
42 107 2 214,0 183 117
43 81 1 181,0 172 105
44 48 1,4 203,0 168 121
45 305 0,5 152,5 173 88
45 120 1,8 21€,0 188 115
47 75 2,5 187,5 183 102
48 85 6,4 544,0 194 280
49 87 2 174,0 176 3 99
50 61 3 183,0 183 100
Celkem ... 11 380,0 8 651 131,5

11380,0 "
= - 100 == 131,59,.
"7 8651 5%

Tento ukazatel je nutny pro charakteristiku celkového spliiovéni pracov-
nich norem v zdvod&. Aviak tento ukazatel sim o sob& nestati. Z tabulky
je patrno, Ze rozpéti ve splnéni norem je znalné, jak vidime u délnika &. 2,
ktery splnil normu na 56%,, kdeZto délnik & 40 na 3809%,, takZe rozdil ¢ini 324.
V primémém procentu tyto rozdily zmizely. Avizk pro sprivné posuzovéni
moznosti dal3iho zvySovéni vykonnosti price je tfeba ukazateldi, charakterisuji-
cich stupefi splnéni pracovnich norem jednotlivymi skupinami délniki.

Je proto zapotfeb{ vypotitat dopliiujici ukazatele:

1. ukazatele roztfidéni délnikd pracujicich v tkolu podle procenta splnéni

pracovnich norem, .

2. primérné procento splnéni norem jednotlivymi skupinami délnikd.

Pro vypolitivini t&chto ukazateld musime viechny délniky, pracujici
* v Gkolu, rozdélit na skupiny podle procenta splnéni pracovnich norem. Dejme
tomu, Ze stanovime tyto skupiny: Délnici, ktefi splnili normy pod 80%,
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od 80—99%,, od 100—1v99%,, 0d 110—1299%,, od 130—1499%,, od 150—199%,
od 200—2999, a od 300 a vice %.

Pro prvni skupinu a prvniho ukazatele vezmeme potet délniki, splniviich
normy pod 809%,. Jsou to délnici, &. 2, 8, 13 a 34 (viz tab. 14). Porovnime nyni
potet pracovnich hodin podle norem se skute¢né vynaloZenym pracovnim

¢asem téchto délniki.
433

U,,‘=%-100i67%.
_—__2%_.100 == 90%

™ 1006

Vypodteme-li tyto ukazatele pro viecky skupiny, dostaneme tuto tabulku
(v zaokrouhlenych procentech).

Tab. 15,
PoZet délniki
Polet délniki Potet délnfki jané skupiny Primémé 9,
podle procenta ve skuping na celkovém poétu splnéni norem
splnéni norem délnikd v % v dané skupin&
- 80 4 8 67
80 — 99 6 12 9%
100 — 109 12 ’ 24 105
110 — 119 13 26 115
120 — 149 7 14 130
150 — 199 4 8 178
200 — 299 2 4 263
300 + 2 4 373
Celkem ,...... 50 100

Z tabulky je patrno, % 10 délnikd, t. j. 20% u celkového podtu délnfkil
nesplnilo stanovené normy, kdeZto 80 délniki normy splnilo. Téchto 80%,
je tedy ukazatelem priimérného procenta délniki pracujicich v tkolu, ktefi
splnili normy. Je to vlastné pomér po¢tu délnikd pracujicich v tikolu, splniviich
normy na 100 a vice procent k poltu viech délnikd pracujicich v tkolu niso-
beny 100. ’

Diéle je nutno vypoditat primérné procento splnéni norem skupinou
délniky, splniviich a pfekrotiviich stanovené normy. Za tim Gcelem se vypolte
pormovany a skuteny pracovni &as u této skupiny, (t. j. vech déIniki s vylou-
¢enim délnikd nesplniviich normy).
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V npalem pfipad¢ soudet nmormovaného pracovniho Zasu pro délniky,
ktefi plni a pfekrotuji normy, &ni 10 039,5 hodin a soudet skuteéné vynaloZe-
ného ¢asu je 7 002 hodin.

Primérné procento splnéni norem u této skupiny dé&lnikd bude

— 10039,5

- 100 = 143%,

" 7002

11. Casové Fady.

Vypotteme-li hodnotu nékterého ukazatele postupné pro &asové intervaly
pevné velikosti (roky nebo mésice a pod.) nisledujici za sebou, dostaneme
&asovou Fadu. PovaZujeme-li jeden &len fady za zidklad a ostatni 5 nim
porovndvime délenim, dostaneme indexy, Casto vyjadfované v procentech
nebo promilich. Indexy tedy ukazuji zménu urditého ukazatele podle Casu
(nékdy také podle mista).

Koncem minulého stoleti se velmi roziifil takovy zpasob vyjadfovani
zmény cen a Zivotni trovné, také zmény porodnosti, imrtnosti a pod. Nyni
se uzivd této methody hlavné ke znizornéni postupu vyroby.

Diagram : Vyvoj promysiové vyroby v CSR od roku 1913(=100 %)

1802
170 £

150 {
150 /
140 4
130 /’
120

#0
10021 : ™
90 I\ N e
80 \‘ /\\ > < V/
70 | / \ L r h 3 /
60 |-\ N~ ~ /
50 >
40
30
20
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Obr. 35.
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Za z&Kladni rok se voli dilezity ¢as. Casto se voli rok 1913 (posledni rok
pied svétovou vilkou); 1937 (posledni rok pfed Mnichovem); 1946 (zaldtek
dvouletého planu).

Jako piiklad si uvedeme vyvoj priumyslové viroby v (SR od roku 1913
(index 1913 = 1009,), nebot zména vnitiri skizdby primyslové vyroby je
nejlépe patrnd z porovniani s predvédleénou Jobou.

Zménu primyslové vytoby mtzeme vylisd z diagramu. Takové indexy,
které maji pevny zdklad, jmenuji se agregatri indexy.

Jsou také Fetézové indexy. Ty dostaneme, jestlie kazdého ukazatele
délime ukazatelem z pfedchézejiciho obdobi, tedy na pf. vyrobu z roku 1622
délime vyrobou z roku 1921, vyrobu z roku 1923 délire vyrobou z roku 1922
a tak dile.

JestliZe hodsoty ukazateld v Casové fadé jsou
Qy, G Ay dgy . . . Gy,
potom agregitni indexy jsou

a; ay as an

T Ty Ty e e ey TS (1)
Q% (0 9 %
fet¢zové indexy jsou
’ al (12 a3 an
Ty T T e e ey T (2)
ac a a2 an_l

V (1) a (2) mime jednoduchd indexni &isla, kterd dostdvame prostym
délenim. Mime vSak také takové Casové fady, ve kterych se vyskytuji dhrnnd
indexni &isla, kterd, jak vime (viz ¢ldnek 8) jsou vaZenymi aritmetickymi
pruméry jednoduchych indexnich disel.

Priklad. Vypoltéte cenové indexy se stdlym zikladem i cenové indexy
Tfetézové na zdkladé udajii o cenach a mnoZstvi vyrobka za &tyfi obdobi obsaZe-
nych v tabulce 16.

Tab. 16.
Cenv p MnozZstvi ¢ !
Vyrobky —
Do b 21 b2 s do T q: ds
a 95 80 70 70 34 39 81 60
b 190 150 150 200 9 5 4 6
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A. Vgpolet index se stilym zékladem na podkladé mno¥stvi zkladniho

obdobi:

80-34+4+150-9 4070

= = 82,399
95-34 41909 4940 9%
70.344150-9 _ 3730 - 75519,
95.34 +190-9 4940
70-344200-9 _ 4180 - 84,629,
95-34+190-9 4940

A. Vypolet indexu se stiljm zikladem na podkladé mnoZstvi béZného

obdobi:

80-39+150-5 3870 ,
= == 83,149
0539 4 190.5 4655 o ile)
70-81 +'150-4 6270
— = = 74,169
95.81 4-190-4 8455 ,16%:
70-60 +200-6 _ 5400 _ . _,
95.60 1+ 190:6 6840 78,95%.

B. Vypolet indexii ietdzovjch na podkladé mnoZstvi pfadchizejicino

obdobs:

80-34 4 150-9 - 4070 - £2.39%,
95.34 +150-9 ~ 4940
70.39 4-150-5 3480
i = = 89,929
80.39 4 150-5 3870 9:92%;
70.81 + 200-4 © €470
— = = 103,19%,.
70-81 +150-4 5270 19%
B. Vypolet ¥et€zovych index na podklad® mno¥stvi b&ného obdobi:
80.3C4150.5 - 3870
= = 83,149,
95.39 4+ 190.5 4655 5:14%
70.81 +150-4 6270
' = = 88,56
§0-81 +150-4 ‘7080 88,56%
70-60 +206-6 400 & . o
70-601 150 6 ~ 5100 — 0388%-

8 Ckm. G 3551V

—
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DOSLOV.

Na nékolika jednoduchych pfikladech vzatych z denniho Zivota jste
poznali, Ze matematickd statistika pouZiva ve svych zdkladech matematickych
method, a e je aplikaci po¢tu pravdépodobnosti. Proto matematické statistiky
se uZivd ve védich prirodnich, technickych a vSude tam, kde statisticky soubor
sestava z velkého pocétu jednoduchych, vzdjemné nezivislych prvka a kde se
uplatiiuje zékon velkych Cisel.

Védy spoletenské si viak vyzaduji jinych method, method ekonomickych,
zaloZenych na védecké theorii marx-leninismu; a pravé téchto method uzivd
statistika. Podle toho je tedy statistika véda spolelenska, kterd se zabyvi
studiem socidlné-ekonomickych jevid a procest a shromazdénd data zpracoviva
na podkladé viestranné analysy spoleCensko-ekonomickych vztaht za pomoci
ekonomiky marx-leninské. — OvSem i statistika uZivd pfi zpracovdvani dat
matematickych method, samozfejmé aZ po jejich naleZitém ekonomickém roz-
tfidéni. RovnéZ tak vysledky ziskané methodami theorie pravdépodobnosti
a methodami matematické statistiky, musi byt vyhodnocoviny na zdkladé
marx-leninské ekonomiky.

Rovné? tak theorie index, ktera je theorif Cisté ekonomickou, manipuluje
s urditym matematickym aparitem, s kterym se nutno obeznimit a ktery zde
byl proto ve stru¢nosti také vyloZen.
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III. VYSLEDKY CVICENI.

1. FUNKCE A JEJf GRAFY.
1. Pojem funkce.

1. a) Pro ka3dé x; b) x = 0; c) pro kaZdé x; d) x = 0; ¢) pro kaZdé x; f) x = 0;
g) x = 0; h) x > 0; i) pro kaZdé x; j) x > 0; k) pro kaZzdé x; 1) x 7 k=, kde & je celé;
m)x # kn,kde kjecelé;n) x < 350) —1SxS Lp) x>0, Qx> 0;1)x # £ 15
) x#£3 B YID;t) x=3 ax=<1; u) pro kazdé x; v) pro 2idné x; z) x> 3a a

r<—a —2.8)y= g—,kde0<x<c;0<y<1;b)y=sina, kde 0 < a < 31
c) definice goniometrické funkce y = sina libovolného tihlu a zahrnuje jako zvliitnf
p¥ipad definici funkce sin a, jako#to pomér i ze cvit. a). — 3. V = 7 (4 — a?) x;

a)o<x<2r,b)prokazdex—4.S=m=|/ [2+|/1_(_ ]

2rx’ 2mrxt
A0<s<2r; )0 s 2r. — 5. a)v=x’—r=; =3(x”—r’); definovdno pro
2,
x;é;!;r;sznamméprox>r;b)V=-—————3(m 21 definovéno pro v 5 2r; vyznam

mi pro v > 2r. — 6.2) Proka2dé x; b) — 1 < x < 1; ¢) pro kazdé x;d)x > 2 5/3 a
x< — £13; e), f), g) pro ka%dé x. — 7.a)a¥d)prokatdéx; e)x # }(2k — 1), kde
kjecelé; £) x > 0; nem4 uvedenou vlastnost; g) pro kazdé x.— 8. a), ¢), d), €), f), j) jsou
prosté. — 9. Rostouci je funkce b); klesajici je funkce a), c), d), €), f). — 10. a) Rostouc{
jsou funkce b), d), f), g), i), j), @). — b) Klesajici jsou funkce'h), n), p). — c) Viecky
ostatnf vyjimajic v.

1. a) y=>—5;b)y<8;¢c) —459<54;4d) OSyS4. e) —15yL0;
f) 0y £ 2;5g) ¥y <10; h) nabyvi viech redlnych hodnot. — 12, 8) b < 6; — a3
b) ~55b<5:kntakdekcelé;c) —3 < b<3; % kn 4 a, kde & je celé; d) b je
libovolné; a + kx, kde k je celé, — 13. a) Rostouci pro x > 0; klesajici pro x < 0;
b) rostouci pro x < §; Klesajici pro x> %; c) rostouci pro ka¥dé x; d) rostouci pro
2kn < x £ (2k + 1) 7, Klesajict pro (2k — 1)z < x < 2kn, kde % je celé; e) rostouct
pro kn < x < (k + 1)x; f) rostouci pro x > 0, klesajici pro x < 0; g) konstantni
pro kaZdé x; h) rostouci pro x = 0, klesajicf pro x < — 1, konstantni pro — 1 < x L 0,
14. a) Rostouci pro x = 0, klesajici pro x < 0; b) rostouci pro x < 0, klesajici pro
x < 03¢) rostouci prox = 3apro — 3 < x < 0, klesajicipro0 < x < 3aprox < — 3.

v
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2. Lineadrni celistva funkce.

B.y=k—(xy—y);a)y={x—5b)y=—-32-3;0y=—-4 —
16. ) Prox 2 0jck=1aprox X 0jek=0; b)prox>0)ek-0,prox$0)e
ko= -1,C)pmx>01prox<0)ek—-0,d)prongJek—-—l,proxgo
jek=1. — 17. Je-li 4 == [x;; yl] ieden bod grafu funkce a [x; y] jiny libovolny bod

N k, coZ je rovnice piimky jdouci bodem A
1

grafu, pak podle predpokladu 1c
a majici smérnici k.

3. Funkce y = ax2.
19. Z nerovnosti x; + x3 < %" + x5’ plyne a (x; + x,) > a (%" + x3"). — 20. Ze

symetric parabol y = ax? y = — ax?; je-li e <0, je —a>0.
2L a) Ves[2; — 13 F=[2; - 8lid=y = —}t=y=—13 b)V —5;
O F=[-5—1d=y=}t=y=0;0)V=[0; - 6]; F= [0, 13 lid= y=
=—13t=y=—6. -—22.;v=-"x2 Ix+4-2% 3 =x+ ,y —-y+———
—c, totéZ y dostancme pro takovd x,, Xs, pro néZ je x; + x3 = — —. — 24, 2a (x1
b b2
+—)-—-=2ax1+b. — 25.2a%; +b=0;% = ——;3y,=——+¢ — 26, Tetna
2a 2a 4a

v bod¢ [m; am®]. — 27. Pfimkay = 2axx, + g prochéz{ bodem [x;; ax,’]; odtudg = —
—ax?=—y,.—28,a) x—y=1; 2x+y=—4; b) 3x—2y=27; 2x +3y=—8;

) 2x (x + }x,," 79 — 2py = (xp & V2 + p»% — 29. Rovnice avx® + ux — uxy —
— vy, = 0 mi jediné feSeni, je-li bud v = 0 (hledand pfimka je pak x = x;) nebo

u? + daxguv + 4ay?® = 0; odtud ; = — 2ax, + 2 Ja(ax? — y,); dv& feleni pro

Yo < axy?, jedno pro y = axp?, Zadné pro y, > ax,2. — 30. a) Vyloudenim y z rovnic
y = ax? y = kx + g (== pfimka MN) dostancme kvadrauckou rovnici (1) = ax? —

— kx — g == 0 pro soufadnice x;, x5 bodld M == [x;; ¥}, N=[x3; ¥,]; je M=E=N
PIO X; 7 X, t.j. pro D = k2 + 4ag > 0. Z rovnice (1) pro &isla x;, x, plyne (2) = x,%, =

= - %, @)= + x5 = 1:— = 2x, (pro D > 0), jestliZe totiZ pro bod S plati S==[xy;
Yol Tedy (4) == x, = zlia, co? je rovnil:e pfimky r rovnob&Zné s osou y paraboly; body S
lezi tedy na pfimnce r o rovnici x s (ie a # 0). b) Z derivace 2ax funkce y = ax?
plyne, Zc smérnice teény ¢ v hledaném bodé H=[x'; y'] je 2ax’ =k, t. j. ' = % H
lezi tedy bod H na pfimce r ze cvit. a), coZ souhlasi i s pfipadem, Ze rovnice (1) ze cvid. a)
md jediny kofen, kdyZ je totiz D = 0. Dile je y’ = g. c) Jisté je xy # x,. Bod R z; [x: 3]
spliiuje rovnice teden 2y, 2 t. j. ¥ + ¥ = 2a¥x;, ¥ + Yy = 2axx%,; je x = > = %,

(a bod R leZi na pfimce r). V rovnicich teéen polofme x = x = x, seétéme a délme
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- k2
dvéma; tim y 4 y, = = (uZijte vztahu (4) ze cvid. a)) a polovi¢ni hodnota tohoto
«a

soultu soufadnic ¥ bodid R, § je skute¥né soufadnice y’ bodu H.

31. x = 6. — 32. Tétivy o smérnici — 1. — 33. JestliZc je iloha feSitelnd, udiva
pfimka RS smér osy paraboly (viz cvit. 30); je N == [— x;3 — ¥,], nebot MS = SN
a §=:[0; 0]. Hledan4 rovnice paraboly mi tvar y = ax®2 + bx + ¢, kde a £ 0, b, ¢
jsou konstanty, které mdme uZitim hodnot x, # 0, ¥, ¢ # 0 urit. Body M, N lcZi
na parabole, t. j. ¥, = axy? + by - ¢; yo = axy? + bxy + ¢; smémice pfimky RM je
n-x = 2ax; + b. Z tichto tfi rovnic plync a = — —%, b=22; ¢ = g atd. —

kN x, X,
34. a) Primka urlena body [kr,; br,2], [B2,; ht,%). b} Pfimka prochazejici bedeun [h;, ht?}
a majici smérnici 2¢. LeZi-li bod [x, y*] na parabole a na te¢né bod [x; ], jey* —y =

1 .
= Z(x — ht)?; pro x =17t je 3* -~y =0, pro x % hi mi y* — y toté% znameni

jako k. ¢) Jde o diskusi rovnice A2 = kht - q; k*h + 4q Z“—O d) Hledime kofen ¢
rovnice ht? = kht + g, jejiz diskriminant poloZime rovny nule; je t=3k. ¢) Parametry
dotykovych bodil vyhovuji rovnici y, = 2tx, — ht?; je-li x2> hy,, je hy =
= 2 (% & [x 2= hyp)- (x — x,) - hy, rovnice tetny. f) P¥imka (z;) (r,) ma smirnici
k=1, + t,; stfed tsetky (z;) (¢,) md soufadnici x = } (x; + %) =}k (¢ -+ 2,) = $hk.
Pfimka s protne parabolu v bod& [3hk; 1hk?%]; tetna v tomto bodé ma smérnici k (viz

2x,
cviz. b). g) Podle cvit. &) je ty + 1y = =25 1ty = % T X = 31 (g + 12)5 50 = Mgty
1
Soufadnice x bodu S je — (t, + t,) podlef). h) Jsou-li tetny v bodech (z,), (2,) k sobé

kolms, je 2¢; - 21, = — 1 tedy y, = — 3k (fidici pfimka). i) y; = ht (23— 2;) |- htyty;
2 Bk S 2t. j) Na pfimkich
bty — 1)

vedenych body (2,), (z;) rovncbéind s pfimkou QS, kde S je stied usetky (z;) (23
body R;, R, zvolime tak, aby jejich spojnice prochizela bodem Qj; bod (r) je pruse-
&k pfimek Ry(#;), Ry(ty). Je-li ByRy | OS je pfisluSny bod (z) vrcholem paraboly.

Y9 = ht (t; — ;) + ht;t,. Smérnice pfimky R;R; je

4. Linearni }omené funkce.
36. Hyperboly a), b) jsou soumn&mé podle kterékoli z 0s souiadnic; c) prox > 0jde o
12 12
pravou vétev hyperboly y = —; prox < 0 o levou vétev hyperboly y = — —; d) vznikne z
x . x

a) posunutim o 3 jednotky smérem vzhiiru; €) vznikne z @) posunutim o 2 jednotky smérem
dolu. — 37.3) || 20,732 = %" nebox < — 475 b) =07 <x< 0,7 — 38 Jerli

jox =2 a také — x = ——, — 30, a)c-:l:l/ b) hyperbola h, mé
¥

y=

2la
-

a .
rovnici y = — ;;poloiime-lix =c xyy=¢"-y,kde ¢’ = :]—;l/ - ;, vyjde y’ =
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a S
= il 40. a) y = —prox > 0; b) spojnice bodu P s prisedikem piimek X’M’, YM
x

prochizf prisetikem ptimek XM, Y’M’.c) PX2 = PX - PY. 2a

2a
41, yox + xy = 2a; tseky telny na osich soufadnic jsou: ~y— = 2%y3 == 2903
0 (]
obsah P = 2a, — 42, a) Te¥nu v bodé¢ M == [x; y] sestrojime tak, Ze urtime jeji prisetiky

X, Y s asymptotami x, y; je PX = 2x; PY = 2y. b) Dotykovy bod je sttedem tisetky,
kterou na te¢né ¢ vytinaji asymptoty x, y; te&na nesmi iit prusetikem asymptot a nesmi

36 2
se Z4dnou z nich byt rovnob&ini. — 43, a) y = — — b) y= ;—, Q) y=— _q_ 3

1
Dy =-—) kde w0 — 4 Mls[l/—z, V-ak],M, ]/——
._l/— ak] proa> 0,k < 0 nebo Mls[l/— %; —I/—ak H M,E[— l/— ;;

l/— ak] proa<0, k> 0. — 45. Rovnice ux +a7:: — ux; —y, = 0ma jediné fefeni,

je-li: (1) v = 0 (hledan4 piimka je x = x,). (2) Je-li v 5 0, Ize nasi rovnici psit ux? —
~ (ux; + vy,) x + av =0 a jediné fefeni je bud pro u = 0 (hledani pfimka je y = y,)
nebo kdyZ je diskriminant (ux, + vy;,)? — 4auv = 0; odtud
E_Za—xlyl:hZVa(a-—-
v x,%
#4dné pro a(a — x,3,) < 0. Pfipad a — x,y; > 0 pfi @ > 0 znati, Ze bod R leZf uvnité
jedné vétve hyperboly, na pf. pro x, > Ojeiy, > 0ao bodu M == [x,; ¥*] hyperboly
pak plati, 2e y* < y,. — 46. a) Pomér pfirtstki se zmens{; vnitfek uselky 4,4,
le2i pod hyperbolou. b) Le# v g, (tedy zirovei s obloukem A;4; ze cvit. a)),
jak plyne z této tvahy: BudiZ pro urlitost x, < x; < 0; piimka s== 4,4, mi

x‘y‘); dvé Feeni pro a(a — x,¥,) > 0, jedno pro x,y, =a,

a

rovnici k(x — %) —(y —y) =0, kde a>0, k= — o (viz vztah (2) na str. 21),
a 1%3

Nn=_ Po tipravé rovnice znf s = ax + x,x,y — a(x; + x3) = 0. UvaZujme libovolny

bod Mls [x; ¥] na$i hyperboly (ie tedy y = %); ptejme se, ve které z obou poloro-
vin gy, py leZi thel M, t. j dosadme soufadnice bodu M do rovnice pfimky s. Po tpravé
mime dosazeni ¥V = — [Jc2 — (%, + %) x + x,%,), pti &emZ pro hyperbolu jisté je
x#0,t.j. V= -—(x ~— %) (x — x3). Pro body hyperboly z I. kvadrantu je x; <

<x3 <0<xaproto V> 0; ale také je V> 0 pro ta x < 0, pro néZ je zroveid
X — x>0, x—x;, <0 (ngbo zéroved x — x; <0, x — x5 > 0, coZ viak vzhledem
k pfedpokladu, Ze x, < x3 < 0 nelze splnit), Odtud plyne x; < x < X3, t. j. body M
hyperboly pfisluiné k oblouku 4,4, le#i s pravou vétvi hyperboly v ¢;. — 47.y = — }
s vyjimkou bodu [}; —3]. — 48.3) S=[—-1;1];a=—3;b) S=[3;2);a=1;
o) S=[}; %]; a = — 1;d) pfimkay = — % s vyloutenim bodu [%; — §]. — 49. Grafem
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funkce je hyperbola, kters vznikne posunutim dané hyperboly ve sméru osy y o tsetku

velikosti e. — 50. a) Pro — 1 < x £ 1 je to &ist hyperboly o rovnici y — n = a

x — m,
kde S=[m=—1;n=—1], a=2; pro x>1a x< — 1 je to &st hyperboly
o rovnici tého? tvaru, kde §'=[m = — 1; n = 1], a = — 2; viecky &4sti grafu leZf

a
nad osou x. b) Pro x > 1 je to &4st hyperboly o rovnici y —n = = kde S=

=[m=—-1;n=1], a= —2, pro x <1 tist hyperboly o rovnici pfedchoziho
tvaru, kde viak S’ [m——l, n———l],a-—-z

5x — —ad d\* ad-—
5l. y =3 5. — 52, — o .(x+:) o +d)n(vxzvztahy(8), (10),

(11) v textu).
5. Funkce y = sinx.

53. c) Vznikaji vhodnym posunutim grafu o rovnici y = cosx ve sméiru
S 1
osy x. — 54. Ozname ¢ velikost thlu X,0X (v obloukové mife); potom x = 3 X'H

—
y = a sing. Jde-li o funkci a - sin(bx + ¢), sestrojime ihel X,’0X,"” = ¢ (v obloukové
mife), kde X, le#f na k, a oblouk x nemé&fime od bodu X,’, nybrZ od bodu X,"”. —
55.a) |2 - sin (x + }7); b) § sin (x + ¢), kde tgp = — }; ¢) 0. — 57. 108°36".

6. Linedrni interpolace.

’ ’

y’ piirtstky, kde x; < %' <xg %; < %7 <%y, SC
—x

58. a) Zadime, aby pomér k = e
x

vidy zvétil (nebo zmensil), kdykoli zvétiime jednu nebo ob& hodnoty x’, x”. (1) Je k=
2(x"+x") + 8 a tedy k roste s &isly x’y x. (2) Je k= —3 (x'+ x’) + 18 a tedy &
se zmen3uje, roste-li jedno nebo obé &isla x’, x””. Funkce tedy podminkdm interpolace
vyhovuji. b) Je o 0,48 v&t¥i (o 0,72 mensi); ¢) y = 14x + 13 ¥y = 9x — 23; d) viecky
body kfivky riizné od dotykového bodu leZi nad (pod) teZnou; je x* = 1,5; |y* — ¥’ | =
= 0,5 (v druhém pﬁpadé x’ = 1,5; | y* — ¥’ | = 0,75). — 59. (Srovnej vysl. cvit. 58.)

BudiZa> 0,k = — —x——- pomér prirustku V intervalu x < 0 je interpolace oprivnénd
1%

(pom¢ér k roste, kdyZ jedno nebo obé &isla x,, x, vzrostou). Pravé tak v intervalu x > 0
(k se zmensi, kdyZ jedno nebo ob& &isla x;, x; vzrostou). — 60. Body M = [x; ],
M’ = [x'; ¥], kde x’ = y, 3’ = x jsou soumérné sdruZené vzhledem k ose soumé&rnosti
o rovnici ¥ = x. Bod M, jehoZ soufadnice vyhovuji funkciy = V?c_(pro x 2 0), vyhovuje
i rovnici x = y3, Ale graf funkce ¥’ = x’2 je obrazem funkce x = y? (kde y je nezdvisle
proménnd) ve zminéné soumémosti. Funkce y’ = x’2 je v intervalu x’ 2> 0 rostouci

-
x,’ — %,
pH tom pro x3’ > x;° = 0 je také y,’ > 3, = 0. Proto vzhledem k vztahiim x’ =y,

a pomér pfiristky &’ = > 0 vzroste, vzroste-li alespoii jedno z &isel x3" = x;°;
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¥’ = x o funkci y = |/x plati, Ze pro x = 0 je tato funkce rostouci a pomér pHristkd

- - 1
=2 x,' xl, = —> 0 Kles4, kdyZ vzroste alespod jedno z &sel x; 7 x5,
Xg— X3 Ng —n k

61. 2,974. — 62. Ve 4 hod. 30 min. rinc. — 63. 76,232 g. — 64. PoloZme x =

= 1:—0- (90+3), kde y je v mife stupfiové, Potom cosy=arc (y— 307). Z tabulék zjistime

cos 59° ==-0,5150; arc (59° — 30°) == 0,5061 ; cos 60° = 0,5000; arc (60° — 30°) == 0,5236;
hledané y je mezi 59° a 60°. Je-li y = 59° + a’, je ptiblin& 0,5160 — 3’3 -0,0150q =
= 0,5061 + 315 +0,0175a. Odtud a==16";y = 59°16’; x (v mife stupfiové) == 149°16’;

-';- = cos } x == 0,2630) — 65. Z tabulek zistime: 0,347° = 0,04178; 0,348" = 0,04214;
30,347 — 1 = 0,041; 30,346 — 1 = 0,044, takZe -’5 je mezi 0,347 a 0,348, Polozme
; = 0,347 +- 0,001 - 2; puk je pfibliZn& 0,04178 + 0,00036z = 0,041 + 0,003z a
odtud z == 0,39, takze ; = 0,34730. — 66. Je-li v tabulce uvedeno &slo x,2 a hleddme-li

lineﬁmi interpolacf &slo (¢, + n)?, kde 0 < n < 0,1, nalezneme ptibliZnou hodnotu
= x,? + (2x; + 0,01)n, kterd se li8f od pfesné hodnoty (x; + #)? o (0,01 —n) =

= 0,000 025 — (0,005 — n)?, kterd je nzjvédi, kdyZ n = 0,005; je tedy nancjvﬁ rovni

&tvrting jednotky stojici na nudst€ 5. nebo 6. platné islice.

7. Limita funkce.

67.% a) |[(x—1)—1]=2[x—1[<10% t.j |x—1]|<}-10% ato
pro ta x, o nichZ plati 1 —310° <x <1+ }-10-%, je dani nerovnost splnéna.
b) Je-li { xy } takova posloupnost, Sex, # a,limx, = a,mime dokézat, Ze {(Zx,. —-1)-

— (2a — 1)} je nulovd posloupnost. Polome x = a + h; nerovnost |(2x — 1) —
—(2a—1)| <kneboli |2-#| <k plati pro |} < 4 &, t. j. pro ta x, o nichZ plati
|x—al<i3-k — 68. {(mx + n) — (ma + n)} mi byt nulovs, jestliZe {x,} je
takovd posloupnost, %e x, 5% a, limx, = a. Nerovnost |[(mx +n) —(ma+n)| <k -

k
neboli | m - h|<kplatipro|h|<l |
k
vol!melgl—m-—l. — €9, Je-li x=2+h, kde |h| <1; potom plati |_x’—4|

=|m+4|Z |52+ |4h| =K+ 4|h| <5|h]. Newovnost |x*—4|<k bude
splnéna, bude-li | 2| < 1asoutasnd5|h| <k, t.j.bude-li| 5| < } -kneboli | x — 2| <
<3}k |x — 2| <1; posledni nerovnost odpadne, zvolime-li 2 <5.-— 70. Budi¥
x=a+h kde |h|<<l. Potom je |f(x) —fla)| =|2ah —2h + K*| < |2ah]| +
4|2k + | B2 <|2ak| + | 2h] + | k| = | k|(| 2a]| + 3); nerovnost| f(x) — fa) | <
< k bude platit, kdyZ bude platit | 2| < 1 a zérovedi | 2| (| 2a| + 3) < &, t. j. bude-li

| B | men3f neZ kterékoli z &sel 1 a

k
,tjptox,omchz olatilx—a|< ‘

k
2|a|+3°
*) [Cti nivod ke cvi&. 67 aZ 71 na str. 41.]
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1 x—-1
-n.JeL: 1 - l; jestliZe je |x — 1] <} t j. I<x<$ a tudit .

[x] _
1 - |x—1] 1
m<2-Jethy—l-—l—<2|x—l|; nerovnost I———l|<k tude spinéna, zvoli-
X X '

me-li x tak, Ze soutasng platf nerovnosti [x — 1| <3 a2]x — 1| <kmneboli |x — 1|

k
< 7 Stadf, aby platilo |x — 1| <, kde I je men3i neZ kterékoli z &isel §, 3% —

73.limy = 12; grafem funkce je parabola o rovnici y* = x? -} 2 + 4 s v§jimkou bodu
x=>2
[2; 12], nebot pro &slo x = 2 nenf dan4 funkce definovéna, — 74. a) Je lim "”‘)’ -
sinx sinx x->»0\ X
= lim—— . lim—— = 1. 1(vizvéta V v Aritmetice III,, na str. 38). b) Viz cvi. a).
x>0 ¥ x>0 ¥

1 — cos? 1-—
o Lze psit fim % x mtim LT limr—10. @ Je 14 cosx=
x—>0 x x—>0 X x—)O

— cosx sin?}x

i ix

£) Je -zl -cosx 5“;"‘- L O e viz cvit. &), — 5. (1) Pro f(x) = ¢ je
| f(x) —f(a)| =0 pro kaidé a,x. (2) Pro f(x) =x je |f(x) —fla)|=|x—al=
=|h| <k pro viecka x, pro néZ je k| <k neboli |x — a| < k, kde & je zvolené
malé kladné &islo. a) Funkce y = m, y = & jsou spojité a tedy i jejich soudin (véta C
na sti, 40) je funkce spojitd; dile funkce y = mx, y = n jsou spojité a tedy i jejich
sculet (v&ta A na str. 123) je spojitd funkce. b) Dan4 funkce je spojitd, rovnéZ i funkce
¥ =xa podle véty C také jejich soudin (1); funkce (1) je spojiti, rovnéZ funkce
Y == ap je spojitd a podle véty A i jejich soutin. Véta platila podle pfedpokladu pro
n a tedy platf i pro (n + 1); podle cvid. a) je pfedpoklad platny pro #n =1, tim i pro
n =2 atd.

=2cosl’2£aie-li limx=0,ietéilim§x==0.e)]é

(déle cvig. c))

8. Derivace funkce.

76. a) 3;b) — 4;¢) — 65 d) — 35 €) — 2x; f) — 4x + 3. — 77, Derivace je de-
" finovdna pro re'élné x$ 0. Dani funkce neni regulirni, — 78. Smérnice tefen
jsou: — &5 - 3; — TZ — 79, Polozme f(x) = x", g(x) = x (viz VII na str. 47) a tedy
F-g+f g=nn"1.x+ an.1; vzorec y’ = nx"—1 pro derivaci funkce y = x% plati
pro # = 1 a podle pfedchoztho i pro n = 2 3td. — 80. a) Funkce f(x) = x* m4 derivaci
S’ =mnx"—1; podle véty Vljey = ax" = a- f(x) atedyy =q.f = anxn—1, b)Pro-
vedte postupnd uZitim cvi¢. a) a véty V.

83, a) Pro m> 0 je y’ >0,prom<_0iey’<0. b)Jey =2x>0pro x>0
: . 1
2y’ <0 prox<0.c) ]ey’=—-;’-<0 pro viecka x5£0. d) Je ' =2ax + 520

pfi a > 0 podle toho, je-li x z - % Pro a < 0 zamé1ite znaménka nerovnosti a vyrazy

srostouct* a ,klesajici®, €) Je y* = nx"—1> 0 pro n liché, nebot x*—1 je sud4 mocnina;
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pro n sudé je (n — 1) liché &islo a y’ > 0 pro x > 0, kdeZto pro x < 0 je lichd mocnina
-1 <0atimiy <0.f)Jey = cosx > 0 pro viecka x z intervalu — iz < x — 3=,
Funkce y =cosx je v intervalu 0 < x <z Klesajici, nebot je 3 = — sinx < 0 pro
viecka x z tohoto intervalu,

9. Fysikélni vyznam derivace.

84. 181500 gem?/sec?. — 85, Z rovnic s=at®* + bt + ¢, v=2at+ b prot=0
plyne s=0, v=0; proto b =0, ¢ =0. 500 m, 1-53 m/sec?, — 86. 10 m/sec. —
87. 90 km/hod = 25 mfsec. Z rovnic s=at® + bt +¢, v=2at+b pro t=0
dostivime s= 0, v = 25, tak¥e ¢ =0, b = 25; dile 1000 = at® + 25¢, 0 =
= 2at + 25, takZe t=280 vt. b) 78}, 674, 56},...., Okm/hod. — 88.a) v=c — gt;

2 2
b) z=£—, s =-2°-g-', nejvy8i bod dréhy; ¢) v = — ¢, £ = —, — 89, ) Z rovnic x =
g

=ctcosa, y =ctsina — 3gr? vylulte r. b) c?sin2a:g; nejvitsi pro a = 45°

© Vc’—2cgtsina+g’t’; nejmendf pro ¢ = csina : g, kdy je téleso v nejvy$$im bod&
své drihy. — 90. Je-li a = ar® Ghel otoZeni, je 27 = 64a, takie a = z'57ns?; Ghlovd
rychlost @ = {zaz pro ¢ =32 je o = 2m.

91, a) s = r sinwt, v = rocoswt; b) a = — ro¥sinwt = — w%. — 92. w : 27, —

93. 273,3 cm/sec. — 94, s= _;;o_ sin27n(t — t5), © = vycos2an(t — 1), a8 =
n

= — 27tnv, - sin27n(t — t). — 95. a) Privodi rsvirds danym primérem thel w ¢+ ¢, kde ¢
je thel, ktery svird privodi¢ s primérem v &ase ¢ = 0, Poloha primétu je rcos (wt + €) =
= rsin(wt + e+ 4n). b) x =rcos(wt + ), y = rsin(wz +¢), kde r = Jx 3 1 y 3,

tge = —. ©) Rychlost je vektor o slozkich — rwsin(wt + &) = = rwcos(wt + & + $7),

rw cos (wt + €) = rwsin(wt+ &+ 37), ktery mé velikost rw a pfed prﬁvodxéem pfed-
bih4 o thel §7.

10. Elipsa.

96. a = %8; b = %%; M le2i na elipse, N uvnitf a L vng elipsy. — 97. a) b = 12,
b) 522 + 9yt = 45. c¢) a=5; b =4. Body M, N nesmi byt soumémné vzhledem x
pebo y nebo P. Je-li | xpm| > | xn |, musi byt [ym| <|yn|. — 98. ) a=5; b =4;
e=3.b)a=8;b = 6;¢=2.)/7. Ulohy majf 2 fefeni. — 99. a) Pro hodnoty ¢ + 2kn,
kde % je celé &fslo. b) Bod ¥ lei na jednotkové kruZnici (P, r = 1) uriuje jednoznatnd
polopfimku P¥, k ni% pfisluif jediny sm&rovy tihel 0 < ¢ < 27. €) x; = acos @; y; =
= gCcosp a x3 = bcosg;yy = bsing. d) ¢ = 0; dn; 75 gn. — 100. Jex = acos @, y =
=bsingpro0 <p<in. JeliP=Y,jex=a,y=0;jeliP=X, jex =0,y =b;
to plati tedy i pro ¢ = 0 nebo ¢ = }=.

"
102. a) O soufadnicich bodu M’ pak plati + = = 1; o soufadnicich bodu M"

"3

nb
plat(F+':—=l b) O soufadnicich boduM'plati mx+—y + =0, coZ je
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rovnice pﬂmky r’y kterd s pfimkou r mé spoletny bod [— 2, 0] jestliZe je m # 03
je-li m = 0, je v || r || % je-li n = 0, je #* = r. Podobn& body M” le na p¥imce r”
o rovnici Tx" + ny + p = 0, kterd mi s pfimkou r spole¢ny bod [0, —ﬂ] jestliZe

jen#0;jelin=0,jer | r|y;ijelim=0,je r" =r. — 103, Jistd je X; = X,
a proto neni soudasné x; = x,, ¥, = ¥5. Mame dok4zat, e nezdporny vyraz V = b2 + a?y?
je mensi neZ a?? pro kaZdé dosazeni bodu U = [x; y], ktery leZi uvnitf tsetky X, X,;
parametr ¢ pfisluny bodu U spliiuje nerovnost 0 <t <1, takie 0 <1 —:z1<1.
Dosazenf Ize upravit takto: V=|V|=2; (1 — ) + Z;2® + 2Z,,¢t (1 — 1), kde
Zy = b%,? + a3, Z, = b%,® + a¥?, Z;; = b*x,x; + ady,y,. Rozeznivime dva pfi-
pady: (1) body X;, X, leZi na elipse; (2) alespori jeden z bodu X;, X, na pf. X le#i
uvnitf elipsy. Pfipad (1): Ziejm& plati b%(xy — x;)® + a®(y3 — ¥1)® > 0 (je alespori
bud x; — x; 7 0 nebo y; — y; # 0), dile b2 (xy; + x;)® + a®(y; + ;)2 =2 0. Odtud
plyne jednak Z; + Z, — 2Z;, > 0, jednak Z; + Z; + 22,, = 0; ale Z; = Z, = a®h®
a tedy 2a%2% > 27y, 22,3 = — 2a%% t. j. — a?® < Z,, < a?? Piipad rovnosti nastane
Pro xg = — X3, Y3 = — 93 V tomto pfipadéje V =a?3 [(1 — )2 + 2 — 2t (1 — 2)],
nebot Z,, = — Z; = a%?% t. j. V = 0. Nenf-li soutasn& x, = — x;, 3 = — ¥y, je
vidy — a%? < Z,; < a®b? nebolx | Za| < a®% Potom je |V|LZ|Z, (1 —2? |+
| Zof?| + 122121 — )| = Z) (1 — 1) + Zpt* + 2t (1 — 0). | 2| < Z,(1 —1)* +
+ Zg2 + 2t (1 — 1) o = a® [(1 — 1) + 22 + 2t (1 — 2)] = a??, nebot Z; = Z,

= g?? Tedy V < a%?2 Pripad (2): V tomto pfipad® je Z; < a®3, Z, < a®b?; také
| Zis | < a®? Budte? X,* = [x1; ,*], X,* = [xa; ¥,*] body elipsy, takZe je |y;*| >
> |31 |2:* |2 | 3] a proto plati [ Zy,| = | b%xyxs + a1ys | S| Bxyxa |+ | a¥3a] <
<|b%x3| + | a¥*y;* | < a®? Posledni nerovnost plyne z vysledku pfipadu (1),
jestlie tam misto bodd X, X, uvaZujeme body [|x; |5 |3* [, [| x2]5 |35* [} elipsy
(rovnost plati, jen kdyZ | x, | = |x3] a tim i |3,*] = |3* ]).

11. Hyperﬁola.

1
104, 2x2 — 5y = 30. — 105, Je-li A’ =[x"; 3] jex’ = cx, ¥ = ey, t.jo x = o x's
e y"

1
y= —y a) Hledan4 &ira m4 rovnici —— = 1, coZ je elipsa, kterd m4 s danou

(e )’ (b
spole(:mj stfed, jeji osy leZi v osich souradmc a jeji poloosy jsou ca, cb. b) Hledani
%3 yrx
C¢ira mi
? mh rOVICl CeaR (o
+ — = + —, takZe obd &iry maji spolené asymptoty. Protofe ¢ je reilné &islo, leZf
ca a

ob& &ry v tém¥e piru vrcholovych uhlii asymptot. — 106. a) Je MA,=|y* — |,
—_— —_— b
MA, =|—y*—y|=|y*+y]| takZe MA,-MA,=c’a’=b’,kdcc=-; (viz text

na str. 63, vztah (5)). — 107.a = 3;b =4;e=>5. — 108.a) ¢ = 5; a® = 20; b® = 5.
b)@*=25;b3=9. — 109, {5x* — 22 =1. — 110, Jx® — 35 = 1.

=1; dile )ako cvi¢. a). Smérnice jejich asymptot jsou
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111, a) X = [+ 3]/34, + El pro viechny 4 kombinace znamének. b) X = [‘3
=+ 2Y119]. — 112. Bod M neleii ani na pfimce F,F, ani na ose tsetky F,F,. — 113, Elipsa
pro k < b%; hyperbola pro b2 << k < a?; pro k > a?® nelze vyhovét rovnici Zidnou
dvojicf redlnych &isel x, y. — 114. BudteZ ¢, 2b, a, w po fadé velikosti ramen,
zékladny, vysky ptisluiné k zikladng, tGhel ramen v rovnoramernném trojithelniku
(srovnej obr. 26), ktery je uréen asymptotami hyperboly a kolmici k jeji hlavni
ose v jednom z vrchold hyperboly; o obsahu P tohoto trojtihelnika platf P = ab =

2ab
= } e¥sinw, t. j. e8 = ——, Po dosazeni za a® + 5% = ¢® do vyrazu (12) na str. 65 textu
sinw

dostavime dd’ = } absinw. — 115, BudteZ d, d’ vzdalenosti bodu M od asymptot a;, a,
a budi? w uhel asymptot; potom d je vy$ka v rovnob&Zniku PXMY, jehoZ strana PX =

’

d’ — dd
= —— a tudiZ jeho obsah S = PX-d = ey 4 ab. — 116, Obsah S rovnobé&Znika
: si

sinw
PXMY ze cvit. 115 je S = MX - MY - sinw == } ab; MX - MY = o = }e —
117, b) Je PX? == PX'-PY’ = PX PY (obr. 27); sestrojte pfi daném bodu M
stfedni geometrickou imérnou PX’ z hodnot PX, PY. — 118.a) xy = 10;b) xy = — 63
C) xy = Xy¥, kde je soudasn& x, 7 0, y, # 0. — 119, Pro a > 0: a), b) x,y, — a > 0.

120. Duikaz provedeme pro pravou vétev, a to pro pfipad a > 0; je-li [xy3 ¥,]
bod pravé vétve hyperboly nebo jejiho vnitiku, pak je xy > 0, ¥, > 0 2a xy, = a (rovnost
jen pro bod vétve — viz cvi€. 119). Je zndma poutka: BudiZ »» > 0 redlné &islo, potom
' (m — 1)

m

2 0.] Budtez X, == [x;5 y,] &= X, = [x,3 5'5] dva body, z nichZ ?adny neleZi vn& pravé
vétve (srovnej vysledek cvit. 102), usetka X,X, mi parametrické vyjidfeni x =
=% (1—08)+ x3¢t, y=..., kde 0 <<z <1; mime dokizat, Ze vyraz V=xy—a>0
pro kaZzdy vnitinf bod [x; y] isetky X, X, t. j. pro 0 < ¢ < 1. Po dosazeni z parametrické-
bo vyjidieni do V dostaneme: V = x,3, (" — £)* + %302 + 1 {1 — 1) (x,55 + %23) — a.
Rozeznivejme dva pfipady: Pfipad (1). Body X;, X, leZi na pravé vitvi hyperboly,

1 1
jem + — = 2, pii &emZ rovnost nastane jen prom = i.[Plati: m -+ o 2=
m

: X
L jo X = @y X3V = a3 (xYp + %) = a(x—1 + ?) > 2a (nebot je x; # x,). Proto

2]
o v?razu V, jehoZ prvnf t¥i tleny jsou kladnd &isla, plati

V>alQ —t)’+t*+2:(l —1)—1]1=0,t.j. V> 0 a vnitfni bod [x; y? Gseky
X, X, leZi uvnitf pravé vétve hyperboly. Pfipad (2). Alespoii jeden z bodit X, X,,
na pf. X, le3i uvnitf pravé véive hyperboly; budteZ X;* = [x;; ¥,*], X,* = [x35 32"]
body pravé vétve hyperboly, pak jey; > 3,* > 0, ys = ¥3* > 0. O vyrazu V plati:
V> 9% (1 — 0 + x95°% + 2 (1 — 2) (x95* + x%:*) — a = V*, nebot prvni tii
Kladné &eny vyrazu V isme nahradiii kladnymi &sly mer3imi (nebo nejvyde rov-
nymi) heZ byly puvodni. Ale pro body X;* > X,* plati ivaha z pfipadu (1), t. j.

V‘>Oatim1V\0 — i21, Je d? —x’+ >0 pro x # 0; v dal$im je a>0.
al
a) Z rovnice x’+§ = u? postupné dostauemc (x -~ -—) =u®—2a; x — -E =
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=4 )u2—2a (pro u=a}/2) neboli x®3F x}/u? — 2a — a = 0, které¥to rovnice
maji feSeni pro #® > — 2q; vzhledem k pfedchozi podmince m4 uloha fedeni pro
#2>a]2; mali pivodni rovnice kofen x;, mi i kofen — x,;, budou takové body
&tyfi pro u> a2 a dva (pravé vicholy) pro u =a}2 b) Je-li hodnota d nej-

mensi, je také hodnota 42 = ( - ﬁ)’ + 2a nejmensi; ale ta je souttem dvou ne-
. x

zépornych &isel, pfi &emZ prvnf muZe byt rovno nule. Odtud x = 4 a |2 (vrcholy).

12. Elipsa nebo hyperbola a pf¥imka. -

12_2. a) Blipsa:a = } VIZ b = |/3 (blavni poloosa v ose ¥); b) hyperbola: a = Vg:
b= V% (hlavni poloosa v ose y); ) rovnici nelze vyhovét redlnymi &isly x, y3 d) elipsa;

2 : 2
a= ﬁ (hlavni poloosa v ose x); b = §; €) kruZnice o polomé&ru 3/3; f) elipsa: a = 21/—;-
2 2
vai poloosa v ose x); b = —;g) rovnoosi hyperbola:a=5b=— vni poloosa
(hlavni p )s 75 g) yp a S (hlavni p

b v ose y). — 123. (Viz (5") na str. 63). Pfedpoklidime, e znaménka &isel 4, B jsou

opatni; sdruZenid hyperbola m4i rovnici — Ax? — By? = 1. Pro urtitost predpokli-
1 1

——=3b = ——= isou poloosy prvni hyperbolyay =

VA = j=p "sou poloosy prnihyp yay =+

] / A
+ 1/ - 3 x rovnice jejich asymptot. Rudte? x, y, y* Kladn4 &isla (toto omezeni neni na

dejme, 2e 4 > 0 > B,paka =

Gjmu obecnosti), [x; ¥] bod druhé hyperboly a [x; ¥*] bod asymptoty o rovrici y =
1

— e—————— < — —

, By +y*) By*
1

= -VTAT:-—J-C, coZ je &islo kladné a velmi malé, jestlize je x velmi veliké. — 124, Rovaobé&zky

A 1
= |/__,pak L QN R | —_—y* =
+ Bx y y B> ay—y

b
8 asymptotou 0 smérnici — maji po jediném prisetiky, a to: [a; 0]; [— a; 0]. Rovno-
a

bézky s drubou asymptotou maji s hyperbolou rovné& po jediném priise¢iku, a to [% a; -g b].
— 125, Refenim obou rovnic mime rovnici x2(4 + Bk?) + 2Bkgx — (1 — Bg%) =0,
kterou oznadme (R). Mohou nastat 3 piipady: (1) 4 <0, B <0 (vyloutime); (2) 4> 0,
B> 0 (elipsa), takfe A4 + Bk% > 0 a ptimka je setnou, teinou, nesetnou podle toho,
je-li v kvadratické rovnici (R) diskriminant D = A4 (1 — Bg? + BRZ 0. 3) Je-li
A > 0,B <0 nebo 4 < 0, B> 0 (hyperboly), rovnice (R) : (I) neexistuje pro 4 +-
+ Bk? = 0 (t. j. k 7 0) a zdroved pro Bkg = 0 (t. j. ¢ = 0), coZ je piipad asympiot;
(II) se stane linedrnf pro 4 + B® = C (t. j. £ # 0), ale Bkg # O (t. j. ¢ 7 0) a dani
pfimka, rovnobéZni s jedncu asymptotou, ma s hyperbolou jediny priseXik; (III) je
kvadratickd pro 4 + Bk? # 0 (pfimka neni rovnob&Zni s Zidnou z asymptot; paiom

je ptimka senou, tetnou, nesetnou, podle toho, je-li D% 0. Z diskriminantu D > 0
A ,
pro 4 > 0, B <.0 plyne, %e — B (1 — Bg? > k2, kde vlevo jsou oba &initelé kladni,

A .
pfi ¢emZ druhy je vétii neZ 1; tato nerovnost je jisté splnéna, je-li — B > k3 t, i, lei-li
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rovnob&Zka, vedend k dané pfimce stfedem hyperboly, v t&ch vrcholovych uhlech
asymptot, v nich¥ le?{ dand hyperbola, tak¥e kaZd4 takov4 pfimka see hyperbolu ve

A
dvou riiznych bodech. Je-li D = 0, je k2 = — — + Ag? kde napravo jsou dvé kladni
&sla; to v piipadé 4 > 0, B < 0 miZe nastat jen tehdy, kdyZ je k3 > — — (rovnost

snadno z dvahy vyloutime), to znamen4, Ze tena je rovnobéZni s pfimkou, ktcré pro-
chéz{ stfedem hyperboly a lezf v t&ch vrcholovych uhlech asymptot, v nich% dani hyper-
bola nele?i. — 126. a) — 3x + 8y = 25; b) xbcosp + yasin ¢ = ab; ¢) — 32x —

b
— 27y = 175; d) x-:o-;‘—p—y-atgq:=ab. — 127, a) x = 63 — 5x + 8y = 18;

b)x=3; —5x — 4y = 9;¢) — x + 5y = 54; — x -+ y = 18. [Srovninim rovnice (2)
textu a rovnice Ax;x + By,y = 1 dostivime u = Ax,, v = By,; podminku felitelnosti
nali soustavy vyjadfuji vztahy (7) a (9) textu, dosadime-li sem za u, v nale hodnoty,
dostaneme Ax,® + By,® — 1 = 0, co% pro elipsu i hyperbolu znali, 2e bod Q lei vn&
kfivky.] — 128. Vrcholy elipsy nebo hyperboly a hyperboly s ni sdruZené jsou:

Vrcholy elipsy [i -i—; 0],. [O;j:—Vl_-] a pfisluiné telny maji rovnice x =

1 1
=d4—,y=4 75 Vrcholy hyperboly, je-li 4 >0, B<0 jsou [:[: H 0]

Vi
kdeZto sdrufené hyperbola mé vrcholy [o_, V-_] piisluing obdélnik mé tihlo-
pfitky v asymptotich o rovnicichy = 4 V— -B-x. — 129, Te¢na v bodé H m4 rovnici

bixxy — ayy, = a?b®; bod M na této tedné lezf a tudiZ jeho soufadnice vyhovuji této
rovnici, takZe plati ¢ (bx, — ay,) = ab. Je-li ¢ = 0, nem4 tato rovnice pro xy, ¥, 24dné
feleni, nebot ab 7% 0 (bod M je stfedem hyperboly); je-li ¢ 7 0, 1ze soustavu uvedenou

ab
v poznimce ke cviteni nahradit ekvivalentni soustavou bx, — ay, =-:; bxy + ayy =
1 1
= abc, kterdA m4 feleni x, = }a (c +—),yo =3b (c - —). Bod [xy3 5] je dotykovy
c c
bod hledané tetny jdoucf bodem M.
130. a) Bez Gjmy obecnosti lze pfedpoklidat, Ze x, > 0, ¥, > 0. Je H, = [x,3 0],
Hy=[0; y}, X= [A_xo; 0], Y= [0; E_';;] (1) V ptipad® elipsy je 4> 0, B> 0,

X< l/% = ay Yy < V; = b a poméry soufadnic x bodit X, H, a soufadnic y bodt ¥,
1
Axo"
A>0, B<O je x¢>l/;-, t. j. Axy* > 1 a pomér z—lx—o; soufadnic x bodd X, H,
je men3i ne? jedna; na ose y le2 bod P uw_liti‘ tsetky H,Y, nebot y, > 0, kdeZto soufad-

1 1
Hy jsou —:x, = ’, ziejme &isla vE&t$f neZ jedna. (2) V pfipadé hyperboly

Ax,’
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1 N —_— 1
nice — bodu Y je ziporns, nebot B <0, 3> 0. b) PH, = x4y PX = —, t. j.
B i — 1 Ax,
PHI'PX=;1-=a’; PH, = y,, PY=8 o kde e=1pro B>0 ae= —1 pro
— d 1 1
B<O0a tedyPH,-PY=E=b’(proelipsuieb’=§,prohyperboluieb’ = _E)'_

131. Rovnice normily v bod& H je By, (x —~ xg) — Axp (y — ) =0a N=|[x'=
B— A A

= ‘f_“(_B__); 0]. a) x'—xp=— ;o, takZe u elipsy je x* — xy <0 (je x,>0) a bod N

je uvnitf Gsetky PH,, kdefto u hyperboly je ¥’ — x, > 0 (je A >0, x, > 0, B < 0)

a bod N leZf na prodlouZeni usetky PH, za bod H, (dale viz vysledek cvi¢. 130). b) Pro

PN 5% o L o 5o B—4 1
%>0,y9>0jePN=x">0,PX =—atedyp = PN:-PX = . ]'eA=—,,
Axy B 4

& . €a® — b?
B=—b—’-,kdee=lproB>0,a=—1me<oatedy o= . = b, —

132. a) Vylu¢te hodnotu Av? + Bu? z hodaot x4, y, uvedenych v poznimce k tomuto
cviteni; dostanete Avx, — Buy, = 0, coZ je pfi proméanych x, ¥, rovnice pruméru s.
b) Srovninim hodnot konstant w’, v’ a Av, — Bu v rovnicich w’x + v’y = 0, Avx —
— Buy = 0 téle pfimky s dostdvime: v’ = pAv, v’ = g - (— Bu), kde ¢ # 0 je urlitd

konstanta a proto je #’ - p (— Bu) = pAv - v" neboli Buw’ + Avv’ = 0. — 133. a) Necht
LR Y

je % + % # 0 (jinak by pfimka r byla asymptotou hyperboly — viz (10) na str. 71).
BudiZ cux + cvy = 1 rovnice hledané tetny (je ¢ # 0) o dotykovém bodu S’ = [x,; ¥o),

kde x, = %‘, Yo = g (viz vztahy (11) na str. 71); dosazenim hodnot x4, y, do rovnice

tetny dostaneme ¢? (1:-; + Yz—:) = 1, cof je podminka (9) ze str. 70 pro to, aby rovnice
cux + cvy = 1 byla tetnou kfivky. Z této podminky dostaneme dva kofeny ¢ 7%= — ¢,
a to tehdy, je-li Z—: + lg > 0. Tak je tomu v pripadé elipsy (4 > 0, B > 0). V pfipad¢
hyperboly s hlavni osou v ose x (pro 4> 0, B < 0) z této podminky plyne, Ze
:-—:> - g =:—: (nehledic k pfipadu v =0, t. j. r | x, ktery tloze také vyhovuje)
neboli l-:—l > %, takZe primér r leXf ve vrc'holovych Ghlech asymptot, v nich? neleZi

danj kfivka (k stejnému zivéru dojdeme i v piipadé 4 < 0, B > 0). Pokud c je redlné,
mime vedle tedny r’ || r v bod€ S’ druhou teénu r” || r v bod& S = [— x55 — ¥l
a pfislu$nou k druhé hodnoté —¢. b) Primér s (ze cvid. 132) o rovnici Avx — Buy = 0
obsahuje oba dotykové body §’, S teéen r’, r”, jak se pfesvédtite dosazenim hodnot
Xg» Yo 8 — Xgy — ¥, do této rovnice. ¢) K priméru s o rovnici w'x + v’y = 0, kde

les’

c'u
' = Av, v’ = — Bu, piisludi dotykovy bod R’ = [x,'; ¥,'] teny s’ || s, kde x’y = a
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v . .. . w3 v . .
Vo= T (viz cvit. 2)), kde je ¢* ‘ji + )= 1; tato rovnice mé v pFipad¥ elipsy
\
vidy dva kofeny ¢ 5% — ¢’ a vedle bodu R’ mime druh§ bod R” = [— x,'; — ¥'o]»
v ném2 se dctyké te¢na s” || s. Body R’, R” leZf na priméru r o rovaici ux + vy =0,
v’ A —B

jak plyne z tohotc vipodtu: ux, + ry, wc’(-——- + B) ¢ "A A ) T

= ¢’-0 = 0 atd. Body §’, S” a body R’, R” jsou sournérné vzhledem ke stfedu P=
== [0; 0] clipsy, tetny r’ || r” a s’ || s v té&chto bodech tvofi tedy rovnobé2nik a praiméry
r|lr a s| ¢, které prochizejf bodem P jsou v ném stfednimi pfit¢kami. d) BudteZ
Ax* 4+ B =1, — Ax®* — By = 1 (kde je 4 > 0, B < 0) rovnice obou sdruZenych
hyperbol/, I’a ux + vy = 0,u’x + v’y = O rovnice sdrufenych priiméri r, s hyperboly /,
takZe plati Buw’ + Avv’ = 0 (viz cvik. 132b); protoZe pro sdruZené priméry hyperboly 2
plat tiZ podminka, maji ob& hyperboly tytéZ dvojice sdruZenych priméri. Pii tom
je ¥’ = pAv, v’ = — pBu, kde ¢ # 0. Snadno zjistite, Ze¢ primér r piotne ! ve dvou'

rﬁzny.lx bodech S, S (soumérnych podle stfedu P kfiv_k), kdyZ toti platf V = — +
+ B >0; kdyZje V = 0, je r asymptota; kdyZ2 je V < 0, nemi prinér s hyperbolou
spoletnycia bodd (pak je l > V— Znebou=0a prmér leZi v té&ch vrcholovych

tdhlech asymptot, v nichZ neleﬂ hyperbola I). Necht je¢ pro primér r viraz V> 0.

'3
potom je V=— + % = :47; V<o (ncbot AB -2 0) a priun¥r s hyperbolu / ne-
2 P
protind. Naproti tomu pro hyperbolu I obdobné vyrazy V, V" jsou V = 2 + —

—-A ~—B
==V <0, V’'= — V>0, t. j. pram’r r hyperbolu I’ neprotiné, kdeito prumér s
ji protind, — 134, V podmiince Buv + Avv’ pro sdruZené pruméry r, s elipsy (viz
cvid. 132b) zavedte misto u, v, ', v’ smérnice k, k’ a misto 4, B hodnoty 4,5 a dostanete

b b
vyraz k- k’. a) Je k=—tg¢p,k’== ——ootgcp(pto p#n-in a 0< p<2n);spri-

mérem r = x je sdruien primér s=3y. b) Je a; —= 1la‘cos'tp + b sm’cp, b=
= Va’ sm’tp -+ b® cos3@; odtud (1). Budi* Q obsah A PR’S’; je Q=4a b sing =

=1ab - ';"b— (x1ys — %33)s kde R'==[xy; 3], S =[x ya]- Ale x1y3 — %3y, =
o1

- =qacos@ - bcosp+4asing-bsing=aba Q=4 ab. ¢) Z vyra.l pro a,, b, ze cvit. b) dosta-~
nete:a,® = b3 t.j. (a? — b%) (cos®p — sin?p) = 0, Je-lia = b, nlati posledni rovnice
pro kaZdé ¢ (kruZnice). Necht je a 7 b, potom je bud (cosp — sing) = 0 nebo (cnsg -+
+ sing) =0,t. j. tgp = 4+ 1 a @ = }n nebo ¢ == }z7, u piisiuiné smirnice prim&d

b b .
jsou k=—, k' = — -;; tedeni je jediné, nebot oba priméry jsou zfejm? spolu sdru¥cny
. a
(a jsou urleny tGhlopiitkami obdélnfka vytvofeného tetnami ve vrcholech dané elipsy).
b b
d) Pfimky PR’, PS’ maji smérnice ;tng, — — cotgy (viz cvit, a)), teény 1’y s’ v bodech
2 aeen

128



§’s R’ maji rovnice — xb -sing + ya-cos ¢ = ab, xb - cos ¢ + ya-sing = ab; tedy
r’ || PR’ s’ || PS’. — 135. ¢) KruZnice. d) Asymptota a; o smérnici &, = 1 leZi ve

1
dvojici vrcholovych ihli obou priméra r, s, které maji smérnice %, &’ = N Budiz w,

1—-&%
uhel piimek r, q, a dhel 0, piimek q,,5; pak je tgw, =

TR = tgw,’. — 136. b) Tetna

b
v bodé¢ S’ mi rovnici x —— — ya tgp = ab neboli xb — yasing = abcosp (vesmés
cosgp

prb @ # im, (p¢§n) Je: limsimp—- 1, im cosp = 0 a rovnice zni bx — ay = 0,
—>in

a& parametrické vyjadieni hypetboly pro ¢ = 37 nedava Zidné hodnoty. c) Dosadte

uvedené hodnoty do rovnice — b%x% + a?y? = g%?2 d) Budtez ux 4+ vy =0, u'x +

a b
+ 2’y = 0 rovnice obou prumérii PS’, PR’y pak je u =btgp, v=— —, t' = ——,
coszp cosp’
v’ = — atgp; v podmince Buu’ + Avv’ =0 je A = —8—2, B = —?.; (kde e=41),
a

t. j. a®uw’ — b*vv’ = 0 a nale hodnoty u, u’, v, v’ této podmince vyhovuji, takZe PS’,
PR’ jsou sdruZené priméry vzhledem k obéma hyperbolim &, #’. — K polop‘r'imkém,

které leZi v asymptotich nelze pfifadit Zddny bod hyperboly. e) Je a; =

b2
b = l/a“1 tg2g + pro ¢ # 3m, p#£ 3 37 a 0< @ < 273 odtud plyne (1) Budiz QO
s'p 1
obsah A PR'S', je Q 3a1d; sinw =3 agb; - vy (%1¥3 — x231)s kde 8’ = [x35 »]s
1¥1

—tg“tp) =gb. — 137, a) Tetna r'=

= [x55 ¥2]. Ale x,¥3 — X3, = ab (cos2

be
=——x — atgp-y = ab; asymptoty y = —x, kde e = 1 pro asymptotu a,, kdeZto ¢ =
cosg

a cos be cos
= — 1 pro a,. PrﬁseéikyAkE[ (p 3 _(P pro k=1 (kde e=1) a pro k=2
: 1 — esing” 1 — esing.

(kde € = — 1); stfed usetky 4,4, je skutené S’ (jist€ 1 — esing # 0). b) Rovnice

b
priméru r=PR'=—— x —a-tgp-y = 0 mi tytéZz koeficienty pfi proménnyjch

cose —_— cos @ 1 \2
%, y jako rovnice tetny r’ (viz cvii. a)). Dile je A’S,® = a® (——— — )
cos 2 1 —sing cosg
+ b2 (————- tgq;) = a?tg?p + .= b? (viz cvik. 137a, 136¢). — €) Stali do-
1 — singp cos?p
kézat, ¥e na pf. tetna ¥’ = —— x — atgp-y = ab a tena s’ = — b-tgp- x+——y =
cos@ oS

b
= ab urduji rovnici m, (——x —atgp-y — ab) + my(—betgp 4+ ——+y — ab) =
cos@p 14

= 0, kterd je pfi vhodné volbé konstant m,, m, (neni soulasné m; = my = 0) rovnici
asymptoty a; = bx — ay = 0. Zvolime-li m, = 1, my = — 1, dostivime

1 1 1
( — 4+ tgq:)bx - (——— + tg(p) ay = 0,t.j.bx — ay = O, nebotje — + tgp =
cos@ cos@ cos@
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1 4 sing
N cos@
R;R,, jejiZ smérovy thel je ¢; oznaime m = cos@, 7 = sinp. Parametrické vyjddfeni pfim-
ky ry = R;SR, urené bodem S a hodnotami m, n je x = x, + mt, y = y, + nt (viz cvi&.
72e, str. 116 v uéebnici matematiky pro I1I. tf.), kde pro parametr  bodu M piimky r, plati
| | = SM (vzdalenost). Hyperbola m4 rovnici b%x2 — a?y% — a%? = 0 a pro parametry
jejich prusetika s pfimkou r, plati (I) == (b2m? — a?n?) 2 + 2t (b%xy m — a’yyn) + (b3x,2 —
— a2 — a%? = 0; jist® je b*m® — a%? £ 0, nebot pfimka 7, neni rovnob&ini
s Z4dnou z asymptot. Pro kofeny ?;, t, této rovnice musi platit ¢, 4 ¢, = 0, nebot musi
vzdilenosti | 2, | = SRy, | t,| = SR, byt navzijem rovné, ale parametry maji opa&ni
znaménka; proto je v kvadratické rovnici (1) koeficient b%xym — a®yn = 0 = (II).
Pro prusetiky X;, X, pfimky r, s asymptotami @, =bx —ay =0, a,=bx + ay =0

7 0. — 138. Diikaz Ize na pf. provést takto: BudiZ S = [x,; y,] stfed tétivy

bx,—a bx,+ a

dostaneme parametry z;" = 0 yo’ = ot Do (jmenovatelé jisté nejsou rovay
bm — an bm + an

nule); snadno dokdZeme, %e 23+ 3=0, t. j. [th]|=]|t,]. Je th+ 1=

2 (b%xgm + aygn)
=Tt — ot
vzdilenost v bodu P = [0; 0] od tetny r’ (viz rovnici ve vysledku cvit. 137a) jev =

= 0 podle (II). — 139, Ze cvil. 137b plyne 4,4, = 2-§'4, = 2b,;

b2 ab
= ab :I/C_OST‘ + a?tglep =-I;— (viz vysl. cvit. 136e). Obsah A PA4;4; je 4 =
? b 1 _
=} A 4,0 = 5.21,1.:_. = ab.
1
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