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Uvodnf poznamky.

V prvni tiidé se Zaci ponékud hloubéji seznamili s oborem racionalnich
¢isel a s &isly tvaru a + ch— (kde a, b, ¢ >0 jsou racionilni ¢isla). Tento
tiselny obor v 2. tfidé roz§ifime o ¢isla irracionélni, ktera jsou kladnym

feSenim rovnice an = a (pro a >0 a n pfirozené); proto je ]/ a definovana
jednoznaéné. V dal§im odvodime poulky pro pocitini s témito éisly.
Téchto vysledkii uZijeme k rozsifeni pojmu mocniny an pro pfipad, Ze
a0 a n je racionalni ¢islo; piitom vyjdeme z definice, ktera se opira

o zavedeny pojem ]/c_l_. Pak dokaZeme, Ze poletni pravidla platna pro po-
¢itani s mocninami s pfirozenym mocnitelem plati i pro tyto nové zavedené
mocniny.

Téchto vysledkd uZijeme ke studiu funkce y = a, kde a>>0; pfi tom
se téZ zminime, Ze je moZno vypocitat hodnotu a* i tehdy, kdyz je =
irracionalni. JestliZe posloupnost hodnot x;, 2, x3, . . . ma staly rozdil, ma
posloupnost hodnot a®, a*s, a®, .... staly podil; toho je mozno dobfe
uzit ke studiu pribéhu exponencialni funkce. O tyto vysledky se opieme
pii studiu logaritmu éisel; zdkladni vlastnosti logaritmu lze bez nesnazi
odvodit pro libovolny zaklad a >>1. Na tabulce logaritmi seznimime Zaky
s interpolaci a pouéime je o pfesnosti vysledki ziskanych pomoci logaritmu
jakoZ i o vyznamu téchto pribliznych vysledki pro praxi.

Zavedenim ¢éisel komplexnich dovriime postupng rozSifovan{ éisel-
ného oboru. Pozdéji, v &lanku o feSeni kvadratické rovnice, se ukaze, jaky
vyznam maji komplexni &isla pro poéet kofeni této rovnice. Cisla kom-
plexni definujeme jako éiselné dvojice, pii éemzZ je od poéatku znazoriu-
jeme v rovinég; z tohoto znazornéni se hned ukaze, Ze ¢isla redlna jsou jen
zvla§tnim pripadem ¢isel komplexnich. Z definice séitani a nasobeni
komplexnich &isel plyne, Ze znamé poéetfli zakony, platné pro ¢&isla redln4,
jsou jen zvla$tnim piipadem obecnéjsich zakonu, které plati pro séitani
a nasobeni éisel komplexnich. TotéZz plyne i z definice rozdilu a podilu
dvou komplexnich ¢isel. Upozornime vSak na to, Ze ne vSechna pravidla
platna pro poditani s realnymi ¢&isly 1ze zobecnit tak, aby platila i pro ¢&fsla
komplexni. Piikladem toho je srovnavani redlnych ¢isel podle jejich
velikosti, coz vedlo k uspofadani realnych ¢isel; srovnavani absolutnich
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hodnot komplexnich &isel ma vSak zcela jiny vyznam a vede k pojmu
komplexni jednotky a ¢éisel komplexné sdruzenych.

Vzhledem k tomu, Ze hledidme vzajemné souvislosti aritmetiky a geo-
metrie, znazornime s&itani a nasobeni komplexnich ¢&isel geometricky;
téchto vysledkt uZijeme ke studiu goniometrickych funkci, ackoli jich lze
uzit i v nékterych partiich fysiky. Po roz$ifeni pojmu thlu a po zavedeni
jeho komplexnf miry snadno dospéjeme ze zobecnéné definice funkci
kosinus a sinus k pojmu periodi¢nosti téchto funkci. V souvislosti se
znizornénim soudinu komplexnich ¢isel odvodime Moivreovu vétu, z ni
pak snadno odvodime celou fadu vztaht pro funkce kosinus a sinus; tento
postup ma tu pfednost, Ze vzorce takto odvozené maji platnost pro kazdou
hodnotu Ghlu. Pojem mocniny komplexniho éisla omezime na celistvého
mocnitele.

IRe$enf goniometrickych rovnic tvaru f(z) =konst. podrobime diskusi
v souvislosti s jednotkovou kruzZnici.

Na zavér jako piiklad uZiti goniometrickych funkei provedeme si
studium rovnomérného pohybu po kruZnici.

Témito partiemi jednak vyzbrojime Zika potiebnym matematickym
aparatem, jehoZ bude nezbytné potiebovat pii studiu matematiky, zvlasté
pak geometrie, ve vys$Sich tiidach a zaroven jej pripravime k hlub$imu
zkoumani a chipani fysikalnich pojma.

Utivo a jeho methodické zpracovani v textu je maximum, které lze
probrat ve tiidé za ptiznivych podminek. Vyuctujici provede podle vy-
spélosti tiidy a podle &asového rozvrhu vhodny vybér uéiva, zvlasté
dukazu.

Soustavnym sledovanim vzajemnych vztahi mezi aritmetikou a geo-
metrii a dislednou vychovou k piesnému logickému mySleni piispéje ma-
tematika pfisluSnym dilem ke vzdeélani nové inteligence nasi socialistické
spole¢nosti. Tato nové inteligence svym pracovnim nad$enim a zevrub-
nym promyslenim vech tkolu platné se zudastni pfi budovani socialismu
v nasi republice.
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I. Obecna mocnina a logaritmus.

1. Odmocitiovani.

Jiz v prvni tf{dé€ jsme probirali druhé odmocniny. Je-li a kladné &islo,
potom druhou odmocninou ¢isla a rozumime to kladné éislo x, pro které
plati x2=a. Podobné tfeti odmocnina kladného &isla a je to kladné éislo z,
pro které plati x3=aq, a stejné muZeme definovati étvrtou, patou odmocninu
atd. Obecné budiZ dano pfirozené &islo n>>1. Je-li a libovoln& zvolené
kladné &islo, budeme se zajimat o kladnyj kofen rovnice

In = a. (1)

Tato rovnice jisté nemuzZe mit vic neZ jeden kladny kofen. Nebof jsou-li
x4, 2z dvé rizna kladna ¢&isla a je-li na pt. z; <2y, jest

" =21+ T ... 2 (n Cinitelu) 2)
TN =Tp X3 ... X (n émiteh‘l) (3)

Pri piechodu od (2) ke (3) se kazdy €initel zvétsi; tim se zvEtsi také soudin,
a proto je 2y < o™ a nemohou proto obé &isla 17, xa" byti rovna tému
¢islu g, t. j. rovnice (1) nemiZe miti vice neZ jeden kladny koten. ObtiZn&jif
je dokazat, Ze rovnice (1) ma feseni pii kaZzdé volbé& kladného ¢&isla a. Je to
v8ak spravné a vyslovime definici: n-ti odmocnina kladného é&isla a je
to kladné ¢islo z, které vyhovuje rovnici (1). Piseme

z=1a @)

a fikame, Ze ¢&fslo a je odmocnénec a &islo n odmocnitel nasi n-té odmocniny.
Prakticky je pfipad n =2 mnohem duleZit&j§i neZ ostatni piipady, proto
2

misto ]/21— se skoro vidy piSe l/(?, t. j. odmocnitel 2 se vynechava. Theore-
ticky je duleZité nevylucovat z nasi definice ani pfipad n =1. Podle definice
je oviem

1
Ja=a

pro kazdé kladné ¢islo a. Znatku Vzdeﬁnujeme pouze v fom piipadé, %e
odmocnénec a je ¢islo kladné a odmocnitel n &islo pFirozené.



Pro n =2 jsme v prvni tfidé jesté méli

Jo=0 ®)
a neni na zdvadu pfipustit definici (5) pro libovolné n, neni to vSak prili§
dulezité. Pri zdporném a nebudeme se viibec zabyvat otazkou, je-li mozZné
a ulelné definovat odmocninu (4).
Z definice n-té odmocniny plyne snadno nékolik dulezitych vét vy-
- jadfenych jednoduchymi vzorci. Ve vSech téchto vétach znamen4 n libo-
volné dané ptirozené ¢islo.
I. Jsou-li a, b kladna é&isla, jest

Jab =Va- 1. (6)

Dukaz. PoloZme z =V¢7, y =]/7>—. Podle definice jsou z, y kladna ¢&isla
a jest zn = q, yn=>. Jak vite z 1. ttidy, je zryn = (zy)n. Tedy xy je kladné
tislo a jest (xy)n = ab. Vzhledem k vyznamu pismen z, y to znamen4, Ze
plati (6).

Zcela stejné se dokaze pro vice neZ dva ¢initele:

II. Jsou-li a1, a2, ..., as kladn4 é&isla, jest

n

[ay-as . .as_]/_ ]/ag V—x

Jsou-li si rovna vSecka &isla ay, as, ..., a5, mame dalsi duleZity vy-
sledek.

ITI. Je-li a kladné é&islo, jest

Vs = (Ja)s U]
pro kazdé prirozené ¢&fslo s.
Dalsi véty:
IV. Je-li a kladné cislo a jsou-li m, n prirozena ¢&isla
(stejna nebo nestejna), jest

J¥a=Va. (®)

Dukaz: Polozme z =]/?1—. Podle definice je z kladné éislo a jest zmn = a.
Jak vite z 1. tf{dy, jest zmn = (zm)n, Polozime-li tedy zm =z, je x kladné
¢islo a jest xn=zmn neboli 2n = a. Tedy podle definice n-té odmocniny je
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x=]/;. Na druhé strané bylo z kladné ¢&islo a platilo zn = . Tedy podle
definice m-té odmocniny je z =V;. Tedy
x =]/;1_, z =]/;:, takze z =V’77_1 .

mn

ProtoZe v¥ak z =|/a, je vzorec (8) spravny.
V.Je-li a kladné ¢&islo, jest

11
=, 9
I/ a "a ®)
Dukaz. Polozme x=]/?1-. Podle definice je x kladné éislo a jest
n
zn = a. Pak je viak také —i— kladné ¢&islo a z 1. tridy vite, Ze (é—) =

n
= L neboli (l) = -1—, takze podle definice n-té odmocniny je 1 =
" z a z

= l/ %. Vzhledem k vyznamu pismene x to znamena, Ze vzorec (9) je
spravny.
VI. Je-li a kladné ¢&islo, jest
Vas = (Ja)s (7)
pro kazdé celé ¢&islo s (kladné, ziporné nebo rovné nule).

Dukaz. Pro kladné s je to jiz dokazana véta III. Pro s =0 zni (7):

]/EO = ([/a)° a to je spravné, protoZe jednak nulta mocnina kazdého &isla
je rovna jedné, jednak

Jr=1

podle definice n-té odfnocniny. Zbyva pfipad, Ze s = —r je zaporné,
Podle definice mocniny s celym zapornym mocnitelem je jednak
. 1
(VE $ = ni ’ (10)
(yarr
jednak
1
as = —,
ar



takze podle V je

Vo = e (11

Jezto podle III je ar = (]/E)', ze (10) a (11) plyne (7).

Pii definici n-té odmocniny jsme vychazeli z faktu, Ze pfi kazdém
kladném ¢isle @ méa rovnice (1) kladny kofen. Piesné oduvodnéni tohoto
faktu je obtiZné zejména proto, Ze uZ pfi nejjednodussich volbach éfsla a
je kofen x rovnice (1) zpravidla irracionalni a neda se po¢itat presné, nybrz
pouze priblizn&, Nebudeme se timto odivodnénim vibec zabyvat.

Cvicenti.
3 4
1. Jak se piesvédlite, Ze a) |/529 = 23; b) |/512 = 8§; ¢) ]/625 = 5;
5

a) )/243 =32
Ve cvié. 2—7 znamen4 n pfirozené ¢&islo.

n
2. Za jakych podminek rovnice V;= b znadf presnd totéZ jako rovnice
a = >bn?

3. Co znamena vyraz: a) W‘; b) (]/E)"? Kdy majf oba vyrazy ty% vy-
znam ?

4. Kdy m4 smysl vyraz a) |/ —a; b) |/ ab?

5. Za jakych podminek ma smysl vyraz a) ]/E; b) (Va)’, kde r je celé
¢islo?

6. Platf véty I aZ VI, kdyZ néktery z odmocnéncu, jeZ se v nich vyskytujf,
je roven nule?

7. Dokazte vétu: Je-li a > 0, b >0, je % =1z,

8. Rozkladem v prvodinitele stanovte: a) ]/48 +75; b) VBO « 35+ 42;
3 3 s 4

) J12-18;d) J/9 - 15 - 25; ¢) J/30 - 42 - 70 - 105; f) }/128 - 162.
9. Vypodtéte: a) ]/3_ ]/ﬁ; b) V2_0 VQZ Vﬁ; c) V@ . VI—(YS-,
3 3 3 3 3 3 3 3
& V35 - V75; o V39155 - V5.4; 0 Vi5y - Vim3 - V2

10. Upravte na tvar soudinu, jehoZ jednim ¢initelem je odmocnina co nej-
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3 3
mecen$fho ptirozeného éfsla: a) }'ﬁ; b) 1/‘5@-; c) Vﬁ; d) ]/_571-;
3 3 3 .3 ‘ 4
c) 1/1_2—8, f) [/320; g) [/500; h) [/648; i) ]/@ i) ]/EE
3
Vypodtéte: a) J/1§; b) J15; o) V423; a) ]/07, e) [/38; 1) V 219 g) ]/5.1_

Upravte na tvar soucinu zlomku a odmocmny co ne]mul§1ho priroze-

3
ného &isla: a) V5 b) Vs © V& o) J2%; o) ]/% ) ]/4, g) 1/123, h) J/23.
. Upravte a po kaZdé uvedte, kdy ma dany vyraz smysl: a) ]/az; b) ]/;1_“;

3_ 3__ 3 4 4 4 5
o) Va=2; a) Va?; ¢) |/a%; 1) Ja=3; g) |/a’; h) Va¥; i) Ya-15; j) Jfa®.
4 4

. Upravte a po kaidé uvedte kdy ma dany vyraz smysl: a) ]/(? b) |/a—3;
16 12

c)]/" d) V’*‘ e) W t)Vr-‘l g Vﬁ h) /6% i) Yu=5; i) Vz“

Naleznéte hodnoty danych vyrazi a po kaZdé udejte, kdy majf tyto
3

3 3 3 3 3
vyrazy smysl: a) Ja.}a; b) Yz Jz; ¢) Ju- Vﬁ; a) Va2 - Yav?;
3 3 " 4
e) ]/;1-: . Vg; f) l/g . Vg; g) Va?-1 - JJab=2; h) Yre=1:}rt-3,

4 4
Upravte a udejte, kdy ma dany vyraz smysl' a) ]/ 9a%h?; b) ]/25a-2b2'

z.:p*'q 16a2 64x3
) l/bb"c3 d) ]/2711—30—3, e) l/b" — 5 9 I/ e B

. Naleznéte hodnotu vyrazi: a) V]/2; b) \/[/2; c) sz; d) ]/2 ]/2

L p— i a—
e) V2712; D \/2:,‘2.
Naleznéte hodnotu vyrazii a po kaZdé udejte, kdy ma dany vyraz

smysl: a) Vﬁ; b) VSV_;; ©) VV—;;, d) V‘”—V;’ €) V%’
) V%a\’g; ) [/%[/ L

19. Pomoci tabulky druhych a tfetich mocnin vypoététe na étyx"i platné

éishce a) )4, 683 b) V46 83; c) 274, 4 d) [/2744; e) L1 235; ) [/12 35;

g)]1235 h) ]/4147 i) 1/04147 i) ]/004147
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20. Pomocf tabulek druhych a tfetich mocnin urcete na Ctyfi platné
4

éishce a) ]/5 b) 1/50; <) 1/500 d) 1/5000 e) ]/10 f) 1/100 g) V1000
h) V10 000; i) ]/100 000; j) 1/1 000 000.

21. Zjednoduste: a) }/12 — /27 4 J/48; b) V— 6 + ]/54 — ]/"-

NN

22. Vypoitéte: a) (/6 + 15) 1/" b) (1/34 +31/§1—) Vo
O (5+V3 1513 & (512 5+ 0 (2 +13) (6 +18);
t) (VZ—— l/gj (V2—— V§-) ) 3 3 3 3

23. Stanovte: a) (J/a + 1/b)%; b) (Ja + V8)%; < (Ja + V/by% ) (Ya—10b).

24. Dokaite, ze a) |/5+ 26 + 5 —216 =23; b) |7 +2}10 —
VT =2Vi0 =2V o Va+t & —0¢+ Va— Vo —12 =
=V2(@+0b), kdea2b20; a) a+ Ja2—02— [Ja—|a*—52

= )2(a—b), kde a=b 2 0.

2. Mocniny s racionalnimi mocniteli.

V 1. tfid€ jsme probirali mocninu an s tim omezenim, Ze mocnitel n
byl celé &islo (kladné, zaporné nebo rovné nule). Naproti tomu mocnénec a
byl zcela libovolné ¢islo s tim omezenim, Ze pro a=0 nebylo mozné defi-
novat mocninu pro zdporného mocnitele. Nyni budeme predpoklddat, Ze
mocnénec a je éislo kladné; naproti tomu predpoklad, Ze mocnitel n je celé
¢islo, nahradime mnohem obecnéj§im pfedpokladem, Ze n je racionalni
¢islo. Pro pripad celého mocnitele jsme v 1. tfidé odvodili vzorce

ar . as = ar+s, ° @)
(@) = am, @)
br = (ab)r, 3
ar=—. @

Uvidime, Ze 1ze mocninu ar s kladnym mocnéncem a a s racionalnim
mocnitelem r jedinym zplsobem definovat tak, aby bylo stale

ar>0 ()
12



a aby pravé pfipomenut4 pravidla (1) az (4) zistala v platnosti. Kazdé
racionalni é&islo r 1ze psati ve tvaru zlomku

r=-—, (6)

jehoZ jmenovatel n je prirozené ¢islo (neboli celé kladné &islo) a jehoz
¢itatel m je celé &islo (kladné, zAporné nebo rovné nule). Jestlize zvolime
racionalni ¢islo r ve tvaru (6), musime definovat hodnotu ar tak, aby pro
vSecka racionalni ¢&isla s platilo (2). Volime-li s =n, bude rs =m a (2) d&

(ar)n = am,
takze podle (6) musi byti

a® = J/am. )
Vztah (7) je definice' mocniny s kladnym mocnéncem a a s racionalnim
mocnitelem (6). Definici (7) lze psati také v ponékud jiném tvaru:

a» = (Jm. %)

Ze (7') a (7) davaji touz hodnotu pro a , plyne z &lanku 1, vta VI.
Drive nez pristoupime k dukazu, Ze pro pravé definovanou mocninu
s kladnym mocnéncem a s racionalnim mocnitelem plati pravidla (1), (2),
(3), (4), musime pfedné uvazit, ze racionalni ¢islo r mtiZeme rozmanitymi
zplisoby uvésti na tvar (6), a musime dokazati, Ze na$e definice mocniny ar
je nezavisla na tom, pro ktery tvar (6) se rozhodneme. K tomu cili uvazme,
Ze ze vSech mozZnych tvari (6) je jeden zdkladni tvar, ve kterém ¢isla m,
n jsou nesoudélna, a Ze jestlize (6) je zakladni tvar, potom kterykoliv jiny
tvar je
km
_k_r'l,

kde k > 1 je pfirozené ¢&islo. Musime tedy dokazati, Ze

Ir =

n kn
Yam = Jakm. ©®)
Proto poloZzme 1/ am = z, takZe z > 0. Podle definice odmocniny je
In = am, )
Z (9) vsak plyne
@)k = (am)k, (10)

13



a jezto ¢&isla n, m, k jsou celd, miZeme uZit pravidla (2) a misto (10)
napsati
rkn = qkm, (11)
kn
ProtoZe £ >0, akm >0, znamena (11), Ze z = ]/ak—m ; tedy skuteéné plati (8).
Za druhé musime uvazit, Ze mezi racionalni ¢&isla patii také vSecka
¢isla cela a Ze mocniny s celym mocnitelem jsme definovali uz diive;
musime dokazat, Ze po celé r nova definice ¢isla ar souhlasi se starou. To
je velmi snadné, nebot’ to stadi provésti za predpokladu, Ze ¢islo r je psano
v zakladnim tvaru. Je-li vSak r celé, potom v zikladnim tvaru (6) je
n=1,m=rapron =1 je (7) zfejmé spravné.
Zbyva dokazati, Ze pro kladné mocnénce a racionalni mocnitele plati
pravidla (1), (2), 3), (4).
Dukaz pravidla (1). Racionalni &¢isla r, s miZeme napsat se
spoleénym jmenovatelem:
my my

r=—, s=—n—, tedyr+ s =

my + my
n n

Pii tom ovSem n je pfirozené ¢&islo a my, my jsou cela ¢isla. PoloZme
1

x = a”. Podle definice (7’) je
ar =™, @8 =x™M, arts = gMtm,
Protoze v$ak ¢isla my, my jsou cela, vime, Ze
T . M = Mt
a to znamena, Ze plati (1).
Dikaz pravidla (2). PoloZme

my my mymy
r=—, s=— tedyrs=——
n ng ning

Pii tom ny, ng jsou piirozena ¢&isla; my, my jsou cela €éisla. Podle definice (7)
jest

ar = Jam; (12)
podle definice (7') jest

(@) = (Jaym. (13)

14



podle ¢lanku 1, véta IV jest

Ny
n__ mny
Vamn = llamn'

BNy

Ny
@ = Jam,

takze podle (12) je

takZe podle (13) je

nng

(@) = (Jfam)™; (14)
podle ¢lanku 1, véta III je vSak
(|/amn)”" = ]/(am.)m., (15)
a jezto my mj jsou ¢isla cela, vime, Ze
(am,)m, = @, (16)

Ze (14), (15) a (16) plyne, ze
(ar)s — Vam,m,'
a podle definice (7) je také

ars = Vamlmn’

takze plati (2).
Dukaz pravidla (3) BudiZ opét

kde n je ptirozené ¢islo, m je celé €islo. Podle definice (7) je

n

ar = |am, br =']‘/l§'71-, (ab)r = i‘/(‘awm.
Protoze m je ¢islo celé, vime, Ze
(ab)ym = am . bm,
a podle ¢lanku 1, véta I je

"l/am L hm = ]75;1_1 . .'l‘/l);;’
takze

(ab)r = JJam - |/bm;
tedy plati (3).
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Dukaz pravidla (4). Jezto soucet ¢&isel r, —r je roven nule, je

podle jiz dokazaného pravidla (1)

ar-a-r=aneboliar-a-r=1

a z toho plyne (4).

25.

26.
27.

28.
29

30.

31.

32

33.

16

Cviéenl.
2 - -3 -2
Vypodtéte: a) 49% b) 16‘, c) 83 d) 273; e) 25 %; f)32 5 g) 81 %
~%
h) 125 3,
3 2 4 3 1 5
Pomocf tabulek stanovte: a) 10%; b) 103%; ¢) 53; d) 5*; e) 12°; f) 20°,
3 6
Jako mocniny s lomenymi mocniteli vyjadrete: a) VE":; b) Vb‘; c) 1/;1_5;
5

4
Q) V=5 e) V==5; 1) Jr—=.

5 -2 -3 5

3 5 2 3 1
Odmocninami vyjadiete: a) a®; b) b3; c)z 3;d) u ?; e) x“z fyz 12.
Vypodtéte nésleduﬁci vyrazy a vysledky vyjadiete odmocninami:
3 -
a)S% %b)85 )7373d)1z%123,e)5‘5%;
3 2 1 ._1 —1 -2 3 -1
) a°.a®; g)x®-x ;h)d‘-d ;i)m 3.m?; j)k 3.k-3.

1
Vypodtéte a vysledek vyjadrete odmocninou: a) (2%)3; b) (5%)3;
% 5 3 -2 -1 _4 3 23 —4 15
©) (79% d) (9°) % ) (10 %) 3; ) (@)% g) @D h) ¢z 9)°;
3 _5 —8__9
b @y 5@ H L

2 3 1 % 23 1 —~53
Vypottéte: ) (ab)®; b) (x%y)%; c) (a%)%; d) (u°v®)*; e) (m®n )%
—1_2_3
) @p *g )~
5 3 % _1 1 1 _%
Vypoitéte: a) 5*:5*% b) 58 3, c) 8 ©:83 a)63:6 2
| -7 2 1 1 3 -
e)'12 :12 1 f) ¢%:4a%; g) ut % h) z% 123, 1) ptPip %
i) R¥ T,

Vyjéadrete jako mocniny s lomenymi mocniteli a potom vypocdtéte:

a) ]/§.]3/§-f/3?; b) 13/6_2: 165 o V272 a Vz ]72— 5) Vz]/m;

I 4 T Vi I TR
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34. Vyjadfete jako mocniny s lomenymi mocniteli a potom vypodtéte:

a) Jud. Vu’ b) Va3b Vab’ C)V \/r’ d) Va:\(x : l/:c ;

m ”V_ V l/byab

35. DokaZte, Ze 1r =1 pro kaZdé racionalnf r.

36. Dokaite, %e ar: as = ar—s pro a >0 a pro libovolné raciondln{ moc-
nitele r, s.

r
37. Dokalte, fe — — (9.
br

r
5 ) pro a >0, 5> 0 a libovolné racionalnf r.

3. Exponencidlni funkce.

Zvolme kladné é&fslo a. Pro kazdé racionalnf &islo x jsme defi-

novali hodnotu a%; oznaéme tuto hodnotu pismenem y, poloZme tedy
y=a= ()

Ve vztahu (1) znamen4 pismeno a zcela uréité dané éfslo (kladné); fikame,
Ze a je konstanta. Naproti tomu pismena z, y znamenaji proménné.

Za hodnotu proménné x muZeme zvolit libovolné racionalni &islo;
z je nezavisle proménnd. Jakmile zvolime hodnotu proménné z, je vztahem
(1) urcéena také hodnota proménné y; fikdme, Ze y je funkce proménné z.
Tato funkce a* byla dosud definovana pouze pro racion4lni hodnoty
nezavisle proménné z.

JiZ na stfedni $kole jsme mluvili o grafech funkeci. Sestrojime si graf
funkce a%, pfi ¢emZ budeme volit a =2. Zvolime vodorovnou piimku,

eT
I
| T
I |
| |
| . |
BT 14 ; |
| | | n!
P 1 | | |
‘. | | | | -
R, T 4% RGN
P, .1 | 5y ! l
HE 2R S L ! x C I y v
- -1 0 1 2 X, x, X,
Obr. 1. Obr. 2.

Ckm. G 355-11 — 2. 17



zvanou osa z, jejiz body znézoriiuji &¢iselné hodnoty nezavisle proménné z;
pro kaZdé racionélnf &fslo x naneseme od piislusného bodu osy x nahoru
délku rovnou a* a dostaneme pfisludny bod grafu P,. Protoze a= je vidy
kladné, lezi cely graf nad osou z. Nejprve dosadfme za x cela ¢&isla 0, 1, 2,
—1, —2 a dostaneme body grafu Py, P, Py, P_,, P_, (obr. 1).
Abychom dostali body grafu odpovidajici lomenym hodnotiam pro-

ménné z, provedme tuto tvahu (obr. 2). Zvolime tii racionalni &isla z;, z,
3 tak, Ze 2, < x2, To< ¥3 a Ze oba rozdily x; — xy, 23 — x; jsou rovny témuz
&islu c. Potom na ose x obraz ¢€isla x, lei uprostied mezi obrazy &isel x;,
x3. PoloZme

yp=an, Y2 = a*, Y3 =an,
ProtoZe o =z, + ¢, T3 =2 + ¢, jest

Yo = antec = at . q¢ =y - ac’

ys = as+e —=q% . gt = Y2+ a¢ = ylazc
a tedy

Y22 = Uils Y2 = Y1y 2

<
\

X p=———-

1
0
Obr. 4.

Kladné ¢&islo y; spojené s kladnymi &isly y,, ys vztahem (2) nazjva se
stfedni geometrickd imérna kladnych &isel y;, y; a jeji konstrukei jsme
provadéli v prvni tiidé.

Pomoci konstrukce stiedni geometrické imérné mtuzeme graf funkce
a* doplnit dal¥imi body. Dosud (obr. 1) jsme méli na grafu pouze body
odpovidajicf hodnotam =0, 1, 2, — 1, — 2; konstrukei sttednich geo-
metrickych amérnych (obr. 3) doplnime nejprve body odpovidajici hod-
notim

z=h H—t—4%
18



potom stejnou konstrukei doplnfme body odpovidajici hodnotdm

— 1 —1 __ —_— —
z=%L 341 —h—h—i—F

A tak bychom mohli pokratovat dale.

Spojime-li sestrojené body €arou, dostaneme graf funkce az (obr. 4,
stale pro a = 2). Je-li graf narysovan, miZeme hodnoty funkce az priblizn&
hledat pomoci narysovaného grafu. Danému é&islu x odpovida urdity bod
na ose r; v tomto bodé& vztytime k ose x kolmici a naméfime-li na této
kolmici vzdalenost od prisediku s osou x az k praseéiku s grafem, dosta-
neme bez pocitani éislo y = a*. Timto zplisobem mizeme danému z uréit
¢islo az jenom s nepiili§ velkou presnosti. Je v8ak z naSeho grafického
zpusobu patrné, Ze k tomu, abychom mohli ¢islo a= vypodisti pribliZné,
nemusime ¢&fslo £ samo znati pfesné, nybrz také jenom piiblizng. To je
velmi duleZité theoreticky. Nebot dosud jsme definovali hodnotu a=
pouze pro raciondlnf hodnotu éisla x. Je-li v§ak x irracionalni, je-li na pf.
z rovné Ludolfovu ¢&islu & = 3,141592653589..., miZeme pfibliZnou
hodnotu ¢isla a* (kter4 nebyla dosud vibec definovana) poéitati tak, Ze
misto &sla & vezmeme racionalni ¢islo velmi blizké ¢&islu 7. Da se na pf.
vypotisti, Ze je presné na tii desetinni mista

23 =8; 231 ==8,574; 23.14=8,816; 23.141 = 8,821; 23.1415=8,824, ‘
kdezto v3ecka dalsi éisla
23,14159; 23,141502; 23,1415926; 23,14159265 atd.,
zaokrouhlen na tfi desetinna mista, rovnajf se témuz ¢islu 8,825. Je tedy
27 = 8,825
pfesné na tii desetinni mista.
Nebudeme se zabyvat pfesnou definici hodnoty a® pro irraciondlni z

a spokojime se s vyslovnym uvedenim fakta, Ze je mozné pfesné€ definovat
hodnotu a* také pro irracionalni = a Ze pravidla

az . av = qzty,
(ax)v = a=v,

az . b* = (ab)s,
a—* = —

11=1,

odvozena v predchéazejicim ¢ldnku pro racionalni mocnitele, jsou spravna
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i kdyZ z, y jsou libovolna realn4 ¢isla, at’ raciondlni nebo irracionalnf.
Pismena a, b znamenaji stale kladnd éisla.

JestliZe je a>>1 (jako v naich obrazcich, ve kterych a = 2), potom a=
je rostouci funkce nezavislé proménné x. To znamen4, Ze zvétSime-li z,
zvétsi se také ax neboli

je-li ¢y < xo, je a® < a*. 3)
Dokézeme aritmeticky, Ze (3) plati pro raciondlnt x,, x; (za pred-

pokladu, Ze a > 1) Nejprve je patrné, Ze pro prirozené ¢islo n je Va >1.

Nebot' je-li b= ] a, je b >0 a plati rovnice bn = a. Tedy ¢&islo a je sou-
¢in n ¢initeld vesmés rovnych kladnému éislu b; tento souéin a je vétsi

nez 1 a to je jen tak mozZno, Ze také Cinitelé b = ]/E jsou vétsi nez 1.
Je-li nyni z kladné racionalni ¢islo, miZeme poloZit x = l—:—- (m, n jsou
pfirozena ¢isla); potom je
az = |'am,

Je-li a>>1, je také am>1 a tudiz i n-t4 odmocnina ¢&isla am je vétsi nez 1,
to je a*>1. BudteZ posléze x,, xo dvé racionalni ¢isla takova, Ze x; <z,.
Je-li =, — x4, je x kladné racionalni &islo, a proto je a*>>1. Aviak
T3 = x; + x, tedy a® = a* . a=.

Tedy kladné ¢&islo a* vznikne z kladného ¢isla a* tim, Ze je znéso-
bime ¢initelem a*>>1, coZ méi za n4sledek zvétSeni; tedy a®>a*, a to
jsme méli dokazati.

Je-li viak a kladné ¢islo mensf neZ 1, je a* klesajici funkce, t. j.

\ y je-li 1 < 2, je a® > a%, (4)

\ Abychom si to nazorn& uvédo-
\ mili, ozna¢me b pfevracenou hod-
\ notu ¢&fsla a, takze &islo b je vé&tsi
\ nez 1l ajestab =1, tedy (ab)*=1
N neboli az-b* = 1. To znamené

. t]
//‘\\ ze &slo b= je prevrécend hod-
\\\- I3 r v

S—— nota d&isla a*; vime vSak, Ze

0 a-*.q* =1, Ze tedy také a—=
Obr. 5. je prevraceni hodnota ¢isla a=.
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Je tedy
b* =a-= )

Z (5) je patrné, Ze grafy funkcf a*, b* jsou obrazy soumérné sdruzené podle
osy y; viz obr. 5, ve kterém je plné€ vytazen graf funkce b+, a ¢drkované je
vytazen graf funkce a*. Jezto funkce b* roste, je z grafu ihned patrné, Ze
funkce a* kles4, t. j. Ze plati (4). Z porovnani grafi obou funkei je ziejmé,
e plati (4).

Dosud jsme mluvili o grafu funkce a* za pfedpokladu, Ze a je kladné
&slo, které je budto vétsi nez 1 nebo mensi nez 1; jelia=1,jelz =1
pro kazdé z, proto (obr. 6) graf funkce 1= je rovnob¥zka s osou z, ktera
lezf nad osou x ve vzdalenosti rovné 1 od osy z.

Studovana funkce a* se jmenuje exponencialnf funkce, protoZe ne-
zavisle proménna z je exponentem neboli mocnitelem vyrazu a=.

T
|
B 1!
! X
0
Obr. 6.
’
/’
l”
. B/ s
4
f”
/’,
”/
) ——
-2x 0| x kx
Obr. 7. Obr. 8.

Cvileni:

38. Je-li dan bod P, grafu funkce y = a%, odpovidajicf hodnot& x nezavisle
proménné, sestrojime bod P, odpovidajicf hodnoté 2z, takto: P¥imka
P,P, (pti emZ OP,=1, viz obr. 7) vytne na ose x tisek k = OA. Tento
Usek preneseme na osu x od bodu odpovidejiciho hednoté x do bodu
4, (zachovavajice smysl); pak pfimka A, P, protne rovnob&Zku s osou
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y vedenou ve vzdalenosti 2x od podatku v bod& P,,. DokaZtel Jak
sestrojite body Psz, Py, P_3z atd.?

39. Mame-li sestrojeny body P;, P, zobrazujfcf hodnoty funkce y= a*
pro r=x; a x=1rI,; + ¢, dostaneme bod P zobrazujfcf hodnotu na3f
funkce pro x=x,; -} 2c takto: Pfimka P;P, protne osu x v bodé& 4,,
usek x;A, pfeneseme od obrazu disla x; 4 ¢ (zachovavajice smysl) do
A,; potom piimka A,P, protne rovnob&Zku s osou y, vedenou ob-
razem ¢&fsla x; 4 2¢ v bodé& P,. DokaZte!

40, Je-li narysovan graf funkce y = a* a jestliZe kaZdé = tohoto grafu
zvét§ime k-krat (ponechavajice prislusné y tl)eze zmény, viz obr. 8),

dostaneme tak graf funkce y = b%, kde b = ak. Doka%te! Co vznikne
pro k = —1? :

- 41. Vypotste: a) 2'%)/%; b) (3 )19, o) (J3 31%)1Z, gy (3171312,

&) (@ 2+]/2) —Va; f) L2H7 2-17, g)x12+x V_~
5 _ Vs
) e 1 N V? ) (ab) (bc) .‘ i) (y_)Vs‘H . (_2_)1’3‘—1_
£ 3-1 ’ (ac)la ’ z y

42, Srovnejte podle velikosti ¢isla 33, 34, 33,1, 333 3314 33,15, 33,141,
38,143 33,1416 33,1418 Kam mezi né zatadite 3% ?

43. VyloZte vyznam symbolu 1072,

4. Pojem a vlastnosti logaritmu.

Zvolime ¢islo a vétst ne¥ 1. Je-li dano &islo b, miuZeme hledati x z rov-
nice
ax = b. (1)

Je-li ¢islo b zaporné nebo rovné nule,
nema rovnice (1) feSenf. Je-li v8ak b klad-
né ¢&islo, marovnice (1) pravé jedno feSeni;
piiblizna hodnota fe¥eni se da uréit mé-
fenim, je-li narysovan graf funkce a*; viz
obr. 9 pro a=2, b=3. Kofen rovnice
2t =3 je pfiblizné r=-1,58.

— — o

Koren z rovnice (1) se jmenﬁje loga-

o
4

ritmus ¢&isla b pii zakladé a; piSeme

Obr. 9. . ‘ z =1log, b.



Tedy logaritmus ¢isla b je mocnite]l, na ktery musime umoecnit
zdklad a, abychom dostali mocninu rovnou b. ProtoZe a® =1, al =g, je
logaritmus jedné roven nule (pii kazdém zakladu). Logaritmus zdkladu
je roven jedné. Logaritmus maji pouze kladnd &isla.

ProtoZe o zakladu a pfedpokladame, Ze je v&tsi neZ 1, je a* rostouci
funkce, tedy vétsi hodnota logaritmu odpovida vétsi hodnoté &isla, t. j.

je-li by >ba, ba >0, a je-li zaklad a >1, je log, by >log, bs.

ProtozZe log,1 =0, plyne z toho:

Cisla v&t3i nez 1 maji kladné logaritmy, kladnd &sla mendi ne¥ 1
maji zaporné logaritmy.

Ze znadmych vlastnosti exponencionalni funkce plynou nasledujicf
vlastnosti logaritmu.

I. Logaritmus soudinu dvou nebo vice kladnych &isel je
roven souétu logaritmu éiniteln, t.j.
log,z + logay = loga (zy), )
obecnéji
logaxy +logazg + ... +logaxzp =log, (xy72 . . . Zp).
Nebot je-li na pf.
logaz=r, log,y=s,
je
ar =2, as =y,
a protoe ar.a*=arts, je ar+s=uxy neboli
log,(zy) =r + s, t. j. plati (2).

II. Logaritmus podilu dvou kladnych é&isel dostaneme,

jestlize od logaritmu d&lence odeéteme logaritmus délitele,
t.j.

logaz — l0gey = loga @®)
Nebot' .
je-li L - 2, je x =ysz,
y
tedy log,x =log,y + 1log,z a z toho plyne (3).

III. Logaritmus libovolné mocniny dostaneme, jestliZe
logaritmus mocnénce znasobime mocnitelem, t. j.

k log, x == log,(z¥). “@
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Nebot budiZ log,x =r, tedy ar = z. Pak je
ark = (ar)k neboli at* = zk, -

takZe log, (x¥) = kr, t. j. plati (4).
Cislo k ve v&ts III nemusi byti celé. Je-li k ptevracena hodnota pi-
rozeného ¢&fsla n, je
1 n
zk = z'» neboli 2k = J/z.
Zvlastnim piipadem véty III je tudiz véta:

IV. Logaritmus n-té odmocniny kladného ¢&isla dosta-
neme, jestliZe logaritmus odmocnénce délime odmocnitelem,
t. j.

(logex) : n = logal/;.
Z véty 1II plyne souvislost logaritmu téhoz ¢&isla ™0 pfi dvou riz-
nych zakladech a >1, b >1, vyjadfen4 vzorcem

_log,x
logyz = Togs b ®)
Dikaz: Je-li
logrx=r, je br =z. (6)

JeZto oba vyrazy v (6) si jsou rovny, jsou si rovny také jejich logaritmy
pii zakladu a, t. j.

. loga

rlogeb = log,x neboli r = logT’
coZ jest (5).

Cvitent,
44. Urdete a) log,4; b) log,8; c) log,16; d) log,-}‘ e) logyl; 1) loggf;

g) log, J/2; h) log, l 2; 1) logZV‘, j) logy — 0

45. Urdete: a) logyl; b) logg3; c) log;9; d) logy27; e) loggd; 1) logsi;
3

- . 1, 1
g) 10gs}/3; h) logs |/9; i) logs—=; j) logs +—

I3 150
46. Urdete: a) logg1; b) Iog55 c) log5125 d) logs 5's; €) log, as D log,]/-
g) logg]/125; h) log; —

1
> 1) 10g5 3 5 .‘) log,, 4

15 125 }125



47.

48

49

50.

Sl.

52

33.

54.

33.

56

37

58,

Stanovte x tak, aby a) logar=0; b) log,x=1; c) log,r=2; d) logx= 5
e) log,r=— 1 1) logax=—4; g) log,x=1%; h) loggz=4%; i) log,x = —
i) loggz=—3}.

Stanovte x tak, aby a) log;x=0; b) logzxr=1; c) logzx=2; d) loggz=4;
e) loggx=—1; f) logsz=—3; g) loggx=}; h) loggx=§; i) loggr=—1{;
1) loggz=—3.

Stanovte x tak, aby a)logsx=0; b) log;x=1; c)logsx=3; d)logsx=—1;
e) logsxz=—2; f) loggx=—3; g) loggz=1; h) logzz=}; i) logsx=—3;
) loggxr=—%.

Stanovte z tak, aby a) log;4=2; b) log;8 =3; c) log,7=1; d) log, } = —2;
e) log;0,001 = —3; f) log;5=%; g) log;3=1; h) log,1=0; i) log;10=2;
j) logz2=10.

3’

Vypoctéte: a) logzz; b) log:z%; c) log;z3; d) log,—l-; e) log,—la-;
z
1
V_’ i o0gy= o
v
Vy]édi‘ete pomocf log.a: a) log;az; b) log;az?; c) log.az®; d) log,a ;

1 log:|z; @) logz}z, h) logzl/zs, i) logz 7—

e) 108:

Pomocf log.a, log;b vyjadiete: a) log.a%h; b) log,(ab)3; c) log,aVE;

3 4 S_

@) og:a@ - V% ) 10g. L% 1) 1o 25 @) loge

F
bz
i) log; |/abz; j) log.a l/? .

Naleznéte x, je-li a) log,x = log;a 4 log;b —logzc; b) log;x
= 2 logza + 3 log;b; c¢) log;xz =log;a— 3% log;b; d) log;x
= 1 (loga + } log;b); e) log,x = 1; f) log,x = 2 + logza; g) log,x
= 4 —log;a; h) log;z = logz(a+ 1) + log:(a—1); i) log;z
. b
= log:(a + 2) + logs(a — 1); J) logs® = logza + logz (1 + —).
1
lo ogpa )
Dokazte, Ze a) loggb - logye « log.a=1; b) log.x = logpx - loga .

2
h) log; —

ba’ av—b—,

[ T

DokalZte, Ze loga b =

log,x - logyx
logax + logpx

PFi kterém z4dkladé z je logsa o n véts$f neZ log;p? (Priklad: a=>500,
b= 256, n=3.) .

DokaiZte, Ze logqpx =
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5. Tabulka logaritmb.
V praxi se uZiva vyhradné logaritmt dekadickych, t. j. logaritmd
se zdkladem 10. Pi¥eme struén&
logr misto logez.
Tedy rovnice logz=r znamena totéz jako rovnice 10r = z. Zejména jest
log 1=0; log 10 =1; log 100 = 2; log 1000 = 3 atd.;
log 0,1=—1; log 0,01=—2; log 0,001 =— 3 atd.
Ze ¢lanku 4 vime, Ze zv&tsi-li se éislo, zv&tsi se jeho logaritmus. Tedy
¢islamezi 1a10 majilogaritmy mezi 0 a 1,

9w e 10a100 ,, ' s laz,

»w s 10021000 ,, ' , 2a3atd,

w s 01 al . . s —1la 0,

w » 001 a0,1 ,, ' , —2a—1,

» s 0,001 20,01 , » » —3a—2atd.

V&imnéme si zejména ¢&isel mezi 1 a 10, tedy ¢isel, jejichz nejvy3si
¢islice ma rad nula. Jejich logaritmy lezi mezi 0 a 1, jsou to tedy kladna
tisla, ktera maji pied desetinnou ¢arkou pouze 0. JestliZe ¢islo mezi 1 a 10
ma tii cifry, jako na pf. ¢islo N== 3,14, je v tabulce udan jeho logaritmus
zaokrouhleny na ¢&tyfi desetinnd mista. Tento logaritmus ma4, jak vime,
pred desetinnou &¢arkou pouze nulu, a tato nula neni v tabulce uvedena.
V tabulce ¢teme pouze &islice za desetinnou &arkou, které tvoii t. zv.
mantisu logaritmu. Kazdy fadek tabulky obsahuje deset mantis; jsou to
mantisy logaritm &isel s tymiZ prvymi dvéma Eislicemi. Na pf. mantisu
logaritmu ¢éisla N= 3,14 najdeme v fadku 31 a v sloupci 4; mantisa je
4969, tedy

log 3,14 ==0,4969

na &tyfi desetinni mista, U ¢&isla N = 4 hledame v fadku 40 a sloupci 0;
jest log 4 ==0,6021. Podobné treba log 7,7&0,8863; vime, Ze pruh nad
pétkou znamena, Ze zaokrouhleni je vzestupné, Ze tedy log 7,7 ==0,886
na tii desetinna mista.

Jestlize ¢islo N mezi 1 a 10 ma vice nez 3 cifry jako na pr. éislo
N = 5,728, nenajdeme logN piimo v tabulce a uzZivame interpolace po-
dobné jako na pi. u tabulek goniometrickych funkci. Cislo N je mezi
¢isly 5,72 a 5,73, jejichZ logaritmy podle tabulky jsou

log 5,72 == 0,7574; log 5,73 ==0,7582;



pfitom je éislo N bliZe ¢islu 5,73 neZ ¢&islu 5,72, a proto oekavame, Ze také
logN bude bliZe &islu log 5,73 neZ ¢islu log 5,72. ProtoZze N je mensi neZ
5,73, je také log N men$i nez log 5,73. Kdybychom od ¢&isla 5,73 presli
k ¢islu 5,72 zmenSenim o 0,01, zmen$il by se logaritmus o 0,0008=38 - 10-4;
jestlize od é&isla 5,73 piejdeme k ¢&islu 5,728, bude zmenSenf ¢&fsla 2
desetiny z 0,01 a interpolaci provadime tak, Ze log 5,73 zmen$ime o 2
desetiny z8-10-4,t.j. 01,6 - 10-4==2.10-4%, Proto poloZime log 5,728 ==
=0,7580, coz je skute¢né spravné na 4 desetinna mista. Podobné& hleddme
na pf. log 2,023. Pri’ prechodu od ¢isla 2,02 k é&islu 2,023 ¢inf zvét$eni
3 desetiny z 0,01, proto log 2,02 = 0,3054 zvét§ime o 3 desetiny tabulko-
vého rozdflu (3075—3054) - 10-4 =21 . 10—4; zv&tSen{ &inf 6,3 - 10—4 =
=6-10-¢%, tedy log 2,023 ==0,3060, coZ je zase spravné na 4 desetinna
mista. Pri velkych tabulkovych diferencich popsana interpolace nékdy
miize udat &tvrté desetinné misto logaritmu ponékud nespravné; proto
jsou zejména logaritmy &isel 1,001; 1,002; ...; 1,109 udany pfimo v ta-
bulce.

Dosud jsme mluvili pouze o logaritmech t&ch &isel N, ktera jsou mezi
1 a 10; ale jakmile umime uréit dekadické logaritmy takovych &isel N,
uréime uz velmi lehko dekadicky logaritmus kteréhokoli kladného éisla,
Nebof kaZdé kladné &islo x se da psati ve tvaru

=10k . N, 1)
kde k je celé ¢islo (kladné, zaporné nebo rovné nule) a N je &islo mezi
1 a 10, jehoZ logaritmus je mezi 0 a 1. Na pf'.

314=102 . 3,14; 0,000314 = 10-% - 3,14 atd.

wwr wr

Zrejmé k je Fad nejvyssi éislice v ¢isle x. ProtoZe bézi o logaritmy se za-
kladem 10, je log 10 = 1, tedy log 10k = k a podle (1) je

logr =k +log N; 2)

na pf.
log 314 == 2,4969, log 0,000314 ==0,4969 — 4 atd.
Celé &islo k se nazyva charakteristika logaritmu kladného &isla .
Jestlize &fslo z je vétsi nez 1, je jeho logaritmus kladny a ma tvar

iogx =kyxsxs 3)

kde pred desetinnou &arkou stoji charakteristika k, rovna radu nejvyssi
&slice &isla x; hodnota charakteristiky je nezavisla na ¢islicich v &isle =
a zavisi pouze na umisténi desetinné ¢arky. Naproti tomu mantisa, na-
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znadena hvézditkami ve (3), zavisi pouze na sledu &fslic v éisle  a nemé&ni
se pfi posunuti desetinné ¢arky.
JestliZe éislo x je mensi neZ 1, je jeho logaritmus zAporny a pieme jej
ve tvaru logr = 0,444« — B, “4)
kde h = |k| je ptirozené ¢islo a hvézditky opét znati mantisu. Tedy na pf.
log 0,000314 = 0,4969 — 4; log 0,314 = 0,4969 — 1 atd.
(4) neni obvykly tvar psani zaporného ¢&isla; v obvyklém tvaru méli
bychom na pf.
log 0,000314 = — 3,5031; log 0,314 == — 0,5031 atd.
Ale tvar (4), ve kterém muZeme logaritmus kladného &fsla z<1 piimo
napsat, jakmile zndme charakteristiku a mantisu, je pro logaritmus velmi
ulelny a budeme zisadn& psat zaporné logaritmy jen v tomto tvaru.
JestliZe ¢islo x mé vice nez tfi cifry, uZivime zase interpolace, na pf.
log 202300 = 5,3060; log 0,5728 =0,7580 — 1 atd.
Dosud jsme mluvili pouze o uréeni logaritmu daného kladného ¢&isla
podle tabulky. Ale jako jinych tabulek muZeme uzit také tabulky lo-
garitml i k obracenému ukolu: uréit éislo, je-li zndm jeho logaritmus.

Priklad 1. logr==3,9425. V tabulce najdeme, Ze mantisa 9425
odpovida ¢islicim 876; fad nejvy$si &islice je roven charakteristice, tedy
v naSem piipadé tiem a proto ¢islice 8 znamena tisice. Tedy x == 8760.

Piiklad 2. logr ==0,8854 — 2 neboli logr == — 1,1146. Ale druhy
tvar je pro nas nevhodny, a kdyby ¢islo logz bylo dano ptivodné ve tvaru
— 1,1146, pievedli bychom je napied na prvy tvar 0,8854 — 2. Mantisa
8854 da éislice 768 a nejvyssi &islice 7 ma fad — 2, znamena tedy setiny;
tudiz x==0,0768.

V obou dosavadnich pfikladech jsme na$li mantisu v tabulce; ve
vétsing piipadt vSak dana mantisa v tabulce nebude. Nahradime ji potom
nejblizs§i tabulkovou mantisou a dostaneme hodnotu x zaokrouhlenou na
tii platné ¢islice, ktera pro praxi v mnoha piipadech postaéi. Ale pomoci
interpolace miiZeme urdit také ¢tvrtou platnou dislici, ackoliv zejména
v pfipadech malého tabulkového rozdilu mantis muze ve &tvrté ¢islic
¢isla x byt neurditost o jednicku.

Priklad 3. logr == 0,4702. Mantisa 4702 v tabulce neni; nejbliz§i
tabulkova mantisa 4698 je ponékud mensi a da &islice 295, z nichZ nejvyssi
ma fad 0 (rovny charakteristice) a tedy znamena jednotky. Je tudiZ na
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tfi platné &islice x == 2,95+, pfi éemZ malé znameni plus naznaduje, Ze za-
okrouhlenf 2,95 je sestupné. P¥i urleni &tvrté platné Cislice si v tabulce
viimnéme vedle zminéné jiZ mantisy je$té druhé tabulkové mantisy 4713,
kterd je naopak vét$i nez dand mantisa 4702. Rozdil obou tabulkovych
mantis je 4713 — 4698 = 15. Na &tvrtou ¢islici rovnou n pripada n desetin
tohoto rozdilu mantis, tedy n-krat 1,5 . 10-4 jako rozdil logaritmil.

Dan4 mantisa jest 4702; protoze 4702 —4698 = 4, uréi se n tim, Ze
n - 1,5 m4 byt co nejbliZe &islu 4; to da n==3, nebof 3 . 1,5 =4,5, a proto
x==2,953 na &tyii platné ¢islice.

Priklad 4. logr ==0,4575—1. NejbliZ§i tabulkova mantisa je 4579;
dan4 mantisa je ponékud men$i. Z mantisy 4579 ¢éteme z tabulky éislice
287; nejvysii ¢islice ma ¥ad — 1. Tedy na tfi platné ¢islice je x ==0,287;
malé minus naznaéuje, Ze skute¢n4 hodnota z je ponékud mensi. Tabul-
kovy rozdil mantis 4579 — 4564 = 15 porovnavame s danym rozdilem
mantis 4579 — 4575 = 4. Podminka n - 1,5 == 4 da ptiblizné n = 3. Tedy
na ¢tyii platné &islice je z = 0,287 — 0,0003 t. j. x = 0,2867.

Priklad 5. logz = 0,900 — 3. Tabulkova mantisa 8998 da ¢&islice 794;
nejvyssi fad je — 3 a proto x == 0,00794. Tabulkovy rozdil 9004 — 8998 =6
porovname s danym rozdilem 9000 — 8998 =2 da n - 0,6 =2, tedy n==3,
takZe £ =0,007943. Ale neni vyloudeno, Ze zaokrouhleni ¢isla x na €étyfi
platné &islice ve skutetnosti je x = 0,007944. O tom by se dalo rozhodnouti
teprve, kdybychom hodnotu logz znali pi‘esnéji a i potom by bylo k tomu
tieba pi‘esnéjsich tabulek.

K urychleni interpolace slouzi v tabulce posledni sloupec nadepsany
P. P. (latinsky partes proportionales=umérné dily). Tim se nebudeme
zabyvati.

Cvicenl.

59. Naleznéte dekadické logaritmy &fsel: a) 2,63; b) 8,37; ¢) 1,52; d) 4,02;
e) 1,032; f) 7,7; g8) 4,2; h) 3,8; i) 5; j) 9.

60. Naleznéte dekadické logaritmy ¢&isel: a) 3,452; b) 7,546; c) 8,888;
d) 5,503; e) 4,308; f) 2,034; g) 6,057; h) 4,003; i) 9,007; j) 1,0434.

61. Naleznéte dekadické logaritmy é&isel: a) 23,6; b) 457; ¢) 8700; d) 0,172;
e) 0,003; f) 48,42; g) 530,7; h) 8765; i) 0,6089; j) 0,007006.

62. K danym dekadickym logaritmim naleznéte ¢isla: a) 0,5119; b) 0,7505;
c) 0,9196; d) 0,9566; e) 0,0282; f) 0,4472; g) 0,1761; h) 0,8808; i) 0,7782;
j) 0,9542.
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63. K danym dekadickym logaritmim naleznéte éisla: a) 0,1113; b) 0,5228;
¢) 0,6596; d) 0,0419; e) 0,4846; f) 0,7040; g) 0,5568; h) 0,9195; i) 0,6993;
j) 0,3027.

64. K danym dekadickym logaritmim nalezné&te ¢&isla: a) 1,8222; b) 2,5752;

c) 4,4440; d) 0,2718 — 1; e) 0,0233 — 2; ) 1,7777; g) 2,5000; h) 3,0180;

i) 0,4177 — 1; j) 0,3456 — 3.

Naleznéte éfslo, jehoZ dekadicky logaritmusje: a)—0,3782;b)—1,1409;

€) —2,2222;d) —3,3;¢) —1; f) — .

Vypodététe (na dvé desetinnd mista) dekadické logaritmy ptirozenych

¢isel od 1 do 10 z pfibliZnych vztaht: 219==1000; 3*=10-23; 5=10:2;

72 =50.

Plat{ pfibliZné rovnosti: 2. 335==1017, 21610 . 38, Vypoét&te odtud

(na &tyfi desetinn& mfsta) dekadické logaritmy ¢isel 2 a 3.

ZveEtsi-li se &fslo x k-krat, zvEtsi se jeho dekadicky logaritmus o logk.

DokaZte.

65

66

67

68

h
69. Zvétsi-li se éfslo x o h, zvEtf se jeho dekadicky logaritmus o log (1 + —-) .
DokaZte. z

70. ZvEt§i-li se dekadicky logaritmus &fsla x o m, zvEtdf se toto Efslo
0 x (10m — 1). DokaZte.

6. UZiti tabulky logaritmii.

Pomoci nasi tabulky se daji rychle a pohodlné Fe§it rozmanité po&etni
tkoly, pti em presnost Fefeni je zavisla na piesnosti tabulky. Ctyrmistna
tabulka dovoluje zpravidla uréit &étyfi platné cislice vysledku, pfi ¢emZ
étvrta Cislice zpravidla neni zcela spolehliva, Tato pfesnost v3ak zcela
postaduje pfi béznych fysikalnich ulohach, nebof presnost vysledki za-
visi predeviim na presnosti pfimo méfenych hodnot a uz méfenf na tfi
platné &islice je prakticky obtizné.

Logaritmy dovoluji pfedné& pievésti niasobeni na séitanf.

Priklad 1. Vypotisti z = 0,2364 - 0,3481. Podle tabulky je

log 0,2364 = 0,3736 — 1

log 0,3481 == 0,5417 — 1

logz = 0,9153 — 2 tedy x = 0,08229 nebo z = 0,08228.
Presvédite se, Ze presnd hodnota je x = 0,08229084.

Logaritmy dale dovolujf pfevésti déleni na odEitani.
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Pifklad 2. Vypodisti z = 3,489 : 1564. Podle tabulky je
- log 3,489 = 0,5427
log 1564 = 3,1942

logz = 0.3485 — 3. Tedy z == 0,002231.
Presvédéte se délenim.

Umociiovan{ se pfevede na nasobeni.

Piiklad 3. Vypoéisti pfibliZznou hodnotu mocniny 3'7. Jest log 3 =
= 0,4771, tedy log 317 = §,1107, takZe 37 == 1,29 . 108, Udali jsme hod-
notu éisla 3'7 na tii platné éislice. Budeme zkoumati spolehlivost vy-
sledku. Udaj log 3 = 0,4771 znamena, Ze

log 3 > 0,47705; log 3 < 0,47715;
protoZe log 317 = 17 - log 3, jest
log 317 > 8,10985; log 317 < 8,11155.
A tedy podle tabulky 37 >1,288 . 108; 3'7 < 1,293 . 108, Je tedy na$
udaj 317 = 1,29 . 108 v podstaté spolenlivy.
Odmocriiovani se 7p¥evede na déleni.

Piiklad 4. z =]/100. Jest log 100 =2, tedy log = =0,2857, takZe
T= 1,930 nebo x = 1,931.

3
Piiklad 5. x =]/0,000243. Jest log 0,000243 = 0,3856 — 4; toto
¢islo mame déliti tfemi. Prevedeme je nejprve na tvar 2,3856 —6 a
potom délime. Dostaneme log x == 0,7952 — 2, z &ehoZ x = 0,06240.
Naznatili jsme si na piikladech, jak se pomoci logaritmii provadi
nasobeni, déleni, umociiovani a odmociiovani. Provedeme jeSt& sloZit&jsi
ptiklad s témito vykony.

Ptiklad 6. z =]/11,2 T93.4.37.6

256,4 - 97,6
log 11,2 == 1,0492 . log 256,4 == 2,4089
- log 23,4 == 1,3692 log 97,6 = 1,9894
log 37,6 = 1,5752 log jmenovatele == 4,3983
log Eitatele == 3,9936 !
3,9936 (1,5953 — 2) : 2
—4,3983 log x = 0,7976—1, 1 ==0,6274.

log zlomku = 0,5953 — 1
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Viimnéte si, Ze jsme nepocitali gitatele, jmenovatele, zZlomek, nybrZ pouze
jejich logaritmy.

71.

72.

73.

74.
75.

76.

7.

78.

79.

80.

81.
82,

83.
84.

85.

86.

a7.

88.
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Cvicent.

Vypocdtéte: a) 2,47 - 1,86; b) 704 - 14,2; c) 0,3724 - 1,276;

d) 54,26 - 0,02873; e) 3,05 - 0,468 - 0,256.

Vypodététe: a) 56,2 : 4,81; b) 6,254 : 9,236; c) 0,2487 : 5,602;d) 1 : 3,874;
e) 10 : 0,07438.

Vypoététe: a) 3,252; b) 48 73; ¢) 1,0325; d) 0,56832; e) 0, 21543

Vypoététe: a) |/5,64; b) ]/128 c) }/456,8; @) /0,2345; e) V10 f) Vo1
Vypoitéte: a) 12262 0,3186; b) }/5,4267 — 4,862%; c) 2-3,872%;

56,28
) V— V5 ©) (61 05)
S jakou presnosti 1ze pomoci étyrmistné tabulky logaritmii vypodisti:
a) (77); b) 1M 2

H 1
Vypottéte: a)J7— J5; b) 0,325 + 0,4867%; o) ()34 (3)?

d)l/2 +]/2 + V2.

Urcete obsah trojihelnfka o stranich a = 9,65 dm, b = 6,38 dm,
¢=5,84 dm.

a) Naleznéte délku kruznice o poloméru r= 31,2 cm. b) Naleznéte ob-
sah kruhu o praméru d= 26,3 dm.

a) Obvod kruhu je 1 m. Stanovte jeho obsah. b) Obsah kruhu je 1 m2,
Stanovte jeho obvod.

Povrch krychle je 1 m2. Vypoctéte jejf objem.

LitrovA nddoba ma podobu valce, jehoZ vyska je rovna dvojnasobnému
pruméru podstavy. Uréete rozméry nadoby.

Urdete a) povrch, b) objem Zemé& (polomér 6371 km).

Urcete pomé&r a) povrchil, b) objemi Mésice a Zemé& (poloméry 1741 km
a 6371 km).

a) Urcete, kolik procent objemu koule zaujim4 krychle do nf vepsana.
b) Reste touz tlohu pro povrch.

a) Jak velky je polomér koule, jejiZ objem je 1 m3? b) Jak velky je
polomér koule, jejiZ povrch je 1 m??

V pravouhlém trojihelnfku je odvé&sna dlouh& 15,2 cm, pfepona
25,7 cm. Uréete druhou odvésnu.

Té&tiva dlouha 32,7 cm je vzdédlena o 12,6 cm od stfedu kruZnice.
Stanovte polomé&r kruZnice.




89. Hrany kvadru méff 26,3 cm, 42,5 cm, 56,8 cm. Vypodtéte jeho a) po-
vrch, b) uhlopfi¢ku.

90. Je-li dano loga= 3,2683, logh= 2,3548 a chceme-li ur¢it log (a -} b),
muZeme poditat bud tak, Ze stanovime éisla a, b, tato ¢&isla seéteme
a nalezneme logaritmus jejich soudtu, nebo také tak, Ze uZijeme rov-

nosti log (a 4 b)=1loga - log (1 + %), pfi demZ nejprve stanovime

logaritmicky hodnotu TI;— a pak uréime log (1 -+ %) Provedte oba
zpusoby a rozmyslete si, ktery z nich je vyhodné&jsf.

II. Komplexni &isla.

1. Zavedeni komplexnich &isel.

Slovem ¢éislo jsme dosud stale rozuméli realné ¢islo. Realn4 cisla se
délf na racionélni a irracionalni. Vlastnosti podetnich vykonu s racional-
nimi ¢&fsly jsme podrobné popisovali a odivodiiovali v prvé tiidé; u irra-
cionalnich ¢isel jsme vychazeli ze skuteénosti, Ze kazdé¢ irracionalni &islo
lze nahradit racion4lnim éislem, které se od ného lisi tak malo, Ze na tom
prakticky nezaleZi. S irracionalnimi ¢&isly jsme poéitali tak, Ze jsme je
nahrazovali jim piiblizné rovnymi raciondlnimi ¢&isly specidlniho tvaru,
totiz desetinnymi zlomky. Ze viecka poletni pravidla, kter4 jsme si
odivodnili v oboru éisel racionalnich, zistavajf spravna i v 8ir§im eboru
¢isel redlnych (racionalnich a irraciondlnich dohromady), je pravda; ale
neodtvodnovali jsme to a nebudeme odivodiiovat jednak proto, Ze je to
zdlouhavé a obtiZné, jednak proto, Ze pii praktickych tkolech jde v pie-
vazné fadé€ pripadi pouze o vypoéty pribliZné, a jak bylo jiz fedeno, kaidé
irracionalni ¢islo miZeme nahradit racionalnim é&islem, které se od n&ho
1i$f tak malo, Ze pii pfiblizném vypoctu na tom nezalezi.

Pojem realného ¢&isla se vSak ukdzal pro matematiku ptili§ uzkym
a jednim z nejvétSich pokroki v matematice bylo zavedeni obecnéjsiho
druhu é&isel, kterd se jmenuji ¢isla komplexni. Tato &isla si nyni budeme
definovat a nauéime se s nimi pocitat.

Ze matematika nevystadi s oborem realnych ¢&isel, ukazalo se histo-
ricky nejprve v tom, Ze i zcela jednoduché rovnice nemaji v oboru realnych
Cisel kof'en. Jsou to piedeviim znamé nam kvadratické rovnice se zapor-
nym diskriminantem, t. j. rovnice tvaru

a2+ bx+c=0, (as0) 1)
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u kterych b2 — 4ac < 0. Nejjednodussi takova rovnice je
22+ 1=0, @)

u které je patrné na prvni pohled, Ze nema v oboru realnych éisel Zadny
kofen. V rozsifeném oboru komplexnich ¢&isel bude mit kofen nejen rovnice
(2), nybrz vubec kazda kvadraticka rovnice. Ostatné dileZitost zavedeni
komplexnich éisel spodiva mimo jiné v tom, Ze v oboru komplexnich éisel
nejen kazda kvadraticka rovnice, nybrz také kazda algebraicka rovnice
tretiho, étvrtého, patého a vibec libovelného stupné ma vidy koifen. To
je t. zv. zakladni véta algebry, kterd vSak neni v ulebnim programu
gymnasia.

Obor komplexnich ¢fsel musi tedy vedle realnych éisel obsahovat
predeviim ¢&islo, které oznadime i a které bude kofenem rovnice (2).
Cislo i se jmenuje imaginirni jednotka; pismeno i je podatedni pismeno
slova imaginarni, které je latinského piivodu a znamen4 obrazny; ve starsf
teské matematické literatui'e se slovo imaginarni zée$fovalo slovem po-
myslny. Nazev imaginarni je jakysi protiklad nazvu realny, ktery vlastné
znamen4 skuteény. Uvidime pozdéji, Ze komplexni éisla nejsou o nic méné
skuteina nez &isla realna. Zatim poznamenejme, Ze jsme pismen dosud
uzivali ve vyznamu realnych éisel; tato pismena a, b, ¢ atd. byla
tiSténa t. zv. kursivou, nikoli antikvou (a, b, ¢ atd.) Pismeno i v8ak ne-
znamena realné ¢&islo a v dal$im je stale ti$téno antikvou. Kursivnich
pismen a, b, ¢ atd. budeme prozatim uzivat pouze ve vyznamu redlnych
¢isel. Vedle realnych &isel zavedeme predevsim t. zv. ryze imaginarni
¢isla tvaru

ai, a + 0, @A)
kde pismeno a znamena libovolné realné ¢islo riizné od nuly. Jaky je sku-
tedny vyznam ryze imaginarnich é&isel a komplexnich &isel vibec, o tom
bude udelnéjsi si promluvit aZ pozdéji, aZ po definici s¢itani a nésobeni
téchto ¢isel. Bude vak ulelné jiz nyni zavésti geometrické zndzornénf, které
je u komplexnich ¢&isel velice dulezité. Jak vite, znazoriiujeme si realna
¢isla pomoci bodi na vodorovné primce, které jsme dosud fikali ¢iselni
osa; protoZe vSak na ¢iselné ose jsou zniazornéna pouze realna ¢&fsla a nam
ptijde nyni také o novéa, jina ¢&isla, budeme misto &iseln osa radéji rikat
realna osa. Pocatkem, t. j. obrazem éisla 0, povedeme nyni je§té svislou
piimku, které budeme fikat imagindrni osa. Na této imaginarni ose si
budeme znizoriiovat ryze imaginarni ¢isla (3), a to tak, Ze obraz ¢isla (3)
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lezi na imaginarni ose ve vzdalenosti rovné |a| od posatku

nad realnou osou, jestlize a > 0,
pod realnou osou, jestlize a <C 0.

Pro a = 0 poloZime
01 =0;

toto &islo je reidlné a nepocitime je mezi ryze imaginarni ¢isla. Ryze
imaginarni ¢isla nejsou realna a jsou geometricky znazornéna jinde nez
¢isla realna. Jak lze olekavat, poloZime

1i =i, 4

t. j. mezi ryze imaginarni ¢isla patii také imaginarni jednotka i, znazor-
néna bodem, ktery je svisle nad pocatkem ve vzdalenosti od poéatku
rovneé zvolené jednotce délky. Podobné poloZime jesté

—li= —i. ©)

V obr. 10. jsou znazornéna realn &isla 0, 1,2, — 1, — 2 a ryze imaginarni
¢isla i, 2i, —1i, — 2i.

Nyni si zavedeme obecny pojem komplexniho ¢isla; slovo komplexni
je latinského pivodu a éesky znamena sloZzeny. Komplexni ¢islo je dvojice
sloZena z reilného &isla a; a z ryze 125
imagindrniho &isla a,i nebo z &isla
0i = 0; redlné ¢fslo a; se jmenuje
realna ¢ast komplexniho &isla, real-
né ¢islo ap se jmenuje imaginarni
¢ast komplexniho éisla. Mezi kom- p ' ' !
plexni ¢isla vSak pocitame také
vSecka realnj éisla a, a to tak, Zere- +-1
alnou ¢asti ¢isla a je ¢&islo a samo,
kdezto imaginarni ¢asti je v tomto ‘ 1-2i
pripadé ¢&islo 0. Mezi komplexni Obr. 10.
¢isla potitame za druhé také viecka
ryze imaginirni éisla ai, a to tak, Ze tentokrate je realna ¢ast rovna nule,
imaginarni ¢ast rovna a. Komplexni ¢islo s realnou ¢asti a; a s imaginarni
¢asti az 3= 0 znazoriiujeme geometricky bodem, ktery je priseéikem svislé
piimky vedené obrazem reilného éisla a; s vodorovnou piimkou vedenou
obrazem ryze imaginarniho ¢&isla azi. Komplexni ¢islo s imaginarni &asti

1i
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rovnou nule znazoriiujeme bodem, ktery je obrazem redlnégho ¢isla a; na
realné ose. Komplexni ¢islo budeme prozatim znacit

[a1, a2]; )
mala pismena (kursivou psani; pismeno i psané antikvou sem nepatif)
budou prozatim znamenat jen reiln4 éisla. Komplexni éisla budeme pro
jasnost vykladu prozatim znadit velkymi pismeny, a to tak, Ze redlna
a imaginarni ¢ast budou oznaéeny pfislu§nym malym pismenem s indexem
1 u &4sti realné, s indexem 2 u ¢asti imaginarni, na pf.

['1,2])( A= [Cli, a2],
B = [by, by},
(41] NEY) C =[ey, c3]

V obr. 11 jsou znazornéna
komplexni ¢isla [1, 1]; [3, 1];
[1,—1; 125 [—2,—1].

ProtoZe jak realna ¢isla,
tak ryze imaginarni &isla jsou
zv]4stni pripady komplexnich
Obr. 11. ¢isel, muZeme podle obecného
oznaceni (6) psati

[21] | «[1-1]

a =[a, 0] pro reilna ¢isla a,
ai = [0, a] pro ryze imaginérni &fsla ai, kde a == 0,
tedy
i=[0, 1] pro imaginarni jednotku i

a mimo to na pf.
0 =0, 0], 1=[1,0].

r wr

Posledn{ definice: imaginarni cislo je takové komplexni ¢&islo, které
neni re4lné, tedy komplexni éislo je imaginarni, jestlize a, &= 0. Mezi ima-
ginarni ¢isla patii mimo jiné vSecka ryze imaginarni éisla.

Cvicent.
91. Existuje komplexnf éfslo, jeZ je soufasné a) redlnym, b) ryze imagi-
narnim, c¢) imaginarnim ¢fslem?

92, Existuje realné éfslo, jeZ je soufasné a) komplexnim, b) ryze imagi-
narnfm, c¢) imaginarnfm ¢fslem?
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93. Existuje ryze imaginarnf &slo, jeZ je soufasné a) komplexnim, b) real-
nym, c¢) imaginarnim cislem?

94. Existuje imaginarni ¢islo, jeZ je soudasné a) komplexnim, b) redlnym,
¢) ryze imaginarnfm ¢&islem?

95. Komplexni éfslo [a;, a,] je zobrazeno bodem M. Které komplexni ¢islo
je zobrazeno bodem soumérnym k bodu M a) podle realné osy, b) podle
imaginarni osy, c) podle pocatku?

96. Dv& komplexni éfsla [ay, a,], [0y, bs] PovaZujeme za sob& rovna, je-li
jejich obrazem tyZ bod. DokaZte, Ze to nastane tehdy a jen tehdy,
kdyZ a,_ = bl’ Ay = bz.

97. Je moZné, aby pro né&jaké komplexni ¢&islo platilo a) [a,, as] = [a;, —a,);
b) [a;, a;]= [— a;, a5]; ©) [ay, a;]=[— a;, — a;3]? Které je to éislo a
kde leZi jeho obraz?

98. Je moZné, aby pro né&jaké komplexni éislo platilo a) [a;, a;] = [a,, a;];
b) [a, a;] = [— ag, — a;]1 ? Kde leZi obraz takového é&fsla?

99. Kter4d komplexni ¢&fsla zobrazuji vrcholy &tverce, jehoZ jeden vrchol
leZf v po¢atku a jedna jeho strana o délce 1 leZi v realné ose? Je nékteré
ze zobrazenych d&isel a) redlné, b) ryze imaginarn{, c¢) imaginarni?
(Celkem ¢tvero feSeni.)

100. Ktera komplexni ¢&isla zobrazujf vrcholy pravidelného $estiihelnika,
jehoZ stfed leZf v poéatku a jeden vrchol leZi ve vzdalenosti 1 od po-
¢atku a) na realné ose, b) na imaginarnf{ ose?

101. Ctverec ma stfed v poéatku a jeden vrchol v bodg, jen% je obrazem
éisla [a;, a;]. Kterd komplexni éfsla zobrazuji ostatni vrcholy toho
&tverce?

102, V jakém vzijemném vztahu jsou obrazy ¢&isel a) [a;, a,] a [ag, a4];
b) [ay, ag] a [— a3, — )]?

2. Sé¢itdni a nésobeni komplexnich &isel.

Jsou-li dana dvé& komplexni éisla

A =[ay, az], B = [by, b3),
definujeme jejich soudet A + B takto: -

A+ B=[a; +by, az + bo), @
t.j. dv& komplexni ¢isla sedteme tak, Ze se€teme jejich realné
¢4sti a také secteme jejich imaginarni ¢asti. Definice (1) uva-
di s¢itani komplexnich ¢isel tak jednoduchym zpisobem, Ze je z definice
piimo patrné, Ze znamé zakladni vlastnosti s¢itani realnych &isel plati
i pro stitani ¢&isel komplexnich. Piedevsim plati

A+ B=B+A, 2
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t. j. komutativni zakon séitani plati i pro ¢éisla komplexni.

Dale mame pro tii komplexni &isla
A= [(11, (12], B = [bh b2], C= [C], C2]

(A+B)+C=A+(B+C) ®)

t. j. asociativni zadkon s&itani plati i pro ¢éisla‘komplexni,

takZe muZeme psati A 4 B + C bez zavorky a podobné pro vice nez tfi

stitance. Da4le poznamenejme, Ze také pro kazdé komplexni éislo A

plati, Ze
A +0=A. 4
Stejné jako u redlnych ¢isel mame i ke kazdému komplexnimu éislu

r o wr

A = [ay, a;] opacné komplexni ¢islo
— A= [—' a, — a2],
které ma tu vlastnost, Ze
(—A)+A=0.
Jsou-li A, B dan4 komplexni ¢isla, existuje pravé jedno komplexni
¢islo X, které je kofenem rovnice
A+ X=B; )
je to ¢Cislo
X=B+ (—4),
které znaéime jednoduseji X= B— A a nazyvame rozdilem s men$encem
B a mensitelem A. Tim jsme zjistili, Ze vSecky zakladni vlastnosti s¢itani
realnych ¢isel plati beze zmény i v oboru ¢isel komplexnich.
Poznamenejme je§té toto: Mezi komplexni €isla patri také wvSecka
¢isla realna. Jsou-li
A=[a, 0], B=1[b, 0]
dvé realn4 ¢isla, pak podle definice (1) je A 4 B=[a + b, 0] t. j. obecna
definice soué¢tu dvou komplexnich ¢isel v tom zvla$tnim pripadé, Ze oba
st¢itanci jsou ¢&isla realnd, vede znovu na oby¢&ejnou definici souétu realnych
¢isel. Podobné v pripadé dvou ryze imaginarnich séitanci A= [0, a],
B = [0, b] definice (1) dd& A + B = [0, a 4 b] neboli
ai + bi = (a + b)i, (6)
coZ zase potvrzuje udelnost definice (1). Posléze si viimn&éme pfipadu,

Ze v (1) prvni séitanec
A=[a, 0]=a

je ¢islo realné a druhy séitanec
B = [0, (12] = a2i

38



je ¢islo ryze imaginarni nebo nula. Podle definice (1) je
A+B= [(11, az]
neboli
[as, a2] je totéZ jako a; + aqi. @

Proto v nasledujicich &lancich uz nebudeme uzivat pro komplexni éfsla
oznaleni [ay, ag], nybrZ misto [a;, as] budeme psati, jak je vSeobecné
obvyklé, a; + aqi.

Piistupme k definici nasobeni dvou komplexnich &isell Jiz ve ¢lanku
1 jsme poznamenali, Ze v oboru komplexnich éisel rovnice 2 + 1= 0 ma
kofen x =1i. Aby tomu skute¢né tak bylo, musi definice nasobeni dvou
komplexnich éisel byti takova, aby z nf plynulo

i2=—1 )]
v tom smyslu, Ze i2 znamena souéin i - i. BudiZ nyni opét
A =[ay, a3], B = [by, b] )

neboli
A = a; + azi, B= by + bsi.
JestliZe soudin AB bude definovan tak, aby ziistala v platnosti viecka
pravidla, ktera zname pro pocitani s realnymi &isly, a aby mimo to platilo
(8), bude
((11 + agi) (b1 + bgl) = a1b1 + 02b1i + albgi + Clzbz . (— 1)
neboli
(a, + agi) (bl + bzl) = (a1b1 —_ a2b2) + (02b1 + aibz) i

Tim jsme vedeni k nasledujici definici sou¢inu dvou komplexnich &isel (9):

AB = [a1by — azby, azbyi + asbs] (10)
a nasim ukolem bude se presvédiit, Ze v dusledku definice (10) bude na-
sobeni komplexnich ¢&isel skuteéné miti ty vlastnosti, které zndme pro
néasobeni redlnych ¢&isel. Predevsim si v§imnéme, Ze ve zvlaStnim piipadé
A=[a,0], B=[b,0] z definice (10) vychazi AB =[ab, 0], t. j. obecna definice
soudinu dvou komplexnich éisel v tom zvla$tnim pripadé, Ze oba éinitelé
jsou &fsla realna, vede znovu na obyéejnou definici soué¢inu dvou realnych
¢isel. V pfipadé A=[0, 1], B=][0, 1] neboliA = B =i z definice (10) plyne,
ie AB=[—1,0]. Tedy podle definice (10) skuteéné plati zakladni vzorec
(8). Je bezprostiedné patrné, Ze z definice (10) plyne AB = BA, t.j.
komutativni zdkon nasobeni plati i pro é&isla komplexnf,
Jsou-li dana 3 komplexni &isla

A =[a,, 02], B =[b‘, b2], C =[ch C2],
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potom v dasledku definice (10) jest

(AB) - C = [(a1by — azbg) ¢y — (azby + ajbg) c2, (azby + azbs) ¢y +
+ (aiby — azbs) co],

A - (BC) = [ay (bicy — bacg) — az (bacy + bicg), az (biey — baco) +
+ ay (beer + bico)].

Podle znamych pravidel o potitani s redlnymi ¢&isly z toho usoudime, Ze
A-(BC) = (4B)-C, (11)

t. j. asociativni zdkon nasobeni plati i pro ¢isla komplexni,
takZe muzeme psati ABC bez zavorky a podobné& pro vice nezZ tii &initele.
Jestlize B=[1, 0]=1 nebo B=[0, 0]=0, plyne z (10):

A-1=A4, (12)
A.0=0, (13)

pro kazdé komplexni &fslo A. Dale budiz
A= [all (12], A= [a’h 0'2], B = [bh b?]'
Podle definic s¢itdni a nisobeni jest

AB+ A'B = [(a1b1 — azbp) + (a'1by — a2'b2), (azby + ayb2) + (a'2by + a’1b2)),
(A+A") B=[(ay+ a'y) by—(az + a’z) by, (a2 + a’s) by + (a1 + a'y) bo].
Podle znamych pravidel o potitani s redlnymi ¢&isly z toho soudime, Ze

AB+A'B=(A+A')B, (14)
t. j. distributivni zdkon plati také pro ¢isla komplexni.
Definovali jsme sé¢itani a nasobeni komplexnich ¢&isel a zjistili jsme
piedevsim, Ze u s¢itani plati pro komplexni ¢isla piesné t4Z pravidla jako
pro realna ¢isla. U nasobeni jsme také zjistili souhlas u vét§iny zakladnich
pravidel, ale u nasobeni nejsme je$té hotovi. V§imnéme si pravidla (13):
A - 0=0; podle komutativniho zikona je také 0 - A=0 a muZeme fici:
Souéin dvou komplexnich ¢&isel je roven nule, je-li aspon
jeden Einitel roven nule.Jeot4zka,zdalitakéobraceng, jestlize AB=0,
muiZeme souditi, Ze aspoii jeden ¢initel je roven nule. Pro realné ¢initele
vime, Ze tomu tak je; pro komplexni ¢initele je to také spravné, ale dosud
jsme to nedokazali, a to je v nasich dosavadnich vysledcich podstatnou
mezerou. Druhd mezera, ktera tésné souvisi s prvni, je v tom, Ze dosud
nic nevime o mozZnosti déleni v oboru komplexnich &isel.

40



103.

104.

105.

106.

107.

108.

109.

110.
111.

112.

113.

114.

Cvilenl.

Stanovte: a) [2, 3]+ [3, 1]; b) [8, 5]+ [2, O]; ¢) [3, —2]+[—1, 3]);
d) [2,1] + [—3, —1); ) [—4, —3] +[—2, —1]; ) [2, 3] —[—1, 5];
g)[2,1]—[0,2;h) 3, 1] — [—1, —2];1) [3, 5] — [—2, 4];)) [-3,
—1] —[—3,—2].

Stanovte: a) (2 4 3i) + (1 4 2i); b) (2 —1i) 4 2i; ¢) (2 —3i) 4 (— 3 + 2i);
d) (—2—i)+(2—1i); &) (—1—i) + (—2—3i); ) (3-+2i) — (2 + 3i);
g) (4—3i)) —5; h) (4—5i) —(@2—=38i); i) B+1i) —(—2—1)
D(—1—i)—(—2—3i).

Je moZné, aby a) soucet, b) rozdil dvou komplexnich é&isel byl re&lny?
Kdy to nastane?

Je moZné, aby a) soucet, b) rozdil dvou komplexnich ¢fsel byl ryze
imaginarn{? Kdy to nastane?

Je moZné, aby a) soudet, b) rozdil dvou komplexnich éisel byl imagi-
narni? Kdy to nastane?

Stanovte: a) [3, 3] [2, 1]; b) [2, 11 [3, 0]; ¢) [3,—2] [1, 2]; d) [3, 0] [0, 2];
e4, — 310, —1; H 4, — 212 1; g [— 2, 4[— 2, — 4];
h) 3, —2][2, —3; ) [—3,1][3,11;)) [—2, — 3] [— 1, —1].
Vypodtéte: a) (4 + 3i)2; b) (3 + 5i)i; c) (2 + 3i) (4 + 5i);

d) 2—3i)(2+1); e) (—3+4i)(4—3i); 1) (—6+3i) (—4—2i);
8) (—1—i) A —i); h) A+D% i) (2—3D)% j) (—2—D%
Vypodététe: a) i%; b) i3; ¢) i4; d) i5; e) i%; f) i7; g) i8.

Vypodététe: a) (141) (2+1)+ (1 41) (1 + 2i); b) 24 3i) (1 —4i) —
— (2 —3i) (14 4i); ©) (5+1) A — 3) (8+1); d) (1 +1) (1+2i) (1 + 30);
&) (1+1% D (—14+113)%e) (1 — i) h) (1+1)°

Je moZné, aby souéin dvou komplexnich ¢isel byl redlny? Kdy to
nastane?

Je moZné, aby soudin dvou komplexnich ¢&fsel byl ryze imaginarni?
Kdy to nastane?

Je moZné, aby soucin dvou komplexnich ¢isel byl imaginarni? Kdy
to nastane?

3. SdruZend komplexni &fsla; absolutni hodnota.

S komplexnim é&fslem A = a; + a;i sdruZené komplexni é&islo je

a; — azi; budeme je znadit A (¢teme A s pruhem). Zi'ejmé také obraceng
komplexni ¢&islo sdruZené s ¢islem A je pliivodni komplexni éislo A. Je-1i
¢islo A realné, je A=A; ]e -li éislo 4 ryze 1mag1narni, je

A=

— A. Obracené: Jeli A= A4, je &islo A realné; je-li A=—A4,

je &islo A ryze imaginarni nebo nula. Pii geometrickém znézor-
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néni komplexnich ¢isel, které jsme zavedli ve ¢lanku 1, a které bude
v dal§im miti duleZitou ulohu, je A soumd&rny obraz bodu A podle realné
0sy.
Ztejmeé, ale leckdy diilezité jsou vzorce:
Je-li A= a; + azi, je
A+ A=2aq, A—A=2ai. )
Tedy &islo A + A je redlné, &islo A — A je ryze imaginarni nebo nula.
Z definice soudtu a soutinu dvou komplexnich ¢&isel je pfimo patrné, Ze
A+B=A+B, AB=A.B; P)
podobné je na pf.
(—A)=—A, A—B=A—B. 3
Z toho plyne, Ze jestliZe z danych komplexnich éisel 4, B, C ... stitanim,
od¢itanim, nadsobenim odvodime komplexni éislo K, potom ze sdruZenych
komplexnich éisel A,B,C, ... vznikne tymiZ poletnimi vykony kom-
plexni &slo K sdruzené s komplexnim ¢islem K. JestliZe na pt. vypoéteme, ze
@R+3i)3B—i)— (1 +2i) (2—i)+ (1 +3i) (2+5i) = —8 4 15i,
vime bez nového vypottu, Ze je také
2—3i)B+i)—(1—2i)(2+1i)+ (1 —3i) (2 —5i) =—8—15i.
Po zavedeni délenf komplexnich €isel poznime, Ze tento vykon neéini
vyjimku: jestlize z komplexnich &isel A, B, C ... s¥itanim, od¢itanim,
nasobenim a délenim odvodime komplexni ¢islo K, potom ze sdruZenych
sel 4, B, C, ... vznikne tymiZ vykony sdruzené &islo K.
Zv1asts dilezity je soudin AA dvou sdruZenych komplexnich &isel
A= ay +ai, A =a, — a,i.
Podle zndmych definic vypoéteme snadno, Ze
AA = a? + a2 @
Cislo AA je tedy vidycky realné a zpravidla je kladné; jedind vyjimka
nastane pro A=0; v tomto pfipadé€ je AA=0. Dulezitéjsi nez &islo AA
samo je jeho druhd odmocnina VAZ ; je-li A realné, tedy A=a,, az=0,
je AA= a2, ]/AZ = }/& = |a,|. Proto i v p¥ipads libovolného komplex-
nfho &isla A = a; + a,i piSeme

|a| = V/ad ©)
a nazveme &islo |A| absolutni hodnotou komplexniho é&isla A. Je tedy
|ay + az2i|=]a\2 + az2. (6)



Absolutni hodnotou é&isla 0 je E€islo 0; absolutnf hodnota
kazdého jiného komplexniho éisla je realné kladné ¢&islo.

P zndzornént komplexnich &isel body v roviné éislo |A| znamend vzdd-
lenost bodu A od poédtku; tato dulezita véc plyne ze znidmé Pythagorovy
véty. BudteZz nyni

A = Qi +a2i, B=b1+b2i
dvé libovolnd komplexni ¢isla. Podle jiz dokazanych pravidel je prede-
viim AB = AB; dale je tedy
AB.-AB=AB.AB= AA . BB,

a protozZe . )
|A|=V/AZ, |B|= VBB, |AB|=)/AB. 4B,
Jaz.)/BB=)4aa . BB,
dostaneme

|AB|=|A| - B, (7)
t. j. absolutni hodnota sou¢inu dvou komplexnich &isel je rovna soudinu
absolutnich hodnot obou ¢initehi. Véta o absolutni hodnoté souéinu plati
i pro vice nez dva ¢&initele.

Nyni snadno doplnfme dosud neprobrané vlastnosti nisobeni kom-
plexnich éisel (viz konec ¢lanku 2). Piedeviim mame dokazati, Ze jestliZe
sou¢in AB dvou komplexnich &isel je roven nule, je aspoii jeden &initel
roven nule. Diikaz: Je-li AB=0, jetaké |[AB|=0apodle(7)je|A| - |B|=0;
aviak absolutni hodnoty jsou redind &fsla; proto z |A| - |[B| =0 plyne, Ze
budto |A|=0 nebo | B|=0, a to znamen4, Ze budto A = 0 nebo B=0.

Dale si dokaZeme, Ze je-li A komplexni é&islo riizné od nuly, existuje
k nému pFevricena hodnota, t. j. takové komplexni éislo X, které splituje
rovnici

) AX =1. ®)
Postupujeme takto. Nejprve piedpoklidejme, Ze X spliiuje (8). Potom
je také
AA.X=A4
a {islo AZ:[AP je kladné reélné ¢&islo, k némuz jisté existuje pfevracena

hodnota E; jestliZe ji nasobime na obou stranach, dostaneme
1

X=——=-A4. ©)
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Obracené se pfesvédéime dosazenim, Ze Cislo (9) spliluje rovnici (8). Tedy
kazdé komplexni &islo rizné od nuly mé prevracenou hodnotu, a to jen
jedinou; znadime ji —:1—

Obecnéji si v§imnéme rovnice

AX =B, (10)

ve které A, B jsou dana komplexni ¢éisla a X je neznama. Je-li pfedev$im
A=0, tu v pfipads, Ze také B=0, spliiuje rovnici (10) kazdé komplexni
¢islo X; je-li viak A=0, B = 0, rovnice (10) je nefeSitelna. Je-li A =0,
ma (10) pravé jedno feSeni.

Nebot plati-li (10), je zfejmé&

1
X=—"B (11)

a obracené z (11) dosazenim vyjde (10). ReSeni (11) rovnice (10) znaéime
obvykle

B
X = - (12)
znak B mé tedy vyznam pouze v piipadé A==0. Prakticky postup je

A
patrny z piikladu:

341 (B+1i)(2+3i) __3—|—11i_i_*__1_1_i
2—31  (2—3i) 2+ 3i) 13 13 137

V ptedchéazejicim jsme pro komplexni &isla definovali s¢itdni a na-
sobeni a zjistili jsme, Ze plati taZ pocetni pravidla, ktera jsou nam bé&Zni
v oboru ¢&isel redlnych. Zejména jsme shledali, Ze i v oboru komplexnich
¢isel je mozZné definovat také obracené poéetni vykony odéitani a déleni
s tim omezenim, Ze délit nulou nelze ani v oboru ¢éisel komplexnich.

Ale mezi realnymi a komplexnimi ¢isly je ten podstatny rozdil, Ze
realna ¢isla miizeme porovnavat podle velikosti (ze dvou riznych realnych
¢isel jedno je mens$i a druhé vétsi), coZz u komplexnich ¢&isel neni mozZné. .
U komplexnich ¢éisel porovndvdme pouze velikosti absolutnich hodnot. Ze-
jména rozlifovani kladnych a zapornych ¢&isel v oboru éisel komplexnich
odpada. .

Ty partie aritmetiky, ve kterych se vychazi pouze od vlastnosti za-
kladnich pocetnich vykoni a ve kterych pojmy vét$i, mensi, kladny,
zaporny nemaji Zadnou dlohu, pfenesou se beze zmény i na (isla komplex-
ni. Pifkladem takové partie je nauka o mocninach s celymi exponenty.
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Je-li n piirozené &islo vétsi nez 1, pak An znamena pro kazdé komplexni
¢islo A soudin n ¢initelii vesmés rovnych A; mimo to je

Al=A,A0=1
pro kazdé komplexni cislo A. Jest 0n = 0 pro kazdé cclé kladné Cislo n
(ale 00 = 1); naproti tomu pro A &= 0 je také An == 0 pro kazdé cclékladné n
(i pro n =0). Proto v piipadé A = 0 definujeme mocninu A-n s celym
zapornym mocnitelem jako pievracenou hodnotu komplexniho &isla An
(kdezto 0—n nedefinujeme). Podle téchto definic, které upln& souhlasi
s dfivéj§imi definicemi pro reilné mocnénce, mame i pro komplexni
mocnénce pravidla

Ar . As = Ar+s,

(Ar)s = Ars,
A-r= —F,

Ar.Br=(AB)
za piedpokladu, Ze mocnitelé jsou éisla celd; mocnénci jsou libovolna
komplexni éisla s podminkou, Ze mocnénec nula je vylouden, je-li moc-
nitel zaporny. Dukazy téchto pravidel jsou pro komplexni ¢isla doslova
stejné jako pro redlna ¢isla, a je proto zbytetné znova je probirat.

Cvicent.
115. Naleznéte komplexni ¢isla sdruZena s &isly: a) 5 2i; b) 4 — 3i;
¢) —2+41i;d) — 3 —1i;e)8;{)i; g) — 5i. Zobrazte tato éisla.

116. Rozepsanim ve slozky dokaZte, %e a) A+ B= Z—l—l—}' b) AB=A4-B.
117. Je-li [A] obraz ¢isla A, v jakém vztahu k nému jsou obrazy éisel — A,

A — A7 Dokaite odtud, Le —A=—124a2a dale, Ze A—B=A—B.

118. a) Jaky vyznam ma symbol A? b) Co znadi A + B?

119. Vypoététe: (2 41i) (3 —i) + (1 4 2i) (1 — 3i). Dovedete bez dalifho
vypocétu napsati, kolik je (2 —1i) (3 +1i) + (1 — 2i) (1 4 3i)?

120. Dokalte, Ze z podminky |A|=0 plyne A= 0.

121. Které je geometrické misto bodu, jeZ zobrazuji vSecka komplexnf
¢isla dané absolutni hodnoty?

122, Kter4 komplexni ¢isla jsou rovna své absolutni hodnoté&?
123. Rozepsanim ve slozky dokaite, Ze |AB|=|A|:|B|.
124. Rozepsanim ve sloZky dokaZte, %e z podminky AB=0 plyne bud
A =0, nebo B=0, nebo oboji.
50 2 i 1 1 + i 141
3 b ; —; 1S | —;
s i 21 VT 91— iy

125. Vypodététe: a)
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2—i  —24+8i —1—2 _a+i
O3 ) T Vi —a
1 1 1 1 141 1—i
126. : ; 5 — ’
26. Vypoltéte: &) s+ i D gt g 9T T v

1—i\? 1-iy2
dD(—) —(— ).
) (1 + i) (1 — i)
127. Je moZné, aby podil dvou komplexnich ¢&fsel byl éfslo a) realné, b) ryze
imaginarni, c) imaginarni? Kdy to nastane?

128. Ktera komplexni éfsla jsou rovna své prevracené hodnot&?

129. Ktera komplexnf{ éfsla majf tu vlastnost, Ze jsou rovna své a) druhé,
b) tretf{ mocnin&?

130. Jakych hodnot miiZe nabyvati in, kde n je celé ¢&islo? Dokaite, Ze
in = in—4,

131. Doka¥te, %e a)1: A=1:4; b) A: B=A:B.
132. DokaZte, Ze |A|=|A|.

—- 1 — —
133. Je mciné, aby a) A= - b) A=1iA; ¢) A = —iA? Kdy to nastane?

4. Kvadratické rovnice.

Jiz ve ¢lanku 1 jsme uvedli, Ze objev komplexnich ¢isel historicky
vznikl ze skuteénosti, Ze nékteré kvadratické rovnice s realnymi koefi-
cienty jsou v oboru realnych &isel neteSitelné. Jak jsme také jiz uvedli
a jak nyni dokaZeme, v oboru komplexnich ¢isel je FeSitelna kazda kvadra-
ticka rovnice. Poéneme ryze kvadratickou rovnici

X2=A4; 1
zde A je dané komplexni éislo, které muZe a nemusi byti redlné, X je ne-
znama. Jestlize A= 0, ma rovnice (1) kofen X =0; to je v tomto pripadé
jeding koren rovnice (1), nebot sou¢in dvou komplexnich &isel Tiznych od
nuly nemuze se rovnati nule. Jestlize A je kladné realné ¢islo, ma rovnice
(1) realny kofen X =]/X (a také kofen X = —]/Z); jestliZe A je zaporné
realné &islo, ma rovnice (1) ryze imaginarni kofen X=]/m -i (a také
koten X = —J/[A] - i). Zbyva ptipad, Ze &islo

A= a, + agi
je imaginarni, takie a; % 0, tedy a;2>0. V tomto pfipadé vyjdeme od

rovnice

a2
o Ti=a )]
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kterou miZeme uvésti na tvar

2
22+ alz—%— = 0; 3)

(3) je kvadraticka rovnice s redlnymi koeficienty a s diskriminantem
a;2 4 ap2 >0, ma tedy dva realné kotf'eny, jejichZ soudin je roven zapor-
nému &slu — las2 a proto jeden kofen je kladny a druhy zaporny.
Budiz z kladny koien rovnice (3), tudiz i rovnice (2) a polozme

az = .
X=—=+]z-i. 4
2)= | @
Snadno vypolteme, Ze
X2 = (—022 z) i;
=\1z + az1;

podle (2) je tedy X2 = a; + azi, t, j. X je kofen rovnice (1).

Dokazali jsme, Ze pii kazdé volbé komplexniho ¢&isla A rovnice (1)
ma v oboru komplexnich &isel apon jeden kofen X = C. Je-li A =0, je
C =0 a vime, Ze v tomto pfipadé 0 je jediny koien rovnice (1). Je-li
A &40, je C+0, a proto ¢islo — C je razné od &isla C; jezto (— C)2=C?,
také ¢islo — C je kofenem rovnice (1). Jiny koi'en vSak rovnice (1) nema;
nebot jezto X = C je kof'en, je C2=A a rovnici (1) lze uvésti na tvar
X2 — C2 = 0 nebo na tvar

X—0O (X +C) =0. ®)

Jestlize v8ak X splituje rovnici (5), mame nalevo souéin rovny nule, takZe
aspoil jeden dCinitel je roven nule; je-lli X—C =0, je X =C, je-li
"X4+C=0,jeX=—C.

Zavér: Ryze kvadraticka rovnice (1) ma v oboru komplexnich ¢isel
pro A = 0 jediny kofen X =0, pro A == O pravé dva kofeny, navzijem
opacné.

Dalsi postup je uplné stejny jako u redlnych rovnic probiranych
v 1. tiidé. MaZeme predpokladati, Ze mejvyssi koeficient je roven jedné.
Kvadraticka rovnice potom zni

X24+PX4Q=0
neboli
X +3P)2=iP?—Q (6)

a m4 jediny kofen, je-li v (6) napravo nula, jinak dva kofeny, jejichZ
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soufet je roven — P, soudin je roven Q. MiZeme také kvadratickou rov-
nici
AX24+BX+C=0 )

—B+1D
X=—=1

fesiti vzorcem
®)

kde D = B2—4AC je diskriminant rovnice. Je-li D =0, je ]/I)_ =0arov-
nice (7) ma jediny koten. Je-li D % 0, m4 rovnice (7) pravé dva koteny,
které jsou dany vzorcem (8), jestlize v ném |/D znamen4 kterykoli z obou
kofent rovnice

. Y2=D. 4

Je-li D re&lné, daivaime symbolu ]/5 obvykly vyznam pro D >0 a pro
D <0 klademe }/D = }/[D] - i. Podle této dohody je zejména J/—1 =i.
Také pro imaginarni D by bylo mozné udat uréity predpis, ktery by
jednozna&né popsal |'D, na pt. tak, Ze predepi¥eme, Ze imaginarni &ast
¢isla /D je kladna. To viak nema velky vyznam.

Cvitent.

134. Jsou-li a;, a, racionalnf ¢&fsla, jak znf podminka, aby rovnice
224 a;z — } a2 =0, o niZ je Fe¢ v textu, méla racionaln{ kofen?

135. Podle navodu v textu Feste rovnice: a) X2=4 4 3i; b) X2=9 — 40i;
c) X2=1i;d) X2=1+41i; e) X?=1+44i]3; f) X2=4i]/5 —1.

136. Stanovte: a) }/32 + 126i; b) /15 — 8i; ¢) J/1+2i)/2; a) J/ 2i6 —1;
e) ]/-—— 1 —i. (Z obou moZnych hodnot zvolte tu, ktera ma imaginarn{
¢ast kladnou.)

137. ReSte rovnice: a) X2— X 4+ 1=0; b) X2—2X 4+ 2 =0; c) 4X2% +
+8X+413=0; d) X* —\2X]/-2-+ 5=0; e) X? —iX4+2=0; f) X2 —
—3X+34+i=0;8 X*+3X410i=0; h) X2 4 (2—3i) X—
—5@1+i)=0.

138. Ma-li rovnice AX2? 4 BX 4 C =0 kofeny R, S, napi$te rovnici,
kterd ma kofeny E, S.

139. Ma-li rovnice aX? + bX + ¢ = 0 s realnymi koeficienty imaginarni
kofeny, majf éfsla a, ¢ totéZ znamenf. DokaZte.

140. MA-li rovnice aX? 4 bX 4 ¢ = 0 s redlnymi koeficienty kofen R, mé
také kofen R. Dokajte.

141. Ma-li rovnice aX2? 4 bX 4 ¢ =0 s celodiselnymi redlnymi koefici-

enty imaginarn{ kofeny, jejichZ realna i imaginarni ¢4st jsou éfsla ra-
cionalni, je b sudé. DokaZte.
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5. Geometricky vyznam komplexnich é&fsel.

V praktickém Zivoté setkdvAme se zpravidla s kladnymi redlnymi
¢isly. Takova ¢&isla vznikaji jednak &ftAnim — a to pouze kladni celd
¢isla (neboli pfirozena ¢&isla) — jednak méfenim. Pii méreni se vyskytuji
nutné také é&fsla, kterd nejsou celd. Praktickad méfeni jsou vidy pfibliZna,
a proto vysledky praktickych méieni udavame racionalnimi ¢isly, zpra-
vidla desetinnymi zlomky s malym poltem mist. Theoreticky néktera
irracionaln{ ¢&sla vystupujf pti méfeni velmi pfirozenym zpiusobem, na pf.
]/5 (délka uhlopiitky &tverce, jehoZ strana je jednotka délky) nebo =
(polovina délky kruzZnice, jejiZ polomér je jednotka délky).

V matematice, jejimZ tkolem neni pouhy ziznam &isel ziskanych
¢{itanim nebo méfenim, nybrZ mimo jiné studium method, jimiZz na za-
kladé pfimo méfenych &isel dochazime k novym éislim, jejichZ primé
méfeni by bylo obtiZzné nebo i nemoZné, nemiiZeme vystaéit s oborem
kladnych reilnych ¢&isel. Jiz na stiednf $kole jste poznali &isla zdporna
a nyni jsme se seznamili také s &isly imaginarnimi. Je vim znamo, jakého
zjednodu$eni dosahneme pomoci z&pornych éfsel na pf. v nauce o rov-
nicich (pravidlo o pievadéni €lenti s jedné strany rovnice na druhou);
bez zapornych é&isel bychom musili misto jednoho typu kvadratickych
rovnic 2* 4 px 4 g = O rozeznivat troji typ 2? =px + q, 2* + pxr = ¢,
23 + q = px.

Kladné redlné ¢&islo vyjadiuje velikost né&jaké veliiny. Naproti tomu
relativni ¢islo vyjadiuje nejen velikost, ale zaroveii také jeden ze dvou
navzijem opaénych smérti (nahoru nebo dold, vzrist nebo pokles, bu-
doucnost nebo minulost a pod.). Relativni ¢isla jsme si znazorfiovali na
piimee (¢iselné ose) a tak jsme na pi. nejsnaze pochopili pravidla séitan{
relativnich éisel. Vyznam komplexnich éfsel je zcela podobny; komplexni
tislo vyjadiuje nejen velikost, ale zaroveii také urdity smér, pfi ¢emz na
rozdil od relativnich ¢isel tentokrat nejde pouze o dva navzijem opaéné
sméry na piimce, nybrZ o viecky moZné sméry v roviné, kterych je ne-
koneéné mnoho.

Dva rizné body A, B miiZeme spojit tise¢kou A B; usetka mé uréitou
polohu a urditou velikost. Nezajima-li nas poloha usetky, potfebujeme
znat pouze jejf velikost (neboli vzdalenost bodi A, B) a tuto velikost vy-
jadiujeme (po zavedeni délkové jednotky) kladnym realnym &fslem. Jsou
vSak mnohé piipady, kdy sice nezéleZi na uréité poloze usetky AB, ale
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piece jen jc tieba vedle velikosti tiseCky znati také smér od bodu A do
bodu B. Usetka, na jejiz urdité poloze sice nezalezi, ale u které je vedle
jeji velikosti ptedepsin také smér od potatecniho bodu A ke koncovému
bodu B, nazyva se vektor. Dvé& usetky AB, A’B’ uruji tyz vektor,
maji-li obé touz velikost a je-li zaroven
AB||A'B,

pfi ¢emZ || znamena pifimou rovnobd&inost. Pritom poloha podateéniho
bodu je zcela libovolna. JestliZe v jedné poloze poéateéni bod je A, kon-
covy bod B, a jestliZe si zvolime jiny pocateéni bod téhoZ vektoru A’,
potom novy koncovy bod B’ je obrazem bodu B pfi tom posouvani, pfi
kterém obrazem bodu A je bod A'. Je-li po¢ate¢éni bod A (a tudiZ i koncovy
bod B) vektoru uréité zvolen, mluvime o urlitém umisténi vektoru.
Vsimnéte si, Ze u vektoru musime peé¢livé rozeznavati mezi poc¢ateénim
a koncovym bodem; vyménime-li role obou bodd, dostaneme opatny
vektor. Tak jako je velmi ulelné mezi ¢éisla poéitati také nulu, stejné je
uéelné mezi vektory poéitati také nulovy vektor; u nulového vektoru pti
kazdém umisténi pocateéni a koncovy bod splynou.

Vektory, které tedy maji nejen uréitou velikost, nybrZ i uréity smér,
jsou velmi dulezité ve fysice. Zde si vi§imneme jako piikladu pouze pojmu
rychlosti. Vime-li na pf. pouze, Ze se letadlo pohybuje rychlosti 360 km
za hodinu, nemuzeme ze znalosti polohy letadla v jednom okamZiku vy-
potisti polohu letadla v jiném okamziku; aby vypoéet byl moZny, musime
zniti rychlost jako vektor, t. j. nestadi znat pouze velikost rychlosti, nybr
je tieba znat také jeji smér.

Nas budou dale zajimat pouze vektory, které lezi viecky v urdité
roving., Zvolime si v roviné uréity bod 0, ktery nazveme poéatek. Z4a-
kladnim umisténim vektoru nazveme takové umisténi, jehoZz poca-
te¢nim bodem bude zvoleny bod 0. Zvolime si je§té urity zakladni
smér; bude to vodorovny smér odleva doprava. Nyni muZeme kazdému
komplexnimu ¢islu prifadit uréity vektor tak, Ze také obracené bude
kazdému vcktoru pfifazeno ur¢ité komplexni ¢&islo. Komplexnimu éislu

A =a + asi
pfitadime ten vektor, ktery pfi svém zakladnim umisténi bude miti svij
koncovy bod v tom bodé, ktery jsme zavedli jiZ ve ¢lanku 1 jako geo-

metrické znazornéni komplexnfho ¢&isla A; budiZ [A] zna¢ka pro tento
bod. Cislo 0 je tedy prifazené nulovému vektoru; kladna realna &fsla jsou
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pfifazena tém vektoriim, jejichZ smér je z&kladni smér; zaporna realna
¢isla jsou prirazena tém vektorim, jejichz smér je opacny k zikladnimu
sméru; jestliZe posléze ani smér daného vektoru ani smér opaény neni
smér zakladni, pak piiiazené ¢islo je imaginarni; zejména ryze imaginirni
¢isla jsou pfifazena tém vektorim, jejichz smér je kolmy na zakladnf
smér.

Obraz [a; + azi] komplexniho &isla a; 4 a2i byl v priseiku svislé
ptimky vedené obrazem [a] redlného ¢isla a; (ktery lezi na re4lné ose)
s vodorovnou pfimkou vedenou obrazem [api] ryze imaginarniho &isla asi
(ktery leZi na imaginarni ose). Zvolme nyni (obr. 12) realné ¢islo b, a pro-
vedme vodorovné posunuti, kterym poéatek [0] pfejde v bod [b;]; ziejm&

flaeb)ifl- = — — — = — 1 [a,+(a,+b)i]
Al _ [o,+ai]  fla+t)+aii] !
b T XY, S—— A fa,e0]

|

| .

i hil}
| 1

[ —

O 1 (@] faeb]

f
[o] [a]

Obr. 12, Obr, 13.

bod [a;] pfejde v bod [a; + b,], vodorovna pfimka vedena bodem [a,i]
ziistane na svém misté a tedy bod [a; + ai] piejde v bod [(a; + b1) + aqi].
Zvolime-li opé&t (obr. 13) realné ¢islo by, ale provedeme-li tentokrate svislé
posunuti, kterym poéatek [0] prejde v bod [b.i], piejde nyni bod [asi]
v bod [(az + by)i] a svisla pfimka vedena bodem [a;] zistane na svém
misté, takZe bod [a; + ai] pfejde v bod [a; + (a2 + bg)i].

Provedme nejdiive vodorovné a potom svislé posunutil Pfi vodorov-
ném posunuti piejde bod [0] v bod [b,], bod [a; 4 a.i] v bod [(a; + ;) +
+ a.i]; pti svislém posunutf piejde bod [5,] v bod [by + b2i], bod [(a1 + b;) +
+ a,i] v bod [(a1 + by) + (az+ b2)i]. Polozime-li A= a;+ azi, B=b;+ bi,
tedy A+B=(a;+ by) + (az + b2)i, miZeme fici, Ze celkovy vysledek obo-
jiho posunuti je ten, Ze bod [0] piejde v bod [B], bod [A] pfejde v bod
[A+ B]. Nyni komplexnimu éislu A je pfifazen vektor, ktery v zikladnim
umisténi ma pocatecéni bod [0] a koncovy bod [A]. Pii posunuti se vektor
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neméni, nybrZ méni se pouze jeho umisténi; tedy tyz vektor umistény
tak, aby poé¢ateénim bodem byl bod [B], bude miti koncovy bod [A + B].
Miuizeme také poloZiti
A+B=C, tedy A=C—B.

Potom mizZeme fici: Vektor, ktery pfi jednom umisténi ma poédteéni
bod [B] a koncovy bod [C], ma pii zikladnim umisténi koncovy bod
[C — B). Z toho plyne: Vektor s po¢ateénim bodem B a koncovym bodem
C ma velikost |C — B.

Z piedchazejiciho vykladu je patrné, Ze séitdni komplexnich &isel
je geometricky znazornéno skladdnim vektori, které znate z fysiky.
Jsou-li A, B libovolna dvé komplexn{ &isla, je kazdému z nich ptifazen

vektor. Prvy vektor ma v zaklad-
-1 (A +8) nim umfisténi poé¢atedni bod [0] a
B] _—--——" - ,’ koncovy bod [A]; druhy umistime
/ tak, aby podateénim bodem byl
/ koncovy bod piredchazejiciho, t. j.
/ bod [A]; koncovym bodem bude
podle pfedchazejiciho vykladu bod
(4] [A + B). Jako vysledek skladani
[o) dostaneme vektor s pocate¢nim
Obr. 14. bodem [0] a s koncovym bodem
[A + B]. MiZeme ovSem vyménit
také poradek obou vektori (viz obr. 14).

Jsou-li [A], [B] dva rlizné body a je-li [X] stied usecky [A] [B], potom
vektor s po¢ateénim bodem [A] a s koncovym bodem [X] je roven vektoru
s potateénim bodem [X] a koncovym bodem [B]. Podle pfedchazejiciho
je tedy

X—A=B—X
a z toho plyne

X=1}(A 4+ B). ' 1)
Vzorec (1) vyjadfuje stied usetky pomoci komplexnich &isel.

S geometrickym vyznamem nasobeni komplexnich ¢&isel se sezna-
mime aZ ve ¢lanku 3 v kapitole III.

Cvictenl,

142. Pomoci vektori znazornéte: a) (2 — 3i) 4+ (— 14 2i); b) (— 44 2i)+
+ B —2i); ¢)(2+3i) —(2—10); d) (3 —2i) —(—2—1).

52



143.

144.

145.

146.

147

148.

149.

150.

151.

152.

a) Je d4n vektor v zdkladnf poloze pfifazeny éfslu A =2 4 3i. Ktery je
koncovy bod tohoto vektoru pii takovém umisténi, pfi némzZ je jeho
podateénim bodem bod [B] zobrazujfcf ¢islo B=3 —i? b) Je d4n vektor
v zékladni poloze pfifazeny ¢&islu B=3 —i. Ktery je koncovy bod
tohoto vektoru pri takovém umfisténf, pfi ném% je jeho pocateénim
bodem bod [4] zobrazujici ¢fslo A= 2 4 3i? Provedte nadrtek.

a) Je dan vektor v z&kladn{ poloze pfifazeny ¢islu A =2 4 3i. Ktery je
podatecnf bod tohoto vektoru pfi takovém umistén{, pfi n¥mZ je jeho
koncovym bodem bod [B] zobrazujicf éfslo B=3 —i? b) Je dan vektor
v zékladnf poloze pfifazeny ¢éfslu B= 3 —i. Ktery je pocateéni bod
tohoto vektoru p¥i takovém umisténf, pfi némZ je jeho koncovym
bodem bod [A] zobrazujici éislo A = 2 - 3i? Provedte nacrtek.

Body [0], [4], [B], které neleZf v jedné pf¥imce, jsou obrazy komplexnich
éisel 0, A, B a tvoii tii vrcholy rovnobéZnika. Obrazem kterého ¢&fsla je
étvrty vrchol toho rovnobé&Znika? (Trojf FeSenf.)

S&tanfm vektoru dokaZte, Ze a) |A 4 B|<|A|+|B|; b) |A —B| >
z ||a]— 18-

Je-li ¢fslu A ptifazen urdity vektor v zakladni poloze, jaky vektor
je ptifazen ¢&fslu a) — A; b) A; c) — A? Odtud oduvodnéte, Ze
A+ A je redlné, A —A ryze imaginarn{ nebo nula.

Naleznéte stfed tsedky [A] [B], je-li a) A=6—3i, B=—1—2i;
b) A=3+2i; B=5—2i;¢) A=2—5i, B=—2 4 5i.

Komplexn{ &sla A, B (A== B) jsou zobrazena body [A], [B]. Kter4
komplexn{ &fsla zobrazujf body [C], | D], ]1E] leZici na polopiimce [A] [ B],
jejim% krajnim bodem je bod [A], a majici tu vlastnost, Ze [A] [B]=
=[B][C]=[C] [D]=[D][E]?

Body [0], [A], [A + B], [ B] jsou obrazy komplexnich éisel 0, A, A + B, B
a tvoi{ vrcholy rovnob&Znika. Stanovte stiedy usetek omezenych vZdy
dvéma nesousednimi vrcholy toho rovmobé&Znika. Kterou vétu lze
vydisti z vysledku?

Podobné body [0], [A], [A+ B), [A+ B+ C], [B+C], [C] jsou obrazy
komplexnich ¢éisel 0, A, A+ B, A+ B+4C, B4+ C, G a tvofi vrcholy
Sestitthelnfka, jehoZ kaZzdé dvé protéjsi strany jsou spolu rovnobéZné.
Stanovte stfedy useéek omezenych vidy dvéma protilehlymi vrcholy, _
jakoZ i stfedy usecek omezenych vZdy stfedy dvou protéjsich stran.
Vysledek vyslovte geometricky.

Jsou dé4na étyfi navzijem rizna komplexni éfsla A, B, C, D, ktera se
zobrazujf body [A], [B], [C], [D]. Tyto body lze (celkem tfemi zpiisoby)
rozdéliti ve dvé dvojice, ¢im% dostdvame celkem tfi dvojice tseclek.
Useéky kaXdé dvojice nazveme protéjsimi. DokaZte, Ze tise¢ky ome-
zené stfedy protéj$ich usecek se navzajem pili.
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153. Jsou dana dv& komplexni &isla A, B (A == B), jeZ jsou zobrazena body
[A]l, [B]. Naleznéte ¢islo C, jehoZ obraz [C] a) leZi na tiseéce [A][B]
a délf ji v poméru [A] [C] : [B] [C]=k : h; b) leZi na prodlouZené usecce
[A] [B] tak, Zc [A] [C] : [B] [C]l=k : h, pti ¢emZ k==h.

154. Jsou déana tii komplexni éfsla A, B, C, jejichZ obrazy tvoii trojuhelnik
[A] [B] [C]. Naleznéte bod, ktery leZi na tsecce spojujici kterykoli
vrchol toho trojuhelnfka se stredem protéj$i strany a dé&li tuto
usecku v poméru 2 : 1 (v&tsf ¢ast pii vrcholu). Kterd véta je tim do-
kazana?

II1. Goniometrie.

1. Vyjadieni otdceni kolem pocatku pomoci komplexnich &isel.

Poznali jste, Ze $kolska matematika se déli ve dva velké celky:
v aritmetiku, ve které studujeme vlastnosti ¢isel, a v geometrii, ve které
studujeme vlastnosti prostoru. Mezi obéma témito celky se prileZitostné
objevily jisté souvislosti: na pf. v aritmetice bylo pfi nauce o relativnich
¢islech velmi uZitedné geometrické znazornéni, v geometrii pak pfi nauce
o obsazich a objemech mély vypocty dileZitou roli. Presto se v§ak vcelku
pii vyucovani jevily aritmetika a geometrie v podstaté jako dvé rizné
nauky. To neodpovida soufasnému stavu matematické védy, ve které
dnes aritmetika s geometrii tvoii jediny souvisly celek. Nauka o komplex-
nich &islech, s niZ jste se pravé seznidmili, poskytuje vybornou piilezitost
k poznani, Ze vztahy mezi aritmetikou a geometrii jsou mnohem hlubsi,
nez jste si dosud mohli uvédomit.

Komplexni é&islo S, jehoZ absolutni hodnota je rovna jedné, t. j.

S| =1, @)
nazyvame komplexni jednstkou. Mezi komplexnimi jednotkami jsou dvé
realné, a to S=1, S= —1; viecky ostatni komplexni jednotky jsou

imaginarni a je jich nekoneéné mnoho. Pii nasem obvyklém geometrickém
znizornéni odpovida komplexni jednotce S bod [S], jehoZ vzdilenost od
pocatku O je rovna jednotce délky; vSecky tyto body vyplni kruZnici se
stfedem v pocatku a s polomérem rovnym jedné, ktera se nazyva jednot-
kova kruZnice.

Nyni nas budou zajimati shodnosti, pfi kterych pocatek O je samo-
druznym bodem. Takova shodnost je jednoznaéné uréena, zname-li obraz
jeSté jednoho bodu riazného od poéatku, na pf. bodu [1] a vime-li, zda jde
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o shodnost piimou & nepfimou. ProtoZe se vzdalenosti pfi shodnosti
neméni, musi obraz [S] bodu [1] leZet na jednotkové kruZnici, t. j. S musi
byti komplexni jednotka. Je-li S=1, je bod [1] samodruZny; pfima shod-
nost je v tomto pripadé identita a nepfima shodnost je osova soumérnost
s osou soumeérnosti v redlné ose. Jestlize S =1, je nepiima shodnost zase
osova soumérnost s osou soumeérnosti v ose use¢ky [1][S]; nebot tato
osova soumérnost, jak je nam znamo, je nepfima shodnost a je lehko
patrné, Ze bod [0] je samodruZny a Ze obrazem bodu [1] je bod [S]. Pfima
shodnost je otadeni kolem poéatku o uhel, jehoZ rameny jsou polopfimky
[0][1], [0][S]- V dal$im nas bude zajimati pouze oti¢eni. DokaZeme, Ze
obraz [X'] libovolného bodu [X] je dan jednoduchym vzorcem
X' = SX. )
Nejprve dokaZeme, Ze vzorec (2) definuje shodnost. Za tim ucelem
zvolme dva libovolné body [Xi], [X2]; jejich obrazy jsou [X"1], [X'2], kde
X' = 8X1, X's = SXo. 3)
Vzdalenost bodi [X;], [X:] je podle ¢lanku 5 v kapitole II rovna
| X2 — X, |; podobné vzdalenost obrazii je rovna | X', — X', t. j. podle (3)
je rovna |S(X; — X;)|. Vime v8ak z ¢lanku 3 v kapitole 11, Ze
|5(Xa — X9 =|S] - [ Xo — X,
podle (1) je tudiz |X's — X'y| =|X2 — Xi|. Tim jsme dokazali, Ze pfi
zobrazeni definovaném vzorcem (2) velikosti usetek se neméni; z toho
viak plyne, Ze se neméni ani velikosti tthli; nebot je-li dan < [X] [X] [X3],
jsou trojuhelniky A [Xi] [X2] [X5], A [X'1] [X'2] [X's] shodné podle sss
a z toho plyne, Ze
XL [XN] [X] [X's] = ¢ [Xa] [Xo] [Xo].
Tedy zobrazeni definované vzorcem (2) je shodnost. Je zfejmé, Ze obrazem
bodu [1] je bod [S] a Ze bod [0] je samodruZny; dokonce je [0] jediny
samodruzny bod, a proto nase shodnost nemize byti neprima, nebot pak
by to byla osova soumérnost, ktera ma vice nez jeden samodruzny bod.
Tedy vzorec (2) vyjadiuje pomoci komplexnich ¢isel otaéeni kolem po-
¢atku, pfi kterém obrazem bodu [1] je bod [S]; pfitom je S libovolné
komplexni jednotka; pro S =1 znamena (2) identitu.

Cvicent.

155. DokaiZte, Ze ¢isla a) i, b) —1i, ¢) } 4 %1]/_3_, d) & — ¢i jsou komplexnf{
jednotky.
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156. Znamen4-li nasobenf komplexni jednotkou S otalen{ kolem poc&atku

o thel a, znamena nasoben{ sdruZenou jednotkou 'S otadeni kolem
poc¢atku o tyZ thel a v opaéném smyslu. DokaZte.

157. NapiSte komplexn{ jednotky, které maji tu vlastnost, Ze néasoben{
témito jednotkami znamen4 otddenf kolem podatku o thel a) 45°,
b) 30°, c) 60° v kladném nebo zidporném smyslu.

158. Body [0] a [A], kde A= a; 4 a,i, jsou dva vrcholy rovnostranného
trojihelnfka. Stanovte jeho t¥etf vrchol. (Dvoji Feseni.)

159. Je-li [A] obraz &fisla A= a; 4 a,i =+ 0, jaky utvar tvoff obrazy &fsel A,
Ai, Ai3, Ai3?

160. Jaké otaclenf je uréeno nasobenim komplexnf jednotkou — 1?

161. N4sobiti komplexni jednotkou S znaéf provésti otacenf kolem podatku
o jakysi tihel a. Jsou-li ddna dv€& komplexni ¢fsla A, B (A = B), jak
dostaneme ¢islo, jehoZ obrazem je bod, ktery vznikne otaéenim a) bodu
[B] o tihel a kolem bodu [A]; b) bodu [A] o thel a kolem bodu [B]?

162. Jsou dany body [A], [B] jako obrazy komplexnich éfsel A, B (A == B).
Ktera komplexn{ éfsla zobrazuji dals$f dva vrcholy étverce, jehoZ dva
vrcholy jsou v bodech [A], [B]? (Celkem troji feSenf.)

163. Je-liS=1(1+41i) ]/Ez—a A =a, +} a,i # 0, jakou vlastnost majf body [A],
[AS], [AS2], [AS®], ..., [AS")? Kde leZf bod [AS8)]?

164. Je-li S komplexnf jednotka, jakou vlastnost majf obrazy é&fsel 1, S, S3,
S8, ..., Sn? Co znadi podmfnka Sn=1?

2. Pojem ihlu.

Nadale bude dalezité viimati si u uhlua soustavné také jejich smyslu,
kterého jsme si dosud viimali pouze prileZitostng. Budeme rozeznavati
pocateéni rameno a koncové rameno uhlu; uhel vznikne otaenim polo-
pfimky kolem vrcholu tak, Ze prvni poloha pohyblivé polopfimky je po-
¢atetni rameno, posledni poloha je koncové rameno. JestliZe se toto
otaleni d&je v kladném smyslu (proti pohybu hodinovych ruciéek), mame
tihel kladny; jestlize se otadeni d&je v zadporném smyslu, mame ihel
zaporny. Velikost uhlu budeme vyjadfovati relativnimi &isly (kladnymi
pro kladné uhly, zipornymi pro zaporné thly); pfitom budeme uZivat
obloukové miry, jako jiz v 1. tfidé v geometrii; tedy na pf. velikost
pravého uhlu bude + 3z v pfipadé kladného smyslu, — %= v piipadé
zaporného smyslu. Vyménime-li po¢ateéni a koncové rameno tihlu, zméni
se jeho smysl a tedy se zméni znameni ¢isla, které vyjadiuje velikost thlu.

Bude nas zajimat predevS§im velikost uhlu, nikoli jeho poloha.
Chceme-li miti uhel dané velikosti v uréité poloze, zvolime libovolné po-
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lohu podatednfho ramene; poloha koncového ramene je pak jednoznaéné
uréena, zname-li velikost uhlu vyjadrenou relativnim &islem, t. j. zname-l
nejen velikost thlu vyjadienou kladnym ¢islem, nybrz také smysl ahlu.
V obr. 15 je duty uhel p = 9. HVK rovny 120°; je-li VK potate¢ni rameno,
je smysl uhlu kladny a podle uinéné dohody je ¢ = 2x; je-li vSak VH
podate¢ni rameno, je smysl uhlu ziporny a mame ¢ =—%z. V obojim
piipadé $lo o duty uhel. Je-liy vypukly thel s tymiZ rameny, jey =—4=
v piipadé, Ze VK je polatetni rameno, y = ¢z v piipadé, Ze polateéni
rameno je VH. V kazdém pfipadé je velikost dutého uhlu vyjadiena
¢islem ¢, jehoZ absolutni hodnota je men$i nez =z a které

miZe byti kladné nebo ziporné podle toho, jaky je

smysl uhlu; velikost vypuklého thlu je vyjadirena éis-

lem v, jehoZ absolutni hodnota je vétsi neZ x, ale mensi

nez 2 a které zase muZe byti kladné nebo zaporné; Q

H

velikost pfimého uhlu je vyjadiena &islem zz nebo &islem
— szt podle toho, jaky je smysl ihlu. Jestlize duty thel ¢
a vypukly thel y maji taZ ramena, je ||+ |p|= 27; je-li
poateéni rameno totéZ pro oba uhly, je jeden z nich
kladny a druhy zaporny a mame

v = @— 2n v pripadé @ >0,

v =@ -+ 2z v pfipadé ¢ <0. Obr. 15.

Dosud jsme mluvili o dutych, pfimych a vypuklych thlech, pii ¢emz
jsme priihliZeli také ke smyslu thlu; velikost ihlu byla vyjadiena ¢&islem
kladnym nebo zapornym s absolutni hodnotou mensi nez 2z. Kdybychom
se drZeli tohoto omezeni i nadale, pak by realné &islo ¢ mohlo vyjadiovati
velikost hlu pouze v tom pripadé, Ze je rizné od nuly a Ze jeho absolutni
hodnota je mensi nez 2sx; to jest aritmeticky velmi nepohodlné, protoze
na pf. s¢itdni uhld a nésobeni dhlu ¢islem je potom moZné pouze za ne-
pohodinych podminek.

Z nazoru je v§ak patrné, Ze se pojem thlu d4 zobecnit tak, Ze velikost
uhlu bude vyjadfena zcela libovolnym redlnym éislem. Na pi. thel veli-
kosti £ vznikne, jestliZe osmkrat za sebou otofime o thel 1z v kladném
smyslu. Jestlize po&ateéni rameno je opét VK (obr. 15), bude koncové
rameno VH totéz, jako pfi velikosti 2z; jediny rozdil je v tom, Ze se polo-
pfimka, kterd ma vytvorit uthel velikosti §z, napfed ve svazku polopiimek
s poatkem V otoli kolem dokola v kladném smyslu, pfi ¢emz se vrati do
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potate¢ni polohy VK (otofeni o uhel 27), a potom se jeité dale otodi
v kladném smyslu o duty tuhel 2z.

JestliZe zaleZi na tom, jakymi polohami postupné projde otacejici se
polopiimka, vytvarejic tihel s potateénim ramenem VK a s koncovym
ramenem VH, je velikost ihlu vyjadiena zcela uréitym realnym éislem a.
Zpravidla vSak na postupnych polohach otacejici se polopiimky nezaleZi
a zaleZi tedy pouze na poloze polatetniho ramene VK a koncového
ramene VH. Této dohody se budeme nadale drzet. Cislo vyjadfujici velikost
uhlu neni potom jednoznaéné stanoveno; je-li a jedna z jeho mozZnych
hodnot, jsou viecky mozZné hodnoty shrnuty vzorcem

a + 2kn,
ve kterém k probiha viecka ¢isla cela (kladna, ziporna i nulu). Na pi.

velikost uhlu s poatetnim ramenem VK a koncovym ramenem VH v obr.
15 je vyjadrena kterymkoli z éisel

_21 8;7 14z 20n
3 ’ 3 ’ 3 ’ 3 9 *ey
4n 10x 167 227

3’ 3"’ 3 T3’

Pritom nevylucujeme ten piipad, Ze poé¢atecni a koncové rameno splynou;
v tomto piipadé mluvime o nulovém fhlu; jeho velikost je tvaru 2kn
(k celé), t. j. je dana kterymkoli z &isel
0, 2x, 4n, 67, 8x, ...,
— 2n, — 4m, — 6, — 8n, ..

VyloZeny pojem thlu se ponékud li§i od pojmu uhlu znamého z ele-
mentarni geometrie; je velmi dilezity mimo jiné pro studium gonio-
metrickych funkei, které bude provedeno v nasledujicich ¢lancich. S€itani
uhla se pro ihly ve smyslu zde vyloZzeném da definovati takto: Podateéni
rameno VK, prvniho s¢itance zvolime v libovolné poloze; je-li dana veli-
kost a prvniho séitance, je potom jednoznaéné uréena poloha VK, jeho
koncového ramene; touZz polopfimku VK zvolime za pocate¢ni rameno
druhého s¢itance a z velikosti g tohoto séitance uréime jeho koncové
rameno VKj;. Soutet obou danych uhli ma pocateéni rameno VK,
a koncové rameno VKj. Jeho velikost y je dana vzorcem

y=a+p,
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jehoZ presny smysl je ten, Ze je-li a kterékoli z &isel vyjadtujicich velikost
prvniho s¢itance a je-li 8 kterékoli z ¢&isel vyjadiujicich velikost druhého
stitance, je a+ 8 jedno z &isel vyjadiujicich velikost souétu. V obr. 16
miZe byti na pf.
a=—%m f=lm, y=—fn s «
nebo také na pr. !
={m p=1m y=1fim.

Podobné jako pro dva uhly miZeme de-
finovat soulet libovolného poctu uhlia; soucdet
n uhli vesmés rovnych a je n-ndsobek iihiu a;
jedno z ¢isel vyjadiujicich velikost n-nasobku y
uhlu a je ¢islo na; ale také kazdé éislo tvaru Oy 16.
na 4+ 2kx (k cclé¢) vyjadiuje velikost téhoz
n-nasobku. Na pf. pro a = in velikost desetindsobku uhlu a maZeme
vyjadiit ¢islem %z a sedminasobek uhlu a je roven uhlu a.

A,

Cvicent.

165. JestliZe povaZujeme za stejné dva thly, které se 1i¥i o nasobek tihlu 2nx,
muZeme velikost kaZdého whlu vyjadiiti vhodnym ¢islem, jeZ ma tu
vlastnost, Ze 0 <a < 27, DokaZte.

166. Velikosti nasledujicich vihltt vyjadiete &slem a tak, aby 0 <a<2m;
a) 97; b) 127; ¢) —m; d) —6m; e) 3x; §) Y'm; g) ¥¥m; h) — L i) — 1Pm;
) — %

167. Llslem a, které m4 tu vlastnost, Ze 0 <a <2z, vyjadrete nasledu]ml
Ghly: a) jw+ §7; b) I +m; ) dn+3n; d) §n+-5m; €) —In+ In+ 7,

f) ln—3n; g) fw—m; h) %n—gn; i) — Yrn—Yn; j) —%n—-%rc—}n.

168. Podobné jako v pfedchézejicim cvideni vyjadrete: a) 3z - 3; b) 37 - 6;
) Fhmw-15;d) —3n-8;e)dm-%; f) w34 8 — -3 h) —1x. 18

169. Povaimete li za stejné dva uhly, které se li§i o nédsobek uhlu 27w,
naleznéte vSecka zx, ktera maji tu vlastnost, Ze 0 <z <2rm, a vyhovu]i
rovnicim: a) 2x = m; b) 2x = 3m; ¢) 3x = 0; d) 3z = 4m; e) 5x = im;
f) 4x=3m; g) 102=0; h) 2x + 7w =0;-1) 3x + {w=0; j) 6x+5n 0.

170. Je-li n pfirozené ¢&islo a znadi-li x thel, ma rovnice nx=c, kde ¢ je dany
uhel, pravé n takovych fefenf x, pro né% 0 <z < 2m. DokaZte a udejte
vSechna tato f'eSenf.

171. Za tychZ podminek jako v piedchézejicich cvidenich reSte soustavy
rovnic: a) x +y=m,x —y=0; b) 2x + y=4n,3xr —y=4n; c) 3r +
+2y=m, 2¢ 4 3y=m.

172, Kolik je hodin, svirgji-li ruti¢ky na hodinach dany uhel w (stupiia)?
(0<w=<180°) -
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3. Kosinus a sinus.

Nynf nam nebude zileZeti na poloze whlu, nybrZ pouze na jeho
velikosti. Nazveme zdkladni polohou dhlu tu polohu, ve které potateénim
ramenem je polopfimka [0] [1]; koncovym ramenem 1ihlu v zAkladn{ poloze
je polopiimka s potatkem [0], kter4 protne jednotkovou kruZnici v bod&
[S], kde é&islo S je komplexni jednotka jednozna&n& urdena velikost{ thlu
a jednozna&ng urlujici tuto velikost. Komplexni jednotku S nazveme
komplexni mérou uhlu. Nezapominejme, Ze vyraz velikost uhlu zahrnuje
v sobé také smysl dhlu. Zménime-li smysl uhlu, potom novy ihel v za-
kladni poloze bude soum&rny obraz pitvodniho thlu podle reilné osy,
takZe jeho komplexni mérou bude &slo S sdruZené s &islem S. Jeito
|S]=1, jest SS=1 (viz &lanek 3 v kapitole II). Tedy: Je-li S komplexni

mira ihlu a, je S neboli —}g- komplexni mira fihlu — a. Zfejmé&:

proa=0 jeS=1, proa==n jeS=—1, R
proa=4%njeS=i, proa=—injeS=—1i

s] BudiZ nynf a kladné a men$i neZ
1n, takZe a je ostry thel, jehoZz pola-
te¢nf rameno jde vodorovné vpravo a
koncové rameno jde &ikmo vpravo
vzhuru. Je-li M pata kolmice spu$téné
s bodu [S] na realnou osu, vznikne
A[O]JM[S] s pravym uhlem pii vrcholu
obr. 17. M. Velikost [0][S] je rovna jedné, a
proto podle znamé definice goniomet-

rickych funkef ostrého vihlu je [0]JM = cosa, M[S] = sina (obr. 17).

Z toho plyne*)

I -

(0]

S = cosa + isina. 2

Pro libovolny thel a definujeme funkce cosa, sina vzorcem (2), ve
kterém S znamen4d komplexni miru thlu a. Z této aritmetické definice
funkei kosinus a sinus odvodime jejich zékladni vlastnosti rychleji a po-
hodlné&ji, neZ je to moZné kterymkoli jinym zplisobem. Napied si viak
vyslovime nasi definici ryze geometricky: Uhel a umistime v zaklad-

*) PiSeme radé&ji isina misto sina i, aby nevznikla pochybnost o tom,
Ze by snad sinai znamenalo sinus soucinu éfsel a, i.
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ni poloze. BudiZ H pruselik jednotkové kruznice s konco-
vym ramenem a budiZ H, pata kolmice spu¥téné s bodu H
na polatedni rameno. Potom je cosa = 4 [0]H, se znamenim
plus (obr. 18 a 21), padne-li Hy do poéateéniho ramene, se
znamenim minus (obr. 19 a 20), padne-li Hy na polopiimku o-
padnou. Dale je sina = 4 HyH se znamenim plus (obr. 18 a 19),
lezi-li H nad poéateénim ramenem, se znamenim minus
(obr. 20 a 21), leZi-1i H pod pofatecnim ramenem.

H
|
|
H,:
()] / [1]
Obr. 18, )

A __ \ o # )
| 1 ]
|
! }
|
H H

Obr. 20. Obr, 21,

ProtoZe zména a o nasobek éfsla 2% nema vlivu na umisténf ramen,
jest

. cos (a + 27) = cosa, sin (a + 27) = sina 3)
a obecnéji .
o8 (a + 2krm) = cosa, sin (a + 2kn) = sina 39

pro kazdé celé k. Rikame, Ze funkce kosinus a sinus majf periodu 2.
Z (1) a (2) plyne
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cos 0 =1, sin 0 = 0; cosw = — 1, sinz = 0;

7 o AN AN @
cos-z—_.O, sm-é—._l, cos(—?) =0, sm(——z—) . 1.
Podle (2) jest _
S = cosa — isina. )
PonévadZ S je komplexni mira uhlu — a, plyne z (5):
cos(— a) = cosa, sin(— a) = — sina; (6)

slovy: zména znameni pfi ¢« nemé vlivu na cosa, ale zpusobi
zménu znameni pfi sina. Jelikoz S je komplexni jednotka, je SS=1,
takze ze (2) a (D) plyne dileZita identita:

cos?q -+ sin2q = 1. )

Odtud dostavame

J/1 — sin2a = |cosal,

|/1 — cos?a = |sina]
a sinus plyne ze ¢€lanku 1. Budtez dany
dva thly a, 8. BudiZ S, komplexni mira
Obr. 22. uhlu a, Sg komplexni mira dhlu g, S kom-
plexni mira uhlu a 4 §; takze

Sy =cosa + isina, Sp = cosf + ising,
S =cos(a + ) + isin(a + p). ®)

Uhel a v zikladni poloze ma potatedni rameno [0] [1], koncové rameno
[0] [S,] (obr. 22). Uhel B v zakladni poloze ma podate¢ni rameno [0] [1],
koncové rameno [0] [S2]. Abychom dostali uhel a 4 g v zakladni poloze,
musime polohu uhlu g otogenim kolem pocatku zménit tak, aby bod [1]
preSel v bod [S)]. Pfi tomto otoceni piejde vSak podle ¢lanku 1 libovolny
bod [X] v bod [X'], kde X’ = §;X. Zejména tedy prejde bod [S2] v bod
[S1S2], a to znamen4, Ze thel a 4+ f v zakladni poloze ma druhé rameno
v poloptimce [0] [S1S2] neboli Ze poloptimky [0][S,S:], [0] [S] splynou.
Avsak protoZe |Si|=1, [S:|=1, je také |S;Sz]=1 podle ¢lanku 3
v kapitole II, a mimo to je oviem téz |S| = 1. Proto splynou i body [S],
[S1S:2] a to znamena, Ze S=25,S;. Vysledek, ke kterému jsme dospéli,
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jmenuje se Moivreova véta. Podle (8) je Moivreova véta vyjadrena
vzorcem:

cos(a + f) 4- isin(a + B) = (cosa + isina) (cosg 4 isinf) 9)
Stejné se da odvodit obecnéjsi vzorec, ktery pravi, Ze komplexni jednotka
cos(ag +az + .... + a) +isin(ay + az+... + an)
je sou¢in komplexnich jednotck
cosay -+ isina;, cosaz -+ isinay, ..., cosa, + isina,.
NejdualeZitéji pripad obecného vzorce je ten, ve kterém vSecky tuhly ai,
az, .. .5 Oy Si jsou rovny. Tento piipad je vyjadien vzorcem
(cosa + isina)? = cos na 4 isin na. (10)

Smysl vzorce (9) da se vyjadfiti takto: Z komplexni jednotky
cosa + isina vznikne komplexni jednotka cos(a + f) 4 isin(a 4 ) zna-

vvvvvv

B =z (komplexni mira rovnhd — 1), f = —g— (komplexni mira rovna i).
Tedy zvlastnimi pripady vzorce (9) jsou vzorce

cos(a + z) + isin(a + ) = — (cosa + isinay),

cos (a + -%—) -+ isin (a + izt-) =i(cosa + isina),

které po oddéleni redlnych a imaginarnich &asti daji

cos(a + ) = — cosa, sin(a + z) = — sing, (11)
cos (a + —;t—) = —sina, sin (a + i;—) = cosa. (12)
Piseme-li v té€chto vzorcich — a misto a, dostaneme podle (6)
cos(r — a) = — cosa, sin(w — a) = sina, (13)
cos (—;L ——a) =sina, sin (—g— — a) = Cosa. (14)

Viecky vzorce (11) aZ (14) plynou velmi snadno p¥imo z definice funkei
kosinus a sinus (viz obr. 18 az 21).

Z obecného Moivreova vzorce (9) dostaneme oddélenim realnych
a imaginarnich éasti

cos(a + B) = cosa cosf — sina sing,

sin(a + f) = sina cosf + cosa sing. (15)
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Jediny vzorec (9) ¥ik4 pfesné totéZ, co oba vzorce (1.5) dohromady; jiz
z toho je velmi dobie patrni vyhoda zavedeni komplexnich &isel v gonio-
metrii.

Je-li a = B, daji vzorce (15):

c0s2a = cos2a — sin2a, sin2a == 2sina cosa. (16)
To plyne také ze vzorce (10) pro n = 2. Vzorcem (10) pro n>2 se budeme
zabyvat aZ v nasledujici tiidé.

Je-li A komplexni ¢&islo riizné od nuly, miZeme definovati jedno-
znaén& komplexni &islo S pomoci rovnice A=|A| - S, ze které plyne, Ze S
je komplexni jednotka, kterou miZeme napsat ve tvaru (2). PoloZme
jesté |A|=r. Mame tedy

A =r (cosa + isina). 17
Geometricky znamena r vzdalenost bodu od podatku, a je ihel s podated-
nim ramenem [0][1] a s koncovym ramenem [0] [A], ktery se nazyva
amplituda komplexniho ¢isla' A; misto a miZeme oviem vziti také
a + 2kx s libovolnym celym k, Je-li také A’ komplexni &slo rizné od nuly,
méame podobné
A’ =r' (cosa’ + isina’). (18)
Ze (17) a (18) plyne, Ze
AA'" =rr' [cos(a 4 a') +isin(a + a)]. (19)
Ze (17), (18) a (19) snadno vydteme geometricky vyznam nasobeni kom-
plexnich ¢&isel. Z (10) a (17) plyne jesté
An =rn (cosna -} isinna) (20)
pro kaZdé piirozené ¢&islo n.

Cvilent.

173. Uré&ete (bez tabulek) hodnoty sinu a kosinu téchto whla: a) 120°;
b) 135°; ¢) 150°; d) 210°; e) 225°; f) 240°; g) 270°; h) 300°; i) 315°;
j) 330°.

174. Pro ktera a plati: a) |sina| = sina; b) |cosa|= cosa?

175. Kdy je a) sina >cosa; b) sin a<Ccosa; c) sina = cosa; d) sina>>— cosa;
e) sina < — cosa; f) sinag = — cosa?

176. Ur&ete komplexni miru thla: a) 30°; b) 45°, c) 90°; d) 135°; e) 150°;
f) 180°; g) 225°; h) 240°; i) 270°; j) 300°.

2 —
177, Vite-li, Ze komplexni mira Ghlu 15° je VG _: V2 + VG_ 1 1/Ei, stanovte

komplexni miru thlt: a) 105° b) 195°; c) 285°% d) 345°; e) 255°%;
1) 165°; g) 75°.




178.

179.

180.

181.

182,

183.

184.

185.

186.
187.

188,

189,

190.

191,

Zjednoduste: a) sina — sina cos?a; b) (sina -+ cosa)? + (sina — cosa)?;
) 1 1 : d) sina sina sina 14-cosa_

C T T » € S
14sing ' 1—sina’ ' 1—cosa ' 1+ cosa’ )1 + cosa sing ’
sin?a — sin2f

f) —————. Kd jf
) cos?a — cos?f Kdy maji dané vyrazy smysl?
DOkazte’ 2e a) Sin’d — coszﬂ = sinzﬂ — cosza; b) Sina -
1—cosa
1 - cosa cosa 1 —sina .
= sina ' 91 TFsing . cosa Pro kterd a majf vyrazy smysl?

cosa -+ isina

DokaZte, Ze a) m = cos (a — f) + isin (@ — B);

cosa — isina

b) cosB— cosf — lsmﬁ = cos (f — a)+isin (8 — a).

DokaZte, Ze a) cos (a — ff)=cosa cosf} + sina sinf; b) sin (a — f)=
= sina cosf} — cosa sinf.

DokaZte, Ze a) sina -+ cosa = Vé_sin (45° 4+ a); b) sina — cosa =
=V2sin (@ —45°); ¢) sin (30° 4 a) + sin (30° — a) = cosa;

d) cos(30°+ @) —cos (30° —a)=—sina; e) sin(a4p) sin(c—p) =
= sin%a — sin?f; f) cos (a + f) cos (@ — f) = cos?a — sin?p.

DokaZte, Ze a) (sina 4 cosa)? = 1 + sin2a; b) sin‘a — cos*a = — cos2a;
¢) 2sin%a sin?f + 2 cos?a cos?f =1+ cos2a cos2f; d) —} < sina cosa< §.
DokaZte, %e a) sin3a = 3 sina — 4 sin’a; b) cos3a = 4 cos®aq — 3cosa.

] 1=
DokaZte, %e a) |cos-}a|=]/!—+—2cos—a; b) [sin }a|= ——;—92.

DokaZte, Ze a) 1+ sina= 2sin3(45°+4a); b) 1 —sina = 2sin?(45°—}a).
DokaZte, %e a) sina 4 sin 8= 2sin § (a4 f) cos (@ — B); b) sina —
—sin =2 cos}(a + B)sin} (a—P); ¢) cosa + cos f=2cos } (a + f) -
-cos } (@ — pB); d) cosa — cosf=— 2sin } (a + f) sin } (a — p).
Podle cvié. 187 upravte: a) sin 50° — sin 40°; b) sin 105° -} sin 75°;
¢) cos 240° — cos 150°; d) cos 135° -}- cos 225°.

DokaZte, %e pro a- -+ =z plati: a) sin2a+ sin2f 4 sin2y =
= 4sina sinf siny; b) cos?a + cos?f + cos?y = 1 — 2cosa cosf cosy;
¢) sina+-sinf+-siny = 4 cos 4a cos 3 cos 3y; d) cosa+ cosf+ cosy=
=1 + 4sin {a sin 4 sin §y.

Které je geometrické misto bodil, je% zobrazujf viechna komplexn{
¢isla dané amplitudy?

Jsou-li komplexni éfsla A=%=0, B5=0, ktera nejsou obé& realné, zobra-
zena body [A], [B], udejte konstrukci bodu, ktery zobrazuje jejich
soudin AB. (Ufijte vlastnosti podobnych trojihelniki.)

Cxm. G 355-11 — 8. 65



192. Je-li komplexni ¢fslo A==0 zobrazeno bodem [A], udejte konstrukei
1
bodu, ktery zobrazuje ¢islo e
193. Jakou absolutnf hodnotu r a jakou amplitudu a, pro niZ plati 0 Za<
<360°, majf &sla: a) 1; b) —/2; ¢) i;d) —2i; e) 3 +3i}/3; ) 1 —i;
g —)38+i;h)—2—]3—i
14 20
194. Vypodtste: a) (1 1)%; b) (I3 —i)9; c) ( 1+_’Vi§) .

195. Jakou absolutnf hodnotu a jakou amplitudu majf &sla: a) 1 + cosa +
~+isina; b) 1 4 sina — icosa? (0 < a<2m).

196. Je-li A= cosa+-isina, B=cosf 4} ising; stanovte absolutnf hodnotu
a amplitudu ¢isel a) A+ B; b) A — B (0 <a < 27,0 < f < 27).

4. Tangens a kotangens.

Funkce tangens a kotangens jsou pro obecny thel definovany pomoci

vztahl
cosa

sina
= » t = " [}
tga cosa cotga sina )

které nam jsou zndmy z prvni tfidy pro ostry tihel a. Na rozdil od funkei
sina, cosa nejsou funkce tga, cotga definovéany pro viecka a, nybrz pouze

t
i) no ¢ \7_L) .
I E e i
I 7 |
(o] TR NI ]
. \\
t \
N M
Obr, 23. Obr. 21.

pro taa, pro kterd ve jmenovateli neni nula. Takovi a nazveme pii-
pustné. Pro tga nepfipustné hodnoty jsou a =4z + kx (k celé, kladné,
zaporné nebo nula); pro cotga nepiipustné hodnoty jsou a = kx (k celé,
kladné, zdporné nebo nula).
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7 geometrické definice funkei kosinus a sinus (viz obr. 18 az 21) se
odvodi pomoci (1) bez nesnazi nésledujici geometrické definice funkci
tangens a kotangens: Uhel a umistime v zakladni poloze. Budiz ¢ te¢na
jednotkové kruznice v bodé [1], ¥’ te¢na jednotkové kruZnice v bodé [i].
Piimka obsahujici koncové rameno tuhlu a protne teénu { v bodé M,
te¢nu ¢ v bodé M'. Potom je tga = 4-[1]M se znamenim plus (obr. 23
a 25), lezi-li bod M nad bodem [1], se znamenim minus (obr. 24 a 26),
lezi-li bod M pod bodem [1]. Déle je cotga = 4-[i]M’ se znamenim plus
(obr. 23 a 25), lezi-li bod M’ napravo od bodu [i], se znamenim minus
(obr. 24 a 26), lezi-li bod M' nalevo od bodu [i].

M’ .
[i] N',’ f' \xM, [1] t
1 7 I
| / AN
1/ N \
| / \
o1 Jr1] fo] (1]
(4
t M
e\
Oor. 25. Gbr. 26.

Vlastnosti funkei tga, cotga plynou piimo z odvozenych jiz vlastnosti
funkeci sina, cosa. Nejdulezitéjsi z téchto vlastnosti jsou shrnuty v nasle-
dujicim vyétu vzorci. U kaZdého z nich je tieba udati, které jsou pii-
pustné hodnoty uhli; to neni uvedeno v textu uéebnice, nybrz je to cvi-
¢enim. RovnéZ odvozeni vzorch ze vzorci pfedchazejiciho ¢lanku je
snadnym cvi¢enim a neni proto v textu uvedeno:

Vzorce: ,
tga « cotga = 1. (2
tg(— a) = —tga, cotg(— a) = — cotga. ®3)
tg(a + n) =tga, cotg(a + 7) = cotga. “)
tg(m—a) = — tga, cotg(w — a) = — cotga. 5)
tg(a + =) = — cotga, cotg{a + 7)) = — tga. (6)
tg(3 = —a) = cotga, cotg(} 7 —a) = tga. )
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_ tga+t-tgp __cotga cotgf —1
tgla + p) = T—tga tgf’ cotg(a + ) = cotga I cotgh * ®
2t cotg?a —1
tg2 = i—_:i:——;a, cotg2a = %é;— (9)
Cuicent.

V nasledujicich cvidenich udejte sami, které hodnoty Ghli jsou pii-
pustné.

197. Uréete (bez tabulek) tangens a kotangens t&chto uhli: a) 120°; b) 135°;
c) 150°; d) 210°; e) 225°; f) 240°; g) 270°; h) 300°; i) 315°; j) 330°.

198. Pro ktera a plati a) [tga| =tga; b) |cotga|=cotga?

199. Kdy je a) tga>>cotga; b) tga<cotga; c) tga=cotga; d) tga>> — cotga;
e) tga << — cotga; f) tga = — cotga?

200. Dokaite, Z¢ funkce tangens a kotangens jsou periodické s periodou 7.

. cosa cosa tga tga + 1
. : — 3 b ; H
201. Upravte: 8) s — Trsine’ D 1+t © cotga I 1

cotga — 1 o sing — cosa, ) sing — sin3a
tga—1"’ tga —1 ) Cosa — costa
202, Dokal’te, Ze a) tga -} cotga = sinalcosa; b) coti(; i ::ifg 3
cosa “sina
1—tga 1-— cotga
203. Dokaite, Ze [tga + cotga| = 2. MiZe platit rovnost?
1+ itga 1 icotga  1—itga
1 —itga’ ' 1—icotga’ ’ 14 icotga
205. Dokaite, Ze a) tg Grnt+aytg@Gn—a)=1; b) cotg(ln+a)-
1+ tga cotga +1
— tga

d)

= tga tgh;

c) tg?a — sin%q = tg2a sina; d) = sina -} cosa.

204, Vypodtéte: a)

-cotg(dn-a)=1; C) =tg(a+in ):d) —

tga—tgf 1 4- cotga cotgf
14 tgatgﬂ ;b cotgla— ﬂ)_- cotgf — cotga
207. DokaZte, Ze tg3a — tg2a — tga =tg3a tg2a tga.

sina _ 1 —cosa
1+cosa  sina

: 1 —cosa_ 1 4 cosa
b) |tg fa| = 1 TTooss @ [cotg {a] = VW
2tg fa

—tg’da
14 tg?da 1+tg*a

=cotg 3n—a)

206. DokaiZte, Ze a) tg (a—p) =

208. DokaZte, %e a) tg }a =

209, DokaZte, Ze a) = cosa; b) = sina.
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sin (a 4 f) o sin (a — f)
cosa cosf} ’ b) tga — tgf = cosa cosf
211. Dokaite, Ze pro a + f + y =z plati: a) tga -+ tgf -+ tgy = tga tgf tgy;
b) tg2a -+ tg2y + tg2f = tg2a tg2f tg2y; c) cotg fa - cotg 48 +

- cotg }y = cotg }a cotg S cotg ¥y.

210. DokaZte, Ze a) tga + tgf =

5. Goniemetrické rovnice.

Takto se nazyvaji rovnice, ve kterych se vyskytuji goniometrické
funkce neznamého uhlu. Nejjednodussi jsou ty goniometrické rovnice, ve
kterych je piimo dana hodnota nékteré goniometrické funkce neznamého
uhlu a a mAa se urcit velikost hlu a. JestliZze dan4 hodnota goniometrické
funkce je kladni, miZeme, jak jsme to probirali loni v geometrii, urcit
z tabulek ptibliznou hodnotu toho feSeni a, které vyhovuje nerovnostem

0 <a <} (to znamena: 0 < a a mimo to a <} x).
Reseni jsme udavali ve stupnich; znamena-li a® velikost uhlu ve stupnich,
a velikost téhoZ thlu v obloukové mifre, jest, jak znamo

a’-n

180
Stupné na obloukovou miru Ize pievadéti rychle pomoci tabulky pievodu,
které lze uziti také k obracenému pievodu obloukové miry na stupné.

a =

Obr. 27.

Goniometrické rovnice uvedeného tvaru muZeme Fesit graficky na
zikladé geometrické definice goniometrickych funkci, naznadené v obr. 18
az 21 a 23 az 26. Hledany uhel a si myslime v zékladni poloze, takZe po-
¢atetnim ramenem je polopfimka [0] [1]; koncové rameno protne jednot-
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kovou kruznici v bodé M, jehoZ poloha se d4 uréit z dané rovnice jedno-
duchou konstrukef, kterou ve viech ptipadech nyni popiSeme. Pozname-
nejme, Ze po kazdé vyjdou dvé polohy M;, M, bodu M, jimz odpovidaji
dvé hodnoty a,, a; hledaného thlu a. Misto ¢isel a;, a; miiZeme, jak znamo,
za miru uhlu-vziti také &isla a3 + 2kn, ag + 2kz (s libovolnym celym k),
ve stupnich a;° + k - 360°, az° <+ k - 360°.

I. sina =a (obr. 27 pro kladné a, obr. 28 pro zaporné a). Na imaginarn{
ose si uréime bod [ai]; je-li |a] <1, padne tento bod dovniti jednotkové
kruZnice. Rovnobéika s realnou osou protne jednotkovou kruZnici ve
dvou bodech (M;, My v obr. 27, M,’, M's v obr. 28), jeZ uréuji Zadané
uhly. Tyto uhly oznaéime a;, az pro kladné a, o'y, @’ pro ziporné a. Body

Obr. 29. Obr. 30.

M,, M a tudiZ i uhly a4, az jsou navzijem soumérné podle imaginarni osy;
je-li absolutni hodnota |a| &isla a v obou obrazcich 27 a 28 t4Z, jsou oba
obrazce navzijem soumérné podle redlné osy; soumérnym obrazem vihlu a;
je thel a’y, soumérnym obrazem 1hlu a; je thel a’s. Je tedy
ag=n—ay a1 =—a, oz =—ay

takzZe staci uréit a;, coZ se provede pomoci tabulek. M&jme na pf. rovnice
sina =4 0,7528. Podle tabulek je a; ° = 48°50’, tedy az° = 180° — a2° =
==131°10'. V obloukové mife: a; = 0,8523, a; = 2,2893.

Pro a = 0 mame rovnici sina = 0, které vyhovuji uhly =0, az==;
pfimka M; M, v tomto ptipadé splyne s redlnou osou. Pro a = 4- 1 mame
rovnici sina = 4 1; v tomto ptipadé oba body M;, M, splynou v bod [i],
oba body M';, M’ splynou v bod [—i]; jedinym FeSenim rovnice sina = 1
je thel a=1x, jedinym fefenim rovnice sina = —1 je thel a = — ix.
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Je-li |a|>1, lezi bod [ai] vné jednotkové kruZnice a rovnici sina=a
nevyhovuje Zadny thel a.

IL cosa =b (obr. 29 pro kladné b, obr. 30 pro zaporné b, &islo |b]
v obojim pripadé stejné). Na realné ose uréime bod [b]; je-li |b| <C1, padne
tento bod dovniti jednotkové kruZnice. Rovnobézka s imagindrni osou
protne jednotkovou kruZnici v bodech M;, M, (obr. 29) nebo M’y, M’y
(obr. 30), které uréuji dva uhly a, a2 nebo a’y, a’s. Nyni je

o=—a, a1=n—a, az=-—ay;
a; se opét uréi z tabulek. Pro a = 0 mame rovnici cosa = 0; fefenf ay = =,
az=— 4. Rovnici cos a =1 vyhovuje jediny ihel a =0; rovnici cosa=—1

Obr. 31. Obr. 32.

vyhovuje jediny thel a ==. Pro |b| >1 nevyhovuje Zidny thel rovnici
cosa =b.

III. tga=c (obr. 31 pro kladné ¢, obr. 32 pro zéporné c); &islo |c|
v obojim ptipadé stejné. Sestrojime bod [1 4 ci], ktery leZi na te¢né& jed-
notkové kruznice s bodem dotyku [1] ve vzdalenosti |c| od bodu dotyku.
Pfimka [0] [1 + ci] protne jednotkovou kruZnici ve dvou bodech (M, M,
v obr. 31, M’y, M’y v obr. 32), které uréi hledané uhly (a;, az pro ¢ >0,
a'y, @’z pro ¢ < 0), Jest

di=—a, dy=nm—a, a=—a';

a; se uréi z tabulek. Pro ¢ =0 mame rovnici tga =0, kterd ma fefeni a; =0,
@z = 7. Pro Zadné ¢ nevyjde a = 3= 3z nebof hodnoty 4 47 nejsou pro
funkci tangens pfipustné.
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IV. Podobné feSime rovnici cotga = d.
Jiné goniometrické rovnice budeme probirat az ve treti tfidé.

Cvicenl.

Ve cvié. 212 aZ 218 urcdete (na stupné a minuty) takové hodnoty =z,

pro néZ plati 0 < x <2x a jeZ vyhovuji danym rovnicim.

212. a) sinx= «H/—Z—, b) sint=— 1; c) cosz=0,6; d) cost=—1%; e) tgr=1;
f) tgr = —2; g) cotgr=1; h) cotgr = —10.

213. a) sin (x + 30°)=0,4567; b) sin (120° —x)=1; c) cos (x — 52°)=1;
d) cos (150° 4 2)= —0,625; e) tg (x —20°)=1,3785; f) tg (135° +x) =
= — 0,5678; g) cotg (x-+100°)=3,8; h) cotg (12° —x)= — 0,1.

214. a) sin2x=%; b) sin 3x=—1; c) cos2x=3; d) cos4r=0,96; e) tg2r=};
f) tg3x= —5; g) cotg10x=1; h) cotgbxr= — 3,2.

215. a) sinx=sin2x; b) cos3x=cosz; c) tgr=tg10x; d) cotgbxr=cotg2zr.

216. a) sinx = sin (3x 4 20°); b) sin 2z = sin (45° — 3x); ¢) cos3z =
= cos (2¢ + 60°); d) cos (30° — x) = cosx; e) tgbxr = tg (3x — 90°);
f) tg3zx = tg (— 7x); g) cotg(x + 135°)=cotg4dx; h) cotg(100° —5z) =
=cotg3z.

217. a) sinx=cos 35°; b) cosz= —sin 27°; c) tgr=cotg 125°; d) cotgz+}
+tg 54°=0.

218. a) sinz = cos2x; b) cos3x = sin (20°—x); c¢) cosz = sin (45° — x);
d) tg3r=cotgbz; e) cotg2x= — tg7z; f) cotgr=tg (120° 4 3x).

219. Jaké vztahy mezi z a y urcuji rovnice: a) sinx=siny; b) sinx=cosy;
¢) cosx=— cosy; d) cosx=— siny; e) cotgr=cotgy; f) tgr= — tgy;
g) tgr=cotgy; h) cotgx= — tgy.

6. Rovnomérny pohyb po kruZnici.

Z goniometrickych funkeci jsou nejdulezitéjsi funkce sinus a kosinus,
V tomto ¢lanku rozie$ime jednoduchou, ale duleZitou tlohu vyjadrit
podetné rychlost bodu, ktery se pohybuje rovnomérné po kruZnici k.
Stfed kruznice budiZ v pocatku; polomér oznatime r. Jako obvykle ozna-
¢ime ¢as (ve vtefinach) pismenem f a predpokladame, Ze pro {=0 pohyb-
livy bod je vodorovné napravo od poéatku a Ze se otaceni déje v kladném
smyslu. Polopfimka vychazejici z potatku [0] a prochazejici pohyblivym
bodem opiSe thel, jehoZ velikost je pfimo umérn4 dobg&; koeficient umér-
nosti oznadime w, predpokladajice, Ze thly méfime v obloukové mife;
¢islo w se jmenuje uhlovd rychlost pohybu. Pohyblivy bod [X] odpovida
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komplexnimu éislu X, jehoZ absolutni hodnota je rovna r a jehoZz ampli-
tuda (viz konec ¢€lanku 3) je rovna wf, takZe

X = r (coswt + isinwf).

Od okamZiku ¢t ={, do okamziku f =1; opiSe bod [X] oblouk kruZnice k;
kdyby bylo r =1, byla by velikost tohoto oblouku rovna velikosti ihlu
(v obloukové miie), ktery opiSe polopfimka [0][X], t. j. byla by rovna
w (i — t;). Pri libovolném r opiSe bod [X] r-nisobek w (fz — 1), t. j.
ro (z — t;). Podil.

ro (tz——tj) -

— rw

udava velikost rychlosti pohyblivého bodu (t. zv. postupnd rychlost).
Tato velikost je konstantni, ale rychlost sama neni konstantni, nebot
rychlost je wvektor, jehoz smérem N

je okamzity smér pohybu, a tento lv] \\\\ p

smér se stale méni. V obr. 33 je ==_/(x]

vektor rychlosti ten vektor, jehoZ

potatetnim bodem je bod [X] a (2]

jehoZ koncovy bod [ Y] leZi na tedn& ol

kruzZnice k ve vzdalenosti rw od [X]

ve sméru odpovidajicim ot4&eni [r7 -
v kladném smyslu. Umistime ra-

dgji vektor rychlosti tak, aby jeho

podateénim bodem byl podatek [0];

koncovy bod podle élanku 5 v ka-

pitole II bude bod [Z], kde Z = Obr. 33.

=Y —X. B&i tedy pouze o vy-

raz pro komplexni ¢islo Z. Zfejmé& viak je |Z] = rw a amplituda ¢isla Z
je rovna amplitudé ¢isla X zvétSené o =, t. j.

Z =rw [cos (wt + }7) + isin (wt + 4 x)]
neboli podle vzorci (12) ¢lanku 3:

Z = —rw - sinwt 4+ i rw - coswt.

Cviéent,

220. a) Znéte-li uhlovou rychlost @ rovnomérného pohybu po kruZnici, vy-
poététe dobu £, potifebnou k vykonanf jednoho ob&hu. b) Znéate-li dobu
obé&hu £, vypoctéte tthlovou rychlost.
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221.

222,

223.

224.

225.

226.

227.

4

Misto tihlové rychlosli w zaviadime nékdy pii rovnomérném pohybu po
kruZnicit. zv. frekvenci £, t. j. poet ob&hu, které vykon4 pohybujici
se téleso za 1 vtef. Udejte, jak se vypoéte a) frekvence z uhlové rych-
losti, b) uhlovéa rychlost z frekvence.

Motocyklista na kruhové zavodn{ draze, jejiZ délka je pravé 1 km, jede
rovnomérné rychlosti 90 km/hod. Jak velka je jeho uihlova rychlost
(za 1 vtef.)?

Zemé& pii svém ob&hu kolem Slunce kon& pfibliZné rovnomeérny
pohyb kruhovy, pii ¢emZ primérnd vzdalenost Zemé& od Slunce je
149,5. 108 km. Vypocététe postupnou i uhlovou rychlost tohoto po-
hybu (za 1 vtetl.).

Bod na povrchu Zemé& kon4 pii otaceni Zemé kolem osy rovnomérny
pohyb kruhovy. Je-li ¢ zemépisna $ifka tohoto bodu a r polomér Zemé,
vypoctéte postupnou i ihlovou rychlost tohoto pohybu (za 1 vtet.).
Kolo setrva¢nfku o priméru 1 m kona 100 obrétek za 1 min. Vypodtéte
postupnou i tihlovou rychlost, s niZ se pohybuje bod na obvodu kola
(za 1 vtet.).

JestliZe bod konajici rovnomérny pohyb kruhovy kolem poéatku je
v ¢ase {=1 v bod& [3 — 4i], jaky je polomér jeho drihy a jaké4 je tihlo-
va rychlost?

Bod konajici rovnomérny pohyb kruhovy kolem pocéatku nabude po u-
plynuti 1 vtefiny rychlosti vyjadfené vektorem [0] [Z], kde Z=1 — 1.
Urdete polomér drahy a thlovou rychlost, jakoZ i polohu pohybujicfho
se bodu v &ase £



VYSLEDKY CVICENI.

I. Obecnd mocnina a logaritmus.

1. a) 232 = 529; b) 8 = 512; ¢) 5¢ =625; d) 35 =243. — 2. a =0
(a pak také b = 0) nebo a > 0, n liché (a pak také b > 0). — 3. Je-li
a 20, znadi oba vyrazy &islo a; je-li @ < 0 a n sudé, znadi vyraz a) |a|
a vyraz b) nenf definovan; je-li a < 0 a n liché, neni Zadny z vyrazu defi-
novan. — 4. a) Je-li a <0; b) je-li aspoii jedno z éisel a, b rovno nule
nebo jsou-li ob& razna od nuly a téhoZ znameni. — 5. a) Je-li r = 0 sudé,
pro kaZdé a; je-li r < 0 sudé, pro a = 0; je-li r > 0 liché, pro a = 0; je-li
r <0 liché, pro a > 0; b) pro @=0. — 6. I az IV a VI plati, V nema

smysl. — 7. Oznadime-li —g— =z, je a = bx; pak ]”/c_z-= i’/b— ]"/; a f/;=
= ]"/};: ]”/b— — 8. a) 60; b) 210; c) 6; d) 15; e) 210; f) 12‘."— 9. a)3 6; b) 1320;
©) 14,4; 4) 15; ¢) 5,6; 1) 63. —10.2) 5)/5; b) 8]/15; ¢) 2]/2; ) 3)/2; e) 4)/2;
1) 4]/5; g) 514 b) 6)/3; 1) 2)/5; ) 3)/3. —

1L a) 4 D) 135 ©) 24 @) 35 ©) 11 D) 135 @) 1. — 12. 2) 1)2; b) 1)/2;
o) 1)/6; @) 11/10; ) 11/4; 1) 3)/2; @) 8)/5; h) 3)/75. — 13. a) |a| pro kazdé a;
b) a? pro kaZdé a; c) 1: |arpro a =+ 0; d) a pro a = 0; €) a® pro kazdé a;

f)1:aproa > 0;g)|al pro kaZdé a; h) a® pro kaZdé a; i) 1: |af pro a =+ 0;
j) @ pro a = 0. — 14. a) V|£1—| pro ka%dé a; b) 1: V]a] pro a % 0; c) ]/Epro
3 3 3

a = 0; d) |/[a] pro kazdé a; e) J/z® pro kazdé z; 1) 1 : |/2® pro z + 0; g) |/
4 4 3
pro ka%d¢ y; h) V]b[ pro kazdé b; i) 1 : V'ud pro u > 0; j) ]/z—2 pro ka¥dé z. —
3

15. a) a pro @ = 0; b) J/a? pro x = 0; ¢) u pro u=0; d) ab pro a 20,

b2 0; ¢) |a| Pro az > 0 nebo pro a =0, z+ 0; f) 1 pro ab > 0; g) a: b

pro a =0, b > 0; h) |/[t] pro rt > 0. — 16. a) }/3]ab] pro kazdé a a kazdé
f——T"

b; b) Vslb : t_1|_l)ro a =+ 0, b libovolné; c) ]/ﬁ pro be 2 0; d) ]/3 : uv pro

uv > 0; ¢) ]/[ a®: b| pro b = 0, a libovolné; f) ]qH/Sp :r2 pro p = 0, ¢ libo-

R . ) 9
volné, r =+ 0; 8) 'b?l/l ab| pro b =% 0, a libovolné; h) Fny pro zy >0

4 6 6 4 3
nebox:O,y*O.—lla)VE;b)VE;c)]/E;d)Vg;e)Vf—;f)VZ.—lS.
4 6 6_ _
a) /@ pro @ = 0; b) J/a pro a2 0; ¢) J/a pro a = 0; d) V= pro z=0;
4 3 6

e) I/a;b pro ab > 0; f) [/a:bpro ab > 0; g) ]/a:bpro ab > 0. — 19.
a) 2,164;.b) 6,843; ¢) 16,56; d) 52,38; e) 1,073; f) 2,311; g) 4,980; h) 16,07;
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1) 0,7457; j) 0,3461. — 20. a) 1,495; b) 2,659; c) 4,729; d) 8,409; e) 1,468;
1) 2,155; g) 3,162; h) 4,642; i) 6,813; j) 10, —

21. a) 31/_ b) 4V§ c) I ‘Vl;l-)- pro uv > 0; d) ——— + V_2b= pro

3
a>0,b>0 — 22 a) 3]2 + 31/5'; b) 15; ¢) 2; d) ]/2_5’—]/4; e) 4 +
3 3

+ 3)/2 + 2)/3 + 2)/6; ) 5 — }/6 — }/36. — 23.2) a + 2)/ab + bproa 20,
3 3
b20; b) (a+30))a+ @Ba+b))b pro a0, b20; c) J/a® +2)ad +
3 3 3
+]/5"Tpro a=0,b=0; d)a—-—3V;1_2—5+3VEI;’———bpro a20,b=0. —
24.2) (/5 + 216 + V5—216)" =12;b) (J7 + 2)/10 — J1—2V10)" =
=80 d)(Ja+ J@—0r % Ja— V@2 —82)' = 2(a+ b2 — 25. a) 7;
b) 8; ©) 32; d) 9; &) 3 1) §; 8) s b) gy — 26. 2) 31,6%; b) 4,642; c)ssso
d) 3,343; ¢) 1,513; 1) 12,14. — 27. 2) a; b) bf; 9 |uf5; d) [2[2 ez 51§
--28.a)1/a8 b)]/— 91: ]/;?d)1 Vu” e) qu nit: ]/a;5 --29.a)3
b) 8]/§ ) V" d) ]/12 e) 1 .51/_ f) a]/a, g) sz b 1: Vd i) ]/m5
H1:3. 1/1c — 30. a) 2)/2; b) ]/5 ) 71/7 d) 1 e ]/10 1) da; g) Vu;
h) 1:2)/z9) 1:m; j) po —
3 8 4
‘31. i) ]/azbz; b) ]x[3y]/;; c) W-Vb—; d) VZFGVB_, e) ]/H:n]/ﬁ?
1 3
D33 1F - o —32. 15 b 13 o 112 O 66 o 213 1 Ja
4 H 3 12 6 4 3
8 Ju ) 1: Y% ) Jp5p1:Vh —33. 2 3135 b) 1165 0 18; ) |45
3
e) 112/123;‘1) 1; g) 3]/12 : 4)/2; h) ]/(Iifi i) J0.6; i) V5. — 34. a) u?)u;
6 27
b) Via: 0)%; o) % d) Vi e Ym®; 1) Yab; @) Va: b. — 35. Jedi r = ’1,

kde p, gjsoucelaéfslaag>0,all=x jex?=1"=1rP = 1; potom

x—VT 1, — 36. ar-s.as$ = ar. — 37. e-h—;-x,]ea—bx Potom

ar = braf, takZe 2t = a’ : b7, — 38. OPo xPx = 0A : xA, xP, : 2zP=, =
= xA1 2z Al, proto OP., : xP,, = :cP,, : 2:ch,, Cili 1: a* = a*: 2xPyy,

takfe 2zPs; = (a%)? = a2*, — 39. Viz cvié. 38. — 40. Hodnotd z' = kx
= z’ 1

odpovida hodnota y = a* = aF = (ak)z’. —
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3 Lar~d

b 2
41. a) 4; b) 27; ¢) 3; d) a; e) 2%; f) x4; g) 2% h) 1; i) (F) s DYt —
c
42. 33 < 331 < 334 - 321 - 330418 - 3n - 316 - 3312 - 3315
< 332 < 34, — 43. Je to hodnota v&t$i neZ ka¥da mocnina 10k, kde k < VE;
a mensf neZ ka?da mocnina 10%, kde h > V2—, k, h jsou ¢isla racionalnf. —
44.2) 2;b) 3;¢)4;d) —1;e) —2;f) — 3; g) I; h) §; i) g;j)-—%. — 45. 2) 0;
b)1;¢)2;d)3;e) —1;1) —2;8) 1, h) ;1) —35)) —4. —46.2) 0; b) 1;
¢)3;d)—2;e) —4 DL 8) 5 h) —3 1) —4 ) —3. —47.a) 1; b) 2;
5 3 3 5

94 432 ) 10 40 V20 202 1) 316 D 114 — 18.2) 1,0 3; 9 9;
d) 815 e) 1; ) A; ) I/3; h)33]/§; i) 1]/9; j)419l/-3—. - 49. a) 1; b) 5; c) 125;
d) 0,2; e) 0,04; ) 0,008; g) }/5; h) 5}/5; i) /5; j) ﬂ/ﬁ.m—— 50. ) 2; b) 2;
¢) 7; d) 3; e) 10; f) 25; g) 27; h) kazdé z > 1; i) J/10; j) J/2. —

5La) ;b)) 203 d)—1 e —3 Dk hh)Hi) —1i)—3 —
52. a) 1 + log.a; b) 2 4 log.a; c) 3 + log.a; d) log,a —1; e) log,a — 2. —
53. a) 2log.a 4 log;b; b) 3logza + 3log:b; c) log.a 4 llogb; d) Zlog.a +
+ Zlog:b; e) Llog.a — 2log:b; f) 1 + log.a —logb; g) 1 — log.a — 2log,b;
h) 2 —log,a — Llogsb; i) 1 + %log;a + 1log:b; j) log.a + Zlogb —1. —

54. a) ab:c; b) a®3; ¢) a: Vb—, d) '/a]/b_; e) z; 1) az?; g) l/z—: a; h)a®? —1;

i)a® + a—2;j) a + b. — 55. Je-li log,b = z, logya = y, je a® = b, b¥ = a;

odtud a = a%¥, takZe zy = 1. — 56. a) Je-li log,b = x, logyc = y, log.a = z,

jear = b, b = ¢, c* = a, takZe a = a*¥%, xyz = 1. b) Podle cvi¢. 56a) a 55.

— 57. Je-li log,xz = u, logyxr = v, loggpr = z, je a¥ =z, ¥ = z, (ab)* = =.
1

1 1
— — - = 1 1
Potom a = z%, b = x?, takie (z¥.x?)? = z. Odtud (Tl- + -;)z =1,z=

1
= lf: PO 58. log;a —log;b = n, z* = i;', z = (-—Z—)-;'_; ve zvl. pfipadd

z =1,25. — 59. a) 0,4200; b) 0,9227; c) 0,1818; d) 0,6042; €) 0,0137;
f) 0,8865; g) 0,6232; h) 0,5798; i) 0,6990; j) 0,9542. — 60. a) 0,5381;
b) 0,8777; c) 0,9488; d) 0,7406; €) 0,6343; f) 0,3083; g) 0,7823; h) 0,6024;
i) 0,9546; j) 0,0185. —

61. a) 1,3729; b) 2,6599; c) 3,9395; d) 0,2355 —1; e) 0,4771 — 3;
f) 1,6850; g) 2,7249; h) 3,9428; i) 0,7845 — 1; j) 0,8455 — 3. — 62. a) 3,25;
b) 5,63; c) 8,31; d) 9,05; e) 1,067; f) 2,8; g) 1,5; h) 7,6; i) 6; j) 9. —
63. a) 1,292; b) 3,333; c) 4,567; d) 1,1012 nebo 1,1013; e) 3,052; f) 5,058;
g) 3,604; h) 8,308 nebo 8,309; i) 5,004; j) 2,008. — 64. a) 66,4; b) 376;
c) 27 800; d) 0,187; e) 0,01055; f) 59,94; g) 316,2; h) 1042,2 nebo 1042,3;
i) 0,2616 nebo 0,2617; j) 0,002216. — 65. a) 0,4186; b) 0,0723; c) 0,005995;
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d) 0,0005012; e) 0,5624; f) 0,2154. — 66. 0; 0,30; 0,48; 0,60; 0,70; 0,78;
0,85; 0,90; 0,95; 1. — 67. log2 + 351og3 = 17, 16log2 — 8log3 == 1; 0,3011,

0,4771. — 68. logkx — logx = logk. — 69.1log(x + h) —logz = log (1 + -g—) .

— 70. logz = a, log(x +n) =a+m, t. j. =109, x 4 n = 10a+m;
odtud n = 102+m — 102 = z(10m — 1), —

71. a) 4,594; b) 9997; c) 0,4751; d) 1,559; e) 0,3653. — 72. a) 11,68;
b) 0,6771; c) 0,04439; d) 0,2582; e) 134,4. — 73. a) 10,562; b) 115 500;
¢) 1,171; d) 0,3229; €) 0,00999. — 74. a) 2,375; b) 2,340; c) 21,37; d) 0,4843;
e) 1,585; f) 0,4642. — 75. a) 0,8489; b) 2,409; c) 29,98; d) 1,547; e) 0,783.

— 76. 2) 2,555 1088 < (777 < 2,584 . 1081; b) 10695000 < 7(z") 10697000,

t. j. 77 je &slo majicf 695 000 a% 697 000 &slic. — 77. a) 0,217; b) 0,5854;
¢) 1,786; d) 1,962. — 78. 18,06 dm2. — 79. a) 196 cm; b) 543,2 dm?. —

80. 2) 1 : 4% = 0,07958 m?; b) 2}z = 3,545 m. —

81. 1: ]/216 = 0,06804. — 82. r=0,4301 dm, v =1,7204 dm. —
83. a) 5,10 . 108 km?; b) 1,083 . 1012 km3. — 84. a) 0,07468; b) 0,02041. —
85. a) 200 : n]/Z_S_ﬁ 36,8; b) 200 : & = 63,7. — 86. a) 0,6203 m; b) 0,2821 m.
— 87. 20,72 cm. — 88. 20,64 cm. — 89. a) 10 052 cm?; b) 75,7 cm. —
90. 3,3183; pfi prvém zpisobu hledame tiikrat v tabulce a jedhou séitame,
pfi druhém zplsobu hledame pouze dvakrat v tabulce a jednou séitame
(nepoéitame-li pfi¢itani jednicky); kazdé hledani v tabulce ma za nasledek
ztratu pfesnosti. —

II. Komplexni &fsla.

91. Jde o ¢éislo A =[a), @], kde a) @ =0, b) aq =0, a0,
¢) a = 0. — 92. a) KaZdé realné &islo; b) neexistuje; c) neexistuje. —
93. a) KaZdé ryze imaginarni &islo; b) neexistuje; c) kaZdé ryze imagi-
nérni ¢islo. — 94. a) KaZdé imaginarni ¢&islo; b) neexistuje; ¢) ai = 0. —
95. a) [a, — gq]; b) [— a;, a]; ¢) [— &, — @]. —97.2) g = 0; b) @, = 0;
c)a = a, = 0. — 98. a) aq; = a,; b) q; = — a,; obraz &fsla leZi na prim-
kach, které puali Ghly seviené realnou a imaginarni osou. — 99. [0, 0],
[1, o}, [1, 1], [0, 1] nebo [0, O], [1, O], [1, — 1], [0, — 1] nebo [0, 0], [— 1, O],
[—1, 1], [0, 1] nebo [0, 0], [—1, 0], [—1,—1], [0,—1]. — 100. a) [1, 0],

3,113, [——2,21/31, 1,0, —3—3/3, B—318: b [0,1],
—1V/3, 31, —3)/3, — 11, [0, — 1], [3}/3, —11,[11/‘,21—-—
101 [—a,, a)), [—a, —a), [@, —a]. — 102. Jsou soumérnd

poloZené vzhledem k p¥imkam, které puli hly seviené obéma osami. —
103. a) [5,4]; b) [10, 5]; ¢) [2,1]; d) [—1,0]; e) [—6,—4]; 1) [3, —2];
8) [2,—1]; h) [4,3]; i) [—1,1]; j) [0,1]. — 104. a) 3 + 5i; b) 2 +i;
¢) —1—i; d) —2i; e) —3—4i; f) 1 —i; g) —1—3i; h) 2—2i;



i) 5+ 2i; j) 1 + 2i. — 105. a) Soudet &isel a; + a,i, b; + b,i je redlny,
kdyZ b, = — ay; b) rozdil je redlny, kdyZ b, = a,. — 106. a) Soudet ¢&isel
a; + ai, by + b,i je ryze imagindrni, kdyZ b = —a,, ale b, + — ay;
b) rozdil je ryze imaginérni, kdyZ b; = a;, ale a, + b,. — 107. a) Soudet
disel a; + ayi, b; 4 b,i je imaginarni, kdyZ b, & — a,; b) rozdil je imagi-
narnf, kdyZ b, + a,. — 108. a) [3, 9]; b) [6, 3]; ¢) [7, 4]; d) [0, 6]; e) [— 3, — 4];
f) [10, 0]; g) [20, 0]; h) [0, — 13]; i) [—10, O]; j) [— 1, 5]. — 109. a) 8 -+ 6i;
b) — 5 + 3i; ¢) — 7 + 22i; d) 7 — 4i; e) 25i; f) 30; g) — 2; h) 2i; i) — 5 —
—12i;§) 3 4 4i. —110.2) —1; b) —i;c) 1; d) i; e) —1;f) —i; g) 1. —

111. a) 6i; b) — 10i; ¢) — 130; d) — 10; e) — 2 4 2i; ) 8; g) — 4;
h) — 8i. — 112. Jsou-li ob& redlni nebo obé& ryze imaginarni nebo aspoii
jedno rovno nule nebo obé& neryze imaginarnf a pomér realné a imaginarn{
¢asti je co do absolutnf hodnoty tyZ, ale opa¢ného znameni. — 113. Je-li
jedno realné a rtizné od nuly a druhé ryze imaginarnf nebo jsou-li obg
neryze imaginarni a jsou-li poméry redlné a imaginarn{ ¢4asti kaZdého ¢&isla
navzijem pievracené. — 114. Je-li jedno reilné a ruzné od nuly a druhé
imaginarni nebo jsou-li ob& imagindrni a nejvyse jedno ryze imaginarni,
pii ¢emZ pomér realné a imaginarni ¢asti obou éisel se bud lisi absolutni
hodnotou nebo je tyZ (co do absolutni hodnoty i co do znamenf). —
115. a) 5 —2i; b) 4 + 3i; ¢) —2 —i; d) — 3 4+ i; e) 8; f) —i; g) 5i. —
116. 2) (a; + by) — (@ + bp)i = (&, — i) + (b — byi); b) (@b, — azb,) —
— (ayby + azb))i = (ay — a,i) (b — 21) — 117. Body [A], [ A] jsou sou-
mérné podle podatku, body [4], [A] podle reilné osy, body [A], [— A]
podle imaginarnf osy; A —B = A + (—B).—118. a) A; b) A + B. —
119. 14. — 120. Je-li |A]| =0, je také |A|2 = AA =0. To Ize splnit,
kdyZ bud A =0 nebo A =0 a pak téZ A =0. — .

121. KruZnice se stfedem v pocéatku a s polomérem rovnym dané
absolutni hodnoté. — 122. Nula a kladna (realn4) éisla, nebot z rovnosti
|A] = ay + api plyne nejprve a, = 0 a pak |a)| = @;. To lze splnit, kdyZ
bud a; = 0 nebofa; > 0. — 123. (a0, — azh,)? + (a0, + ahy)? = (a + &%) .

+ (b2 + by®). — 124. Z rovnic a;b; — ayb, = 0, a;b, + a,b; = 0 po vylouceni
¢isla a, plyne a;(b2 + b,%) = 0. To lze splnit, kdyZ bud a; = 0 (a pak bud
b, = by = 0 nebo a, = 0) nebo b,2 + by? = 0. — 125. a) 6——-81, b)% 8i;
c)% + 3i; d) —i; e)lkf)g i 8) 8 — 41, h) — 12 + i i) 45— i i) i
— 126 a) 1; b) 0:%) 2i; d) 0. — 127. a) Je-li delenec roven nule nebo
jsou-li obé& éisla redlni a délitel rizny od nuly nebo jsou-li obé& ryze ima-
ginarni nebo jsou-li ob& neryze imaginarni a je-li pomér reilné a imagi-
narni &¢4sti u obou &isel tyZ. b) Je-li jedno z obou ¢isel realné a riizné od
nuly a druhé ryze imaginarni nebo jsou-li ob& neryze imaginarnf a jsou-li
pomé&ry redlné a imaginarni ¢asti navzajem prevricené a opaénych znameni.
c) Je-li jedno z €isel redlné a ruzné od nuly a druhé imaginarni nebo
jsou-li ob¢ imaginarni, pfi ¢emZ nejvyse jedno ryze imaginarni, a je-li
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pomér redlné a imaginarnf &isti u obou éfsel rizny. — 128, 1a —1. —
129.a)0a1;b)0,1a— 1. —130.i, — 1, —i, 1;in = in—4. 4,

131.a) Jeli1: A = X &li AX =1, je také AX =1 &li X =1: Z

b) Jelli A: B =X ¢&li A = BX, je také A=BX &li X=A:B.
132. [A|* = 44 = |A|t. — 133. a) Jeli |A| = 1. b) Z rovnice a, — a,i
= i(a; + ayi) plyne a; = — a,. c) Z rovnice a, — a,i = —1i (a; + a,i) plyne

= a,. — 134. a2 + a,® je rovno druhé mocniné raciondlnfho ¢&isla. —
135. a) 3)/2 + 3i)/2, — 22— 1i)/2; b) 5 —4i, —5 + 4i; ©) )2 + 3i)/2,
—ia—3z o Jdz+o +ildz—n, —1dz+n—

—Via—1); € 2 +1)3, —2—i)3; ) 2 +i/5, —2—i}/5. — 136.
)9 + 7i;b)—4 + 0 V2 + ;) V2 +i)3 9i)3(2 + 1) —)12—1).
— 137. a) 1+5]/3, 1 111/§ b) 1414, 1—i; ¢) —1 4 3, —1—3i;
d) ]/2 1]/3 ]/2—-11/3 e) 2i, —i;f) 2—i, 1 +1i; g) 1 —2i, —4 +21,
h)1 +2l,——-3 +1 —138. R R + S=—B:A,RS=C: A,protoR + 8=
=—B: RS—C A AY2+BY+C—O——139 b’-—4ac<0]e
mozné, jen kdyZ ac > 0. — 140. Je-li aR? 4+ bR + ¢ = 0, je také aR? +
+bR+c=aR* + bR + ¢ =0.—

141. Musi platit 52— 4ac = —n?, kde n je pfirozené ¢&islo, ¢&ili
b2 4+ n® = 4ac. Kdyby bylo b liché, t. j. kdyby bylo b = 2k + 1, bylo by
n také liché, t. j. n = 2h 4- 1, nebof prava strana je suda. Ale b2 4 n? =
= 4(k* + k + h? 4+ h) 4+ 2 neni délitelné &tyimi. — 143. 5 + 2i. — 144.
a)1—4i; b) —1 + 4i. — 145. A + B, B— A, A — B. — 146. Bud body
[0], [A], [B] leZi v pfimce nebo tvoii trojihelnik. V prvém piipadé jde
o séitdni tsedek a v druhém piipadé o nerovnosti mezi délkami stran
trojihelnika. — 147. a) Vektor opaény; b) vektor symetricky podle realné
osy; c) vektor symetricky podle imaginarni osy. — 148. a) § — §i; b) 4;
¢)0.—149.C = 2B— A,D = 3B—2A,E = 4B— 3A.—150. (A +B);
thlop¥i¢ky rovnobéZnika se navzajem pili.

151. (A + B + C); v $estitihelnfku, jehoZ ka%dé dvé& proté&jsf strany
jsou navzajem rovnobéZné, use¢ky spojujicf protilehlé vrcholy, jakoZ i useé-
ky omezené stfedy protilehlych stran se protinajf v jednom bodé& a navzijem
se pill. — 152. 3[(A + B) + }(C + D)l = 3[4 + C) + } (B + D)] =

i3(A + D) + (B + C). — 153. a) (Ah + Bl)*(h + k); b) (Ah—
-—BIc) (h—k). — 154. }(A + B + C); t&%nice trojuhelnfka se protfnajf
v jednom bodé&, ktery déli kaZdou t&Znici v poméru 2 : 1,

III. Goniometrie.

156. Rovnice X’ = SX pfifazuje bodu [X] bod [X'] a znadi otAdenf
kolem poéatku o thel a; rovnice X = TX', kde T je op&t komplexn{



jednotka, pfifazuje bodu [X'] bod [X] a znadf tedy otodenf kolem podéatku
o tyZ uhel a v opa¢ném smyslu. Odtud X’ = STX' pro kaZdé X', takZe
ST =1, T = S.— 157.2) }}2 + 3i}/2, 1}/2 — 3i}/2; b) 33 + 1i, 1}/3 — 1i;
¢) 3 + 3i)3, 3 —1i}3. — 158. Tretf vrchol je [AS], kde 5 =} + }i}/3
nebo S = 1 —1i}3. — 159. Ctverec o stfedu v poéatku. — 160. Ota&enf
o thel 7, t. j. soumérnost podle poéatku., —

161. a) A + (B— A)S; b) B + (A — B)S. — 162. A + (B — A)i,
B + (B—A)i nebo A —(B— A)i, B—(B— A)i nebo }(A + B) +
+ (B — A)i, 1(A 4 B) — 3(B — A)i. — 163. Tvofti vrcholy pravidelného
osmitihelnfka se stfedem v podatku. — 164. Jsou vrcholy lomené ¢ary,
literd vznikne, nanasfme-li na kruZnici se stfedem v po¢atku a s polomérem
od bodu [1] t&tivu délky |S — 1|. Je-li S» = 1 vznikne pravidelny n-thel-
ik. — 165. Pro kaZdé f je f = 2knw + a, kde k je celé a 0 <a < 2x
{(délenf ¢isla B &islem 27). — 166. a) ; b) 0; ¢) &; d) 0; e) ix; 1) 4m; @) Ix;
D) Y i) Im; j) 4. — 167. a) 0; b) 3x; c) in; d) Im; e) 3m; 1) 75 8) 33
§) In; 1) §37; §) Hov. — 168, a) ;5 b) 7w; ¢) im; d) 47; e) &m; 1) 7; @) Yow;
D) $n. — 169. a) iz, §m; b) §n, Y7; c) 0, £z, 47m; d) 4w, Wa, ¥a; e) im,
I, 3, 3m, 337 1) & Y, 1in, 3w 8) O, 4w, 3w, $m, 4, 7, §m, I,
%, 37 h) im, 37 1) 4m, Sm, Yw; §) &, iim, 8w, En, G, v — 170,
=@ +2n)ink=0123...,n—1 —

171. a) iz, i7; 37, §7; b) O, 4m; 2w, &7 4m, 34m; $m, Hw; &n, Fms
dn, im; §m, s @, @ g s g §me — 1720 Yl + ), 0=k =10
1¢ nebo 12(k — zi;w), 1 _ékéll_celé. — 173. a) %Vé-, —1; b) 312,
12 o 3 —113 & —3, —113; & — 312, — 32 n —31B, —§;
)—1,0; ) —3/3, 1 1) —1)/2, 112 ) — 3, /3. — 174 a) 2Un < a <
2k + 1)m; b) W4k — 1)z < a =< }(4k + )=, k celé. — 175. a) }(8k —
Iy <a <18k +5)m; b) 1B8k—3)w <a<i@k+ 1) ¢ a=
1(8k + 1)m nebo a = 1(8k + 5)m; d) 18k —1)m < a < X8k + 3)m;
18k + 3)w < a <8k + T)m; 1) a = 3(8k — 1)x nebo-a = 1(8k + )z,
celé. — 176. a) 33 +3i; b) 32 + 312 o i; d) —3)2 + 33

W3 +30—19)—32—4l2m—3—4)3)—1 D —1Vs.
177. 2) — 36 — J2) + 1(I/6 + V2)i; b) — 3(J/6 + 2) — (V6 — V2)i;
)36 —12) —30/6 + V2)is @) 10/6 + 12) — 316 — 123k &) — (/6 —
V2) —10/6 + 12 ) —3(/6 + 12) + 36— 125 &) 3 6—12) +
K6 + V2)i. — 178. a) sin’a; b) 2; c) 2:cosa, @+ }(2k— 1)m;
) 2 :sing, a * kn; e) 2 :sina, a * kn; £) —1, a + f =+ kx, a — f =+ kn,
celé. — 179. b) a = k=n; c) a * }(2k — 1)z, k celé. — 180. 1: (cos B +
isinf) = cos(— B) + isin (— f). —

18l.a—pB =a + (—p). —182.2) a = (45° + @) —45°; b) a = (a —
45°) 4 45°. — 185. Ze vztahu cosa = cos?la — sin®}a = 2cos*ia —
1 =1 —2sin?}a. —186.2) 1 + sina = 1 — cos(90° + a), b) 1 —sina =
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= 1 — cos(90° — a); dale podle cvié. 185b. — 187. Do vzorci pro sin(p -+ y),
sin(p — ), resp. cos(g + y), cos(p — ) dosadte ¢ +p =a, p—p = f.
— 188. a) /2sin5° b) 2 cos15°% c) J/2 sin15°; d) —}/2. — 190. Poloptimka
prochézejfcf pocatkem, —

191. 4 [0] [1] [A] ~ A [0] [B] [AB] nebo 4 [0] [1] [B] ~ 4 [0] [A] [AB].
— 192. A[0] [1] [A] ~ 4 [0][1 : A] [1] nebo je-li A [0] [M][X] trojthelnik
pravouhly s pravym thlem pfi [M] a s odvésnou [O][M] =1 a [Y] Ppata
jeho vysky, je pro |A|#=1bud X =A, Y=1:Anebo Y=42a X =
=1:A. — 193. a) 1, 0°; b) 1'2, 180°; ¢) 1, 90°; d) 2, 270°; e) 1, 60°;
1) |2, 315°% g) 2, 150°% h) |/6 + }/2, 195°. — 194. a) 4096(1 + i); b) 512 (1 +
1]/—), ¢) 512(1 -—1]/-) — 195. a) 2|cos }al, 1a pro a <=, }a + 7 pro
a > m; b) 2|sin(Ax + 1a)|, la—ix pro a <3n, %a + 3n pro a > §n. —
196. a) 2|cos (a — B), ¥(a + B, pokud |a—-—ﬂ| =u, (a + P + =, pokud
la— B| > =; b)2]sm $(@a—p)l, I(a + B + =), pokud & 2 B, {(a + f—n),
pokud a < f. — 197. a) — V3, —3I3; b) —1, —1; ©) -—1]/3 —3
d) 113, J3; ©) 1, 1; ) |3, 3)/3; g) neexistuje, 0; h) — 3, —1/3; i) —1,
—1;i)—1)3, —]/——198.a)knéa <(k +}m b)kn <a < (k+
k celé. — 199. a) I(k—m <a <iknm; b) Ykn <a <i(k+ Y7 o
a=}k—Yn; d) kx <a <(k + })7; ¢) (k—Hn < a < kz; 1) nikdy
(k celé). — 200. tg(a + m) = tga, cotg(a + @) = cotga. —

201. a) 2tga, a* }(2k— 1)m; b) }sin 2q, a *F }(2k —1)7; c) tga
o+ lkm, a* (§ + k)n; d) —cotga, a=+ Ykm, a+ (} + k)w; e) cosq
a+® 32k —1)m, a* G + Kzn; f) cotga, a=+iknw (k celé). — 202
a) a¥ tkn; b) asFikn, fH+ikn; a+ ¥ kn; c) aF iRk—1m
d) a =+ lkn, a=* 34k + 1) (k celé). — 203. Upravou vztahu (tga—
—cotga)? 20, a* ikm; rovnost platf pro a = 12k — )m, k celé.
204. a) cos 2a + isin 2a, a * }(2k — 1)x; b) — cos 2a + isin 2a, a =+ k=,
¢) —itga, a = lkn, k celé. — 205. a) a + 1(2k — 1)7; b) a + 1Bk — )7
¢) a=+ 1(2k— I)n, a¥+ @+ kx; d) as Im, a*+ @G+ kn, k celé — 206
a) a ¥+ (2k—-—1)n,ﬂ=i= 1(2k——1)n,ﬂ=l=a + 1(21«:——1)7:, b) a * kn, B+ kn,
B+ a + kn, k celé. — 207, tg 3a = (tg 2a + tga) : (1 — tg 2a tga), prot
tg 2a + tga = tg 3a(l —tg 2a tga), cot dosadime do levé strany; a#
+ 12k — )7, a #+ }(2k — 1)z. — 208. a) Rozifte vyrazem cos la, resp
sin 1a; a # (2k — 1)z, resp. o ¥ km; b) plyne z ptedchoztho, a #+ (2k — 1)«
¢) a ¥ 2km, k celé. —

211. Viz 207. — 212. a) 45°, 135°; b) 199°28/,340°32’; ¢) 53°8’, 306°52'; d
131°25', 228°35; ) 45°, 225°; f) 116°34', 296°34'; g) 76°5’, 256°5'; h) 174°18'
354°18’.—213. a) 122°49’,357°11’; b) 105°39’, 314°21’; ¢) 52°; d) 68°41’,351°19'
e) 74°2', 354°2'; 1) 15°25', 195°25’; g) 94°45’, 274°45"; h) 96°17’, 276°17".
214. a) 15°, 75°, 195°, 225° b) 90°, 210°, 330°; c) 42"37' 137°23, 222°37
317°23'; d) 4°4', 85°56’, 94°4’, 175°56’, 184°4’, 265°56', 274°4’, 355°56'
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e) 9°13', 99°13’, 189°13’, 279°13’; f) 33°46’, 93°46’, 153°46', 213°46’, 273°46’,
333°46’; g) 4°30°, 22°30°, 40°30’, 58°30’, 76°30’, 94°30’, 112°30’, 130°30’,
148°30’, 166°30’, 184°30’, 202°30’, 220°30’, 238°30’, 256°30’, 274°30’, 292°30’,
310°30’, 328°30’, 346°30’; h) 27°6’, 57°6’, 87°6', 117°6’, 147°6’, 177°6’, 207°6',
237°6', 267°6, 297°6', 327°6’, 357°6’. — 215. a) 0°, 60°, 180°, 300°; b) 0°,
90°, 180°, 270°; c) 0°, 20°, 40°, 60°, 80°, 100°, 120°, 140°, 160°, 180°, 200°,
220°, 240°, 260°, 280°, 300°, 320°, 340°; d) 60°, 120°, 240°, 300°. — 216.
a) 40°, 130°, 170°, 220°, 310°, 350°; b) 9°, 81°, 153°, 225°, 297°; c) 60°, 132°,
204°, 276°, 348°; d) 15°,.195°; e) 45°, 135°, 225°, 315°; f) 0°, 18°, 36°, 54°,
72°, 108°, 126°, 144°, 162°, 180°, 198°, 216°, 234°, 252°, 288°, 306°, 324°,
342°; g) 105°, 165°, h) 12°30’, 35°, 57°30’, 80°, 102°30’, 125°, 147°30’, 170°,
192°30’, 215°, 237°30’, 260°, 282°30’, 305°, 327°30', 350°. — 217. a) 55°,
125° b) 117°, 243°; c) 145°, 325°; d) 144°, 324°. — 218. a) 30°, 150°, 270°;
b) 35°, 72°30’, 162°30’, 215°, 252°30’, 342°30'; c¢) 157°30’, 337°30’; d) 11°15’,
33°45’, 56°15', 78°45’, 101°15’, 123°45’, 146°15’, 168°45’, 191°15', 213°45’,
236°15', 258°45’, 281°15’, 303°45’, 326°15’, 348°45’'; e) 18°, 54°, 126°, 162°,
198°, 234°, 306°, 342°; f) 37°30’, 82°30’, 127°30’, 172°30°, 217°30’, 262°30’,
307°30°, 352°30". — 219. a) x—y = 2kx nebo x + y = 2k + )x;
b) x +y =34k + 1)z nebo x—y =14k + m; ¢) z +y = 2k + 1)z
nebor —y = (2k 4+ 1)n;d)x —y = }(4k + 1)mwnebox + y = }(4k + 3)m;
e) x—y=kn; 1) x+y=kn; g *+y=132k +1)n; h) z—y =
= 32k + 1)7, k celé. — 220. a) {, = 27 : w; b) w = 27w : . —

221. a) f = o : 27; b) w = 2nf. — 222. .. — 223. Postupna rychlost
29,8 km/vt, GhlovA rychlost 0,041 dhlovych vtefin za éasovou vtefinu,
t. j. @ == 0,000000199. — 224. Postupna rychlost 0,463 - cosp km/vt, Gthlova
rychlost 15 thlovych vtefin za &asovou vtefinu, t. j. w == 0,0000727, —
225. ¢=5,24 m/vt, w =10,47. — 226. r =5, = 2kn — 0,927, kde
k znadi, kolikaty ob&h kona bod v &ase t =1. — 227. 0 = (2k — )=,
r= ]/5: (2k — ), kde k znadf, kolikadty ob&h koni bod v dase t =1,
X = r (coswl 4 i sinwl).

83






GEOMETRIE



Rozvrh udiva.

ZATi:

Incidence bodu, piimek a rovin.
Vzajemna poloha pfimek a rovin,
RovnobéZnost pfimek a rovin.

Rijen:

Poloprostor.
Uhel dvou pfimek a rovin.
Piimka kolm4a k roviné.
Roviny k sob& kolmé, Uhel primky s rovinou.

Listopad:

Konvexn{ utvary. Klin, trojhran.
Soumeérnost podle roviny. Shodnost v prostoru.
Rovnobéziné posunuti, soumérnost podle osy a stiedu.

Prosinec:

Hranolova plocha, hranolovy prostor, hranol.
Jehlanova plocha, jehlanovy prostor, jehlan.

Leden:

Valcov4 a kuZelova plocha. Kruhovy valec a kuZel.
Kulova plocha a koule,

Unor:

Zakladni vlastnbsti obsahu.
Obsah mnohothelnika.
Obsah jinych obrazcu.

Bfiezen:

Obsah a podobnost.
Obsah kruhu.
Délka oblouku kruZnice.

Duben:

Zakladni vlastnosti objemu.
Objem hranolu a vilce.
Cavalieriav princip.

Kvéten:

Objem jehlanu a kuzele.
Objem a povrch koule a jejich ¢éasti.

Cerven:

Shrnuti a opakovani.
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1. Zaklady stereometrie.

1. Incidence bodu, pfimek a rovin.

Ve ctvrté tifdé stiedni $koly jste se seznamili se zdklady prostorové
geometrie (stereometrie); probereme si je nyni znovu v jiném uspotradani
a doplnime je novymi poznatky. Budeme pfi tom vychazet z jistych
zékladnich poucek, které nedokazujeme a jejichZ spravnost si ovéfujeme
nazorem; takovym poutkam fikdme axiomy. Dal3i poutky budeme z nich
odvozovat usuzovanim za pomoci zndmych vét z planimetrie. Pfi vSech
vysledcich i dvahach si vSak budeme stale uvédomovat jejich nazorny
vyznam.

Zakladn{ tvary planimetrie jsou bod a p#imka; o roviné se tu ne-
hovofi, nebot je jedind a v ni viecky utvary leZi. Ve stereometrii pfistupuje
rovina jako daldi zakladnf Gtvar. Prvnim na$im tkolem tedy bude defi-
novat rovinu. To uéinime tak, Ze vyslovime nékolik axiomu, které vy-
jadiujf vztahy mezi body, pfimkami a rovinami. Pfitom rovinou i pfimkou
rozumime soubory bodil, podobné& jako tomu bylo v planimetrii s pfimkou.
Nejdilezitéjsi z téchto axiomi jsou nésledujici tii:

Al. LeZi-li dva rizné body na ptimce p i v roviné p,
pak pfimka p (t. j. vSecky jeji body) lezi v roviné p.

A2, Budiz dina piimka p a bod A leZici mimo ni. Pak
existuje jedina rovina, kterd obsahuje pifimku p i bod A.

A3. Obsahuji-li dvé rizné roviny p, o tyz bod A, pak ob-
sahuji celou pfimku.

Uvédomte si nidzorny vyznam axiomu Al, A2, A3. Vimnéte si, Ze
v axiomech se stile opakuji vyroky: bod nebo pfimka lezi v roviné, bod
lezf na p¥imce, rovina obsahuje bod nebo pfimku, pfimka obsahuje bod;
nékdy také fikdme, Ze rovina nebo pfimka prochazi bodem a pod. Viecky
takové vyroky se daji nahradit jedinym oznadenim — incidovati. Tak na pf.
misto vyrokia: bod A leZi v roviné p, rovina g obsahuje bod A, rovina g
prochazi bodem A, fikame stru¢né: bod A a rovina g inciduji; a podobné
v ostatnich pfipadech. Axiomy A1, A2, A3 jsou tedy axiomy o incidenci.
Jiny axiom o incidenci je vim znam z planimetrie:
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A4. Dvéma riznymi body prochézi jedin4 pfimka.
Tohoto axiomu budeme uZivat i ve stereometrii.

Geometrické vlastnosti, které se netykaji jinych vztahil neZ inci-
dence, se jmenuji vlastnosti incidence. N&které véty o incidenci vyslovu-
jeme n&kdy jinym zpisobem jako véty o uréenosti. Tak na pf. axiom A4
vyslovujeme takto Dvéma ruznymi body je uréena jedina piimka. To
znamena: existuje jedina pfimka, ktera s obéma body inciduje. Podobné
axiom A2 vyslovujeme takto: Pf¥imkou a bodem, které nejsou incidentni,
je uréena jedina rovina. Rovina je jednoznaéné uréena i jinymi zpusoby;
plati totiz znamé poudky:

V1. Ttemi body, které neleZi v pfimce, je uréena jedini
rovina.

V2. Dvéma (riznymi) pfimkami, které maji spoledny
jediny bod, je uréena jedin4 rovina.

Poudky V1 a V2 si dokaZzete snadno sami: v prvnim pfipadé spojite
dva z danych bodu piimkou, v druhém zvolite na jedné z danych piimek
bod rozdilny od pruseéiku obou pitimek; tim pievedete pouéky V1, V2 na
axiom A2.

I z axiomu A3 lze odvoditi v&tu o urenosti:

V3. Dvéma ruznymi rovinami se spoleénym bodem je
uréena jedina primka.

Nebof podle A3 takova piimka existuje; podle A2 nemaji obé& roviny
mimo tuto pfimku z4dny dalsf spoleény bod, je tedy tato ptimka jedina.

Pfi vykladu a feSeni uloh, hlavné dukazovych a konstruktivnich,
potfebujeme ¢asto nizorné zobrazit situaci v prostoru. To se tyka hlavné
uloh o télesech, které budeme feit soustavné v dalSich odstavcich.
K tomu udelu pouZivame zpusobu zobrazeni, ktery je vAm znam uz ze
stiedni $koly a ktery se nazyvi volné rovnobéZné promiténi. Pfi sestro-
jovani obrazcii, které znézoriujf Gtvary v prostoru, zachovavame ty*
zasady:

1. Rovinné obrazce, jejichZ roviny jsou rovnob&zné s nasi nikresnou,
zobrazujeme ve skutedném tvaru i velikosti.

2. Rovnobézné piimky (useky) zobrazujeme rovnobézkami.

3. Stejné dlouhé usedky zobrazujeme stejné dlouhymi use¢kami.

4. Body na piimce zobrazujeme tak, Ze se délici pomér zachovava.
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Uhly a usetky, které nelezi v rovinach rovnob&inych s nikresnou,
svou velikost zpravidla nezachovavaji.

Pfi feSeni v8ech cviceni kreslete naértky timto zpusobem.

Pifklad. (Obr. 1.) Jsou dany ¢tyti body A, B, C, D, které neleZi
v jedné reving; spojnice téchto bodi jsou hrany étyrsténu ABCD. Tohoto
¢tyrsténu budeme uZivat jako pomicky k zobrazeni nékterych konstrukei;
misto ¢tyrsténu muaZeme uzit také jiného
jednoduchého télesa.

Zobrazte pruseénici r rovin &= BCD
a p=CMN. V roviné p sestrojte rovno-
b&znik CMLH, jehoz strana HL|| CM pro-
chazi danym bodem N. Dané body M, N
zvolte po fadé uvnitf hran AB, AD.

Regeni. Jednim bodem hledané priseé-
nice r je bod C; druhy bod E prise¢nice r
je pruseéik primek BD a MN, pokud
oviem nejsou tyto pfimky navzajem rovno-
béziné. Dalsf konstrukce plyne z obrazku. Obr. 1.

Cvictenl.

Kolik pi¥fmek je uréeno n body A,, Ag ..., A,, z nichZz %24dné tfi ne-

leZi v jedné pfimce?

V roviné ¢ je dan rtiznob&Znik ABCD, jeho% thlopF&ky se protinaji

v bod& P. Mimo rovinu g je d4an bod E; na pifmce EP jsou dany dalsf

body F, G tak, Ze leZi v pofrddku EFGP. Které trojice vybrané z bodi

A, B, C, D, E, F, G uréuji roviny a které z téchto rovin splyvajf?

3. Je dano n riznych piimek, z nich% kazdé dvé se spolu protinajf. Do-
kaite, Ze tyto piimky bud viechny prochéizeji jednim bodem, nebo
viechny leZf v jedné roviné.

4. Ve dvou rtznych rovinach g, o’ leZi trojuhelniky ABC, A’B'C’, pti

¢emz A= A', BE=B', C5=C"*)

P¥imky AA’, BB', CC' prochazeji urditym bodem V. Pi¥imky AB,

A’B’ se protinajf v bod& C,, ptimky ,BC, B’C’ v bod& A, a pifmky CA,

C’A’ v bodé B,. DokaZte, Ze body Ay, By, CqleZi v jedné pifmce.

1

2

2. Vzijemna poloha piimek a rovin.

Dalsi skupinou uloh o incidenci je vy$etteni vzajemné polohy pifmek
a rovin.

*) Symbol A == A’ znadi, Ze A, A’ jsou dva rizné body.
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a) Dvé roviny bud splyvaji nebo jsou riazné. Dv€ rizné roviny bud
nemajf spole¢ny bod, anebo maji podle A3 spoleénou pfimku. Mimo tuto
piimku uz nemaji spoletny bod; jinak by totiz podle A2 splynuly.
V tomto poslednim ptipadé se roviny nazyvajf ruznobéiné, spoleina
primka je jejich priiseénici. Dvé& roviny splyvajici nebo dvé roviny bez
spole¢nych bodi se jmenuji rovnobézné.

V predchozi uvaze jsou nisudkem stanoveny moZnosti vzajemné
polohy dvou rovin a na zakladé toho jsou vysloveny definice rovno-
b&znych a rtznobézinych rovin. Aby tyto definice mély smysl, je tieba

ukazat, Ze prislu$né pripady skute¢né na-
q stanou, t. j., Ze na pr. existuji dv& roviny
bez spoleénych bodt. Z nazoru se to zd4 byt

8 zfejmé, je ovSem tieba provést dikaz usud-

kem. Tak je tomu i pfi jinych definicich.

Al/ 5 Nebudeme se zpravidla pii vykladech za-

/ byvat témito dikazy existence; nékteré

¢ 4 ' z nich si provedete snadno sami ve cvi-
cenich.

Obr. 2. b) Pfimka a rovina. NeleZi-li pfimka

v roviné, m4 s ni podle axiomu Al nejvyse
jeden spoleény bod (t. j. bud jeden nebo Zadny). Maji-li pfimka a ro-
vina spoleny jediny bod, nazyvaji se riznobézné, spoleény bod je jejich
pruseéik. V ostatnich ptipadech, t. j. lezi-li piimka v roviné, nebo ne-
maji-li rovina a pifimka spole¢ny bod, fikame, Ze jsou rovnobézné.

¢) Dvé pfimky. Dv¢ (rizné) pfimky, které maji jediny spoleény bod,
lezi podle pouéky V2 v jisté roviné. Takové dvé piimky se jmenujf riazno-
bézky, spoleény bod je jejich priseéik. Dv¢& (rtizné) pfimky bez spole¢ného
bodu bud leZi v téZe roviné a nazyvaji se rovnob&zky, nebo nelezi ob&
v 24dné roving a nazyvaj{ se mimobézky. Splyvajici piimky poéitame
také mezi rovnobé&zky.

DokaZeme si existenci mimobéZek (obr. 2). Danou piimkou p po-
loZme rovinu g, v roviné g zvolme bod A tak, aby nelezel na pfimce p
a dale zvolme bod B mimo rovinu p. Pifmka ¢ uréen4 body A, B je mimo-
bézna s piimkou p. Nebof kazd4 rovina, kterd ma obsahovati piimky p, g,
mus{ obsahovati pfimku p i bod 4; takova rovina je viak podle A2 jedina,
a to rovina p. Rovina p vSak neobsahuje bod B, a proto také neobsahuje
piimku q. Provedeny diikaz je nepiimy; vyloZte, na ¢em se zaklada.
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d) T¥i roviny. Méjme tii rizné roviny g, g2, 03. Bud jsou kazdé dvé
z nich rovnobézné, nebo jsou nékteré dvé, na pt. g, ga, riznobézné; jejich
prisecnici oznaéme pjp. Pfimka pi» mize miti vzhledem k roviné g3 troji
vzajemnou polohu:

% B \ &

Obr. 3a, Obr. 3b.

(1) (Obr. 3a.) Pifmka p;q leZi v g3; roviny g4, s, 03 obsahuji pak spo-
le¢nou piimku.

(2) (Obr. 3b.) Pfimka p,s protini g3 v bod€ M; tento bod je pak spo-
le¢ny vSem tfem rovinam; kazdé dvé z nich jsou riznobéZné a viecky tri
priiseénice pja, Pas, P31 prochéazeji bodem M.

Obr. 3c. Obr. 3d.

(3) Pfimka py» nema s rovinou gz spoleény bod. Pak bud je rovina
03 riznobézna i s rovinou gy i s rovinou g, a kazdé dvé z praseénic pis,
él)zs, P31 jsou navzajem rovnobéZné (pro¢?) (obr. 3c). Nebo je rovina gg
Tovnob&zna s rovinou gy; pak jsou vsak gs, g3 riznob&zné. To dokaZzeme

9
|
|



takto (obr. 3d): zvolime bod A na pkimce pi2 a bod B v rovin& g3 a mimo
rovinu g,. Body A, B poloZime libovolnou rovinu ¢. Tato rovina ¢ je patrnéé
rozdilna od rovin gy, g2, 03 (oditvodnéte podrobnél), ale s kazdou z nich
ma spoleény bod. Priseénice roviny o s rovinami g,, g2, g3 0zna¢ime po
tadé q,, g2, q3. PFimKy ¢i1, 3 leZi v téze roviné (o) a nemaji spole¢ny bod
(pro¢?). Jsou tedy rovnobézné. ProtoZe pfimka ¢» je riznobézna s ¢
(ob& jdou bodem A), je ¢z také riznobéZna s g;. Jejich priseéik je bod
spoleény rovindm gg, 03, proto jsou gz, @3 raznobézné, jak jsme chteli
dokazati. Pro vzajemnou polohu tfi riznych rovin mame tedy tyto Etyii
moznosti:

1° Kazdé dvé z danych rovin jsou rovnob&Zné.

2° Dvé z danych rovin jsou rovnobézné, tieti je s obéma rtiznobézna;
piislu§né priseénice jsou navzajem rovnobézné.

3° Kazdé dvé z rovin json riznobéZné, ale viecky tfi pruseénice jsou
navzijem rovnobézné (ve zvlastnim pripadé splynou).

4° Kazdé dvé z rovin jsou riznobézné, kazdé dvé prisednice jsou
také raznobéZné. Viecky tii roviny i jejich pruseénice prochazeji tymi
bodem.

Predchozi ivahou jsme provedli uplnou diskusi vzajemné polohy tfi
riznych rovin. Provedte sami diskusi vz4djemné polohy tfi rovin, z nichz
dvé splyvaji.

Na tomto misté uvedeme obvykl4 oznaleni. Rovnobé&Znost rovin
a piimek oznadime takto: g||o, p||e nebo p||p, p|lq. Aby ozna&eni bylo
jednotné, budeme na rozdil od uéebnice pro I. tfidu znadit i rovnobé&Znost
pfimek takto: p||q. Souhlasné rovnobé&zné piimky AB, CD zapi$eme sym-
bolem AB*11CD, nesouhlasné rovnobéiné piimky symbolem AB{* EF.
Piimku p uréenou dvéma body (jako spojnici) nebo dv&ma rovinami
(jako priisenici) ozna¢ime prosté p=AB nebo p=gp . ¢. Rovinu g uréenou
tremi body nebo bodem a pfimkou nebo dvéma rtiznobézkami oznaéime
0=ABC, g=Ap, o=pq. Bod A uréeny jako pruseéik tfi rovin nebo jako
prusetik pfimky s rovinou nebo jako prisecik dvou riznobézek oznadime
A=p-0:7, A=p-aq, A=p-q.

Priklad (obr. 4): je dan™¢&tyrstén ABCD. Zobrazte priseéik X
piimky ¢=PQ s rovinou p=HKL. Dané body H, K, L a P, Q zvolte po
fadé na ptimkach BD, CD, DA a BD, AC podle obr. 4.
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Refeni: Pfimkou q polofme pomocnou rovinu o, na pf. o= PQA.
Hledany pruseéik X lezi také v této roving; leZi tedy také na priseénici
r=MN rovin g, o. Pfitom je M=AP . HL, N=HK - CP (odivodnéte).
Je tedy X=gq-r.

Cvident.

Jsou dany body A, B, C, D, které ne-
lezi vSechny v jedné roviné. a) Mohou
nékteré z téchto bodld leZet v jedné
pfimce? b) Kolik pfimek a kolik rovin
je témito body uréeno? c¢) Jak jmenu-
jeme téleso témito body uréené? Zo-
brazte toto té&leso. d) Vyhledejte tii
dvojice mimobéZek urcenych danymi
body.

Zobrazte ¢tyrstén ABCD. Uvnitf hrany Obr. 4.

DA zvolte bod A’ a uvnité hrany DB

bod B’. a) Zobrazte priiseénici rovin AB'C, A'BC. b) Budi% C’ bod
na prodlouZeni hrany DC za bod C; dokaZte, Ze existuje pruseénice p
rovin ABC, A’B’'C’ a zobrazte ji. Dale dokaZte, e ptimky AB, A'B’
jsou s pfimkou p bud rovnobéZné, nebo ji protinajf v témze bodé.
Predchozi cvié. 6 feSte znovu takto (rysujte na pularch papiru): Hrany
daného ¢tyrsténu jsou: AB=8; BC=7; CA=6; AD=6,8; 1?13=8,2;
CD=17,6; sestrojte jeho sit. Déle zvolte DA’ =2,5; DB’ =7; DC’ =10.
a) Ve cvié. 6. a) vySetfete velikost tise¢ky na pruseénici rovin AB'C,
A’BC, ktera vyjimajic krajnf body leZf uvnit¥ télesa. b) Ve cvié. 6.
b) vy3etfte pruseéfky prodlouZenych stran trojthelnfka A’B’C’ s ro-
vinou ABC. c) Cvié. 6. b) opakujte pro ptipad, e DA’=4 a A’B’|| AB.
8. Pri¢kou dvou mimobé&Zek nazyvame pfimku, kter4 protina ob& dané
mimobé&zky, Bodem M, ktery leZ{ mimo dané mimobéZky a, b prochéz{
nejvyse jedna pfi¢ka mimobéZek a, b. DokaZte.

Uvnitt hran C’D’, BB’ zdkladnftho kvadru ABCD A’B'C’'D’ zvolte
body M, N. a) Zobrazte rovnob&Zky CM//NP, kde P je bod p¥{mky
A’'B’ a vySetfte prise¢nice p, p’ roviny p=CMN s rovinami obou
podstav kvadru. b) Uréete pf{¢ku XY mimob&Zek BD, A’C’, které
lezf v roviné g ze cvi¢. a). ¢) Cvic. a), b) FeSte konstruktivné uZitim
sité daného kvadru a urcete velikost tse¢ky XY.

(Volte: AB=>5; AD=3; AA’=6; C'M=3,5; BN=3,5).

10. Je dan é&tyrstén ABCD. Stfedy hran AD, BD, CD nazveme po fadg
T, U, V, Vy3etfete vzdjemnou polohu trojic rovin: a) ABU, TUYV,
BCD;b) ABC,BCD; AUV;c) ABD, ABC, ABV;d) ABC, TUV, BCD.
V tloze d) dokaZte neptimo, Ze roviny ABC, TUV jsou rovnobé&Zné,
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3. Rovnobéinost p¥imek a rovin.

Zkoumani incidenénich vlastnosti nas vedlo k zavedeni pojmu rovno-
bé&znosti; tim je dan poéatek nového uspofadani stereometrickych po-
znatkl, kterym se budeme napiisté riditi.

Prvni skupinu tvoii vlastnosti incidence, druhou vlastnosti rovno-
béZnosti. Tieti skupinu tvoif t. zv. vlastnosti usporadani bodu v prosteru.
V planimetrii jste se seznamili se vztahem: bod C lezi mezi dvéma body
A, B. Vite, ze na tomto vztahu se zaklad4 uspoifadani bodii na piimee,
0 né&j se opir4 rozdéleni roviny piimkou na poloroviny a obdobné rozdéleni
prostoru na poloprostory. Koneéné étvrtou skupinu tvorfi vlastnosti, které
se tykajf pojmu velikosti thlu a velikosti use¢ky. Tyto vlastnosti nazy-
vame metrické. V tomto odstavci si odvodime nékolik zakladnich poucek
o rovnobéznosti.

V4. Je-li p|le, pak kazd4a rovina ¢, obsahujici pfimku p a
riznobéZna s rovinou p, protne rovinu p v pfimce p:.o¢
rovnobéiné s p. Viecky tyto priuseénice o . g jsou navzijem
rovnobézné.

Spravnost V4 je ziejma, lezi-li pfimka p v roviné p. NeleZi-li pfimka p
v roviné g, zvolime dvé& razné roviny g, o2 obsahujici pfimku p a rizno-
béiné s rovinou g. Roviny g, o1, g2 jsou ve vzajemné poloze 3° (str. 92);
vzajemna poloha 4 je vyloucena, nebof pfimka p=o, - 02 nema s rovinou g
spole¢ny bod. Z toho vyplyva, Ze kaZdé dvé z prisednic p=ay - 02, 0 - 03,
@ . 02 jsou navzajem rovnobézné, coz jsme chtéli dokazat.

Jistym obracenim predchozi poudky je tato poutka:

V5. Je-li pfimka p rovnobé&Zna s aspoii jednou pfimkou g
roviny o, je p|leo.

Duakaz: Je-li p||q, pak bud pfimka p splyne s piimkou ¢ a véta je
dokazana, nebo p, ¢ nemaji spole¢ny bod, a proto i p, p nemaji spoleény
bod. Odiivodnéte podrobné.

Smysl poudek V4, V5 je v tom, Ze pfevadéji pojem pfimky rovno-
b&Zné s rovinou na pojem dvou rovnobéZek. Z nich také vyplyva existence
piimky rovnobéZné s rovinou.

V6. Kazdym bodem v prostoru lze vésti k dané pfimce
jedinou rovnobézku.

Tato pouéka v podstaté rik4, Ze znimy axiom o rovnobézkich
plati i v prostoru. Dokazte si ji sami; rozeznavejte pritom dva piipa-
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dy: a) dany bod leZi na dané p¥imce, b) dany bod lezi mimo danou
pfimku.

V7. Je-li a||b a b||c, pak je al|c.

Dikaz: Lezi-li v8ecky tii pfimky v téZe roviné (to nastane také
v piipadé, kdyz nékteré dvé splynou), je V7 znima poucka z planimetrie.
Muzeme se pii dukaze tedy omezit na pripad, Ze ptimka c leZf mimo rovinu o
rovnobézek a, b, které jsou oviem navzajem rizné (obr. 5). Podle V3 je pak
¢|le. Na pfimce a zvolme bod M mimo pfimku c¢. Rovina ¢, rovnobézek
b, ¢ a rovina g, = Mc protnou podle pou¢ky V4 rovinu ¢ ve dvou rovno-
bézkAch: jedna z nich, g, - o, je piimka b, druh4, g - g, prochazi bodem M
a splyne tedy s piimkou a. ProtozZe je podle V4 také a2 -¢|l ¢, je a|| ¢, jak
jsme chtéli dokazat.

[

Obr. 5. Obr. 6.

+ Poutka V7 vyjadfuje, Ze t. zv. transitivnost rovnobéZnoesti primek,
ktera platila v roving, plati i v prostoru. Také rovnobéZnost rovin ma
obdobnou vlastnost, vyslovime ji pouckou.

V8. Je-li g]|o a o||7, pak je o|z.

Z diskuse vz4jemné polohy t¥i rovin je zfejmé, Ze jediny piipad, kde
se vyskytuji dvé dvojice rovnobé&znych rovin, je piipad 1° (str. 92). Pak
jsou i roviny treti dvojice rovnob&zné a tim je poutka V8 dokazina.

Dal¥f poulka je dulezité kriterium pro rovmohéZnost rovin: podle
ni pozname, jsou-li dvé roviny rovnobézné.

V9. Obsahuje-li rovina ¢ dvé primky p, ¢ navzijem
riznobéiné, z nichZ kazd4 je rovnobé&ina s rovinou g, pak
je of e

Dikaz: Roviny g, o jsou bud bez spoleénych bodi a pak je poutka
spravna. Maji-li spole¢ny bod, pak musime dokéazat, Ze splynou (obr. 6).
Roviny maji v tomto pfipadé spoletnou piimku a. Pifmka a je razno-
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bézna s aspoii jednou z ptimek p, g (pro¢?), na pt. s ptimkou p. Jezto je
pll e @ mimo to ma piimka p s rovinou g spole¢ny bod a- p, lezi p v roviné p.
Aviak dvéma ruznob&zkami a, p je uréena podle V2 jedina rovina. Proto
roviny p, o splynou, ¢€ili jsou téZ rovnobézné.

V10. VSecky piimky, které prochazeji danym bodem A
a jsou rovnobé&zné s danou rovinou g, vypliuji rovinu ¢ .

Dukaz: LezZf-li bod A v roving& p, je pouc¢ka zfejmé spravni; odu-
vodnéte podrobné. Lezi-li bod A mimo rovinu p, vedeme jim dvé& uréité
ruzné piimky p|| e, ¢!]e a libovolnou dalsf pfimku z||e. Roviny pg, px jsou
obé podle V9 rovnobézné s rovinou g, a proto jsou podle V8 rovnobézné
navzajem. Jezto vSak maji spole¢ny bod A, splynou, t. j. pfimka x lezf
v roviné o= pq.

Dulezity dasledek pouéky V10 je véta

V1i1i. Danym bodem A v prostoru lze k dané roviné p
vésti jedinou rovinu rovnobéznou.

Ze takova rovina o existuje, n4m ukazuje poutka V10. Zbyv4 dokazat,
Ze je jedina. Oznalme si 7 libovolnou rovinu, kterd prochazi bodem A
a je rovnobéin4 s rovinou p. Kazd4 pfimka roviny 7, ktera jde bodem 4,
je rovnobézna s rovinou g; odiivodnéte. Proto roviny 7, ¢ splynou.

Pouéka V11 znamen4, Ze pro rovnobéZné roviny plati obdobni za-
kladni vlastnost jako pro rovnobézné pfimky (viz poutku V6).

Vyslovime jesté dvé poutky o rovnobéinych roviniach a pfimkach,
kterych se v stereometrii velmi &asto uziva.

V12. Je-li g||o a je-li rovina 7 riznob&Zna s rovinou p,
je riznobé&ina také s rovinou ¢ a plati, ze p- 7| o 7.

V13. Je-li pifimka p rovnob&inad s dvéma navzijem
riznobé&Znymi rovinami p, o, pak je p|le-o.

Poutku V12 jsme vlastn& jiz dokézali pfi diskusi vzajemné polohy
tf rovin (str. 92); vyloZte podrobné.

Pou¢ku V13 odavodnime takto: V13 je spravna podle V4, lezi-li
piimka p v jedné z obou rovin. LeZi-li p mimo g i ¢, zvolime bod M na
prisecnici g - 0. Rovina t=Mp protne roviny g, o v priseénicich ¢ -7,
o - 7, které jsou podle V4, 7 navz4jem rovnobézné, a jezto maji spole¢ny
bod M, splynou. Je tedy p-t=0-7=p-0 a tato piimka je podle V4
rovnobéZna s primkou p.
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Cviéent.

11. a) PHmky @, b, ¢ protinaji danou p¥fmku m; ptitom platfa||d, b]|ec.
Dokazte, Ze piimky a, b, ¢, m leZ{ v jedné roviné,
b) a, m jsou dvé riznobé&Zky. Geom. misto pfimek = rovnobéZnych
s pf{mkou a a protinajicich pfimku m je rovina. DokaZte.

12. a, b jsou dvé€ mimobé&Zky. DokaZte, Ze ZAdné dvé rizné jejich pficky
nejsou rovnobéZné.

13. Je dén ¢&tyrstén ABCD Na hrané AD uréete bod M tak, aby délfcf
pomér (ADM)= — }, a na hran¢ BC urcete bod N tak, aby (BCN)=
= 3. Zobrazte pﬁéku p mimobé%ek AB, CD takovou, aby bylo
Pl MN.

Kolik re§enf mé tato iloha? Kdy nemaA ftiloha FeSeni?
Ulohu feste konstruktivné jako ve cvié. 6.

14. BudiZ dé4na rovina g a v nf riznobéinik ABCD. DAle budiZ a
piimka, ktera proch4zi bodem A, ale neleZi v roviné g; déle budiZ ¢ “ a
piimka, ktera prochézi bodem C.

Dokaite, Ze roviny Ba, Dc, jakoZ i roviny Bc, Da, se protinajf v pfim-
kach u a v, pti ¢emz je uljv||a.

15. Je dé4na rovina g a dv& pfimky p||q. DokaZte:

a) Kdyz je p|lo, je také g||o.
b) JestliZe pfimka p protina rovinu g, protin4 ji i pfimka q.
16. Roviny g, ¢ se protinajf v ptimce p. BudiZ r||p pffmka roviny p rizn4
od ptimky p a s || p ptimka roviny ¢ rovnéZ riizna od ptimky p.
Dokazte, Ze pfimkami r, s je uréena rovina s, kter4 je rizna od rovin p,
o a Ze plati || p.
Jsou dany dvé riznob&iné roviny 9= ABC, 6=BCD; budiZ P5= D
bod na pffmce AD.
a) Bodem P vedte pfimku p tak, aby platilo p|lg, p| 0. Zobrazte
uZitim étyrsténu.
b) Pt¥imkou p a bodem D je urdena rovina 7. Zobrazte jeji priseénici
s rovinami g a o.
18. Je d4n jehlan V(MNPQ), jehoZ podstavou je lichob&inik MNPQ,
kde MN||PQ. Urlete prusednice rovin VMQ, VNP a rovin VMN,
VPQ. Provedte konstruktivni feSeni uZitfm sit& jehlanu.
Jsou dany roviny g||o’ a ptimka p. DokaZte:
a) Kdyz je p“g, je také p|lo’. Kdy% o pfimce g platf || p, platf také
qil0, q
b) J‘lelsgtllie!:t ghmka p protin4 rovinu g, pak protfné i rovinu g’.
20. Roviny p,, 0, majf priseénici p;. Déle jsou dany roviny g, 63, 0 nich
platf g,|| 0;, 05|| ;. Dokaite, Ze roviny p,, 0, jsou riiznobéZné; o jejich
prisecnici p, pak plati ps|| p;. .

17
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21. Dvé& rovnob&#né roviny g, o' protnéte p¥imkamir||s a oznaéte R, $
prusediky téchto ptimek s rovinou ea. R', S’ pruseéfky s rovinou g’. Do-

kaZte, Ze platf RR't 1SS’ a RR' =55’

22, Zobrazte &tyrstén VABC. Bodem V vedte piimky a'||BC, b’|| CA,
¢’|| AB. Dokaite, e pfimky a’, b’, ¢’ leZi v jedné roving, ktera je rovno-
bé&Zn4 s rovinou trojuhelnfka ABC. [UZijte véty V6.]

23. V roviné g je dan trojuhelnik ABC, jeho vrcholy jsou vedeny rovno-
béZky al|b||c, které neleii v roviné p. Na pfimkach a, b, ¢ sestrojfme '
v témZ poloprostoru vytatém rovinou p t¥i body A’, B, C’ tak, %

AA’=BB'=CC'. Dokate, Ze rovina A’B’C’ je rovnob&%na s rovinou 0.
24. Je dan jehlan VABC. Po pfimce BC se pohybuje bod M.

a) Jaké utvary vyplnf jednotlivé téZnice trojuihelnika VAM?
b) Co je gcometrickym mistem t&Zist t&chto trojtihelniku?

4. Poloprostor.

V planimetrii jste poznali duleZitou vlastnost uspoi4ddéni bodi ro-
viny: Kazda piimka rozdéluje rovinu ve dvé poleroviny, a to tak, Zze
kazdy bod roviny nalezi bud jedné nebo druhé poloroviné, nebo dané,
t. z. hrani¢ni pfimce. Obdobnym zpusobem rozdéluje rovina prostor; to
si vylozime v tomto odstavci.

Definice: BudiZz dana rovina p a bod A mimo ni leZici. Nazveme
poloprostorem (p A) soubor vSech bodii X v prostoru, které maji tu
vlastnost, Ze uvnitf use¢ky AX nelezi Zddny bod roviny p. Podle této
definice nalezi ovSem rovina g poloprostoru (¢ A); tute rovinu nazyvame
hrani¢ni rovinou poloprostoru. Body poloprostoru (o A), které nelez
v hraniéni roving, jsou t. zv. vnitini body poloprostoru, jejich soubor je
vnitfek poloprostoru.

Uvédomte si nazorny smysl této definice i vét, které nisleduji.

V14. BudiZz B bod poloprostoru (¢A), lezici mimo rovinu
o; pak poloprostory (pA), (¢B), jsou totoZné.

Dukaz: Mame-li dokazat totoznost dvou souborti bodfi, musime
dokazat, Ze kazdy bod X poloprostoru (o A) je obsaZzen v poloprostoru
(0 B) a obracené, ze kazdy bod Y poloprostoru (¢ B) je obsaZen v polo-
prostoru (p A).

Budiz tedy X bod z poloprostoru (g A), rozdilny od A, B. Body
A, B, X bud lezi v pfimce, nebo tvoii trojihelnik. LeZf-li v ptimce, pak
usetku BX dostaneme vzdy bud jako soucet, nebo jako rozdil useéek AX,
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AB; poslednf dvé usetky podle predpokladu nemaji s rovinou g spoledny
vnitini bod, proto také usetka BX nema s rovinou g spoleény vnitini bod
a bod X nalezi poloprostoru (o B).
Tvoii-li body A, B, X trojuhelnik, urfuji podle V1 jistou rovinu o.
Jsou-li roviny ¢|| ¢ rovnobézné, pak nemaji spoleény bod, nebot jsou
navzajem rizné. Proto také primka BX i iseka BX nemaji s rovinou g
spoleény bod a bod X opét nalezi poloprostoru (¢ B).
~ JestliZe jsou roviny g, o riiznob&zné (obr. 7), pak priseénice p- o dé&li
Erovinu o ve dvé poloroviny, a body A, B, X nilezeji téze poloroviné. Proto

]

také v tomto piipadé nem4 usetka BX s rovinou g spoleény vnitfni bod

a bod X naleZi opét poloprostoru (¢ B).

Obr. 7. Obr. 8.

Tim jsme dokézali, Ze kazdy bod X poloprostoru (¢ A) je ohsaZen
v poloprostoru (o B), neboli Ze cely poloprostor (g A) je ohsaZen v polo-
brostoru (p B). ProtoZe bod A zfejmé naleZi poloprostoru (¢ B), vyplyva
¢ predchoziho (zdménou pismen A, B), ze také cely poloprostor (o B) je
bbsazen v poloprostoru (¢ A) a tim je totoznost obou poloprostort do-
kdzana.

V15. Budte C, D dva body, které nendleZeji poloprosto-
fu (p A). Pak bod D nalezi poloprostoru (¢ C).

Duikaz: Body A, C, D bud leZi v pfimce nebo tvofi trojihelnfk.
ezi-li v pfimce, pak tato piimka je riiznob&zna s rovinou g (pro¢?) a ma
rovinou p jediny spoletny bod. Tento bod v3ak lezi i uvniti use¢ky AC
uvaitt usetky AD (nebof kazda z téchto usetek obsahuje uvniti podle
redpokladu bod roviny p). Z toho vyplyva, ze bod A lezi vné usetky CD;
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usetka CD neobsahuje tedy Zadny bod roviny @, neboli bod D nale?i
poloprostoru (¢ C).

Tvoti-li body A, C, D trojuhelnik, pak uréuji podle V1 jistou rovinu ¢
(obr. 8). Tato rovina oviem nesplyne s rovinou g, ale ma s ni spole¢né
body (které?). Jsou tedy roviny g, ¢ riznobézné a prisetnice g - o roz-
déluje rovinu ¢ ve dvé poloroviny. Z piedpokladu plyne, Ze body A, C
i A, D naleZeji do riznych polorovin, proto body C, D nélezeji do téie
poloroviny. Usetka CD neobsahuje tedy zadny bod pifmky g-o, t. |
za&dny bod roviny g, a tudiz bod D nalezi poloprostoru (o C).

Z poudek V14 a V15 vyplyva rozdéleni prostoru rovinou ve dva
poloprostory. BudiZ dana rovina g, zvolme bod A mimo ni a dale bod C,
ktery nenalezi poloprostoru (¢ A). Takovy bod C 1ze snadno uréit. Spojime
bod A s nékterym bodem R roviny ¢ a zvolime bod C na prodlouZeni
usetky AR za bod R. KaZdy bod X v prostoru, ktery nelezi v roviné g,
nalezi bud poloprostoru (o A), nebo podle poutky V15 poloprostoru (g C).
Oba poloprostory (g A), (¢ C) maji spole¢nou rovinu g a oba dohromady
skladaji cely prostor.

Toto rozdéleni prostoru rovinou g je zdanlivé z4vislé na volb& bodi
A, C. Avak zvolime-li misto bodu A libovolny jiny bod A’ poloprostoru
(0 A) lezici mimo p a misto bodu C libovolny jiny bod C’, ktery nenéleii
do (o A’), dojdeme k tymZ dv&ma poloprostorim. Nebof podle poutky
V14 jsou poloprostory (¢ A), (0 A’) totozné, to znamen4, zZe bod C’ nalcii
podle V15 do poloprostoru (o C) a pak jsou podle V14 také poloprostory
(0 0), (o C’) totozné. RRikame, Ze poloprostory (o A), (¢ C) jsou oba vytaty
touz rovinou g; nékdy je nazyvime opacné.

Z tady vét o poloprostorech uvedeme tyto nejb&znéjsi:

V16. Je-li pfimka p (rovina ¢) rovnobéina s rovinouy,
pak cela primka p (rovina ¢) nalezi témuZ poloprostoru
vyfatému rovinou p.

V17. Je-li pfimka p (rovina ¢) rtiznob&Zné s rovinou g
délf ji pruseéik (prusednice) ve dvé poloprimky (poloroviny)
z nichz kazd4 néleif jednomu poloprostoru vytatému ro-
vinou p. ’

V18. Je-li bod A mimo rovinu g a je-li bod B roviny g
pak polopfimka BA (i s potdtkem B) nalezi poloprostoru(p4)

Poutky V16, V17, V18 si dokaZete snadno sami.
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29.
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31.
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34

Cvidenl.

Na hranach AB, CD, C'D’ krychle A ABCDA'B'C'D’ jsou dany body
P, Q, R tak, Ze AP~1AB cQ= 3 CD, CR—l C’'D’. Oznaéme M, M’
st¥edy stén ABCD, A 'B'C'D', S SLfed krych]e Zjistéte, které z bodu
M, M’, S leZi v témzZ poloprostoru vytatém rovinou PQR.

Je dén ¢&tyrstén ABCD, M je stfed hrany AB. a) DokaZte, Ze t&Zidté
T trojuhelnika BCD a vrchol A leZf v opafnych poloprostorech
vyfatych rovinou CDM. b) Je-li U téZisté trojuhelnika A BC, dokaZte,
Ze use¢ky AT, DU maji spole¢ny vnitini bod.

JestliZe rovina o ||@ nenalei poloprostoru (¢A), pak cely poloprostor
(0A) je obsaZen v poloprostoru (0A). DokaZte.

Poloptimka AX ma s rovinou g spoleény jediny bod. Urdete rovinu o
tak, aby rovina g i poloptimku A X leZely v témZ poloprostoru vyt{atém
rovinou o.

Trojtihelniky ABC, ADE majf jediny spoleény bod A a leZ{ v riiznych
rovinach. Urdete rovinu p tak, aby oba trojuhelniky leZely v polo-
prostoru (p4).

LeZf-1i v8ecky vrcholy vypuklého mnohotihelnfka v poloprostoru
(04), leZf viecky body mnohotihelnika v tomto poloprostoru. DokaZte.
Dvé poloroviny, které maji spole¢nou jedi.:ou pf¥imku, leZi vZdy v témz
poloprostoru. DokaZte.

Dvé poloroviny maji spole¢ny jediny bod. Dokaite, Ze leZf v rtizno-
bé&Znych rovinach a Ze jejich hrani¢nf pfimky jsou riiznobé&Zné.

Je dana usetka AA’, jejiZ krajni bod A leZi v dané roviné& g, kdeZto
bod A’ v roviné g neleZf. BudiZ R libovolny bod roviny g; déle budiz R’
bod poloprostoru (pA’), pti ¢emz plati RR'11AA’, RR'=A4A’". Co je
geometrickym mistem bodu R’, jestliZe bod R probih4 rovinu g?
JestliZze 5 ruznych bodi leZi mimo rovinu g, kolik usecek spojujicich
dva z nich protne rovinu p? (Jsou 3 moZnosti.)

5. Uhel dvou pfimek a rovin.

V tomto odstavci se zatneme zabyvat vlastnostmi metrickymi.

V planimetrii jste poznali pojem souhlasnych rovmobéZek a odvodili
jste si vysledek, Ze uhly s rameny souhlasné rovnobéinymi jsou stejné
velké. Pfevezmeme pojem souhlasnych rovnobéiek i ve stereometrii
(zopakujte si definicil); pak i zde plati poucka:

V19. Budiz dan thel AVB (rozumime duty uhel) a necht

pfimky VA, V'A’; VB, V'B’ jsou souhlasné rovnobézné
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(VAt1V'A’; VB1tV'B’). Pak uhly AVB, A'V’'B’ jsou si
rovny.

Dukaz (obr. 9): ProtoZe v planimetrii byla pou¢ka dok4zana,
muzZeme piedpokladat, Ze roviny ABV, A’B’V’ nesplynou, ale podle
poutky V9 jsou rovnobéZné. Vime, Ze body A’, B’ mohou byt zvoleny tak,
3e VA=V'A’, VB=V'B'. Z predpokladu pou¢ky pak vyplyva, Ze étyr-
uhelniky VAA’'V’ a VBB'V’ jsou rovnobé:-
niky; proto je VV’||AA’, VV'||BB’ a podle
V7 téz AA’|| BB'. Rovina rovnobéiek AA',
BB’ protne roviny ABV, A’B'V’ podle VI2
ve dvou rovnobéikach, t. j. AB||A'B’. Je
tedy také ¢tyruhelnik AA’B’B rovnobéznikem,
t. j. AB = A'B’. Trojuhelniky ABV, A’B'V'
jsou podle véty sss shodné a tedy < AVB =
= L A'V'B’,

Obr. 9. Z poutky V19 vyplyvaji pfimo dalsi du-
sledky:

V20. BudiZz dan thel <X AVB a necht plati VAttV’'4/,
VB tIV'B’, Pak ihly <« AVB, & A'V'B’ jsou vyplikové.

V21. Budiz dadn uhel X AVB a necht plati VA tIV’'A’,
VB t{V'B’. Pak uhly <t AVB, < A’'V’B’ jsou stejné velké.

Spravnost obou vét nahlédnete snadno sami, pfejdete-li v prvnim
ptipadé k uhlu vedlej$imu a v druhém piipadé k dhlu vrcholovému
vzhledem k & A'V’B’ a pouzijete V19.

Na zakladé poutky V19 muaZeme vysloviti definici:

Velikost dhlu dvou pfimek*) a, b, které nejsou rovnobéiné (ale
mohou byt mimobézné) je velikost uhlu piimek a’||a, b’||b, vedenych
libovolnym bodem X v prostoru.

K této definici je tieba né&kolika poznamek.

1. Velikost uhlu dvou pfimek v prostoru je definoviana pomoci veli-
kosti uhlu dvou riznobéZek; protoZe velikost uhlu dvou riznobézek je
urcena s vyjimkou kolmic dvojznaéné, plati to i o velikosti ahlu libovol-
nych dvou pfimek. Zduraznéme, Ze oviem stale jde o duté whly.

2. Aby definice méla smysl, nesmi velikost thlu dvou pfimek a, b
zaviseti na volbé pomocného bodu X. Zvolime-li si dva libovolné body

*) Nékdy mfsto velikost thlu fikdme kratce thel,
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X1, X a vedeme-li jimi ptisluSné rovnob&Zky a, || a, by]|3, a;||a, b,||b, pak
podle V19 jsou uhly raznob&zek ay, by a dz, b, stejné; tim je nezavislost
prokazana.

3. Velikost dvou pi{mek (raznobé&iek) byla definovéina jiz v plani-
metrii. Je zfejmé, Ze tato nova definice neni s plivodni definici ve sporu,
naopak, Ze je jejim zobecnénim.

4. Abychom nemusili vyluéovat rovnobé&zky, dopliiujeme vyslovenou
definici tak, Ze rovnobéiky (splyvajici nebo rizné) uréuji také dvé veli-
kosti uhlu; a to uhel nulovy a thel piimy.

Dvé¢ pfimky nazgyvame (prostorové) kolmé, jestliZe jejich uhel je
pravy.

Uhel dvou réznob&Znych rovin g, o definujeme takto: v roving p
sestrojime libovolnou kolmici r k priise¢nici g . o a v roviné ¢ libovolnou
kolmici s k priseénici g . . Uhel pfimek r, s se nazyva thlem rovin p, o.

Poznamky k ptredchozi definici:

1. Jako thel dvou piimek je i uhel dvou rovin definovan dvojznaéné
s vyjimkou ptipadu, kdy r, s jsou kolmice.

2. Také pri této definici plyne z pouéky V19 jejf nezavislost na volbé
kolmic r, s.

3. Definici uhlu dvou rovin dopliiujeme i pro roviny rovnobéZné:
jejich thel je nulovy a pfimy.

Dvé roviny se nazyvaji k sobé kolmé, je-li jejich wuhel pravy.

Pro kolmé piimky a roviny pouZivime obvyklého oznaéeni p | gq,
0 1 a. Ze existuji kolmé ptimky, je znamo z planimetrie; existence kolmych
rovin bude prokazana pozdéji.

Cvicent.

35. Budte AB, CD dvé dané mimob&Zky; potom body A, B, C, D urluji
étyrstén ABCD; zobrazte tento ¢tyrstén a zobrazte také thly obou
mimobéZek AB, CD, a to tak, aby jednou vrchol téchto Ghli padl do
bodu A, po druhé do bodu D, DokaZte dale, Ze je moZné mimobéZkou
AB polozit rovinu g a mimob&zkou CD rovinu ¢ tak, aby bylo g||o.
Zobrazte zakladni kvadr ABCDA’B’'C'D’. P¥timky AB’, CD’ jsou dvé
mimobéZky, které jsou rovnobéZné s nikresnou; proto miZete urcit
skute¢nou velikost hla téchto mimobéZek. Provedtel
37. Budte g, =rA,, g, =rA, dvé& rizné, ale nikoli opaéné poloroviny.
Dale budiZ a rovina, ktera nenf rovnob&Zna s pifmkou r, takZe protina
poloroviny @i, @2 ve dvou riznych polopffmkach AA,, AA,. Potomro-

36
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vina 8 ]]a protne poloroviny 0, 03 také v riznych polopf{mkach BB,,
BB,, pfi ¢em% platf X A;AA,= < B,BB,; dokatel
38. Budte g, o dvé& riznob&%né roviny a r, s riznob&zné kolmice vztyd&ené
v téchto rovinach k jejich prisecnici p . o; potom pHmky r, s uréujf
thly rovin g, 0. Z vysledku pfedchoziho cvidenf dokaite znovu, Ze
velikost Ghli obou rovin g, ¢ nenf z4visla na poloze priseéiku pfi-
mek r, s.
Zobrazte ¢tyrstén VABC a oznadte p= ABC. Uvnitf hrany VA zvolte
bod A’ a dokaZte, e rovina ¢’ || veden4 bodem A’ protin4 tsecky VB,
VC v jejich vnitinich bodech B, C’.

’

VA J— —_— — _—
Jestlize je ¢ = ——, potom platf VB'=c¢.VB, VC'=c-VC
VA

39

a A A'B'C’ ~ A ABC, ptitom c je koeficient podobnosti.

40. Budte dany roviny p||o’, ¢||o’, kde g, o jsou dv& riznob&zné roviny.
a) Dokazte, Ze také roviny g’, ¢’ jsou riiznobé&Zné.
b) Ke ka?dému z Ghli rovin g, 0’ Ize najit thel rovin g, o, ktery je
mu roven. DokaZte.

6. Piimka kolma4 k roviné. Vzdélenost bodu od roviny.

V22, Bodem M pifimky a nechf prochazeji dvé riuzné
piimky p, ¢ obé kolmé k prfimce a. Pak pfimka a je kolmé
ke v§em pifimkam roviny g = pq.

Obr. 10, Obr. 11.

Diitkaz: (Obr. 10.) Na pfimce a zvolme bod R=j= M a v roviné g libo-
volny bod X == M. Bodem X vedme v roving g pfimku tak, aby na pfim-
kach p, g vyfala stejné dlouhé useky MP =M@ (jak to provedeme?).
Trojuhelnik A; =RPQ je rovnoramenny s rameny RP= RQ); nebot troj-
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thelniky MRP a MRQ jsou shodné podle v&ty sus. Z trojuhelnikt MRP
a MRQ slozime novy rovnoramenny trojuhelnik A, se zakladnou
PM + M—Q Trojtihelniky A, A2 maji stejné dlouha ramena, ale zikladna
prvnfho je kratii nez zdkladna druhého (pro&?). Proto je vyskawv, prvniho
del$i neZ vyska v, druhého trojuhelniku. Aviak ziejmé je RX =0y,
v, = RM; proto RX > RM. Bod M je tedy bod roviny g nejbliz&i bodu R.

Je-li nyni y libovolna pfimka roviny g prochazejicf bodem M, je M
bod primky y nejbliZii bodu R, proto je RM ] y, nebolia | y. Z toho vy-
plyv4, ze piimka a je kolma ke viem primkam roviny g, jak jsme chtéli
dokazat.

V23. VSecky pfimky prochazejicf danym bodem M a kol-
mé k dané pfimce a vyplni jistou rovinu g, kterou nazyvame
rovinou kolmou k pfrimce a. Pfimka a je oviem kolma ke
viem primkam roviny p.

Dukaz: (Obr. 11.) Bodem M vedme piimku a’||a a p¥imky p | ',
q | a'. Pfimka a’ i pfimka a jsou podle pou¢ky V22 kolmé ke viem pfim-
kam roviny ¢ = pq. BudiZ nyni z ] @’ jina pfimka prochazejici bodem M.
Rovina 7=a’x protne rovinu g v jisté pfimce z a podle véty V22 je z | a'.
Avak v roving€ g lze bodem M vésti jen jednu kolmici k piimce a'; proto
je x=z. Viecky kolmice x | a’ prochézejici bodem M leZi tedy v roviné
¢ =pq. Tim je poutka V23 dokazina.

Vétu V23 vyslovujeme nékdy také takto: Danym bodem prochizi
jedind rovina kolm# k dané pfimce. Pro oznaleni roviny kolmé k pfimce
budeme uzivat znaku p | a.

V24. Je-li g||o a 0 ] a, pak je p | a.

Dikaz: (Obr. 12.) Rovina ¢ a piimka a jsou riznobézné; jejich pri-
setikem vedme v roviné ¢ dvé riznobéiky p, ¢q. Patrné je p|a, q1a.
Také rovina ¢ a pfimka a jsou ruznobéiné (oduvodnéte). Proto roviny
pa, ga protinaji rovinu g v jistych ptimkach p’, ¢’ a podle V12 je p||p’,
gllgtj-p'la, g lat j.ola

Ptedchozi poucky se tykaly roviny kolmé k dané piimce. Je otazka,
zda obracené k dané roviné€ g lze danym bodem R vésti kolmici, t. j.
piimku kolmou ke viem pfimkam roviny g, a kolik je takovych kolmic.
DokiZeme nejprve, Ze takova kolmice miuZe byt nejvyse jedna. Je-li
totiz a | ¢, je pfimka a kolm4 ke véem primkam roviny g, a proto podle
V4 neni a||@. Prochazeji-li bodem R dvé rizné kolmice k roving, pak jejich
rovina t je podle A3 riiznobézna s rovinou g a protin4 ji v piimce s=p - 7.
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Ale pak v roviné r prochézeji bodem R dvé riizné pfimky kolmé k p¥imce s,
coz nenf mozné. Zbyva tedy dokazat jen existenci kolmic.

V25. Z bodu R leziciho mimo rovinu g lze spustiti na
rovinu ¢ jedinou kolmici; jeji pruse¢ik M s rovinou nazy-
vame patou této kolmice.

a R
Z}
g al P
q U
>3’\’/ (e
e P [
Obr, 12. Obr, 13.

Dukaz: (Obr. 13.) V roviné g zvolme piimku p, v roviné Rp spustme
z bodu R kolmici na pfimku p; jeji patu oznaéme U. Bodem U vedme
v roviné g ptimku k| p. V roviné¢ Rk spustme z bodu R kolmici a na
piimku k. Podle konstrukce je p ] k, p | RU, t. j. p| kR. Jezto pfimka a
lezf v roviné kR, je také p | a. AvSak podle konstrukce je téz a | k, t. j.
a | pk, neboli a | p, coz jsme chtéli dokazat.

Postup v diakazu V25 udavéa zaroven cestu, jak spustime kolmici
z bodu na rovinu: miZeme misto jedné piimky p v roviné p pouzit dvou
riznobéznych primek p,, ps; piislusné kolmice ky, ko (které jsou riuzno-
bézné) se pak protnou v paté M hledané kolmice.

V26. V bodé¢ R dané roviny p lze vztylit k roviné p
jedinou kolmici.

Dukaz: Sestrojme rovinu o || ¢ (a nesplyvajici s g). Z bodu R spustme
kolmici a na rovinu ¢ podle V25. Podle V24 je a | g.

V27. Viecky pfimky kolmé k téZe roviné jsou navzajem
rovnobé&zné,

Dikaz: BudiZ a | . Libovolnym bodem X roviny ¢ vedme piimku
z||a. Jezto piimka a je kolma ke viem piimk4m roviny g, plati totéz
o piimce z, proto x| o.
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V28. Budiz dana rovina p a bod R (v nf nebo mimo ni).
Pak existuje bod R, roviny p nejbliz§i bodu R. Lezi-li
bod R v roviné g, je Ry=R, lezi-li bod R mimo rovinu g,
je Ry pata kolmice spuSténé z bodu R na rovinu p. Délka
useé¢ky RR, se nazyva vzdalenost bodu R od roviny g.

Dukaz této poulky si provedete snadno sami.

Cvicent.
41

Budte dany pfimky k|| l”m, které neleZi v jedné rovin&. Oznaé¢me K
libovolny bod piimky k a L, M paty kolmic KL, KM spusténych
z bodu K na pfimky I, m. DokaZte, Ze Gsecka LM udava vzdélenost
pfimek ! a m.

42

BudiZ ABCD rovnobéZnik se stfedem O; mimo rovinu g rovnobéZnika
je dan bod V, o ném% plati VA=VC, VB=VD. Dokaile, 2c OV L p.

43. Je d4an bod C’ a dvé ptimky m, n. Bodem C’ vedte pfimku k, ktera
je kolma k piimce m a protina pfimku n.
a) Stanovte podminku resiteinosti.
b) Ulohu zobrazte na zakladnim kvadru ABCDA’B'C’'D’ tak, Zc
zvolite m = BA’, n= AC. (Vite, Ze piimka B’'C’ je kolma k na-
Kresné. )

44. BudiZ déna rovina g a v nf bod R; budiZ dale ¢ pfimka riznobéZna
s rovinou p. V roviné g vedte bodem R pfimku k tak, aby byla kolméa
k ptimce q.

Zobrazte ulohu na zdkladnfm kvadru ABCDA’B’C'D’ (volte AD dosti
veliké). Volte: R=C’, g=CDC'D’, ¢=CA’".

45. BudiZ C’ pata kolmice spu$téné z bodu C na rovinu 7z, pfi ¢emZ bod C

v roviné ; neleZi. Dale budte X, Y body roviny s, o nichZ plati
CX=255 cm, CY=150 cm; ptitom je C'X :C Y="5:2. Uréete vzda-
lenost bodu C od roviny s;. (PoloZte C'X=5z, C'Y=2z a vyjadtete
dvojim zpisobem C?’.)

46. Je d4na rovina g a ptimka p||g. DokaZte, Ze kterykoli bod pifmky p
ma od roviny g touZ vzdalenost v (t. z. vzdalenost ptimky od roviny).

47. Na pfimce a leZ{ t¥i razné body P, Q, R, jejichZ vzdalenost od roviny g
je stejna. Dokaite, Ze a||p. (Uvaite, Ze aspoii dva z bodi P, Q, R lexf
v témi poloprostoru vytatém rovinou p).

48. Jsou dény roviny g | o’. DokaZte, Ze kterykoli bod roviny ¢ ma od
roviny o’ touZ vzdalenost v a kterykoli bod roviny ¢’ ma od roviny p
vzdélenost rovnéZ v (t. zv. vzdalenost rovnobéZnych rovin).

(UZijte vysledku cvi¢. 46 a pou¢ky V27.)
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49. Vztyéime-li v bodech A, B, C, ... roviny p kolmé tiseCky AA’, BB’,
CC', ..., které jsou si vesmés rovny, pfi ¢emZ body A’, B’, C',
leZi v témZe poloprostoru vytatém rovinou g, potom body 4’, B', C’ ...
lef v ur¢ité roviné ¢’ || o. Dokazte.

50. Uréete geometrické misto bodi, které maji od roviny g vzdalenost
velikosti v.

51. Budte dany roviny g||¢ a v nich body R, S, R’, S, pfi éemZ je RS Lp
a RS < R’'S’. Potom ptmka R’S’ nenf kolm4 k %4dné z rovin g, o

7. Roviny k sob& kolmé. Uhel p¥imky s rovinou.

V odstavci 5 jsme definovali roviny k sob& kolmé, jejich existenci
jsme v3ak vyslovné neprokazali. To nyni miZeme uéinit s pomoci po-
znatki odstavce 6. Sestrojme dvé riznobézné kolmice a, b; k jejich roving
p=ab vztyéme v bod& a - b kolmici ¢ a oznaéme ¢ =ac, t=bc. Pak kazdé
dvé z rovin g, o, 7 jsou patrné navzajem kolmé. Takovato trojice rovin,
z nichz kazdé dv¢& jsou navzajem kolmé, mé velké pouziti.

Vyslovime je§té tii vlastnosti kolmych rovin:

V29. Je-li p | 0, pak kaidym bodem roviny p prochéazi
jedna pifmka kolma k roviné g.

Dokazte poutku sami tak, Ze z libovolného bodu X roviny g spustite
kolmici k na rovinu o, a oditvodnéte, Ze piimka k lezf v roving g.

V30. Obsahuje-li rovina p jednu pfimku a ] g, pak je
@ o. Tato véta je jakymsi obracenim véty 29 a uziva se ji nejcastéji jako
kriteria kolmosti rovin, DokaZte sami jeji spravnost!

V31. Jsou-li dvé ruznobé&Zné roviny g, o obé& kolmé
k tieti rovin& v, pak je i jejich praseénice kolma k roviné 7.

DokaZte poudku sami tak, Ze z bodu priseénice g - o spustite kolmici
k na rovinu 7, a odivodn:te, Ze k lezf v rovinach g i a.

Primkou a, ktera je kolma k roviné g, lze podle pou¢ky V30 poloZiti
neséislné mnozstvi rovin kolmych k roviné g. Jak je tomu, neni-li pfimka
a kolm4 k roviné p?

V32. Neni-li pfimka a kolm4& k roviné p, pak existuje
jedina rovina 7 kolm4 k roviné g, ktera obsahuje pfimku a.
Pruseénice a, rovin g, r se nazyva pravouhlym primétem
pitimky a do roviny p.
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Dikaz: (Obr. 14.) Zvolme na piimce a bod M. Existuje-li rovina
7] o, ktera obsahuje a, obsahuje tato rovina t podle V29 i kolmici k se-
strojenou bodem M k roviné p. Rovina ak vSak je podle V30 skuteéné
kolma4 k roviné p. Tim je V32 dokazana.

Definice. Budiz d4na pifimka a a rovina g s nf riiznob&Zn4, ale nikoli
k ni kolma. Uhel p¥imky a s rovinou p je thel piimky a s jejim pravo-
uhlym pramétem a, do roviny p.

Poznamky k predchozi definici:

1. Protoze tihel dvou piimek, které nejsou navzajem kolmé, je uréen
dvojznainé, je také uhel ptimky s rovinou uréen dvojznaéné. Odiivodnéte,
prot piimka a, ktera neni kolm4 k roviné p, nemize byt kolmé k svému
pravoihlému priamétu a,.

Obr. 15.

2. Vyslovenou definici dopliiujeme pro piimku a | p tak, Ze thel
této piimky s rovinou g je pravy (definovan jednoznaéné).

3. Definici dopliiujeme i pro piimku a||g. Jeji uihel s rovinou p je
nulovy a piimy.

V33. BudiZ a pfimka raznobé&Zna s rovinou p a nikoli
k ni kolma. Oznaéme a, jeji pravouhly primét do roviny p
a z libovolnou jinou ptfimku roviny p vedenou priuseéikem
P=a.p. Pak ostry tuhel pfimek a, x je vétsi neZ ostry uhel
pfimek a, a,*) a tupy uhel pfimek a, x je men$i nez tupy
tihel pfimek a, a,.

Dukaz: (Obr. 15.) Postaédi, dokaZeme-li tvrzeni o ostrych uhlech.
Na piimce a zvolme bod M == P a spustme z ného kolmice na ptimky ao,

*) t. j. neZ ostry tihel pfimky a s rovinou p.
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z; jejich paty oznagme po fadé My, M;. Mame porovnati (ostré) uhly
<X MPM,, & MPM,. Jezto MM, |¢ | ¢ (odivodnétel), je M, bod roviny
nejblizéf bodu M; proto MM, >MM,. Pravouhlé trojuhelniky PMM,
a PMM, maji spole&nou preponu PM a o odvésnach plati MM, >MM,
Proto jsou protéjsi p¥isludné uhly ve vztahu <t MPM,> < MPM, (na pf.
podle véty, Ze v dané kruZnici k delsi tétivé prislusi vétsi stiedovy thel).
Tim je tvrzeni V33 dokazano.

Ptiklad: Z vrcholu A, krychle ABCD AB;CyD; (obr. 16a) spusfte
kolmici k k roviné p=HKL a vy3etite jeji patu P. Body H, K, L zvolte
uvniti hran 4,4, A,B;, A;D;. Ulohu feste ve volném rovnobéZném pro-

mitani.
La ¢
H °D, °C,
K A \
A, 5 s N \\
‘L \\ \
v PRV G
N\
/] T \
H¥ D c // 5
/ h )
A 8
Obr. 16a. Obr. 16b.
Regeni: Hledand kolmice k je nma pf. prasednici dvou riznych

rovin oy, os, které prochazeji bodem A,, pti ¢emz je ¢y | HK, 0o | KL.
Protoze hrany A,4, A,B,, A\ D, krychle jsou navzajem kolmé, obsahuje
rovina o, bod L (je A,D, | HK) a rovina ¢, bod H (je A;A | LK).
Rovina g, je uréena body 4,, L', L, kde L’ je pata kolmice A|L' | HK;
na vy$ce LL’ trojuhelnika HKL bude lezet bod P. Uhel <« A,L’'H = }n se
zobrazi ve skute¢né velikosti (rovina A;B,BA je rovnobéZzna s nakresnou).
Rovina ¢» je podobné uréena body A,, H', H, kde H' je pata kolmice
A\H' | KL; na vySce HH' trojuhelnika HKL bude lezet bod P, ktery je
tedy prisecikem primek LL' a HH’, takze k= A,P. Bod H’ nelze piimo
sestrojit. Uréime jej takto (obr. 16b): Sténu A,B,C,D, krychle uvedeme
do polohy A,B,°C;°D, rovnobéiné s nakresnou; pak bude ve skute¢né

110



velikosti, t. j. A;°D; = A,B;, 4,°D,; L A;B;. Bod L se pti tom dostane do
polohy °L, pii &¢emz je L°L || D, °D, (délici pomé&r se zachov4); pfimka KL
se dostane do polohy K°L, Patou °H’ kolmice A;°H’' | K°L vedeme pfim-
ku °H’H’||°D,D, ktera na {pfimce KL vytne hledany obraz H’. Tim je
uloha feSena,

52

33.

54.

55.

56,

57,

58.

59.

Cvicent.

Budte d4ny dvé roviny g L o a jejich priscénice p; dale budiZ déna

ptimka r roviny g kolma k p. Dokaite, Ze jer L o.

BudiZ d4n &tyrstén VABC; oznaéme p rovinu ABC. Budte a, f§, y

roviny, které prochéazeji bodem V a o nichZ plati a L BC, ,B_L CA,

y_LAC; priseéfky rovin a, f, ¥ s ptimkami BC, CA, AC po Fadg

oznadte A,, By, Cy. Dale budiZ V, pata kolmice VV, L p. Doka%te:

ayalo flo,yLlo

b) Roviny a, B, y se protinajf v pfimce VV,.

c) Pruseénice A,V,, B,V,, C,V, rovin a, f§, ¥ stoji po fad& kolmo
k pH{mkam BC, CA, AB.

Uzitim cvié. 53 feSte tlohu: Uréete pomoci sité étyrsténu VABC patu

Vl kolmice VA spusténé z bodu V na rovinu p= ABC. Je déano

AB 8; BC 7; CA= 6; adélea)VA 6,8; VB=38,2; VC= =17,6.
b) VA= 7; VB= 10,5; VC=5.

BudiZ dan A ABC amimo jeho rovinu g bod V tak, Ze plat{ VA=VB=
=VC. Je-li Vy, pata kolmice VV, 1 p, potom je bod V; stfedem
kruZnice trojuhelnfku ABC opsané; dokaZte.

V roviné g leZf pravotihly trojihelnfk ABC, jehoZ pfepona je ¢; mimo
rovinu p je dan bod V, ktery méa ode v3ech tiff vrchold trojuhelnfka
ABC touZ vzdalenost v. Urcete vzdalenost bodu V od roviny g.
Odvésny pravouhlého trojihelnika ABC, ktery leZi v roviné g, jsou
a, b. Ve stftedu S prepony byla vztyfena kolmice SV k roviné p, pfi
dem?Z je SV=uo. Uréete vzdalenost bodu V od vrchold trojahelnika
ABC.

Pravodhlym pramétem A, bodu A na rovinu p rozumime patu A,
kolmice spuiténé z bodu A na rovinu p; jestliZe bod A leZi v roviné g,
je A;=A. Budte A,, B, pravouhlé priméty bodi A, B na rovinu p.
O kterou délku je treba prodlouzn use¢ku AB, aby protala rovinu g
v bodé R, jestliZe je dano AAl—m, BBl—n, A 31 dy. Provedte
diskusi, v jakém pofadku leZi body A, B, R, po pifpadé za kterych
podminek je tiloha nefesitelné.

BudiZ AB; pravothly primét tse¢ky AB do roviny ;. ObdrZime jej
na priumétu A,B; pfimky AB jako spojnici praméta krajnich bodu
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61.

62,

63.

112

A, B, pokud oviem nenf AB | n; je-li AB | n, potomje A;= B,. Do-

kaZte:

a) Je-li ¢ jeden z ostrych thlu pffmky AB s rovinou 7z, je 4,B;=
=AB - cosg.

b) Je-li AB | n, je A,B;=0.

c) Je-li AB||z, je A;B;=AB. .

Pravouhlé praméty p,, ¢, dvou rovnobéZek p, ¢ na rovinu g jsou bud

dvé rovnobéZky, nebo dva body. DokaZte. Jak je tomu s praméty

dvou riznobéZek?

BudiZz <. AOP pravy uhel, ktery leZi v roving ¢ a jehoZ rameno OP

lezf v roviné g. Pravouhly primét ahlu <X AOP do roviny p je opét thel

pravy, jestlize roviny g, ¢ nejsou k sob& kolmé. DokaZte a zobecnéte

tuto poucku.

DokaZte, Ze pravotihlymi priméty p,. q,, mimobé&Zek p, q na rovinu p

mohou byt:

a) raznobéZky p,, q;; b) dv& ruzné rovnob&iky p,| ¢;; c) bod p; a

primka ¢y, kter4 jim neprochézi.

Zobrazte tyto piipady na zékladnim kvadru ABCDA'B'C'D’ tak, Ze

zvolite p=ABCD a dale a) p=AC’,q=B'D’,b) AD',CB’,c) AA’, BC'.

D _|P (o

Obr. 17. Obr. 18.

Zobrazte zakladni kvadr ABCDA’B'C'D’, pti éemZje m=AC,n=B'D’.

Dokaizte:

a) Piimkami m, n je moZno poloZit jediny par rovin u, » tak, aby

v.

b) gllildii to L p rovina, ktera obsahuje pfimku m, a», L » rovina, kterd
obsahuje pfimku n. Roviny pg, v, se protinaji v pfimce plu,
ktera protind p¥imky m, n v bodech M, N, takZe p L m, p L n,
Useéka MN je nejkrat$i vzdalenost dvou bodd mimobéZek m. n.

c) V obr. 17 zobrazte tihel obou mimobéZek m, n.



64. Nad mimob&Zkami m, n (z obr. 18) sestrojte kvadr ABCD A’B’'C'D’,
podobné jako v obr. 17 z ptedchoziho cvi¢. 63. Piedpokladejte, Ze
rovina y =Qm je rovnob&Zna s ptimkou n.

8. Konvexni utvary. Klin, trojhran.

Pojem konvexniho tutvaru, ktery znate z planimetrie, pfeneseme si
do stereometrie.

Geometricky titvar K (soubor bodi) budeme nazyvat konvexnim,
jestlize ma tuto vlastnost: jsou-li X, Y libovolné dva body z K, pak celd
use¢ka XY ndle3l vtvaru K.

Podle této definice viecky tutvary, které byly konvexni ve smyslu
planimetrickém, na pt. use¢ka, uhel, polopfimka, vypukly mnohouhelnik,
kruh a j., jsou také konvexni ve smyslu stereometrickém. Piiklad kon-
vexniho utvaru, ktery neni rovinny, je poloprostor nebo vnitiek polo-
prostoru. DokaZte! Pozname vSak je§té jiné dilezité prostorové konvexni
utvary.

K planimetrickému pojmu (dutého) uhlu 1ze ve stereometrii definovati
dva obdobné pojmy. Duty thel je konvexn{ ¢ast roviny omezena dvéma
polopiimkami, které maji spoleény potatek a nelezi v téze piimce.

JestliZe misto dvou polopiimek se spoleénym poéatkem vezmeme dvé
poloroviny se spole¢nou hraniénf pfimkou, dostaneme t. zv. klin. JestliZe
misto dvou polopfimek se spoleénym pocatkem, které neleii v jedné
pfimce, vezmeme ti'i polopfimky se spolenym polatkem, které nelezi
v jedné roving, dostaneme t. zv. trojhran. Vyslovime v dal§im piesné
definice.

V34. Budte dany dvé riznobézné roviny g, o s prusecd-
nici p, dale bod A v roviné g, bod B v roviné o, oba mimo
primku p. Spoleéné body poloprostori (¢ B), (¢ A) (neboli
t. zv. prunik téchto poloprostori) tvori konvexni utvar K.
Prunik vnitikd obou poloprostori je také konvexni utvarV.
Ty body prostoru, které nenalezeji utvaru K, tvofi utvar
nekonvexni.

Utvar K nazyvame klinem, tutvar V vnittkem klinu. Poloroviny
pA, pB jsou t. zv. stény klinu, pfimka p je hrana klinu.

Dukaz V34 (obr. 19): 1. Poloprostory ¢B i ¢A jsou konvexni. Jsou-li
X, Y dva body, které naleZeji oba obéma poloprostorim, pak usetka XY
nalezi také obéma poloprostorim, t. j. utvaru K.
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2. Vnittky poloprostortt (¢ B) i (¢ 4) jsou konvexni ttvary, proto
jejich prinik V, t. j. vnitiek klinu, je také konvexni utvar. Klin K zfejm¢
dostaneme, pfipojime-li k vnittku V obé jeho stény pA a pB.

3. Na prodlouzZeni uselky AB za bod A zvolme bod C, na jejim pro-
dlouZeni za bod B zvolme bod D. Body C, D zfejmé& nenaleZeji utvaru K,
aviak ¢ast usetky CD utvaru K nalezi. Proto zbytek prostoru (po ode-
brani utvaru K) je utvar nekonvexni.

Definice. BudiZ dan klin K. V jeho sténach sestrojme polopfimky,
vychazejici z téhoZ bodu X hrany klinu a kolmé k této hrané. Obé polo-
primky uréuji thel, ktery se jmenuje tihel klinu. Je zfejmé, Ze jeho velikost
nezavisi na volbé bodu X.

Obr. 19. Obr. 20.

V35. Budte dany t#i roviny g, o, 7 s jedinym spoleédnym
bodem V a dale body A, B, C po fadé€ na priseénicichg-g,
0.7,0.7, alemimo vrchol V. Priunik poloprostort (o B), (¢ C), (v A)
je konvexni utvar T. Také prinik vnitifku poloprostoru (p B),
(@C), (rA) je konvexni utvar V. Utvar T dostaneme, pfipo-
jime-li k utvaru 'V uhly AVB, BYC, CVA (i s rameny). Body
prostoru, které nenalezeji tGtvaru ¢, tvori tdtvar nekon-
vexni (obr. 20).

Utvar T nazyvame trojhranem, ttvar V jeho vnitikem. Uhly A VB,
BVC, CVA jsou t. zv. stény trojhranu, jejich velikost jsou strany
trojhranu. Polopfimky VA, VB, VC jsou t. zv. hrany trojhranu, T je
jeho vrchol.

Ditkaz poutky V35 je obdobny dikazu poutky V34 a provedete si
jej snadno sami.
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Definice. BudiZ dan trojhran T s vrcholem V a s hranami VA, VB,
VC. Poloroviny VAB, VAC jsou sténami jistého klinu; uhel tohoto klinu
se nazyva (vnitfnim) dhlem trojhranu pfi hrané VA. Podobné definujeme
(vnitini) thly trojhranu pfi hranach VB, VC.

Trojhran mize miti vSecky uhly i vSecky strany pravé. Model
takového trojhranu jsme sestrojili na za¢atku odst. 7. Theorie trojhranu
je v mnoha smérech prostorovou obdobou theorie trojihelniku a je pod-
kladem sférické geometrie (t. j. geometrie na plose kulové).

Cviéenl.

65. Prunik klinu s rovinou, ktera je rtiznob&Zna s hranou klinu, je duty
thel. Dokazte.

66. BudiZ dan klin, jehoZ tdhel je a) ostry, b) tupy. Rovina riiznob&na

s hranou klinu a kolm& jen k jedné jeho sténé, protne klin v dhlu

a) men$im nebo rovném, b) vétsim nebo rovném, neZ je tdhel klinu.

Rovnost nastane v pripadech jen tehdy, je-li rovina kolma k hrané&

klinu. DokaZte.

Trojhran je prianik poloprostorii (pA), (c4), (zA). Co je prinikem

doplitkovych poloprostori? PopiSte tento novy trojhran.

68. Je dan trojuhelnik ABC a bod V leZici mimo jeho rovinu. Soubor

polopfimek s poéatkem V, které protinaji rovinu ABC v bodech troj-

thelnika ABC, je trojhran s hranami VA, VB, VC. DokaZte. Kterymi

poloprostory je tento trojhran uréen?

Tii pfimky, které prochézeji tymZ bodem a neleZf v jedné roving,

uréuji ¢tyti dvojice trojhranu t. zv. vrcholovych. Popiste, jak.

70. Tt roviny, které prochazeji tymZ bodem a neobsahuji jednu p¥imku,

uréuji osm trojhranti. PopiSte, jak.

Pravidelny jehlan étyrboky mé podstavnou hranu 4 cm, poboénou

hranu 7 cm. Urcéete thel klinu, jehoZ stény obsahuji dvé sousednf

pobo¢éné stény jehlanu.

Je d4na krychle ABCDA'B’C'D’, stted hrany BC je M. Trojhran ma

hrany v polopfimkach A’A, A’M, A'D,

a) Sestrojte jeho strany a uhly.

b) Do naértku zakreslete trojhran soumérny podle pfimky DM k da-
nému trojhranu.

¢) Do nadrtku zakreslete trojhran soumérny k danému trojhranu podle
stredu stény CC'D’'D.

73. Soudet stran trojhranu je men3f neZ uhel plny. DokaZte. (Naneste

na hrany trojhranu stejné tse¢ky a na podstavu vzniklého jehlanu

spusfte vy$ku z vrcholu trojhranu.)

67

69

71

72
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74. Trojhran ma hrany VAl VB VC; body V sestrojime roviny o | VA,
o L VB, v 1L VC. Roviny g, 0, T urdf osm trojhranii (cv. 70). Urdete
vztah mezi stranami (tihly) puvodniho trojhranu a thly (stranami)
novych trojhrant.

75. Pravidelny trojhran je takovy, ktery ma viecky strany stejné velké,
DokaZte, Ze tihly pravidelného trojhranu jsou také stejné velké.
(Naneste od vrcholu na jeho hrany stejné dlouhé tseéky a vedte jejich
krajnimi body roviny kolmé k prisluSnym hranam; dokaZte, Ze dosta-
nete tfi shodné trojuihelniky.)

9. Soumérnost podle roviny. Shodnost v prostoru.

Nejdilezitéjsi zobrazeni, které jste poznali v planimetrii, byla esova
soumérnost. V prostoru ma obdobny vyznam soumérnost podle roviny
(rovinova soumérnost).

k
X

x:

Obr. 21. Obr, 22.

Definice. (Obr. 21.) BudiZ d4na rovina w, t. zv. rovina soumérnosti.
Ke kazdému bodu X v prostoru sestrojime jeho obraz X' takto: bodem X
vedeme piimku k | w a jeji prusedik s rovinou w oznaéime X,. Na piimce
k sestrojime k bodu X bod X’ soumérné sdruZeny podle stfedu X,. Tim
je definovano zobrazeni, zvané soumeérnost podle roviny w.

Jediné body, které splyvaji se svymi obrazy v soumérnosti podle
roviny, jsou body roviny w. Tyto body, pro néz X=X’, jmenuji se
samodruzné body.

V36. Obrazem primky (jako souboru bodu) v soumsér-
nosti podle roviny je opét primka.

Dukaz (obr. 22): Je-li pfimka x kolma k roviné soumérnosti, je
jejim obrazem zifejmé taZ pifimka. Neni-li | w, pak podle V32 existuje
rovina 7_| w, ktera obsahuje pfimku z. Obraz pfimky z v osové soumér-
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nosti s osou 7-w je jistd pfimka z'; taz piimka je obrazem piimky z
v soumérnosti podle roviny w; odavodnéte!

Piimka, ktera splyva se svym obrazem, se jmenuje také samodruzna.
Snadno dokaZeme vétu:

V37. Jediné samodruzné pifimky v soumérnosti podle
roviny w jsou kolmice k roviné w a pfimky roviny o.

Dikaz: BudiZ x=z' samodruzni pfimka. Bud obsahuje aspon
jeden bod A, ktery neni samodruzny, t.j. obsahuje také bod A’z A
a splyva podle axiomu A4 s pfimkou AA’, ktera je kolma k roviné w.
Nebo piimka x obsahuje jenom samodruzné body, a pak leZi v roviné w.
Uvedené piimky jsou skuteéné samodruZné.

Obdobnym postupem jako ve vété 36 dokaZete sami dalsi vlastnosti
soumérnosti podle roviny: obrazem polopiimky je polopfimka, obrazem
useCky je usecka stejné dlouha.

V38. Obrazem roviny (jako souboru bodu) v soumérnosti
podle roviny je opét rovina.

Dukaz (obr. 23): V dané roviné £ zvolme pifimku p a mimo ni bod
M. Rovina ¢ je geometrické misto pfimek x, které prochazeji bodem M
a protinaji pfimku p, doplnéné piimkou
q||p vedenou bodem M. Obraz ¢’ roviny &
dostaneme, sestrojime-li obrazy z’ vSech
piimek z a obraz ¢’ pfimky ¢q. Tyto piim-
ky x’ prochazeji bodem M’ (t. j. obrazem
bodu M) a protinaji pfimku p’ (obraz piim-
ky p). Piimka ¢’ prochazi také bodem M’
a je q'| p’, nebot bylo ¢|p (odiavodnéte
podrobnél). Pfimky 2’ spolu s piimkou ¢’
viak vypliuji rovinu A’p’ a ta je hleda- Obr. 23.
nym obrazem &' roviny é&.

Rovina, kterd splyva se svym obraZem, se jmenuje také samo-
druzné rovina.

V39. Jediné samodruzné roviny v soumérnosti podle
roviny w jsou rovina w sama a viecky roviny k ni kolmé.

Dikaz: Budiz £=¢’ samodruzni rovina. Bud obsahuje aspoii jeden
bod A, ktery neni samodruzny, t. j. obsahuje také bod A’ == A, neboli podle
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axiomu A1 obsahuje pfimku AA’. Podle véty V30 je pak § | w. Obsahuje-li
£ vesmés samodruzné body, splyne s rovinou w.

Snadno sami dokaZete, Ze obrazem poloroviny v soumérnosti podle
roviny je polorovina, obrazem poloprostoru je poloprostor. Vyslovime
jesté jednu dulezitou poucku.

V40. Obrazem thlu v soumérnosti podle roviny je uhel
rovny danému uhlu.

Dokazte sami; nejprve odiivodnéte, Ze obrazem thlu je uhel, pak Ze
obrazem trojihelnika je trojihelnik s nim shodny (podle véty sss).

Jak je tomu s obrazem klinu a trojhranu?

Jako v planimetrii jsme zkoumali u daného geometrického utvaru
jeho soumérnost podle osy, tak ve stereometrii zkoumime soumérnost
utvaru podle roviny.

Definujeme: Utvar U (jako soubor bodii) je soumérny podle roviny
w, jestlize jeho obraz U’ (t. j. soubor obrazi vSech bodi utvaru U) je
s nim totoZny.

Tedy na pi. piimka je soumérna podle kaZdé roviny k ni kolmé,
usecka je soumérna jen podle takové roviny, ktera jde jejim stiedem.

Zikladni ulohou je, k danému utvaru nalézti vSecky jeho roviny sou-
mérnosti. UkaZeme si na prikladé dvou ruznobéznych rovin, jak takovou
ulohu reSime.

Mame nalézti v8ecky roviny soumérnosti utvaru, sloZe-
ného ze dvou riznobéznych rovin p, o. Podle véty V38 je o’ opét
jedna z rovin g, o, tedy bud ¢'=g, 0'=0, nebo p’=o0, o’=p. V prvnim
pripadé jsou obé roviny samodruzné, rovina soumérnosti w je k obéma
kolm4a, a podle V31 je kolma k jejich prise¢nici. V druhém piipadé je
samodruzna jen prusefnice p=p-o. Rovina soumérnosti w neni viak
v tomto pripadé kolma k p (nebof pak by bylo ¢ | w, ¢ | w, t. j. p’=0,
o’ =o proti pfedpokladu). Proto podle V37 obsahuje rovina w pfimku p;
puli uhly vSech ¢tyf klint uréenych rovinami g, o; odivodnéte podrobné!
Dvojice rovin ma tedy tyto moZné roviny soumeérnosti: a) roviny kolmé
k priise¢nici obou rovin; b) roviny pilici thly étyf klinti. VSecky uvedené
roviny jsou skuteéné rovinami soumérnosti.

Pojem shodnosti v roviné jako zobrazeni byl nejobecnéji definovan
takto: dva rovinné utvary jsou shodné, lze-li jeden v druhy prevést
koneénym poétem osovych soumérnosti.
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Vyslovime obdobnou definici pro Gtvary prostorové:

Dva prostorové utvary jsou shodné, lze-li jeden v druhy prevést
koneénym pocétem soumérnosti podle rovin.

Je ovSem tfeba ukazat, Ze tato definice shodnosti je roz§ifenim defi-
nice zavedené v planimetrii, t. j. Ze kazdé dva ttvary shodné podle plani-
metrické definice shodnosti jsou také shodné podle této nové definice.

Budte dva utvary U;, U, v roviné g shodné podle planimetrické de-
finice. To znamen4, Ze mame koneény pocet osovych soumérnosti s osami
01, O, . . ., Op, lezicimi v roviné g tak, Ze jimi lze pfevést utvar U; v utvar
U,. Utvofime soumeérnosti podle rovin w;, ws, ..., w,, které prochazeji
piimkami oy, 02, ..., 05 a jsou kolmé k roviné€ g; t€mito soumérnostmi
piechazi utvar U; v utvar U,, a tim je duikaz proveden.

Soumeérnosti podle rovin se skladaji ovSem v jiné, sloZitéjsi shodnosti.
Tak jako v planimetrii na pi'. dvé osové soumérnosti s riznobéZnymi osami
se skladaji v otaceni kolem stiedu, tak dvé soumérnosti podle dvou na-
vzajem ruznobéZnych rovin se skladaji v otaceni kolem osy (priseénice
obou rovin soumérnosti). Tyto sloZitéj$i shodnosti nebudeme podrobné;ji
vySetifovati.

Vlastnosti shodnych utvard vyplyvaji piimo z vlastnosti soumérnosti
podle roviny. Nékteré vlastnosti shodnych utvard si dokaZete sami ve
cvicenich,

Cvicenl.

76

Dokaite, Ze v rovinové soumérnosti jsou obrazy dvou rovnobéZnych

piimek (rovin) dvé.rovnobézné piimky (roviny).

Primka (rovina) a jeji obraz v rovinové soumérnosti jsou bud rovno-

b&Zné navzijem i s rovinou soumérnosti, nebo jejich spoleéné body

lezi v roviné soumérnosti. DokaZte!

Je dana krychle ABCD A’B’'C'D’; P je bod hrany AB takovy, Ze

AP = 2BP. V nicértku krychle zobrazte obrazec soumérné poloZeny

a) k étverci BCC’'B’, b) k trojuhelniku BC’A’ podle roviny CC’P.

79. Je dan pravidelny S$estiboky jehlan ABCDEFV; V je jeho hlavni
vrchol, S stied podstavy, bod M déli useéku AB v poméru 3 : 1. Se-
strojte v nacrtku jehlanu téleso soumérné k nému sdruZené podle ro-
viny VSM.

80. Najdéte vSecky roviny soumérnosti dvojice mimobé&Zek.

81. Uréete vSecky roviny soumérnosti utvaru sloZeného z roviny p a

z pfimky p s ni raznobéZné.

7
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82.

83.
84.

85

86.

87.

88.

89.

90.

91.

120

Stanovte viecky roviny soumérnosti dvojice navzajem rovnobé&Znych
polorovin. Provedte diskusi vzhledem ke vzajemné poloze polorovin.

Stanovte vSecky roviny soumérnosti pravidelného jehlanu étyrbokého.

Existuje jedin4 rovina soumérnosti usecky AB, ktera tuto usecku
neobsahuje. Tato rovina se obyd¢ejné jmenuje kratce rovina soumér-
nosti Use¢ky. Prochéz{ stfedem tse¢ky AB a je k ni kolm4; je geo-
metrickym mistem bodi, které maji od obou krajnich bodu usecky
AB stejné vzdélenosti. DokaZtel

Existuje jedin4 rovina soumdérnosti dutého uhlu, ktera tento whel
neobsahuje. Tato rovina se obydejné kratce jmenuje rovina soumér-
nosti ublu. Prochaz{ osou daného thlu a je kolma k jcho roving; je
¢asti geometrického mista bodu, které majf od obou pfimek, v nichZ
lef ramena thlu, stejné vzdalenosti. DokaZte!

Roviny soumérnosti vSech ti stén trojhranu se protinajf v pfimce,

kter4 prochézi vrcholem trojhranu. DokaZte s pouZitim vysledku

cvié. 85.

Existuje jedina rovina soumérnosti klfnu, ktera obsahuje jeho hranu.

Je to jedna z rovin soumérnosti dvojice rovin, v nichZ leZi stény klinu,

Rovina @ je ¢asti geometrického mista bodu, které maji od rovin stén

klinu stejné vzdalenosti. DokaZte!

Jsou-li dva kliny shodné, jsou jejich whly stejn& velké. DokaZte!

(Prevedte na dukaz shodnosti dvou trojuhelnikil)

a) Je dan trojuhelnik ABC a bod A’ == A. Urlete rovinovou soumér-
nost, ktera ptevadi A ABC ve shodny trojuhelnik s jednfm vrcho-
lem v A’.

b) Je dan trojuhelnik ABC a takovy bod B'E]EB, %e AB=AB’. Urlete
rovinovou soumérnost, ktera prevadf trojihelnik ABC ve shodny
trojuhelnik s jednou stranou v AB’.

¢) Jedan trojihelnik ABCatakovybod C'==C, %¢e AC=AC’, BC=BC'.
Urcete rovinovou soumérnost, kterd prevadi trojtihelnik ABC ve
shodny trojuhelnik ABC’.

Jsou dany takové dva trojthelniky ABC, A’B'C’, ¢ AB=A'F,
BC=B'C’, CA=C'A’. Doka¥te, %e jsou shodné! (Urlete prislusné
rovinové soumérnosti podle cvié. 89.)

a) Je dan &tyrstén ABCD a bod EZ=D tak, ¢ AD=AE, BD=BE,
CD =CE. DokaZte, Ze rovina ABC je rovinou soumérnosti use¢ky
DE.

b) ABCD, A’B'C’'D’ jsou takové dva &tyrstény, Ze plati: AB=A'B,
BC B'C' CA= C'A' AD=A D' BD= B'D' CD=C'D'. S pou-
Zitim vysledku a) dokaZte, Ze oba ¢étyrstény jsou shodné!



10. Rovnobéiné posunuti, soumsrnost podle osy a stfedu.

V planimetrii jste poznali, Ze z osovych soumérnosti se skladajf
zobrazeni, ktera maji jednoduché a velmi nazorné vlastnosti a ktera kazdy
utvar prevadéji v ttvar shodny; proto se nazyvaji shodnosti. Tak na pf.
dvé osové soumérnosti s riznobéZnymi osami se skladaji v zobrazeni,
které nazyvame otadenim kolem stiedu.

Podobné je tomu v prostoru: z rovinovych soumérnosti skladame
nova zobrazeni, ktera budeme nazyvat souhrnné shodnosti v prostoru.

Musime ovSem definovat, kdy pokladame dvé shodnosti za totozné.
Dvé shodnosti v prostoru jsou totoZné, jestlize kazdému bodu X ptifaduji
obé tyZz bod X'. Nezélezi tedy na tom, jsou-li sloZeny riznym zpuisobem
z rovinovych soumérnosti. V§imneme si bliZze ti'i shodnosti, které budeme
v dalsich vykladech potiebovat.

Definice. Budte dany dvé rovinové soumérnosti, jejichZ roviny wy,
we jsou rovnobéZné a ruzné. SloZenim téchto soumérnosti (v uréitém
poradku) vznikd zobrazeni, které nazveme rovmobéinym posunutim
v prostoru. )

Pfitom skladanim rovinovych soumérnosti rozumime podobnou
operaci jako v roviné: k libovolnému bodu X prostoru najdeme jeho
obraz X; v prvni soumeérnosti a k tomuto obrazu X; najdeme obraz X,
v druhé soumérnosti. Timto zplsobem je .
kazdému bodu X pfifadén jisty bod X, a A
vznika tedy zobrazeni. Rikiame, Ze toto 5

zobrazeni vzniklo sloZenim obou rovinovych
soumérnosti (v uréitém poiadku). . o, \\u.q\\

V41. Jsou-li A’, B’ obrazy boda '
A, BvrovnobéZném posunuti v pro- -
storu, pak plati AA’11BB’, AA' = - __w.e
= BB’. Specidlng: lezi-li bod B mimo /' # >N ~
pfimku AA’, pak ¢étyriuhelnik \B
AA’B’'B je rovnobéinik.

Duakaz (obr. 24): Jeito AA’' | oy,
BB’ | w; (w1, wsy jsou roviny soumérnosti), je podle V27 AA'||BB'.
Primkami AA’, BB’ lze polozit (aspoil jednu) rovinu g, ktera je podle
V30 kolm4 k w; i k we. Obé& rovinové soumérnosti davaji v roviné p
vznik dvéma osovym soumeérnostem s osami g - w; a g - wg (popiste, jak).

Obr. 24,
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Tyto osové soumérnosti se skladaji v rovnobé&Zné posunuti v roving p,
a tu vime z planimetrie, Ze plati AA’+1t BB’, AA'=BB'.

Smér AA’ se nékdy nazjvi smérem posunuti, délka AA’ délkou
posunuti.

V42. Rovnobéziné posunuti je jednoznaé¢né uréeno, je-li
dan obraz A’ daného bodu A.

Dukaz: Sestrojme roviny w;, ws obé kolmé k primce AA’ tak, aby
w,; $la bodem A, w, stiedem usecky AA’. Rovnobézné posunuti vzniklé
slozenim rovinovych soumérnosti s rovinami w; ws (v tomto potfadku)
prevadi bod A v bod A’. AvSak kazdé rovnobéZné posunuti, které pievadi
bod A v bod A’, pfevadi libovolny bod X v urtity bod X’ (viz V41).
Proto je rovnobéZzné posunuti uréeno dvojici A, A’ jednoznaéné.

Na zakladé vét V41 a V42 si uvédomte nazorny vyznam rovnobézného
posunuti.

Jezto rovnobéZné posunuti vznika sloZenim dvou rovinovych sou-
mérnosti, je v ném podle V36 a V38 obrazem pfimky opét pfimka a obra-

V43. V rovnobé&zném posunuti v prostoru je obrazem
ptimky x p¥imka z’'1+% z, obrazem roviny p rovina g’||¢.

Dukaz: Tvrzeni, tykajici se piimky vyplyva z V41. Vysvétlete
podrobné! Abychom nalezli obraz roviny g, zvolime v ni trojihelnik ABC;
pak je ziejm& o'=A'B'C’. Jeito je A'B'||AB, A'C’|| AC, je podle V5
A'B'||g, A'C’||e a podle V9 je ¢’ || o.

Jako pfi rovinové soumérnosti lze i pfi rovnobézném posunuti zjistiti
samodruzné body, pfimky a roviny. Plati poucka:

V44. Rovnobé&zné posunuti v prostoru nema samodruz-
nych bodii. SamodruZné jsou jen ty pfimky a roviny, které
jsou rovnobéiné se smérem posunuti.

Poucku si dokazete snadno sami s pouzitim vét V41, V43.

Dalsi shodnost v prostoru je t. zv. osova soumeérnost v prostoru.
Budiz dana dvojice kolmych rovin w;, w,. SloZenim rovinovych soumér-
nosti s rovinami w;, wy dostaneme shodnost, zvanou osova soumérnost
v prostoru. Prise¢nice 0 =w; - w, se nazyva jeji osou.

K danému bodu X sestrojime v této soumérnosti obraz X’ takto
(obr. 25):

Vedeme bodem X pifimku m_| o a riznobéznou s o; oznaime X,
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prase¢ik pfimek m, o; na pfimce m sestrojime bod X' soumérné poloZeny
k bodu X podle stfedu X,. Odivodnéni této konstrukce je jednoduché:
Bodem X poloZme rovinu g | o (viz V23); naSe osova soumérnost v pro-
storu dava v roviné p vznik stiedové soumérnosti se stiedem X, (popiste,
jak). Tim je konstrukce odivodnéna.

Osova soumérnost v prostoru je patrné podle piedchoziho vykladu
jednoznaéné uréena svou osou 0. Taz soumérnost oviem muZe vzniknout
sloZenim ruznych dvojic rovinovych soumérnosti, jejichZ roviny jsou
k sobé kolmé a obsahuji pfimku o.

Pravé tak jako-pii rovnobézném posunuti je také v osové soumér-
nosti v prostoru obrazem piimky pifimka, obrazem roviny rovina
(pro¢?) a 1ze tedy zkoumati, které body, pfimky a roviny jsou samodruZné.

N
U
N
N

Los

><\“‘l\ \

Obr. 25. Obr. 26.

Tieti shodnost, o které se zminime, je t. zv. stfedova soumeérnost
v prostoru. Budte dany tfi roviny w;, ws, w;, z nichZz kazdé dvé jsou
k sobé kolmé (viz podatek odst. 7). Tyto roviny se protinaji v jediném
bodé S (oduvodnéte). Slozime rovinové soumeérnosti s rovinami w;, ws,
w3 v libovolném potradku; vznikne shodnost, zvana soumérnost (v pro-
storu) podle stiedu S.

K danému bodu X sestrojime v této soumérnosti obraz X' takto
(obr. 26): Je-li X=S, je také X'=S; je-li X= S, uréime na prodlouZeni
usetky XS za bod S bod X’ tak, aby bylo X’S=XS. Odavodnéni kon-
strukce: oznaéme o pruseénici rovin w;, wp. Pfimkou o a bodem X lze
poloZit (aspont jednu) rovinu p. Ozna¢me dale p priiseénici g - w3. Osova
soumeérnost v prostoru s osou o dava v roving g vznik osové soumérnosti
s osou o, rovinova soumérnost s rovinou w3 dava v roviné g vznik osové
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soumdrnosti s osou p. Podle V31 je o | p. Z planimetrie vime, Ze dvé osové
soumsérnosti v roviné s osami navzajem kolmymi skladaji stiedovou sou-
mérnost; je tedy X’ obraz bodu X ve stfedové soumérnosti v roviné a tim
je uvedena konstrukce dokazana.

Také ve stfedové soumérnosti je obrazem primky pfimka, obrazem
roviny rovina a lze ¥esit otizku samodruZnych bodu, pfimek a rovin.

Jestlize néktery geometricky utvar se pfevadi rovinovou nebo
osobou nebo sticdovou soumérnosti sim v sebe (vysvétlete podrobné, co
to znamena), fikame, Ze se touto soumérnosti repredukuje, neboli Ze
je soumérny podle roviny nebo piimky (osy) nebo bodu (stfedu). Uvedte
jednoduché priklady tutvaru soumérného podle osy a utvaru soumérného
podle stfedu. Zpravidla se setkdvame s tilohou nalézti k danému utvaru
jeho osy soumérnosti a stiedy soumérnosti (existuji-li ovSem wviibec);
nékteré takové ulohy roziesite ve cvicenich.

Cvilent.

92, Zobrazeni, které vznikne sloZenim dvou rovnobé&Znych posunuti urce-
nych dvojicemi A, A’ a A’, A”, je rovnob&%né posunuti uréené dvojici
A, A”. DokaZte.

93. DokaZte, Ze jediné pfimky a roviny samodruZné v rovnobé&Zném po-
sunuti jsou pffmky a roviny rovnobéZné se smérem posunuti.

94. Je dén ¢&tyrstén ABCD, T je téZist& trojuhelnika BCD. Do néértku
¢tyrsténu zakreslete étyrstén, ktery je obrazem daného cEtyrsténu
v rovnobéZném posunuti, daném dvojicf A4, T.

95. Urdete vSecka rovnobé&éZna posunutf, jimi% se reprodukuje soustava
nekone¢né mnoha rovnobé&Znych rovin, z nich% kazdé dvé sousedni
maji vzdalenost rovnou jedné.

96. Urcdete samodruZné body, pfimky a roviny osové soumérnosti.

97. Piimka a jeji obraz v osové soumérnosti jsou bud rovnobé&Zné s osou
soumeérnosti, nebo se na ni protinaji. Zjistéte obdobnou vlastnost
roviny a jejiho obrazu.

98. Vyslovte podminku, aby rovina (primka) a jeji obraz v osové soumér-
nosti byly navzajem rovnobéZné.

99. Urcete viecky osy soumérnosti a) dvojice mimobé&Zek, b) dvou rizno-
bé&Znych rovin.

100. Urcéete viecky osy soumérnosti a) krychle, b) plochy kulové.
101. Urcete samodruiné body, pfimky a roviny stfedové soumérnosti.

102. a) Utvar soumérny podle dvou riznych stiedi se reprodukuje posu-
nutim ve sméru jejich spojnice. DokaZte!
b) Kvadr mé4 jediny stfed soumérnosti. DokaZte!
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103. V néértku kvadru ABCDA’B'C’D’ sestrojte kvadr soum&rny a) podle
osy o, b) podle stfedu P. Za osu o zvolte pfimku rovnobéZnou s hranou
AA’, ktera rozdéluje obdélnik ABB’A’ v poméru 1 : 2, za bod P zvolte
bod leZici v tf¥eting use¢ky BC

104. Utvar soumérny podle dvou os k sob& kolmych a navzajem riizno-
béZnych je soumérny také podle osy kolmé k obéma danym a s nimi
ruznobéZné. DokaZte a uvedte priklad!

105. Utvar soumérny podle dvou rovin k sob& kolmych a podle bodu S, ktery
leZi na jejich pruaseénici, je soumérny také podle tieti roviny, kolmé
k obéma danym a prochazejici bodem S. DokaZte a uvedte priklad!

11. Hranolova plocha, hranolovy prostor; hranol.

Ve viech dosavadnich stereometrickych vykladech jsme se takika
vabec nezabyvali télesy, t. j. utvary obdobnymi k rovinnym obrazciim.
Na stiedni 8kole jste Fesili jiz fadu tloh o jednoduchych télesech; pfi tom
jste si v3ak télesa definovali jen popsanim jejich povrchu (tak na pf.
krychle je ¢ast prostoru omezena $esti shodnymi étverci). MI¢ky se pied-
pokladalo, Ze takové téleso existuje, jak tomu nasvédéoval model.

Nyni vSak méime dostate¢né mnozstvi stereometrickych poznatkil
odvozenych usuzovanim a s jejich pomoci dovedeme presné definovat
zékladni télesa, dokazat jejich existenci
i vlastnosti.

Definice. (Obr. 27.) BudiZ dan vy-
pukly n-uhelnik A4, .... A, leZici v ro-
viné p a dale pfimka p rtznobéZna s ro-
vinou g. Soubor bodii viech piimek z||p,
které protinaji obvod n-tithelnika A14,. ..
Ap, se nazyva hranolovou plochou; tyto
piimky x se nazyvaji pfimkami hrano-
lové plochy. Soubor bodii vSech primek
x| p, které protinaji rovinu v bodech Obr. 27.
n-thelnfka A{A; ... A, se nazyva hra- *
nolovym prostorem. Ubranim hranolové plochy od hranolového prostoru
dostaneme t. zv. vnitfek hranolového prostoru.

Mnohouhelnik A4, ... A, se jmenuje Fidici mnchodhelnik hrano-
lové plochy; primky hranolové plochy, které jdou vrcholy Ay, Ag, ..., Ap,
jsou t. zv. hrany hranolové plochy. Je-li polet hran n, nazyva se hra-
nclova plocha n-boka. Pasy rovin, omezené dvéma sousednimi hranami,
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jsou t. zv. stény hranolové plochy; roviny téchto stén nazveme opérné
roviny hranolové plochy. )

V45. Hranolovy prostor je prunik poloprostoru, které
jsou vytaty opérnymi rovinami pfislu§né hranolové plochy,
pii éemZ tyto poloprostory obsahuji jeden libovolny vnitini
bod tidiciho mnohothelnika.

Dukaz: Mame dokazat totoZnost dvou soubori: musime tedy do-
kazat, Ze kazdy bod X hranolového prostoru H nalezi viem uvedenym
poloprostoriim, a za druhé, Ze kazdy bod Y pruniku téchto poloprostori
nalezi hranolovému prostoru H.

a) (Obr. 28.) Oznaéme g rovinu fidiciho mnohothelnika, a1, o3, ...,
dn jsou opérné roviny, sy, Sz, ..., Sp jejich pruseénice s rovinou g, B je
vnitini bod fidiciho mnohouhelnika a X
bod hranolového prostoru H. Jak vime
z planimetrie, je fidici mnohouhelnik pri-
nik polorovin (s;B), (s2B), ..., (snB). Bo-
dem X vedme pfimku m rovnobéznou
s pfimkami hranolové plochy a oznaéme P
prisetik m - p. Bod P je podle definice bodu
hranolového prostoru bodem fidiciho mnoho-
uhelnika, proto nilezi viem polorovinim

Obr. 28. (s1B), (s2B), ..., (spB). AvSak polorovina

(s4B) je obsazena v poloprostoru (g,B) a

podobné ostatni; nalezi tedy bod P vSem poloprostorim (¢,B), (02B), ...,

(on.B). Podle véty V4 je piimka m rovnobéZna se vSemi opérnymi rovi-

nami: podle véty V16 naleZi tedy pfimka m, t. j. i bod X vSem polo-
prostorim (o1 B), (¢2B), ..., (onB).

b) Budiz Y bod priniku poloprostorti (o, B), (02B), . . ., (6,B). Vedeme
timto bodem opét pfimku q rovnobéznou s pfimkami hranolové plochy
a oznatime R prisedik ¢ - . Cela piimka ¢, a tudiZ i bod R, naleZeji polo-
prostoram (oyB), (62B), ..., (0nB). Bod R nalezi tedy viem polorovinam
(s1, B), (s2B), ..., (spB) neboli ridicimu mnohotihelniku. Proto je pfimka
q jednou z primek tvoticich hranolovy prostor H. Provedte dukaz po-
drobné!

V46. Vnitiek hranolového prostoru i hranolovy prostor
jsou utvary konvexni.
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Poutka je, co se tyfe hranolového prostoru, pfimym disledkem
pouéky V45, ProtoZe vnitiek V hranolového prostoru je priinikem vnitika
viech poloprostort (o1B) ..., (6,B) a ty jsou konvexni, je také V kon-
vexni utvar. Dokazte podrobné!

Nyni prozkoumame vzajemnou polohu roviny a hranolové plochy
(prostoru). Napi‘ed v3ak odli$ime zvla$tni skupinu rovin (pfimek) definici:

Rovina (pfimka) rovnobéina s piimkami hranolové plochy se
nazyva vrcholova.

V47. Vzajemna poloha vrchoelové roviny a hranolové
plochy muzZe byt ¢tvera (obr. 29abc).
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Obr. 29a. Obr, 29b. Obr. 29c.

1° Rovina neméa s hranolovou plochou spoleé¢ny bod.

2° Rovina je opérna.

3° Rovina ma s hranolovou plochou spoleénou jedinou
ptimku, a to hranu.

4° Rovina ma s hranolovou plochou spoleé¢né dvé razné
primky.

Poudku dokazete snadno sami: protnéte danou vrcholovou rovinou
rovinu Fidiciho mnohothelnika a uZijte toho, co vite o vzajemné poloze
pfimky a konvexniho mnohothelnika.

Nastane-li pfipad 2° nebo 3°, nazyvame nékdy takovou vrcholovou
rovinu styénou rovinou hranolové plochy.

Prozkoumejte sami vzajemnou polohu a) vrcholové roviny a hrano-
lového prostoru; b) vrcholové piimky a hranolové plochy; c) piimky
nikoli vrcholové a hranolové plochy; d) pfimky nikoli vrcholové a hrano-
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lového prostoru. V pripadech c) a d) poloZte danou pfimkou vrcholovou
rovinu.

V48. Rovina p, ktera neni vrcholova, protina*) hrano-
lovy prostor ve vypuklém mnohotuhelniku a ptislu$nou
hranolovou plochu v obvodu tohoto mnohothelnika. Roviny
navzajem rovnobézné protinaji hranolovy prostor v shod-
nych mnohouhelnicich.

Duikaz: a) Poloprostory vytaté opérnymi rovinami, jejichz pranik
je hranolovy prostor, protnou rovinu g ve vypuklém mnohothelniku.
hranolova plocha protne rovinu ¢ v obvodu tohoto mnohotuhelnika,
Dokazte podrobné.

b) (Obr. 30). Necht jsou g, o'dvé rovnobézné, nikoli viak vrcholové
roviny, BiBs ... B, a C,Cz ... C, ptislu§né priase¢né mnohouhelniky.
Pak ¢étyruhelniky B;CiC3B; a dalsi jsou
rovnobéZniky (pro¢?). Rovnobézné posu-
nuti, které prevadi vrchol B, ve vrchol Cj,
prevadi podle poucky V41 také vrchol B,
ve vrchol Cs, ..., vrchol B, ve vrchol C,.
Mnohouhelnik C;C; ... C, vznikne tedy
z mnohouhelnika BBy ... B, rovnobéznym
posunutim a jsou proto oba mnohouhelniky
shodné.

Definice. BudiZ d4n hranolovy prostor:
na jedné jeho hrané zvolme dva rizné body
A, A’ a jimi vedme dvé roviny g, o’ navza-
jem rovnobézné, ale nikoli vrcholové. Tyto
roviny protnou hranolovy prostor v mnohouhelnicich P, P’.

Pranik hranolového prostoru s poloprostory (¢ A') a (¢o’A) nazyvame
hranolem. P, P’ jsou jeho podstavy, ¢asti stén pfislu$né hranolové plochy,
které mu naleZeji, jsou t. zv. poboéné stény. Podstavy a pobo¢né stény
tvofi povrch. Ty body hranolu, které nenéleZeji jeho povrchu, tvoii
t. zv. vnitfek hranolu.

Vyslovte sami definici kolmého hranolu, kosého hranolu, pravidel-
ného hranolu n-bokého, kvadru, krychle. Vyslovte definici vy$ky hranolu.

*) Slovem ,,protina‘‘ rozumime: uréi jakysi soubor bodi hranolového
prostoru.
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106.

107.

108.

109.

110.

111.

112.

113.
114.

115.

V49. Hranol i vnitfek hranolu jsou konvexni ttvary.
Tuto poucku dokazete snadno sami z véty V46.

Cviéent.

Ridicf mnohotihelnfk hranolové plochy je étverec, jeji pfimky jsou
kolmé k rovin& ¢&tverce. Urcete viecky a) rovinové soumérnosti,
b) osové soumérnosti, c) stfcdové soumérnosti, d) rovnobé&Zné posunuti,
jimiZ se hranolova plocha reprodukuje.

Dvé& sousedni stény hranolové plochy uréujf klin; jeho 1hel se nazyva
thlem (vnitfnim) hranolové plochy. DokaZte: soudet (vnitfnich) dhla
n-boké hranolové plochy je (n — 2) - 2R.

Je dédna krychle ABCDA'B’C'D’, S je stfed stény ABCD, M stied

hrany AD. Hranolova plocha ma za ffdici mnohothelnik étyrahelnik

ABSM, smér pfimek je AA’, Do néértku zakreslete priisek hranolové

plochy

a) s piimkou A’C.

b) s rovinou A’'BC!

Je d4na krychle ABCDA’B'C’D’; P je stied hrany C'D’; Q stted hrany

AB. Hranolov4a plocha ma ffdici trojihelnik ABD, smér piimek je

AP,

a) Zakreslete do n4értku priseéiky této plochy s pfimkou D’Q.

b) Vypoctéte thel pifmek hranolové plochy s rovinou ABD; urdete
jej konstruktivnél

c) Urdete tihel, ktery svird ptimka D’Q s pfimkami hranolové plochy.

d) Urcete skuteénou velikost dsecky, kterou vytind na piimce D'Q
hranolova plocha. N

Télesové tihlopiitky kvadru jsou po dvou k sob& kolmé. Jaky vztah
platf mezi délkami hran kvadru?
Podminka pro to, aby ¢étyfi body 4,, Bl, Cy, D1 na pobocnych hranach

kvadru leZely v roviné, je, aby platilo AA1 + CC1 _BB1 + DD1 Piitom
predpokladame, Ze body A,, B,, C,;, D, leZi v témZ poloprostoru vy-
tatém rovinou ABCD. Jak by se zméni] vztah, kdyby néktery z bodu
A,, By, C,, D, leZel v jiném poloprostoru?

Rozméry kvadru jsou z, 2z, 3x. Urdete velikost télesové uhlopiicky
a jejf uhly s hranami.

Najdéte viecky roviny, osy a stfedy soumérnosti kvadru.

Opakujte cvié. 113 pro pravidelny hranol n-boky (rozlifte n sudé
a n liché).

Urdete podet télesovych thlopiiéek n-bokého hranolu a dokaZte, Ze
kaZdy vnitin{ bod télesové wihlopri¢ky leZf uvniti hranolu.
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116. Pravidelny $estiboky hranol ma dva druhy té&lesovych thlopfiek.
Urcete jejich velikosti, jsou-li a, v velikosti podstavné hrany a vy3ky
télesa.

117. Je-li Fidici mnohotihelnik hranolové plochy rovnobé&Znik, nazyva se
hranolovéa plocha rovnobéZnosténova plocha. DokaZte:
a) Protéjsi stény rovnobéZnosténové plochy jsou shodné pasy rovin.
b) Proté&jsi kliny jsou shodné, protéjsf uhly jsou stejné velké.

118. Hranol vytvofeny z rovnobéZnosténové plochy je t. zv. rovnobéZno-
stén. DokaZte:

a) Povrch rovnobéZnosténu se sklada ze 3esti rovnobéZniku, z nichZ
dva a dva proté&jsf jsou shodné. RovnobéZnostén lze pokladat tro-
jim zpiisobem za hranol; vysvétletel

b) KaZdé dvé télesové uhlopii¢ky se navzajem pulf. V3ecky prochézeji
jednim bodem, zvanym stied rovnobé&Znosténu. Rovnobé&Znostén je
soumérny podle svého stiedu.

119. Je d4n rovnobé&¥nostén ABCDA’B'C'D’.

a) DokaZte, Ze roviny BDA', CB'D’ d&li t&lesovou uhlopticku AC’ ve
tfi rovné ¢asti.

b) DokaZte, Ze télesova uhlopfi¢ka AC’ prochizi t&Zistém trojuihelnika
A’BD.

c) Dokazte, Ze v piipadé krychle je uhlopfi¢ka AC’ kolm4 k rovinam
BDA’, CB'D’

120, Dokaite, Ze existuje rovnobé&Znostén, zvany klenec, omezeny Sesti
navzijem shodnymi kosoétverci.

12, Jehlanova piocha, jehlanovy prostor; jehlan.

Definice. (Obr. 31.) BudiZ dan vypukly n-thelnik A1A4,... A, leZici
v roviné p a dale bod V leZici mimo rovinu p. Soubor vSech pfimek z, které
prochézeji bodem V a protinaji obvod n-uhelnika A14,... A, nazyva se
jehlanovou plochou a tyto piimky x se nazyvaji pfimkami jehlanové
plochy. Soubor bodu vSech ptimek x, které prochézeji bodem V a pro-
tinaji rovinu o v bodech n-uhelnika A;A,... Ap, nazyva se jehlanovym
prostorem. Ubranim jehlanové plochy od jehlanového prostoru dosta-
neme t. zv. vnitfek jehlanového prostoru.

Mnohotihelnik A;4,... A, se jmenuje Fidici, pfimky jehlanové
plochy, které jdou vrcholy A;4, ... Ap, jsou t. zv. hrany jehlanové
plochy. Je-li poéet hran n, nazyva se jehlanovd plocha n-boka. Uhel
(duty) A; VA, a thel k nému vrcholovy tvofi t. zv. sténu jehlanové
plochy. Bod V se jmenuje vrchol jehlanové plochy. Jako u hranolové
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plochy budeme nazyvati roviny stén jehlanové plochy rovinami o-
pérnymi.

Kazda z ptimek, které jdou vrcholem V a tvofi jehlanovy prostor
(plochu), je vrcholem V rozdélena ve dvé polopfimky. Ty poloptimky
vychazcjici z vrcholu V, které protinaji fidici mnohouhelnik (jeho obvod),
tvoli ¢ast jehlanového prostoru (plochy), kterou nazveme é&ast prilehla
k fidicimu mnohotihelniku.

Vv50. Cast J jehlanového prostoru pfilehla k fidicimu
mnohothelniku je pranik poloprostoru, které jsou vytaty
opérnymi rovinami piislu§né jehlanové plochy a které
obsahuji jeden vnitifni bod Fidiciho mnohothelnika.

Obr, 31.

Zbyvajici éast jehlanového prostoru, doplnéna vrcholem
V, je pranikem opaénych poloprostort.

a) (Obr. 32.) Dikaz je obdobny dikazu V45. Pismena g, oy, o3, ...,
Ons S1s Sg5 «..s Sp, B necht maji obdobny vyznam jako v dukazu V45,
X budiz bod utvaru J, ktery nesplyne s vrcholem V. Polopfimka VX
protne rovinu g v bodé P, ktery nalezi fidicimu mnohothelniku a tedy
priniku polorovin (s1B), (s2B), ... (spB), i pruniku poloprostora (o1B),
(02B), ..., (cnB). Podle véty V18 nalezi cela poloptimka VP, t. j.ibod X
priniku téchto poloprostori.

b) BudiZ Y bod priniku poloprostori (o1B), (62B), ..., (6.B), ktery
nesplyne s vrcholem V. Polopfimka VY nalezi podle V18 viem témto
poloprostoriim a jeji prise¢ik R s rovinou g viem polorovinam (syB), (s2B),
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«+.s (saB), neboli fidicimu mnohotihelniku. Proto je bod Y obsaZen
v utvaru J.

c) PouzZijeme stfedové soumeérnosti se stiedem V. Touto soumérnosti
piejde ¢ast J ve zbyvajici ¢ast jehlanového prostoru doplnénou vrcholem
V; poloprostory (o1B), (¢2B), ..., (6,B) piejdou v poloprostory opatné.
Provedte podrobny dukaz!

V51. Cast jehlanového prostoru ptilehla k fidicimu
mnohothelniku i zbyvajici ¢ast doplnéna vrcholem V, jsou
utvary konvexni.

Tato pouéka je pfimy disledek poucky V50.

Obr. 33a. Obr. 33b. Obr. 33c.

Vrcholova rovina (p¥imka) jehlanové plochy je takova, kterd pro-
chézf jejim vrcholem.

V52. Vzajemna poloha vrcholové roviny a jehlanové
plochy miuze byt étvera (obr. 33abc):

1° Rovina neméa s jehlanovou plochou mimo vrchol
zadny spoledny bod.

2° Rovina je opérna.

3° Rovina mé& s jehlanovou plochou spolednou jedinou
pfimku, a to hranu.

4° Rovina m4 s jehlanovou plochou spoleiné dvé& riazné
piimky.

Pouctku dokaZeme stejné jako poutku V47, Také u jehlanové plochy
zahrnujeme piipady 2°, 3° pod n4zvem roviny styéné.
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Prozkoumejte sami vzajemnou polohu a) vrcholové roviny a jehla-
nového prostoru; b) primky nikoli vrcholové a jehlanové plochy.

V53. Budiz AjA; ... A, Fidici mnohouhelnik jechlanové
plochy, V jeji vrchol, dale p rovina, ktera nenf vrcholova
a ktera protina bud vSecky polopiimky VA;, VA..... VA,
nebo viecky polopfimky k nim opaé¢né. Pak rovina p
protne prisluiny jehlanovy prostor ve vypuklém mnoho-
uhelniku, jehlanovou plochu pak v obvodu tohoto mnoho-
uhelniku. Roviny navzijem rovnobéiné protnou jehlanovy
prostor v mnohouhelnicich navzidjem podobnych.

a) Dukaz prvni ¢asti véty je
obdobny jako dikaz V48.

b) (Obr. 34.) Necht g, o jsou
dvé rovnobézné roviny nikoli vrcho-
IOVé, Ble P Bn, CgCg. .o Cn pﬁ-
slu§né priseéné mnohothelniky.
Rovnobé&zné posunuti, které pre-
vadi bod C; v bod C’y=B,, pie-
vede mnohouhelnik CiC; ... C,
v mnohotihelnik s nim shodny
C'1C's ... C', ktery lezi v roviné
o. Podle V12 plati vztahy B;B:||
||CiCe, B1B3||C1Cs, B:Bs|| C2Ca.
Podle vét V43 a V7 je C'1C’2 || BBz,
C'1C’s || B1B;, C'aC'3 || B2Bs. Body C’z a C'3 leZi tedy na spojnicich By B,
By B;. Stejnolehlost v roviné g se stfedem By, ktera prevadi bod B; v bod
C's, ptevadi tedy bod B; v bod C’3. Podobné miiZeme usoudit i o dal-
$ich dvojicich vrcholt By, C's, .. ., By, C'p. Mnohothelniky BB, ... By,
C'1C's ... C', jsou tedy stejnolehlé; proto jsou mnohouhelniky
Ble. . .Bn, CiCs. .. Cn podobné.

Definice. BudiZ dana ¢ast J jehlanového prostoru prilehla k fidicimu
mnohothelniku. Oznaéme g jeho rovinu, V vrchol jehlanového prostoru.
Prinik utvaru J a poloprostoru ¢V nazyviame jehlanem.

Ridici mnohothelnik je jeho podstava, ¢asti stén piislu§né jehlanové
plochy, které mu naleZeji, jsou t. zv. pobo¢né stény. Podstava a pobo¢né
stény tvoli povrch. Ty body jehlanu, které nenaleZeji jeho povrchu, tvori
t. zv. vnitfek jehlanu.

NS

\
4.’5?-4 -

N
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Vyslovte sami definice étyrsténu a pravidelného jehlanu n-bokého.

Vyslovte definici vy$ky jehlanu, sténové vysky jehlanu.

121.

122,

123.

124.

125.
126.

127.

V54. Jehlan i jeho vnitfek jsou konvexni utvary.
Tuto poutku dokazete snadno sami z véty 51.

Cvicenl.

Budte M, N dva body uvniti jehlanu. DokaZte, Ze pfimka MN protne
povrch jehlanu ve dvou riiznych bodech.

Zobrazte jehlan, jehoZ podstavou je obdélnfk ABCD se stredem S
a jehoZ vrchol V leZi na kolmici vztyéené v bodé S k rovin& (ABCD).
Na prodlouZenf hrany BC za bod B zvolte bod M a v jedné tretiné
use¢ky S Vodbodu S zvolte bod N. Uréete obrazy prusecika pfimky MN
s povrchem jehlanu.

Zobrazte dtyrstén VABC a uvaZujte jehlanovou plochu s vrcholem V
a s fidicim trojuhelnikem ABC. Na p¥imkach AB, BC, CA zvolte po
tadé body C’, A’, B’; bodem V a dvéma z bodl A’, B, C’ je uréena
vrcholova rovina o uvaZované jehlanové plochy. Body A’, B, C’
a rovinu @ volte postupné tak, abyste dostali étyri polohy vrcholové
roviny w, které odpovidaji poucce V52; rovinu w zobrazte a vySetrete
jeji prusecnice se viemi étyfmi rovinami stén étyrsténu.

a) Definujte pravidelnou jehlanovou plochu a jeji thly (jsou-li VA,,
VA,, VA, tfi sousednf hrany plochy, je to na pf. thel trojhranu
o hranach VA,, VA,, VA, ptisluSny hran& VA,).

b) Uréete vSechny rovinové soumérnosti, osové soumérnosti a stie-
dové soumérnosti, jimiZ se tato plocha reprodukuje.

Definujte komoly jehlan a dokaZte, Ze je to konvexn{ ttvar.

Rovina ¢’ rovnob&ini s podstavnou rovinou g jehlanu a protinajici

jeho poboc¢nou hranu v jejim vnitinim bodé& rozdéli jehlan v novy

jehlan a v jehlan komoly. DokaZte:

a) Ob¢ podstavy komolého jehlanu jsou mnohotihelniky podobné.

b) Velikosti stran, které leZi v téZe stén& ptivodniho jehlanu, jsou ve
stejném poméru jako vy$ky obou jehlan.

V pravidelném ¢tyrbokém komolém jehlanu jsou dany podstavné

hrany a=20, a’=8 a vy$ka té&lesa v = 17. Urdete a) velikost poboéné

hrany, b) velikost télesové thlopiicky, c) vzdalenost priseciku V po-

boénych hran od rovin obou podstav.

128. a) V roviné g je dan obdélnik ABCD o rozmérech a=12, b==8; mimo

134

rovinu ¢ zvolte bod O tak, aby jeho vzdalenost od roviny p byla
v=20. Uvnitf poloprostoru (p0) vedte rovinu ¢’, jeji% vzdalenost od
bodu O je v'=15. Rovina @’ protne jehlanovou plochu }, jejim
vrcholem je bod O a jejimZ fidicim ¢tyrthelnikem je obdélnik



129.
130.
131.

132.

133.

134.

135.

ABCD, v obdélnfku A’B'C'D’; pti tom plati A’B'C’'D'®©ABCD.
Urcete prislu§ny koeficient podobnosti.

b) P¥imky AC’, BD’, CA’, DB’ prochazeji uréitym bodem O’; uréete,
ve kterém poméru d&li bod O’ tyto tisec¢ky a vypoctéte jeho vzdale-
nosti od rovin g, o’

Cim se 1i3i pravidelny &tyrstén a pravidelny jehlan trojboky?
Vyjadfrete vys$ku pravidelného ¢tyrsténu pomoci délky a jeho hrany.

Predchozi cvi¢. 130 provedte pro pravidelny trojboky jehlan, jehoZ
podstavna hrana je a a pobo¢n4 hrana b.

BudiZ rovina g, ktera je rovnobéZna ke dvéma mimobéZnym hranam
étyrsténu a obsahuje vnitini bod jedné z jeho zbyvajicich hran; tato
rovina protne étyrstén v rovnobéZniku; dokaZte.

Oznacte a, b velikosti obou mimobéZnych hran, z, y velikosti stran

fezu, které jsou po rfadé s nimi rovnobéZné. Potom plati %-{— %:1.

Ktery z téchto rovnobé&Znikii ma nejvétsi obsah?

Vyslovte definici plochy kulové, opsané ¢tyrsténu. DokaZte, Ze &tyr-
sténu lze opsat kulovou plochu.

a) Spojnice stfedd dvou dvojic mimobé&Znych hran c¢tyrsténu leZi
v roviné rovnobé&Zné ke tretf dvojici hran ¢tyrsténu a tvori rovno-
béZnik.

b) Spojnice stfedtt dvojice mimobéZnych hran étyrsténu prochéazejf
uritym bodem T (t&ZiSt& Ctyrsteénu).

c) Spojnice AT, vrcholu A ¢tyrsténu ABCD s t&ZiStém T, proté&jsi
st&ny prochazi rovnéZ bodem T, pfi ¢emZ je délici pomér (AT, T)=
=—3.

d) Vzdalenost bodu T od kaZdé stény ¢tyrsténu je rovna 1 vysky pii-
slusné k této sténé.

Urcete roviny soumérnosti pravidelného ¢étyrsténu a dokaite, Ze se

protinaji v bodé T z cvi¢. 134b. Jsou-li U, V stiedy jedné dvojice

protéjSich hran, potom pfimka UV prochéazi bodem T a je osou sou-
mérnosti ¢tyrsténu. (UvaZujte rovnobé&Znik ze cvié. 134a.)

13. Vilcova a kuZelova plocha. Kruhovy" valec a kuZel.

BudiZz dana kruZnice k v roving p a déle pfimka p rznob€Zna s rovi-

vinou g (obr. 35). Soubor vSech pfimek z|| p, které protinaji kruZnici k,
nazyva se (kruhova) plocha valcova*) a tyto piimky x se nazyvaji
pfimkami valcové plochy. Soubor v3ech pfimek z || p, které protinaji

*) Privlastek ,, kruhova‘ budeme zpravidla vynechavat.
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rovinu p v bodech kruhu k, se nazyva vilcovym prostorem. Ubr4nim
valcové plochy od valcového prostoru dostaneme t. zv. vnittek valcového
prostoru. KruzZnici k nazyvame fidici kruznici valcové plochy.

Valcova plocha se nazyvi rotacni,
jsou-li jejf primky kolmé k roviné fidici
P kruZnice.

“““ V55. Valcovy prostor i jeho
vnitiek jsou konvexni Gtvary.

Dukaz: Budte X, Y dva body valco-

X
-
~
-

vého prostoru C; mame dokazat, Ze viechny

! { / body tsetky XY naleZeji itvaru C. Body X,
Y vedeme piimky r||s|| p (smér pfimek val-

Obr. 35. cové plochy). Splynou-li pfimky r, s je

tvrzeni dokazano, Jsou-li r, s rizné, ozna-
¢ime X,, Y, jejich priusediky s rovinou fidici kruZnice k. Body X;, Y,
nalezeji kruhu k, a proto useéka X; Y, nalezi cela tomuto kruhu. Je-li
Z vnitini bod tusetky XY, t||p ptimka prochazejici bodem Z, Z; pri-
seCik t - o, pak Z; je vnitini bod usetky X;Y; (oduvodnéte). Proto cela
piimka ¢, t. j. i bod Z nalezi valcovému prostoru. Tim je v&ta dokazana.

Obr. 36a. Obr. 36b. Obr. 36c.

Obdobny dukaz se provede pro vnitiek valcového prostoru.

Vrcholova rovina (pfimka) valcové plochy je rovina (pfimka)
rovnobé&zna s pfimkami této plochy.

V56. Vzajemni poloha vrcholové roviny s valcovou
plochou je troji: (obr. 36abc):
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1° Rovina nema s vialcovou plochou spoledny bod (t. zv.
rovina nesecna).

2° Rovina ma s valcovou plochou spoleénou jedinou
primku (t. zv. rovina teén4).

3° Rovina ma s valcovou plochou spoleéné dvé riuzné
piimky (t. zv. rovina seé&na).

Diikaz se provede jako dikaz V47.

V57. Rovina rovnobézZna s rovinou fidici kruZnice pro-
tind valcovou plochu v kruZnici shodné s Fidici kruznici.

Dikaz (obr. 37:) BudiZ o' rovina rovnob&Zna s rovinou p fidicl
kruZnice k. Ozna¢me na kruznici k ur¢ity bod A a jiny bod X a vedme
témito body pfimky a, z, rovnobé&iné
s pfimkami valcové plochy. Oznaime
dale priusetiky A'=p'-a, X'=p'-=x.
Podle V12 je AX| A'X’, t. j. &tyruihel-
nik AA’X'X je rovnobéinik. Rovno-
bézné posunuti, které prevadi bod A
v bod A’, pievadi podle V41 bod X v bod
X’. Rovina g’ protina tedy valcovou
plochu v kiivce, ktera je obrazem kruz-
nice k v tomto posunuti a je s ni tedy
shodna. Tato kiivka je kruznice. Obr. 37.

Definice. Budiz dan valcovy pro-
stor; na jedné piimce ptislu§né valcové plochy zvolme dva rizné body
A, A’ a jimi vedme dvé roviny g, ¢’, rovnobézné s rovinou Fidici kruZnice.
Tyto roviny protnou valcovy prostor v kruzich k, k'.

Prinik valcového prostoru s poloprostory (pA’), (0'4) nazyvame
(kruhovym) vélcem, kruhy k, k’ jsou jeho podstavy.

Vyslovte definice kolmého rotaénfho a kosého valce, definici plasté
a strany valce, vysky valce. Dokazte, Ze vSecky strany vélce jsou stejné
dlouhé. DokaZte, Ze valec je konvexni utvar.

Definice. Budiz dana kruznice k v roviné p a dale bod V lezici mimo
rovinu ¢ (obr. 38). Soubor vSech pfimek =, které prochizeji bodem V
a protinaji kruZnici k, se nazyva (kruhova) plocha kuZelovd a tyto
piimky x se nazyvaji pfimkami kuZelové plochy. Soubor viech piimek z,
které prochazeji bodem V a protinaji rovinu g v bodech kruhu k, nazyva
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se kuZelovym prostorem. Ubranim kuZelové plochy od kuZelového pro-
storu dostaneme t. zv. vnitiek kuZelového prostoru. KruZnici k nazy-
vame Fidici kruznici kuZelové plochy, bod V je vrchol plochy. KuZelova
plocha se nazyva rotacni, je-li spojnice vrcholu se stiedem Fidici kruZnice
kolma k roviné fidici kruZnice.

VSechny primky, které jsou vrcholem V a tvofi kuZelovy prostor
(plochu), jsou vrcholem V rozdéleny ve dvé polopiimky. Polopiimky vy-
chazejici z vrcholu V, které protinaji fidici kruh (¥idici kruZnici), tvoii
¢ast kuZelového prostoru (plochy), kterou nazveme cast ptilehla k fidici
kruZnici.

Obr, 38. Obr. 39a.

v58. Cast K kuzelového prostoru ptilehla k fidici
kruznici i zbyvajici ¢ast doplnéna vrcholem V, jsou kon-
vexni utvary.

Dukaz. Postupujeme jako pii diikaze V55; aviak misto pfimek r,
s, t uvaZujeme o poloptimkach VX, VX, VZ (body X, Y, Z maji obdobny
vyznam jako v ditkaze V55).

Vrcholova rovina (pfimka) kuZelové plochy je takova, ktera pro-
chazi jejim vrcholem.

V59. Vzajemna poloha vrcholové roviny s kuzZelovou
plochou miuzZe byti troji (obr. 39 abc):

1° Rovina nem4 s kuZelovou plochou mimo vrchol Zadny
bod spoledny (t. zv. rovina neseéna).

138



2° Rovina méa s kuZelovou plochou spoleénou jedinou
piimku (t. zv. rovina te¢n4).

3° Rovina ma s kuZelovou plochou spole¢né dvé pifimky
(t. zv. rovina seéna).

Poucéku dokazZete snadno sami stejné jako V52.

Definice. Vrcholova rovina kuZelové (valcové) plochy, ktera obsahuje
stied Fidici kruZnice a je kolma k jeji roving, nazyva se hlavni vrcholova
rovina kuZelové (valcové) plochy.

V60. Hlavni vrcholova rovina je rovinou soumérnosti
kuzZelové (valcové) plochy. Rotaéni kuzelova (valcova) plo-

Obr. 39b. Obr. 39c.

cha ma neséislné mnozstvi hlavnich rovin, nerotaéni kuze-
lova (valcova) plocha jedinou.

Poucku si snadno oduvodnite, uvédomite-li si, Ze ridici kruZnice je
soumérna podle hlavni vrcholové roviny. Druhou ¢ast poucky odvodite
z toho, kolik rovin kolmych k dané roviné lze vésti danou piimkou (viz
V32).

Definice. Budiz dana &ast K kuZelového prostoru, piilehls k ¥idici
kruzZnici. Ozna¢me g rovinu fidici kruznice, V vrchol kuZelového prostoru.
Prunik utvaru K a poloprostoru ¢V nazyvame (kruhovym) kuZelem.

Vyslovte sami definici podstavy, plasté, strany a vysky kuZele.
Ktery kuZel je rotadni, ktery kosy? DokaZte, Ze kuZel je konvexni ttvar!

Piiklad: (Obr. 40.) Je dan zakladni kvadr ABCDA’B’C’'D’. Body
M, P jsou po radé stiedy stén ABB’A’, ADD’A’. KuZelova plocha ma -
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vrchol v bodé C’, jeji fidici kruznice lezi v roviné ABB’, mi stfed B’
a prochazi bodem M. Mame uréit teéné roviny této kuzelové plochy, které
prochazeji bodem P (kratce fikame: vésti z bodu P tedné roviny k dané
kuzelové ploge).

Jezto kazda tefna rovina je vrcholova, obsahuji vSechny hledané
teéné roviny piimku
VP (viz axiom Al).
Kazda z nich je tedy
riiznobéZna s rovinou
VY ABB’ fidici kruZnice
(g (nebot pfimka PV je
’ riznobéZina s rovinou
y k ABB’) a pfislu$na pri-
seCnice je tetnou fidici
|~ kruznice. Ulohu tedy
77\_-/6 ‘ rozieSime tak, Ze z pra-
setiku R pfimky PV a

roviny ABB’ vedeme

B te¢ny ¢, u k tidici kruz-
Obr. 40. nici; roviny (tV, uV
jsou zfejmé& te¢né ro-

¢

Dl

viny kuZelové plochy a obsahuji skute¢né bod P.

136.

137.

138.

139.

140.

141.

140

Cvilenl.

Kolik rovin soumérnosti, os soumérnosti, stfedii soumé&rnosti ma:
(1) rotacnf plocha vélcova, (2) rotacni plocha kuZelova, (3) rotaéni
vélec, (4) rotadni kuZel.

Urdete rovnobé&Zna posunutf, jimiZ se reprodukuje kruhovi plocha
valcova.

KaZda rovina kolm4 k piimce kruhové plochy vélcové, je jeji rovinou
soumérnosti; dokaZte.

DokaZte, Ze hlavnf vrcholova rovina kruhového valce nebo kuZele je
rovinou soumeérnosti tohoto télesa.

BudiZ q vrcholovA pfimka kruhové vélcové plochy. Potom viechny
jeji body leZi a) bud na plo$e, b) uvniti plochy, c) vné& plochy. Dokaite.
BudiZ ¢ vrcholova pfimka kruhové kuZelové plochy. Potom vSechny
jeji body, nejvys s vyjimkou bodu V, leZi a) na plose kuZelové, b) uvnitf
kuZelové plochy, c) vné kuZelové plochy. DokaZte.
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143.

144.

145.

146.

147.

148.

149.

Budte M, N dva riizné body uvnitf a) kruhového vélce, b) kruhového
kuZele; dokaZte, Ze pfimka MN protne povrch télesa ve dvou riaznych
bodech.

Budte dany dveé rtzné rovnobéZky r, s; pfimkou r poloZte rovinu p
a pifmkou s rovinu o tak, aby bylo U_LQ. Jaky dtvar vyplnf prisecnice
provin g ag, kdyZrovina p méni svou polohu? Pati{ i pfimky r, s tomuto
utvaru?

a) Jestlize pfimka m ma s kruhovou plochou valcovou tfi rizné body
spole¢né, pak je m piimkou plochy; dokaZte.

b) JestliZe pfimka m ma s kruhovou plochou kuZelovou tfi rizné body
spole¢né, pak je m ptimkou plochy; dokaZte.

BudiZ r polomér a v=2r vy$ka rotac¢nfho vilce (t. zv. rovnostranny
vélec); dale budi% A bod dolnf a A’ bod horni kruhové hrany.

a) Uréete nejkratsi vzdalenost osy vélce a primky AA’, jestliZe thel
piimky A A’ s rovinou podstavy valce je 1z.

b) Budte S, S’ stiedy podstav valce a SA, S’A’ urdité poloméry
v téchto podstavach. Urdete tihel osy vélce s piimkou AA’, jestliZe
thel polopfimek SA, S’'A’, je 1.

BudiZ o hlavn{ vrchclova rovina kruhového vélce nebo kruhového

kuZele.

a) Budi% p_lw rovina, kter4 obsahuje osu valce; doka¥te, %e rovina g
protina valec v obdélniku.

b) Které daldf roviny protinaji kruhovy valec v obdélniku?

¢) BudiZ p_lw rovina, ktera obsahuje vrchol a stied Ffdicf kruZnice
kuZele; dokaZte, Ze rovina g protina kuZel v rovnoramenném troj-
thelnfku.

d) Které dal$f roviny protnou kruhovy kuZel v rovnoramenném troj-
thelniku?

BudiZ V vrchol, S stfed a r polomér f{dicf kruZnice k kosého kruhového

kuZele, takZe pata V,; kolmice, spusténé z bodu V na rovinu podstavy

kuZele, padne mimo bod S. Budte dale B, A nejbliZ$f a nejvzdalenéjs{

body kruZnice k vzhledem k bodu V; a X dal$f bod této kruZnice;

plati tedy V,A>V,X>V,B. DokaZte:

a) VAB je hlavni vrcholova rovina.

b) O stranach kuZele plati VA>VX>VB. (UvaZujte A VV,A,
AVV X, AVV1B.).

BudiZ V vrchol, S stfed a r polomér rdici kruZnice kosého kuZele,

jehoZ vyska je v. Vypoététe velikost nejvétsf a neJmen§i strany, je-li

d4no r=10, p=21, VS=29,

Definujte rotaéni komoly kuZel K s vyskou v a s poloméry podstav

ry == ry
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a) Uréete vzdalenosti v;, v, vrcholu piislu§né rotacénf kuZelové plochy
od rovin obou podstav.

b) DokaZte, Ze existuje je$t& jedna rotaéni kuZelova plocha K’ s vrcho-
lem O, ktera obsahuje ob& kruhové hrany kuZele K, uréete vzdale-
nosti bodu O od rovin ocbou podstav kuZele K.

¢) Uréete polomér kruhového fezu, jehoZ rovina ma od roviny vétsi
podstavy kuZele K vzdéalenost x, a to (1) na kuZelové plose K, (2) na
kuZelové plose K'.

150, Zobrazte kruhovy véalec o kruhovych hranach k, k', jejichZ stfedy
jsou S, S’, a feste konstruktivné ulohu:

a) Danym bodem M’ poloZte te¢nou rovinu k valcové plo$e; provedie
diskusi. (Bodem M’ vedte piimku m rovnobé&Znou s pfimkou plochy
a oznadte M’ jeji pruseéik s rovinou fidici kruZnice k; z bodu M
vedte te¢ny ke k.)

b) K valcové ploSe sestrojte teénou rovinu, kterd je rovnobé&Zni
s danou pfimkou ¢; provedte diskusi. (Volte ¢g=SK’, kde K’ je libo-
volny bod druhé zobrazené kruZnice k’; vedte ke kruZnici k' teénu t'.)

151, Zobrazte kruhovy kuZel s kruhovou hranou k a s vrcholem V; Fe$te pro
kuZelovou plochu konstruktivné podobné dvé tlohy jako v pfedchozim
cvié. 150. Provedte diskusi.

a) Urdete prised¢ik M piimky VM’ s rovinou fidicf kruZnice k plochy
a z bodu M k nf vedte teény. ’

b) Bodem V vedte pfimku VQ][q a oznacte Q jeji pruseéfk s rovinou
fidici kruZnice; z bodu Q vedte ke kruZnici k te¢ny.)

14. Kulova plocha a koule.

Vyslovte definici kulové plochy a definici koule. Charakterisujte
vnitfni a vnéj$i body kulové plochy; co je vnitiek koule? DokaZte, Ze
koule i jeji vnitiek jsou konvexni ttvary.

V61. Vzajemna poloha piimky a kulové plochy muzZe
byt troji (obr. 41):

1° Pfimka nema s kulovou plochou spoleény bod (t. zv.
neseéna).

2° Pfimka mé s kulovou plochou jediny spoleény bod
(t. zv. teéna).

3° Pfimka m&a s kulovou plochou dva rizné spoleéné
body (t. zv. se¢na).

Dokazte sami. PoloZte danou pfimkou p a stiedem S kulové plochy
rovinu a rozli$te, zda vzdalenost pfimky p od bodu S je vétsi nez polomér,
je rovna poloméru, ¢i je mensi neZ polomér kulové plochy.
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V62. Vzajemna poloha roviny a kulové plochy muzZe byt

troji (obr. 42):
1° Rovina nem4 s kulovou plochou spoleény bod (t. zv.

rovina neseéna).
2° Rovina mé4 s kulovou plochou spoleény jediny bod

(t. zv. rovina tecna).

3° Rovina m4 s kulovou plochou spolednou kruZnici (t.
zv. rovina seénai).

Dokazte sami. Spusfte ze stfedu S kulové plochy kolmici na danou
rovinu ¢ a oznalte jeji patu P. Zkoumejte vzajemnou polohu kulové

~
— ,\
] %,
.S '/r 2

Obr. 41. Obr. 42.

plochy a ptimek roviny p, které prochazeji bodem P. Pritom rozlidte tfi
pipady: SP je vétsi nez polomér kulové plochy, nebo je rovno poloméru,
nebo je mensi nez polomér. '

V63. Teénd rovina kulové plochy je vyplnéna viemi
jejimi teénami, které jdou bodem dotyku.

Dokazte samil ,

Vyslovte definici hlavni a vedlejsf kruZnice; dokazte, Ze Zddn4& kruz-

nice na kulové ploSe nema vé&tsi polomér nez kulova plocha.

Cuident.
152. Obsahuje-li plocha kulova tfi body A, B, C, obsahuje i kruZnici opsanou
trojuihelniku ABC. DokaZte.
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153.

154.

155.

156.

157,

158.

159.

160.

161.

162.

163.

14

Je dan pravidelny étyrstén ABCD o hrané 6 cm. Plocha kulova
obsahuje kruZnici vepsanou trojihelniku ABC a prochéazi téZitém
trojahelnika ABD. Urdete konstruktivné jeji stied a polomér.

Viechny teény vedené k plo$e kulové vnéj§im bodem V vyplituji
rotaénf kuZelovou plochu s vrcholem V. Dotykové jejich body vy-
pliuji vedlejsf kruZnici (t. zv. dotykovou kruZnici), jejiZ rovina je kolma
ke spojnici stfedu plochy kulové a bodu V a stred leZi na této spojnici.
DokaZte.

Je dan ¢&tyrstén ABCD; AB=BC=CA=6, AD=5, BD=7, CD=8.
Plocha kulova mA stfed C a jde body A, B. Uréete konstruktivné
polomér dotykové kruZnice kuZele teéen vedenych z bodu D k plo3e
kulové a délku tecden.

Je dana krychle ABCDA’B'C’'D’, bod P je stfed hrany C’D’, bod Q
je stfed hrany D’A’. Uréete stied a polomér plochy kulové, ktera se
dotyk4 roviny ABC v bodé B a mimo to a) prochéazi bodem C’; b) do-
tyka se ptimky AC’; c) dotyk4 se roviny DPQ; d) dotyka se piimky
Qc’.

Teéné roviny plochy kulové v bodech U, T se protfnaji v pfimce q.
Dokaite, %e je TU L q.

Je d4na krychle ABCDA’'B'G'D’, bod M je stfed podstavy ABCD,
bod S je stied hrany AB. Piimkou B’D’ vedte teéné roviny k plose
kulové, kterd m4 stfed v bod¢ S a prochazi bodem M.

Zvolte si libovolny &tyrstén ABCD. PopiSte, jak se konstruktivné uréi
stied plochy kulové, ktera se dotyka hran AB, CD v jejich stfedech.

Je dana plocha kulova (S, r) a jeji vnéj$i bod V; SV =a. V prisedicich
plochy kulové s pfimkou SV sestrojime teéné roviny g, g’. VySetfete,
co je prusekem téchto rovin s kuZelem teden, vedenych z bodu V
k ploSe kulové.

Pozorovatel letec, ktery je ve vysce v nad povrchem zemé&koule (S, r),
vidf jistou &ast povrchu, ohrani¢enou vedlejsi kruZnici o poloméru p.
Urcete vztah mezi veli¢inami v, r, g.

Jsou dény dvé plochy kulové (S, ry), (Ss, ry) a platf vztahy ]t‘1 —r,|<
<SIS,<r1—|—r, Dokalte, Ze spole¢né body obou ploch kulovych vypln{
kruZnici, jejiZ rovina je kolma k pfimce S;S, (stfedné) a jejiZ stfed leZi
na stfedné. NapiSte podminku, aby tato kruZnice byla hlavnf na prvni
kulové ploSe. (ProloZte rovinu pfimkou S,S,.)

Jsou dany dvé& plochy kulové (S;, ry), (Sy, ). Plati-li jeden ze vztahi
S,Sy=|ry — ry| nebo S;S,=r, 4 r,, maji ob& plochy kulové spoletny
jediny bod (dotykaji se). DokaZte. Pfevedte na dotyk dvou hlavnich
kulovou plochu.



164. Jsou dany dvé plochy kulové (S,ry), (S;, rp). Plati-li jeden ze vztahi
S,S, < |ry — ry| nebo S;S;>r; -+ ry, jsou ob& plochy bez spoleénych
bodi. DokaZte. Prevedte opét na vzajemnou polohu hlavnich kruZnic.

165. Na zakladé cvidenf 162 aZ 164 provedte uplnou diskusi vzajemné
polohy dvou kulovych ploch.

II. Obsah mnohoiithelnika. Obvod a obsah kruhu.

1. Zakladni vlastnosti obsahu.

V prvni tfidé jsme porovnavali velikosti jednak uselek, jednak thla.
Nyni budeme porovnavati velikosti mnohothelniki. Dvé stejné veliké
useCky jsou vidy shodné, t. j. pouhou zménou polohy lze dosahnouti, aby
se navzajem kryly. RovnézZ tak dva stejné veliké uhly jsou vidy shodné.
Naproti tomu dva stejné veliké mnohotihelniky se nemusi od sebe li§it
pouze polohou, nybrZ mohou mit naprosto odli¥ny tvar. Z tohoto divodu
je nauka o velikosti mnohothelniki sloZitéjsi neZ nauka o velikosti tisetek
nebo whla. Proto nebudeme v této nauce dokazovat vSecko, co by se
dokézati dalo.

Velikost usefek je mozno (volbou délkové jednotky) vyjadfovat
tiselné, t. j. je mozné kazdé usetce piifadit urcité kladné ¢éislo (racionalni
nebo irracionalnf) tak, Ze dvéma stejné velikym usetkdm je prifazeno
totéz éislo, kdeito dvéma rizné velikym tuseckdm jsou pfifazena ruzna
¢isla: vétsi usedce je prifazeno vétsi éislo. Toto pfirazeni ma tyto vlast-
nosti:

[1] Dv&ma shodnym uselkam je pfifazeno totéZ ¢islo.

[2] JestliZe se usetka AB sklada ze dvou usetek AC, CB, potom &fslo
piitazené tiselce AB je souttem Cisel ptifazenych usetkam AC, CB.

Podobné je mozné kazdému mnohothelniku pfifadit kladné ¢&islo,
zvané obsah mnohotihelnika, tak, Ze plati tyto vlastnosti:

[1]] Dva shodné mnohouhelniky maji tyZ obsah.

[2] JestliZe se mnohouhelnik M sklada ze dvou mnoho-
thelniku M;, M,, které se navzajem nepiekryvaji, t.j. nemaji
Zadny spoledny vnitini bod, potom obsah mnohothelnika M je
souétem obsahi obou mnohouhelniktt My, M,.

Da se dokazati, Ze z vlastnosti [2] plyne dalsi vlastnost:

[3] Je-li mnohothelnik M’ rizny od mnohothelnika M

-
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Casti mnohouhelnika M, potom je obsah mnohouhelnika M
vétsi neZ obsah mnohouhelnika M.

Védecka nauka o velikosti mnohothelnika dokazuje, Ze takové pfi-
fazeni s vlastnostmi [1], [2], a tedy i [3], je moZné. Tento dukaz je viak
prili$ dlouhy a nebudeme jej probirati. Budeme tedy bez dikazu pokladat
za spravné, Ze je mozné definovat obsah kazdého mnohouhelnika tak, aby
byly splnény vlastnosti [1], [2], [3].

Obsah mnohouhelnika se ovSem neda vlastnostmi [1], [2], [3], defino-
vati jednoznaéné. Nebot jestliZe je obsah uZ néjak definovan tak, ze vSecky
tii vlastnosti plati, miiZeme definovat novy obsah, ktery je u kazdého
mnohothelnika na pf. roven dvojnasobku puvodniho obsahu. Je jasné,
Ze tato zména pojmu obsahu nema vlivu na spravnost vlastnosti [1], [2],
[3]. Abychom dospéli k jednoznaéné definovanému obsahu, staéi k vlast-
nostem [1], [2], [3] jest& pripojiti:

[4] Obsah ¢&tverce, jehoZ strana je jednotka délky, je
roven jedné.

Ze je obsah mnohothelnika jednozna¢né uréen vlastnostmi [1] az [4],
plyne z toho, Ze se z téchto vlastnosti da odvodit zcela uréity zptisob vy-
pottu obsahu mnohoiihelnika. Provedeme to v pii§tim ¢lanku. V tomto
¢lanku se omezime na obdélnik. DokaZeme, Ze obsah ohdélnika s roz-
méry a, b je roven souéinu ab. Diikaz rozdélime v 6 &asti.

I. Je-lia = b = 1, je dany obdélnik &tverec, jehoZ strana je jednotka
délky; nazveme jej jednotkovy ¢tverec. Podle [4] je jeho obsah rovny jedné,
tedy rovny soudinu ab.

II. Jsou-li rozméry a, b éisla celd, da se
(viz obr. 43) obdélnik rozdélit na a - b jednot-
kovych Ctvercl, které se navzijem nepte-
kryvaji. Obsah obdélnika je podle [2] roven
sou¢tu obsaht vSech téch étvercy, t. j. je

Obr. 43. roven soucinu a - b.

III. Jsou-li rozméry tvaru a = he, b = ke,
kde h, k jsou kladn4 é&isla cela a ¢ je libovolné kladné &islo, dokaze se
stejné, Ze obsah obdélnika je roven hk. C, kde C znamena obsah ¢&tverce
se stranou rovnou c.

IV. Je-li n pfirozené éislo, pak obsah &tverce se stranou rovnou —111—

je roven 7115 Nebot oznaéime-li C hledany obsah, dostaneme z III (pro

146



a=1,b=1Lh=nk=n,c =-711—), Ze obsah jednotkového &tverce je
- roven n2C, takze C = 1 podle 1.
n2

V. Jsou-li rozméry a, b racionalni ¢isla, miiZzeme je napsati ve tvaru
h k
a=—, b=—,

n
kde h, k, n jsou pfirozena ¢&isla. Obsah obdélnika je podle III a IV roven

hk . -12— neboli ab.
n

VI. Posléze budteZ rozméry a, b daného obdélnika libovolna kladna
¢isla; je-li P jeho obsah, mame dokazati, Ze je P = ab. Za tim udelem
dokaZeme, Ze ¢islo P nemuze byti ani vétsi, .ani men$i neZ souéin ab.
Predpokladejme nejprve, Ze je P < ab. Soulin ab miZeme vypodisti
s libovolnou pfesnosti, nahradime-li a, b desetinnymi zlomky nepatrné
menSimi, neZ jsou éisla a, b. Zejména miiZzeme udat desetinné zlomky
a’ < a, b’ < btak, Ze soudin a’ b’ se li$i od souéinu ab o méné, nez je rozdil
ab — P, ktery je podle pfedpokladu kladny. Potom bude P.< P’, kde
P’ = a'b’. Av8ak P’ je obsah obdélnfka s rozméry a’, b’, ktery miZeme
umistiti tak, aby byl ¢asti ptivodniho obdélnika, takZe podle [3] je naopak
P > P’. Tim je dokizano, Ze nemuZe byti P < ab. Pfedpokladame-li, Ze
je P > ab, dojdeme velmi podobnou uvahou k zavéru, Ze i to je nemozné,
Tentokrat nahradime pii vypocétu souéinu ab ¢initele a’, b’ tak nepatrné
vét$imi neZ a, b, aby se soudin a’d’ lifil od souéinu ab o méné, neZ je rozdil
P — ab, ktery je podle pfedpokladu kladny. :

Cvitenl.

166. Jsou dany dva &étverce o obsazich m32, n? (kde m =n > 0). Sestrojte
dtverec, jehoZ obsah je a) m? 4 n2, b) m®—n?,
167, Obsahy étverctt jsou v poméru 9 : 16. a) V jakém poméru jsou jejich
strany? b) Je-li jeden ze &tverci narysovén, narysujte druhy!
168. Na kolik é&tverct obsahu 3 cm? lze rozdélit obdélnfk o rozmérech
h Vgcm, k Vé-cm, kde h, k jsou ptirozen4 &isla?
169. Jak se zmé&nf obsah obdélnika o rozmérech a, b, jestliZze
a) délku zvétdime m-krat a $ifku n-krat? ‘
" b) oba rozméry a, b zvétiime, a to o p%?
c) oba rozméry a, b zmengime, a to o p%?
d) rozmir a zv&tsime o p % a rozmér b zmensfme o p%?
Provedte numericky pro a= 60 m, b= 50 m, p=2%.
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170. Obdélnik o rozmérech a, b ma obsah P. Zvé&tsime-li rozméry o kladné

hodnoty &, &, ma obsah P’.

a) Urdete, o¢ je vEétsf P’ neZ P.

b) Uréete, o¢ je vEtsf P’ neZ P v ptipadé, Ze &' =e¢.

c) JestliZe &'=¢ je &islo, které je velmi malé proti hodnotam a, b, je
P’— P ptibliZn& rovno (a + b) &; dokaZte.

171. Urdete ptibliZn& obsah P obdélnfka o rozmérech a=]/§, b=]/§ tak, Ze
dané iracionalnf ¢&fsla zaokrouhlite sestupné nebo vzestupné na setiny.

a) Pak lze dojit ke ¢tyfem ruznym hodnotam pro velikost obsahu;
ktera z nich je nejmen3i (P;) a ktera nejvetsf (Py)?

b) PoloZite-li ve cvié. 170b) e=10—-2, potom z vysledku tohoto cviéeni
plyne, Ze P;— P, =(P;— P)+4 (P — P,)=2 (a-}+b) &. Zobrazte hod-
noty P, P, na ose ¢iselné body P,, P,; kter4 je pfibliZna vzdalenost
P,P,?

c) Pro které &islo € budou ob& hodnoty P, P, skoro souhlasit na setiny?

2. Obsah mnohothelnika.

I. Obsah pravouhlého trojuhelnika s odvésnami a, b je
roven } ab. Nebof piedeviim vSecky takové pravouhlé trojuhelniky jsou
navzajem shodné a maji tedy tyz obsah. Za druhé obdélnik s rozméry a, b
(obr. 44) se sklada ze dvou takovych trojuhelnikii a jeho obsah, ktery je
roven ab, je tudiz dvojnisobkem obsahu trojthelnika.

Vyskou trojithelnika A ABC pfislus-
nou strané BC rozumime tse¢ku AP, kde P
je pata kolmice AP | BC. Vime, Ze bod P
padne: [1] dovniti usedky BC (obr. 45),
jsou-li oba uhly B, y ostré; [2] do krajniho
bodu use¢ky BC (obr. 46), je-li jeden z thli

a B, v pravy; [3] na prodlouZeni usetky BC
Obr. 44, (obr. 47), je-li jeden z uhla B, y tupy.
II. Obsah trojuhelnika je roven
poloviné soudinu zvolené strany a plisluSné vysky.

Dikaz. V A ABC zvolme stranu BC =a; prislu§na vyska budiz
AP =b. Jeli jeden z obou whld B, y pravy, plyne naSe véta piimo
z véty 1. Jsou-li za druhé oba thly B, ¢ ostré (obr. 45), sklad4 se A ABC
ze dvou neptekryvajicich se pravotuhlych A ABP, A ACP, jejichZ obsahy
podle véty I jsou } BP - v, } CP . v. TudiZ obsah A ABC je roven

%E’).p.*.-}(_;ﬁ.v:%(ﬁ+(T]3).u=-}§(—3-v=§av.
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Budiz posléze na pf. y thel tupy (obr. 47). Pravouhly A ABP s obsahem
3 BP.v se potom sklada ze dvou nepiekryvajicich se trojuhelnikii:
z pravouhlého A ACP s obsahem } CP-v a z daného A ABC, jeho
obsah oznaéime z. Je tudiz

3BP-v=4CP.-v+x
a z toho plyne

t=3BP.v—3CP-v=4(BP—CP)-v=%4BC-v=1}a.

A A A
]
i |
| 1
: bEV !v
V: :
| A |
! . 4
8 TP c B ] C=P B a R v

Obr. 45. Obr. 46. Obr. 47.

Vyskou lichobéZnika ABDC se zikladnami AB, CD (obr. 48) rozu-
mime vzdalenost obou rovnobézek AB, CD.

III. Obsah lichobé&Znika se zadkladnami rovnymi z, z; a
s vy§kou rovnou v je roven } (z; + z)v.

Diikaz (obr. 48). Uhloptitka BC rozdéli lichobéZnik ve dva nepie-
kryvajici trojahelniky: A ABC, A BCD. ProtoZe vzdalenost rovnobézek
miZeme méfit na kterékoli spole¢né kol- '
mici, vy$ka A ABC pfislu§na strané
AB =z, je rovna v, a vy$ka A BCD
ptislu$na strang CD = z, je rovnéz rovna
v. Tedy obsah A ABC je roven }z;p, ob-
sah A BCD je roven 4 zov, obsah licho-
béZnika je roven

210 + 4 20 =} (21 + zo).

Stredy M, N ramen AC, BD ur¢uji usetku MN zvanou stiedni pfié-
kou lichobé&Znika. Prasetik R tse¢ky MN s uhloptitkou BC rozdéli MN
ve dvé useCky MR, RN, které jsou stfednimi ptickamiv A ABC, A BCD.
ProtoZe stiedni pri¢ka trojuhelnika je rovna poloviné strany s ni rovno-
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b&iné, je MR =1}z, RN =}z, tedy MN = % (z + 2z5). Vétu III
miZeme proto vysloviti také ve tvaru:

IIT". Obsah lichobé&Znika je roven souéinu vy$ky se stfed-
ni pti¢kou.

Theoreticky daleZit4 je pfedev$im véta II. Z ni plyne, %e obsah troj-
tihelnika je jednoznaéné uréen vlastnostmi [1] aZ [4], vyjmenovanymi ve
¢lanku 13, nebot pii dikaze véty II jsme neuzili jiné vlastnosti obsahu
nez téch, které jsou disledky uvedenych vlastnosti. Jednoznaénd uréenost
obsahu vlastnostmi [1] a% [4] platt pro libovolnj mnohotihelnik, nebof kazdy
mnohothelnik se dd rozdélit v nepfekryvajici se trojihelniky a jeho
obsah je podle vlastnosti [2] roven
souttu obsahi takovych mnohothel-
niki.

V praxi, zejména v zeméméfictvi,
je dulezitd véta III. Mame-li na pf.
uréit obsah osmithelnika A;A2A434,
AsAgA7Ag v obr. 49, rozdélime jej
nejprve uhlopfickou A;A; a potom
. kolmicemi Y2, ¥s, Ys» Yo» Y1, Ys Spus-

Obr. 49. ténymi s ostatnich vrcholi na pfim-
_ ku A;A4s. Osmiuhelnik je potom roz-
loZen ve &tyti pravodhlé trojihelniky, jejichZ obsah uréime podle véty I,
a ve &tyfi lichob&Zniky, jejichZ obsah uréime podle véty III. Kazdy
z lichob&Znik ma dva uhly pravé a jeho vySka je rovna rameni leZicimu
v usedce Ay As. Vypolet vyZaduje zméieni kolmic gy, ys, . . ., Js 2 zméfeni
usedek, na které paty téchto kolmic rozdéli tsetku A;4s.
Viimnéme si je$td pravidelného n-tuhelnika (obr. 50 pro n = 5)
. AjAg ... A, se stiedem 0. Usedky 0A;, OAg, ..., 0A, rozdéli n-ihelnik
na n shodnych rovnoramennych trojihelnikii; obsah n-tihelnika je tedy
n-nasobek obsahu kteréhokoli z téchto trojuhelniki. Oznaéme Q, spoleé-
nou velikost vech stran A;A4s, AsAs, ... n-thelnika; dale oznaéme r,
polomér opsané kruznice, t. j. spoletnou velikost usetek OA;, 04z ...;
posléze oznaéme g, polomér vepsané kruznice, tedy spole¢nou velikost
useéek OBy, OB; ..., kde na pt. OBy je vy$ka A OA;A, piisludné strané
AjA,. Obsah A 0A;A, podle véty I je 1 Qnon, obsah pravidelného n-tihel-
nika je n-nisobny, je tedy roven

Pp=%-nQn-en. )]
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Pritom je n Q, obvod n-thelnika, tedy obsah pravidelného n-uhel- '
nika je roven poloviné souéinu obvodu s polomérem vepsané
kruznice.

Jiny vyraz pro obsah A OA;A; dostaneme na zakladé strany
0A, = r, a prislu$né vysky A,;C (obr. 50); v pravoithlém A 0A;C mame

pfi vrcholu O thel %’, takZze A,C = r, - sin i—n; tedy obsah A 0A;A,

je % Tn: A,C = % Ip2 . sin %, tudiZ obsah pravidelného n-iuhelnika je

1 . 27
P, = 5 nsin—-- a3, )
V pravouhlém A OA{B; mime pfi
vrcholu O thel %; tedy
1 7 1 11
_Z—Qn—Qn‘tgFf Qn_'E‘Qn'COtg?- A

Z (1) obdrZime tedy dalsi dva vyrazy pro
P,

Po=ntg—. 0. &)

1 7
Pn = —-ncotg —-- Q2. @

Poznamka. Pt odvozeni vzorce (2) jsme pfedpokladali, Ze v pravo-
uhlém OA;C mame pfi vrcholu O thel % To jespravné pouze pro n > 5.
Ostatné ve vzorci (2) se vyskytuje sina pro a = %75 a hodnotu sin a

T v v .
méame dosud definovanou pouze pro a <C o CoZ zase vyzaduje n > 5.

Cviclent.
172, Dokaite, .
a) Ze rovnobé&Znik je svymi thlopfi¢kami rozdélen ve ¢tyfi rovnoploché
trojuhelniky.

b) Spojnice stfedu S piepony AB pravouhlého trojthelnfka ABC
s protéj$fm vrcholem C déli trojuhelnik ve dva rovnoploché troj-
thelnfky.

¢) Trojihelnik je svou té&Znici rozdélen ve dva rovnoploché troj-
uhelnfky.
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d) Spojnice téZist¢& T trojuhelnika ABC s jeho vrcholy rozdéluje troj-
thelnfk ve tfi rovnoploché trojihelniky.

e) VSechny tifi téZnice trojuhelnfka rozdélujf tento trojiihelnfk v Sest
rovnoplochych trojihelnfki.

a) Jsou dany trojuhelnfky ABC, AB’C’; bod B’ le#f na poloptimce AB
a bod C’ na polopfimce AC, pti éemZ je BC’ || B'C. Dokate, %e oba
trojuhelniky jsou rovnoploché.

b) Stejnou tvahu jako ve cvié., a) provedte se dv&éma rovnobéZnfky
ABCD, AB'C'D’, kde bod B’ le%f na polopfimce AB a bod D' na
polopiimce AD, pti ¢éem¥ je BD'|| B'D.

Jak se zmén{ obsah trojihelnika,

a) vzroste-li m-krat jeho strana a?

b) vzroste-li n-krat jeho vyska v?

c¢) vzroste-li jeho strana a m-krat a zéroveii jeho vyS$ka v n-krat?

PolokruZnice s pramérem AB=2r je body C, D rozdélena ve tfi na-

vzajem rovné oblouky. Uréete obsah trojtihelnika ACD.

/A ABC ma4 stranu BC=a a pffsluSnou vysku v. Na straniach AC,

AB uréete body B,, C, tak, aby o délicich pomé&rech platilo (ACB,)=

=(ABCy)=— 4. Oznalte O priseéik use¢ek BB, CC, a vypocltéte

obsah trojuhelnika OBC uZitim hodnot a, v

Vite, ¥e v pravothlém trojihelniku ABC, v ném% je thel a=30°

f=60° platia:b:c=1:]3:2.

a) Urcéete obsah rovnostranného trojitihelnfka o strané a.

b) Uréete obsah pravidelného $estitihelnfka o strané a.

Trojuhelnfk ABC ma vnitin{ thel y a vedlej§f vn&ji (hel . Vypodi-

tejte obsah trojuhelnika ABC, je-li ddno a, b, y. (Rozeznévejte pii-

pady (1) y<<R; (2) y=R; (3) y>R a urlete dey vy$ku k jedné dané
strané).

Vypodtéte

a) obsah étyriihelnika ABCD, v n&m# je AC_1 BD. (Ka¥dym vrcholem
étyruhelnika vedte rovnobéZku se spojnici obou sousednfch vrcholi.)

b) obsah rovnobéZnfka, jsou-li dany velikosti v,, vy jeho vy3ek a jeho
obvod 2s.

Body A,, By, Cy, D, necht jsou stfedy stran AB, BC, CD, DA é&tverce

ABCD. Potom pfimky AB,, BC,, CD,, DA, uréuji étverec, jehoZ obsah

je roveii } obsahu daného ¢tverce. DokaZtel

Shodné pravouhlé trojuhelniky ABC, ABD, kde XC = < D=},

leZf v téZe poloroviné ABC. Jest AD=BC= 12, AC=BD=16. Uréete

obsah trojuhelnika, ktery je spole¢nou ¢astf obou danych trojihelniki.

Nade v8emi tfemi stranami rovnostranného trojihelnfka sestrojte

étverce tak, aby neobsahovaly vnitini bod trojihelnfka, DokaZte, Ze



183.

184.

185.

186.

187.

188.

vrcholy é&tverctl, které nesplyvaji s vrcholy trojihelnfka, uréujf Sesti-
Uhelnik, ktery ma tfi osy soumérnosti. Potom urdete obsah $estiiihel-
nika, jestliZe je ddna velikost a strany rovnostranného trojihelnika.
(Strany dvou sousednich ¢tvercti tvorf rovnoramenny trojihelnik;
urcete hel jeho ramen a vy3ku pfisludnou k rameni.)

Nad stranami pravoihlého trojihelnika ABC (<X C= } ) sestrojte
étverce, které neobsahujf vnitfnf bod trojihelnika. Vrcholy étvercy,
které nesplyvajf s vrcholy trojihelnika, tvorf Sestitihelnfk; uréete jeho
obsah, jsou-li diny odvésny a, b trojuhelnfka ABC.

(DokatZte, Ze v obr. 51. je ay=ag=a;
uréete vysky =z, y trojuhelnika Py,
P,. Je Py=Pg?)

Budte a > ¢ zékladny a » vy$ka
lichobé&Znika ABCD (kde AB“DC).
Vypodtéte obsahy trojuhelnfkti ABE,
CDE, kde E je priseéfk obou pro-
dlouZeni ramen AD, BC.

Odvodte odtud vzorec pro obsah
lichobéZnika.

BudiZ? M stfed ramene AD lichobé&Z-
nika ABCD (kde AB| DC). Obsah
trojuhelnika MBC je roveii polo-
ving obsahu lichob&Znika ABCD;
dokaZte.

a) Obsah lichobéZnika je roven sou- Obr. 51.
¢inu jednoho ramene a vzdéalenosti
stfedu druhého ramene od ramene prvniho; dokaZte.

b) Na kruZnici jsou dany body A, B. Vedte tétivy AM ” BN tak,
aby lichobéZnfk ABNM mél dany obsah P. (Lichobé&Znfik je rovno-
ramenny. Viz cvié. a).

Budi% O prasedik uhlopFidek lichob&2nika ABCD (kde AB| DC).

a) DokaZte, Ze obsahy trojihelniktit AOD, BOC jsou si rovny.
(UvaZujte AABD, AABC.)

b) BudiZ p? obsah trojihelnfka ABO a g% obsah trojuhelnika CDO
(je p>0, ¢>>0). Vyjadiete obsahy trojtihelniki AOD, BOC a licho-
béZnika ABCD jako funkce éfsel p, q. (Oznaéte OA =z, OC =y
a m, n vzdélenosti bodu D, B od piimky AC, vyjadfete témito
hodnotami obsahy ACOD, AAOBa AAOD, ABOC.) Co kdyZ je
z=2p,y=2¢, n=p,m=q?)

Obsah mnohothelnika teénového je 240 cm?2, jeho obvod je 60 cm.
Urdete polomér kruZnice vepsané.
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189. KruZnici o polomé&ru 25 cm je opsan mnohotihelntk s obsahem 20 dm?.
Uréete obvod mnohothelnika.

190, Je d4na kruZnice o poloméru r.

a) Oznadte s,, s’, polovi¢ni obvody pravidelnych n-tihelnfkd, z nich¥
prvni je kruZnici vepsén, druhy opsan. K vyjadrenf uZijte polomérur
a funkci poloviny pfislu§ného stfedového wihlu n-tihelnika.

b) Uzitim tabulek hodnot goniometrickych funkci urcete numerické
hodnoty s, s’n Pro r=1 a n=6; 12; 24; 48; 96 a sestavte z nich
tabulku,

191. Urdete obsah osmithelnika, jehoZ vrcholy jsou ddny pravothlymi sou-

fadnicemi: Ay =(0; 0), A,=(0,7; 0,4), A3=(6,7; 5,2), A;=(7,9; 3,6),

A5=(9;0), As=(7,2;5), A:=1(4,7; 0,8), 43=(2,7; 0).

3. Obsah jinych obrazcii.

Pomoci vlastnostf [1] aZ [4] ze ¢lanku 1 se da jednoznalné definovat

a urdit také obsah jinych obrazci, neZ jsou mnohotuhelniky. Postupujeme

pii tom tak, Ze dany obrazec sevieme mezi dva mnohouhelniky, které

jsou si tak blizké, Ze se jejich obsahy od sebe li§i tak malo, Ze na tom

prakticky nezaleZi. ProtoZe podle vlastnosti [3] obsah daného obrazce lezi

A A, A, mezi obsahy obou mnohotihelnikuy, je

Ay” \:B tim i obsah tohoto obrazce urfen s do-
d statenou piesnostf.

A
)4
A V praxi se Casto vyskytuje takovy
. obrazec, jaky je naznacen v obr. 52. Je
H WP s T omezen vodorovnou useCkou PQ, dvéma
svislymi usetkami AP, BQ a kiivou ¢arou

s krajnimi body A, B. Obsah tohoto ob-

P QQQaQ z Q,Q,,Q razce oznaéme_V_.

Oznaé¢me PQ =z a rozdélme tuto
usetku na sudy podet n stejnych dilt
(v obr. 52 je n = 10). Délicimi body Qi, Q2, ... Qn—1 vedme svislé
useCky nahoru aZ k narysované kiivé ¢are, do bodd Ay, Az, ..., Ap—1;
délky téchto usedek oznaéme Yj, Yz, «.-s Yn—1; poloZme jesté y, = AP,
y = BQ. Nahradime-li narysovanou kfivou &iru lomenou &arou slozenou
z usedek AA,, AAs, AsAs, ..., Ap—1B, dostaneme ,,vepsany‘‘ mnoho-
thelnik slozeny z lichob&zniki APQiA1, A1Qi1Q2A2, A2Q:Qs45, ...

Obr. 52.
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A, 10, -10QB, které maji svislé zakladny a vysky jejich se vesmé&s rovnaji

% - z. Obsahy té&chto lichob&Zniki jsou

1 1 1 1
'2;2(!]0‘1'!11): ﬂz(yl + ¥2)s ’2712(!12'*‘!13): N 2—nz(yn—1 + 1)

a soulet téchto obsahil neboli obsah V’ vepsaného mnohouhelnika je
roveii

1
V’=EZ(yo+2y1+2yz+--.+2yn-1 + 4); (0]
podle vlastnosti [3] ¢lanku 13 je V' < V. Z nazoru je patrné, Ze rozdil
mezi V' a V je maly, je-li n velké.
Sestrojme nyni tedny narysované &ary v bodech Ay, 43, ..., An—y

(s lichym indexem). Tyto te¢ny spolu s vodorovnymi usetkami PQs,
Q204 .. .5 Qn—2Q a se svislymi useékami vychazejicimi z boda P, Qq, Qs,

..+s Q urtuji lichobézniky, které dohromady tvoii ,,opsany‘ mnoho-
uhelnik, jenZ zpravidla nebude vypukly. VSecky naSe lichobé&zniky maji
spolednou vy¥ku PQ; = Q2Q; = ..., t. j. rovnou —121— -z, a jejich stfedni
pri¢ky jsou y1, Y3, ..., Yn—1. Podle véty III’ ¢lanku 2 obsahy naSich
lichobéZniku jsou

2 ; 2 2

? U1y 7{2!]3, cey ’;{‘ zyn-—l

a soudet téchto obsahi neboli obsah V’’ opsaného mnohothelnika je
roven

2
V":;—Z(y‘+y3+.--+yn—l); (2)

podle vlastnosti [3] ¢lanku 13 je V'* > V. Z nézoru je opét patrné, Ze
rozdil mezi V'’ a V je maly, je-li n velké. Pomoci vys$si matematiky se da
dokazati, Ze jestliZe kiiva ¢ara v obr. 52 neni piili§ nepravidelna, potom
je pii velkém n hledanému obsahu V bliZze nez V’i nez V" &islo

V* — %_ (2VI + V"),
které podle (1) a (2) je rovné
1
V*=—n—z(yo+4y1+2y2+4ys+--~-+4yn-1 + 9). 6))
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Cvikenl.

192. Narysujte kruZnici (S; 10) a v nf poloméry SA, SB tak, aby X ASB=
= 1z. V poloroviné SAB sestrojte polopfimku SC_| SA a spustte k nf
z bodu B kolmici BC1 CS; oznadte C jeji patu. Usetku SC rozdélte
na n=10 rovnych dfld.
Stanovte, jak je naznadeno v textu, obsahy V', V' , vepsaného*
a ,,opsaného‘ mnohothelnika, jakoZ i hodnotu V*.

193. Stranu AB trojtuhelnfka ABC, jehoZ thly a, 8 jsou ostré, rozd&lte na
nrovnych dfl; jednotlivymi body By, které tak obdrZite, vedte rovno-
béZzky ke stran& BC (je By=A, B,= B). Body By vedte rovnob&zky
ke stran& BC a sestrojte.

(1) obdélniky, jejichZ Z4dny bod neleZf vné& trojtihelnika ABC;
(2) obdélniky, které presahujf i do vnéj$ku trojthelnika ABC.

a) Oznadte P’ soudet obsahil obdélniki ze skupiny (1) a P’ soudet
obsahti obdéInfkd ze skupiny (2); dokaZte, Ze rozdil P""— P’ je
kladné ¢&fslo, které miiZeme vhodnou volbou ¢&isla n uéinit libovolné
malé, Kterd nerovnost plat{ mezi hodnotami P’, P”, P, kde P je
obsah trojtihelnika ABC?

b) Je-li BC=a a v pifslusna vyska trojihelnika ABC, urdéete éislo n
tak, aby bylo P""— P’ <108,
194. V soustavé pravotuhlych soufadnic zobrazte funkci
1

a)y=2z, b)y= = Podle vzoru naznad¢eného v obr. 52 urdete obsahy
Vv, V' ,,mnohouhelnfka vepsaného* a ,,mnohothelnika opsaného*,
jestliZe P=(1; 0) Q= (11; 0); volte n=10.

Urdete téZ hodnotu V* a ve cvié. a) urdete, o¢ se tato hodnota lisi od
spravné hodnoty.

Ve cvié. b) uréite piibliZnou hodnotu t. zv. pfirozeného logaritmu
¢isla 10 (t. j. 1,10; éti logarithmus naturalis), coZ nebudete dokazovat.
Zikladem téchto logaritmu je t. zv. pfirozené ¢islo e = 2,718...; je
to ¢fslo iracionalni. Podle definice logaritmii v naSem piikladé plati

e’ 10; uZitim dekadickych logaritmu a vysledku tohoto cvié. b)
urdite snadno pfibliZznou hodnotu é&fsla e.

4. Obsah a podobnost.

Piifadme kaZdému mnohothelniku M jako obraz podobny mnoho-
uhelnik M’, pfi ¢emZ koeficient podobnosti budiZ k. K libovolnému
mnohouhelniku M’ mame potom urdity mnohouhelnik M jako vzor, totiZ
ten mnohotihelnik, jehoZ obrazem je mnohothelnik M’. Plati potom véta:
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Je-1i M’ obraz mnohothelnika M pfi podobnosti s koefi-
cientem k, pak obsah mnohotuhelnika M’ je roven souéinu
¢isla k2 s obsahem mnohothelnika M. Jeli na pf. k = 1, t. j.
je-likazda usetka v obrazu desetkrat mensf nez pfislu$né tsecka ve vzoru,
je k2 = 115, t. j. kazda plocha v obrazu je nikoli desetkrat, nybrz stokrat
men$i neZ prislu$na plocha ve vzoru.

Dukaz. ProtoZe se kazdy mnohouhelnik sklada z trojihelniki, staéi
provésti dikaz pro trojuhelnik. AvSak obsah A ABC je roven }av, kde
v znamena vysku piislu$nou strané& a. ProtoZe pfi podobnosti se velikost
kazdé usetky znasobi koeficientem k, bude obrazem strany BC = a strana
B'C’ s velikost{ ka a ptislu$§na vyska A A’B’C’ bude miti velikost kv. Tedy
obsah A A’B’C’ bude roven % ka - kv = k2 - } av, t. j. bude roven souéinu
¢isla k2 s obsahem A ABC.

Pravé dokazana véta nenf ve skuteénosti omezena na mnohoiihelniky.
Nebof, jak jsme naznadili ve ¢lanku 3, obrazce omezené kfivymi ¢arami
miZeme nahradit mnohothelniky jim tak blizkymi, Ze rozdil mezi obsa-
hem ptivodniho obrazce a obsahem mnohoiihelnika je mensf nez libovolné
pfedepsané ¢islo. Proto, je-li V obsah ptivodniho obrazce, V' obsah po-
dobného obrazce (s koeficientem podobnosti k), musi vzorec V' = k2V
platit s takovou piesnosti, jakou si pfedem piedpiSeme, a to je jen tak
mozZné, ze vztah V' = k2V je spravny bez jakékoli chyby.

Cvicenl.

195. Jsou-li Ay, By, C, stfedy stran trojihelnika ABC (proti A je A, atd.),
je A AgByCo~oA ABC. V kterém poméru jsou obsahy obou troj-
thelnfka?

196. UZitim podobnosti obrazci vysvétlete, pro¢ je mé&nitelem plo¥nych
mér v metrické soustavé ¢&fslo 100.

197. Jeden plan pozemku je zhotoven v mé&fitku 1:100, druhy plén
v mé&fitku 1 : 250. V kterém pomeéru jsou obsahy obrazi téhoZ mnoho-
uthelnika na planech zobrazeného?

198. Dva podobné trojihelniky maji obsahy P=294 dm?, P’'=864 dm?
Strana a prvnfho trojihelnfka méff 30 dm; urdete pffslu$nou vysku v
a pak vypoditejte odpovidajici stranu @’ a vysku v’ trojahelnika
druhého.

199. Budte dany kruZnice k;=(S; r,), k;=(S; ry). KruZnici k; (1) vpiste,
(2) opiste pravidelny n-thelnik A,B,C,...N,.

a) Prusetik polopfimky SA,; s kruZnici k, budiZ Ag; sestrojte obrazy
kruZnice k, a n-ihelnfka 4, B, C, . . . N, vestejnolehlostio stfedu S tak,
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200.

201.

202.

203.

204.

203.
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aby bod A, byl obrazem bodu A,. Ve kterém vztahu je kruZnice k,
k témto obrazim?
b) V kterém vztahu jsou obvody a ve kterém obsahy obou n-ihelnik?

a) Ctverec ma thlopri¢ku e; urlete velikost x jeho strany.

b) Budte a>>b dané rozméry obdélnika. Osy vnitinich ihla tohoto
obdélnfka urcuji jeden ¢tverec a osy vnéjsich thla obdélnika uréuji
druhy ¢tverec. DokaZte, Ze oba ¢tverce jsou stejnolehlé vzhledem ke
stfedu S daného obdélnika a urcete koeficient k této stejnolehlosti.

c¢) Uréete velikost z, 2’ stran a velikosti P, P’ obsahtt ¢tverca ze cvic.
b) a pfesviddte se, Ze plati P’=k2. P.

Jsou dany dvé razné rovnobéZky p]]q, jejichZ vzdalenost ]e 10 cm.

Na prvnfleZi usecka A B, na druhé use¢ka CD; je AB=38 cm, CD=12cm

a smysly AB, CD jsou souhlasné.

a) BudiZ O prusedik pfimek AC, BD a S pruseéik pfimek AD, BC.

Co je geometrickym mistem bodd O a co bodu S, jestiiZe sc usetka

AB pohybuje po piimce p?

b) V jakém vztahu jsou obsahy trojihelntktt SAB, SCD a v jakém
obsahy trojuhelnikit OAB, OCD? (Urcete jejich vysky.)

Je dén kosoétverec ABCD s uhlopfi¢kami e = 20 cm, f = 15 cm.

a) Urcete velikost jeho vysky v.

b) Z vrcholu B tupého uhlu kosoétverce spustte vySky ke stranam
AD, CD a oznaéte M, N jejich paty. Urcete obsah trojuhelnika

BMN. (Je A BMN oo A ABD (sus); keeficient podobnosti k= 1.)
a

Ke stran& BC trojihelnika ABC byly vedeny rovnobéZky r“s, které

rozdélily trojthelnfk ve t¥i obrazce, jejichZ obsahy jsou v poméru

9 :55:161. V kterém poméru je pfimkami r, s rozdélena strana AB?

Je dan pravidelny $estiihelnik ABCDEF o strané a. ProdluZte jeho

strany v jednom smyslu (AB za bod B, BC na bod C, , FA zabod A)

auréete nanich po fadébody By, C,, . . ., A, tak, aby BB CC0 = =

=AAy=x.

a) Dokaite, Ze A B,C,DyEF je pravidelny 3estitthelnik.

b) JestliZe obsahy nového a puvodnfho mnohotthelnika jsou v poméru

9 : 4, jak velika je hodnota z?

Je dan A ABC a pfimka p|| BC, ktera protina uscéku AB v bod¥ B’

a isedku AC v bodé C'.

a) Jak musite zvolit bod B’, aby piimka p délila trojuhelnik ve dva
rovnoploché obrazce?

b) Jak musite zvolit bod B’, aby obsahy obrazcit AB’C’, BCG'B’ byly
v poméru ¢? (UvaZujte pomér obsahit A AB'C’, A ABC. Je-li na

h . h l
pi‘. =;,]e takéT'—'l—- E-——I atd.)
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5. Obsah kruhu.

Obsah kruhu, jehoZ polomér se rovna jednotce délky, zna¢ime feckym
pismenem z. Z kruZnice, jejiZ polomér je roven jedné, vznikne kruznice
libovolného poloméru r pomoci podobnosti s koeficientem r. Tedy podle
pfedchazejiciho ¢lanku: Obsah kruhu s polomérem r se rovna zr2.
Cislo m je iracionalni a neda se proto pfesné vyjadiit zlomkem; rovndz
tak nelze z presné vyjadfit vyrazem sloZenym z odmocnin. Ditkazy jsou
obtizné a nebudeme je provadéti.

Priblizné se da ¢islo & vypotitat mimo jiné uZitim methody ¢lanku 3.
V obr. 53 mame ¢tvrtkruh s polomérem, ktery zvolime za jednotku délky.
Bod A je stied poloméru SN. Snadno uva- M
Zime, Ze A BSN je rovnostranny a z toho [~ T~~~
plyne, Ze < BSM = 30°. Tedy kruhova ~B
vyse& MBS je J; kruhu a jeji obsah je ro- /
ven J; z. Pravoiuhly A ABS ma pieponu
BS =1, odvésnu AS =3} a tedy (podle i /
Pythagorovy véty) druhou  odvésnu
AB = }1/3; obsah A ABS je tudiz } /3. /
Pripojime-li k A\ ABS zminé-nou kruhovou
vyset, dostaneme obrazec, jehoZ obsah je

=27 +1)3. 1 SR RR A N
Avsak tento obrazec ma pravé takovy tvar, Obr. 53.
jaky jsme studovali ve ¢élanku 15. Proto do-
vedeme piiblizné vypotisti éislo z#. Rozdélme useku SA na 4 stejné
dily pomoci bodi Ry, Ry, R; a vedme jimi svislé uselky fy, f,, t3 jako
v obr. 53. Podle Pythagorovy véty je

W@ =1, A2 =1 2@ =1,
th =1)63, t,=1)60, & =1]55. P)

SM=1, AB=1}]3. 3)
Podle ¢lanku 3 je vSak

tedy

Mimo to je

VvV “@
kde .
V' = & (SM + 2t + 2 + 243 + AB),
Vll == % (tl —I— 13).
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Podle (2) a (3) je tudiz
=& @ +163 +160 4155 +]12),
V" =3 (/63 + /55).
Podle tabulek druhych mocnin je
1/ 63 =7,937; 160 =7,746; }/55 =7,416; }/12 = 3,464.

Je tudiz ,
V' = 4. 30,563 = 0,4775; V'’ = 3, .15,353 = 0,4798.

Podle (1) je viak

n =12V —3 /3 =12V — 2,5981. 5)
Podle (4) je tedy jednak ‘
7 > 12V’ — 2,5981 = 3,132; ()
]ednak .
n < 12V"" — 2,5981 = 3,159. U]

Ve ¢élanku 3 jsme poznamenali, Ze bliZze neZ &fsla V', V"' je ¢&islu V ¢&islo
=3V’ + V) =0,4783.
JestliZe ve vztahu (5) nahradime V piibliznou hodnotou V*, dostaneme
=12.0,4783 — 2,5981 = 3,1415,
coZ je mnohem lep§i pfibliZeni &islu &z nez hodnoty (6) a (7). Na patnact

desetinnych mist jest
7t = 3,141 592 653 589 793. ®)

Pro praxi zpravidla vysta¢ime s hodnotou x = 3,14. Nékdy je vyhodna
pfiblizn4 hodnota 7 = 31; ¢islo 31 je pon&kud bliZe éislu & nez 3,14 a je
o néco vétsi nez #. Hodnotu z == 31 znal jiZ slavny starovéky matematik
Archimedes (287 az 212 pfed na$fm letopodtem), ktery piesné dokazal, Ze

W <m <31
Archimedova methoda je zaloZena na pravidelnych mnohoihelnicich,

o nichZ jsme mluvili ve ¢lanku 2. JestliZe do kruZnice poloméru r vpi-

Seme pravidelny n-ahelnik, je jeho obsah podle (2) ve &¢lanku 2 roven

—;-n sin -g:— - r2, coZ tedy je mens$i neZ nr2, t. j.

a<tnsin2Z pron=3,4,5, .... ©)
2 n .
JestliZe viak téZe kruZnici opiSeme pravidelny n-uhelnik, je jeho obsah
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podle (3) ve ¢lanku 2 roven ntg i;— . r2, coz tedy je v&t¥i nez ar?, t.j.

n>ntg%pron=3,4,5,.... (10)

Pii velkém n se pravé strany nerovnosti (9), (10) li§f jen nepatrné od
¢isla 7, t. j. mame pribliZné vzorce
1 27

7= nsin—-, 9)

7= ntg —;i (10')

pii ¢emz pii dosti velkém n rozdil mezi z a pfibliZnymi hodnotami (9")
a (10°) jelibovoln& maly. Je-lin tvaru 3. 2% (n = 3, 6, 12, . ..), daji se tyto
ptiblizné hodnoty vyjadfiti pomoci druhych odmocnin, o nichZ je nam
zndmo z prvé tfidy, jak je lze s libovolné vysokou presnosti potitat.
Takto v podstaté postupoval Archimedes, ktery volil k = 5, tedy n = 96.
Jeho vypoéty byly pracné predevsim proto, Ze Archimedes neznal dese-
tinn4 ¢isla. Po objevu desetinnych &isel bylo snadné vypocitat Archime-
dovou methodou ¢&islo 7 na vét§i podet mist, nez je prakticky uZiteéné,
Holandsky matematik Ludolph van Ceulen (1540—1610), po ném% se
¢islo # dodnes nazyva Ludolfovo, vypocital z na 32 a pozdéji na 35 mist
methodou v podstaté Archimedovou. Vy$si matematika poskytuje mno-
hem pohodlnéjsi prostiedky vypoétu éisla zz. Nejznaméjsi zptisob pochazi
od anglického astronoma Machina (zemiel 1751) a zni:

1 1 1 1 1
Tr=4 (?_3-53 T T Te T )"‘

( 1 1 1 )

—\29 "33 "5k )

kde v zavorkach se potitd tak dlouho, aZ se dojde ke ¢leniim, jeZ jsou
men3f neZ je Zadany stupeii presnosti. Casto &teme, %e Shanks vypotetl
r. 1873 a 1874 &islo # na 707 mist, ale teprve r. 1946 zjistil Ferguson, e
pouze 525 mist u Shankse je spravné.

Cvicent.
206. Je dan polomér r kruhu. Uréete polom&r x druhého kruhu tak, aby
pomér obsahu prvého kruhu k obsahu druhého kruhu byl: a) 1:2; b) q.

207, Jsou dany dvé& soustfedné kruZnice. Velikost t&tivy AB vé&tsf kruZnice
je 6 cm, pfi ¢emZ piimka AB je te¢nou mensi kruZnice. Vypocitejte
obsah mezikruZi uréeného ob&ma kruZnicemi.

Ckra, G 355-11 — 11. 161



208. Tétiva AB kruZnice, jejiZ polomér je 2 cm, dé&li kruZnici ve dva
oblouky, jejichZ velikosti jsou v poméru 5 : 7. Urlete: a) obsah troj-
thelnika ABS, kde S je stfed dané kruZnice; b) obsah jedné z obou
usecf pifslu§nych k tétivé AB.

209. a) Urcete polomér g kruZnice vepsané pravoihlému trojihelnfku
o odvésnach a, b. (Budte A,, B,, C; dotykové body vepsané kruz-
nice na stranach a, b, ¢; pak jec = a—p + b —p.)
b) BudiZ D pata vy$ky CD v pravouhlém trojihelniku ABC (kde
<X C= 4m). Dokazte, %e pomér obsaht kruhti vepsanych trojthel-
nikim ACD, BCD je roven poméru obsahu téchto trojuihelnfki.

210. Urdete graficky polomé&r kruhu, jehoZ obsah je roven obsahu mezi-
kruzi o polomérech R, r, kde R >r.

211. a) O¢ sc zvétsf obsah kruhu, kdyZ jeho polomér r zvét$ime o hodnotu &?
b) O¢ se zmen$i obsah kruhu, kdyZ jeho polomér r zmen$ime o hod-

notu &?
¢) Ktery je obsah mezikruZ{f urdeného kruZnicemi o polomérech
r+e&r—e?

212. MezikruZi o polomérech R, r (je R>r) je soustiednou kruZnicf o polo-
méru x rozdéleno ve dvé rovnoploch& mezikruZi.
a) Vypodtéte x.
b) Redte tlohu graficky.

6. Délka oblouku kruznice.

Pomoci ¢isla zr se da vyjadriti také obvod kruhu. Opiseme-li kruZnici
poloméru r pravidelny n-tuhelnik, je pfi velkém n jeho obvod O, velmi
piiblizné roven obvodu kruhu (délce kruznice), kdezto jeho obsah P, je
velmi piiblizn€ roven obsahu kruhu, t. j. &islu nr2. AvSak ze €lanku 2
je ndm znamo, Ze P,, = 30, - r; jeito P, == ar?, je tedy O, = 2zr a stupeii
piibliZeni je libovolné vysoky, je-li n dosti veliké. Proto obvod kruhu
je roven 2ar,

Zvolme si na kruZnici oblouk, kterému pfislusi stfedovy ihel a.
Zvétsime-li uhel a, ve stejném poméru se zvétsi i oblouk, t. j. délka
oblouku kruZnice je piimo umérna stfedovému uhlu a. Celd kruznice je

oblouk, kterému pfislusi stftedovy uhel 360°. Stfedovému uhlu 1° piislusi

oblouk kruznice 360°, t. j. oblouk délky g—gg = 11‘810. Stredovému thlu

velikosti x stupiit piislusi oblouk délky %%; zejména na KkruZnici s polo-

mérem rovnym délkové jednotce stfedovému uhlu velikosti x stupni
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piislusi oblouk délky %‘%. Toto &slo % je velikost @hlu v obloukové

mife. Velikost uhlu a v obloukové miie jste na stfedni §kole znad¢ili arca
(6teme arkusa); budeme ji znaéditi prosté a, kdeito a° bude znamenati
velikost 1hlu a ve stupnich, takze

na® , 180a

a = _18—0’ a = p= .
Obloukova mira na stupné a obracené se v praxi pievadi pomoci tabulek,
jak je znamo uz ze stredni §koly. Velikost oblouku kruZnice s polomérem r
pfisluiného stfedovému uhlu a je podle piedchazejiciho dana jednoduchym
vyrazem a - I, kde a znamena velikost ihlu v obloukové miie.

Podobné jako délka oblouku jei ob- ) 6
sah kruhové vysede pfimo umérny stre-
dovému uhlu a; z vyrazu zr2 pro obsah 8
celého kruhu obdriime tedy vyraz }ar2
pro obsah vysete se sttedovym uhlem a
(v obloukové mife).

Obloukova mira se vyskytuje ¢asto
ve fysice, a to zejména pro velmi malé
uhly. Pritom je dileZité umét pro malé

(o)

uhly porovnat a a sina; a tu oviem §
znameni velikost thlu a v obloukové Obr. 54.
mife. BudiZ nejprve a libovolny ostry
thel, tedy a << z. V obr. 54 mame piedevsim kruhovou vyse¢ SAB se
sttedovym thlem a. Volime-li polomér za jednotku, je obsah vysede
prosté }a. Je-li C pata kolmice spusténé z bodu B na piimku SA, padne
C na polopfimku SA, protoZe a < } =, takZe vznikne pravouhly A SBC
s pieponou SB = 1 a s ithlem a pfi vrcholu S, takZe
BC = sina, BC = cosa.

Déle mame v obr. 54 rovnoramenny A SAB, ktery je &asti vysede, takze
jeho obsah je mensi ne% } a. Aviak strand SA = 1 tohoto trojihelnika
prislusi vy$ka BC = sing, takZe obsah je roven } sina. TudiZ } sina << } a
neboli

singa < a proa <<im. 1)
Vedle toho mame v obr. 54 je§té A SAT s uhlem a pfi vrcholu S a s pra-
vym thlem pii vrcholu A; je?to SA =1, je AT = tga a obsah A SAT
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je roven } tga. Av3ak naSe vyset s obsahem 4a je zfejmé& ¢asti A SAT,
takze 4 a << % tga neboli
a < tga pro a < im. 2
PoloZme nyni
sina

o | &)

a
podle (1) kladné &islo x je men$i nez 1 pro kazdy ostry uhel a. Z (3) plyne,
Ze sina = ax; podle (2) je viak ax < ztga, takie sina < xtga neboli
¢éislo xtga — sina je kladné. AvSak
. sina . . T —cosa
rtga — sing = * —— — sin@ = sing ———
cosa cosa
a protoZe toto ¢islo je kladné, je x > cosa. Tedy

cosa

4
Jestlize nyni thel a je vclm1 maly, je ¢islo cosa velmi blizké ¢&islu 1,
a proto podle (4) také &slo 20 ]e velmi blizké éislu 1. Proto pro malé

uhly a lze kazdé z obou ¢isel a, sina nahradit druhym z nich nejen v tom
smyslu, Ze rozdil obou ¢&isel je maly, nybrz v tom smyslu, Ze i pomé&rna
chyba, které se tim dopustime, je mala. Je-li na pf. tihel @ mensi nez 1°,
je cosa >0,9998 a proto sina > a. 0,9998; to znamen4, Ze sina je sice
mensf neZ a, ale o méné nez o 0,29%,.

Cvilent.

213. a) Obsah kruhu je P; urcete jeho obvod o.
b) Obvod kruhu je o; urcete jeho obsah P.

214. Jak se zmé&ni obsah kruhu, vzroste-li obvod k-krat?

215. V kterém poméru jsou obsahy P;, P, dvou kruhid, jejichZ obvody
jsou oy, 0,?

216. Na trati se jedno kolo vozu otolilo m-krat, druhé n-krat. Urcete
pomér poloméri obou kol.

217. Rozdil velikosti dvou kruZnic je m, pomér jejich praméri je n. Urdete
velikosti poloméri. Provedte pro m=20, n=5.

218. Oblouk k na kruZnici o poloméru r je roven velikosti kruZnice, ktera
maA r za primér. Urlete velikost st¥edového tihlu prislu$ného oblouku k.

219. Urdete velikost kruZnice, jejiZ velikost je o 5 dm v&tS$i neZ jeji pramér.

220. Mensf kruZnice mezikruZf mA polomér r. Obvod vé&t$f kruZnice je o m
vEtsf neZ obvod men3f kruZnice.
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221.

222,

223.

224,

225.

226.

227,

228.

229.

Urdete $itku x mezikruf a dokaZte, Ze pro danou hodnotu m je $itka x
nezavisl4 na volb& kladného &fsla r. (Sffka mezikru{ je rozdil polo-
mérd obou kruZnic.)

Velikost daného dhlu v mife stupfiové vyjadfete v mife obloukové:

a) 180°; 90°; 270°; 45°; 135°; 60°; 30°; 225°; 330° (piimym vy-
podtem).

p) 26°35"; 149°50; 312°45" (uZitim tabulek nebo p¥fmym vypod&tem).

Velikost tthlu daného v mfife obloukové vyjadfete v mife stupriové:

a) 27; ;v; im; 3m; 4m; 1w; ¢ (p¥{mym vypocétem).

b) 0,75; 1; 2,35; 3 (uzitim tabulek nebo pfimym vypod&tem).

V kruznici s polomérem 5 cm jsou dany dvé tétivy AB=17 cm, BC=8cm.

Urcete velikosti tétivy AC a prisluiného stfedového dhlu.

MezikruZi urdené kruZnic{ pravidelnému mnohothelniku vepsanou

a opsanou ma obsah sr. Uréete velikost a strany mnohotihelnfka. Déle

urcete poloméry r, p obou kruZnic, je-li n pocet stran mnohotuhelnfka,

BudteZ a°, $° dva dané uhly a a, f jejich velikosti v obloukové mife.

Jestlize plati y°=a°+ f° 6°=k-a® (kde k je libovolna konstanta),

potom také platf y =a-+f, 6 =ka; dokaite!

Vyseé mezikruZi o §ifce d je omezena oblouky délek a;, az (@ > ay).

Vyjéadrete obsah vysefe s pomoci veli¢in d, a, a,.

Dvé vysede maji ty% obsah P; dokaZte, %e o jejich polom&rech r, I a
’
o prislu$nych obloucich a, a’ plati %— = % O kterou znamou z4vislost

tu jde?

Obvod kruhové vysede je 10,75 m, stfedovy tihel a°=63%°; urcete
polomér r a obsah P.

Obsah kruhové vysede je 1,8 m?, stfedovy thel a°=140°; urlete
polomé&r r a oblouk a.

Obr. 55a. Obr. 55b.
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230. Oblouk kruhové vysele je 14 dm, obsah 12 dm?; urdete polomér r,
oblouk a a stfedovy thel a.

231. Stfedovy thel a vytne v mezikruZf, jechoZ kruZnice majf poloméry
R >r, vyse¢ mezikruZi. BudteZ A, a pfisluiné oblouky.

a) Dokaite, Ze plati A= —1} a.

b) Odvodte vzorce pro obsah vysee mezikruZi, jestliZe je dano:
(1) R, r,a;(2) R, 1,a’

D C

=

(
4

Obr. 55¢.

Cviceni 232 se vztahuje k narysovanym obrazkim 55a aZ 55e. Stiedy
obloukit jsou vyznadeny krouZky.

232. Urdete obsah vyéarkované plochy:
a) V obr. a, je-li ddn polomér r kruZnice k.

b) V obr. b, kde A ABC je rovnostranny;
0 ~—"~C velikost strany je a.

¢) V obr. ¢ je déna strana a Ctverce
ABCD.

d) V obr. d je polomér SA =5 cm a
A S vzdalenost rovnobéZiek AB, CD je
Obr. 55d. 4 cm.
e) V obr. e je dana strana a ctverce
ABCD. Nejprve dokaZte, Ze prusetiky oblouk se stranami ¢tverce
urc¢ujf vrcholy pravidelného osmithelnika.

III. Objemy a povrchy jednoduchych téles.
1. Zékladni vlastnosti objemu.

Hranoly a jehlany jsou nejjednodus$i a nejdulezitéj$i ptiklady
mnohosténi, t. j. téles omezenych mnohouhelniky. Podobné jako lze
kazdému mnohouhelniku v roving piiradit kladné &islo, jeho obsah, lze
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také kazdému mnohosténu pfifadit kladné &islo, zvané objem tak, Ze
jsou splnény nasledujici vlastnosti zcela obdobné vlastnostem obsahu,
jez byly uvedeny ve ¢lanku 1 oddilu II:

[1] Dva shodné mnohostény maji tyZ objem.

Pritom dva mnohostény jsou shodné, 1isi-li se od sebe pouze umisté-
nim v prostoru.

[2] Jestlize se mnohostén M sklada ze dvou mnohosténi
M,, My, které se navzajem nepiekryvaji, t. j. nemaji Zadny spo.
leény wvnitfni bod, potom objem mnohosténu M je soultem
objemt obou mnohosténi M;, M.

[3] Je-li mnohostén M’ razny od mnohosténu M ¢&asti
mnohosténu M, je objem mnohosténu M vé&tSi nezZ objem
mnohosténu M’.

[4] Objem krychle, jejizZz hrana je jednotka délky, je
roven jedné.

Piitom opét vlastnost [3] plyne z vlastnosti [2]. Stejné jako u obsahi
mnohouhelniki nebudeme ani zde probirati dukaz, Ze definice objemu
s vlastnostmi [1], [2], tedy i [3], je moZna. Pfipoji-li se vlastnost [4], je
opét zarulena jednoznacnost objemu. Ale dukaz jednoznaénosti, ktery
u obsahu mnohotuhelniktt byl snadny (viz ¢lanek II 2), je pro objem
mnohostént podstatné obtizZnéj§i a nebudeme jej probirati.

Nejjednodussi je nauka o objemu kvadru. Docela stejné, jako jsme
ve ¢lanku II 1 odvodili vzorec pro obsah obdélnika, da se piesné od-
vodit i znamy vzorec pro objem kvadru: Objem kvadru s rozméry
a, b, c je roven souéinu abc.

Cviéent.

233. JestliZe a, b, ¢ jsou pfirozena ¢isla, potom vzorec pro objem kvadru
o rozmérech a, b, ¢ 1ze odvodit tfemi riznymi zpusoby. Sta¢i rozdélit
kvadr ve ,,vrstvy‘ tvaru kvadru, jejichZ jeden rozmér je jednotka
délky; tim je iloha prevedena na vypocet obsahu obdélnika. Naértnéte
tri naznadené zpusoby a ukaZte souvislost vysledku s asociativnim
a komutativnim zadkonem pro nasobeni pfirozenych éisel.

234. a) Kolikrat se zvétsf (1) povrch, (2) objem kvadru o rozmérech a, b, ¢,
jestliZe tyto rozméry zvé&tsite po rad& h-krat, k-krat, L-krat?
b) Co kdyZ ve cvié. a) je h=k=1? Oduvodnéte odtud, pro¢ je méni-
telem objemovych mér v metrické soustavé ¢isio 1000.
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236.
237.

238.
239.

240.

241.

242.

243.

244.

245.

246.
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c) Vedte stfedem kvadru tF¥i roviny, které jsou rovnobé&Zné s jeho
sténami; v kolik shodnych kvadri se t€mito rovinami kvadr roz-
dé&li? Vysledek uvedte v souvislost se cvié. b).

O¢ se zvétdf objem kvadru, kdyZ vSechny tfi jeho rozméry a, b, ¢
zvét§ime o hodnotu &?

KdyZ € je v poméru k rozmérim kvadru malé ¢&islo (na pf. tisicina
nejmensfho rozméru), je ptiristek objemu zhruba roven (ab + be -}- ca) €.
Provedte numericky vypoéet pro a=100, b=50, c=20, e=10-3,
Uvahu z pfedchoziho cvideni 235 opakujte pro povrch kvadru.

Kvadr m4 rozméry a=m, b=-]/3, c=]/§_. Dané rozméry zaokrouhlete
a) sestupn&, b) vzestupn& na setiny a uréete objemy V'<CV" obou
pomocnych kvadrii. Uréete rozdil p=V""—V’ a vysvétlete jeho vy-
znam pro piesnou hodnotu V objemu daného kvédru.

Uréete povrch a) kvadru s rozméry a, b, ¢; b) krychle s hranou a.

Uréete povrch a objem kvadru, jehoZ té&lesova tihlopficka je u a

a) jehoZ rozméry jsou v poméru 3 : 4 : 5;

b) jehoZ stény, které prochazejf tymz vrcholem, majf obsahy v poméru
1:2:3.

Je dan povrch S =558 cm? kvadru, jehoZ rozméry jsou v poméru

2 :3:5. Urlete jeho objem!

T&lesovéa uhlopfi¢ka u kvadru tvoif s podstavou uhel @. Uhel thlo~
pfitek v podstave je f. Uréete objem kvadru.

Provedte vypodet pro u=10, p=60°, f=75°.

Podstavna uhlopricka kvadru je ug="7,5 dm, tihel obou podstavnych
uhloptiéek a=35%° a dhel, ktery svird rovina thlopfiéného fezu vede-
ného viétsi podstavnou hranou s podstavou, je f=571°. Urdete objem
kvadru.

Rozméry kvédru jsou v poméru §:%:3%; jeho objem je 1,728 m3,

Urdete a) rozméry kvadru, b) télesovou tihlopri¢ku, c) povrch kvadru.
Obsahy ti# stén kvadru, které se protinaji v jednom jeho vrcholu,
jsou P, =72 cm?, P,=96 cm?, Py = 108 cm? Urcete objem a té&lesovou
thlopii¢ku kvadru.

Ve vodojemu tvaru kvadru je 1500 hl vody; hloubka vody je 2,5 m.
Urdete rozméry dna, je-li jedna jeho strana o 4 m del$f neZ druhé.

Oznadte a, f§, y Ghly, které tvori t&lesova tihlopfitka u kvadru s hra-
nami a, b, ¢, jeZ vychéazejf z jejiho krajniho bodu.

a) Vyjadrete hodnoty cosa, cosfl, cosy uZitim hodnot a, b, ¢ (a u).
b) DokaZte, Ze platf cos?a + cos?f 4 cos?y = 1. (Hodnoty cosa, cosf,
cosy lze povaZovat za hrany kvadru s télesovou uhlop#i¢kou 1).
¢) Urcete velikosti hran a, b, ¢ kvadru, jehoZ uhlopricka velikosti u

tvoff s hranami a, b Ghly a=60°, §=45°.



2. Objem hranolu a vilce.

Pokldd4me-li kvadr za hranol, jehoZ podstava ma rozméry a, b, je
p = ab obsah podstavy a tfeti rozmér kvadru ¢ = v je jeho vyskou.
Objem kvadru je pak abc = p - v, tedy soutin obsahu podstavy a vysky.
Z tohoto zakladniho vysledku si postupné odvodime v&tu: Objem kol-
mého hranolu se rovna soulinu obsahu podstavy a vy§ky.

V kolmém rovnobé&Znosténu, jehoZ podstava je rovnobéznik ABCD
(obr. 56a), vedme poboénymi hranami AA’, BB’ roviny kolmé ke sténé
CDC’'D’. Rovina vedena hranou AA’ omezi s rovinami vSech stén rovno-
b&Znosténu, kromé stény ADD’'A’, kolmy hranol s podstavou ABCE.
Tento hranol je rozdélen fezy ADA'D’ a BFB'F’ ve tii kolmé hranoly;

E' D'. ' F' ¢ ) c’ . B
/) i
A o
AR 4 L
P i i
P !
Ei gD | __F]e N NS N B
‘.":!/ . ’ ’ E -I’I’
g [
P e mcancemcacacae
A 8 0 A
Obr. 56a. Obr. 56b.

protoZe je ADE = BCF podle (sus), jsou z nich oba trojboké hranoly
s podstavami ADE a BCF navzijem shodné. Podle [1] je tedy objem hra-
nolu ADEA'D'E’ rovny objemu hranolu BCFB’C’F’ a o objemech ostat-
nich hranolu plati podle [2]:

ABCD A’B'C'D' = ABFD A’'B'F'D’ 4+ BCF B'C'F’ =

= ABFD A'B'F'D’ + ADE A'D'E’' = ABFE A'B'F'E/,
t. j. objem rovnobéinosténu ABCD A'B'C'D’ rovna se objemu kvadru
ABFE A'B’F'E'’. Objem kvadru, tedy i rovnob&Znosténu, je AB-AE-AA’;
protoze je AE | AB, je AB-AE obsah podstavy rovnob&nosténu;
AA’' je jeho vy$ka. Je proto objem kolmého rovnobé&Znosténu rovny
soufinu z obsahu jeho podstavy a vysky. Kolmy trojboky hranol
ABCA'B'C’ (obr. 56b)1ze doplnit nakolmy rovnobéznostén ABCDA'B'C’'D’
takto: poboénymi hranami AA’, CC’ proloZime roviny rovnobéZné se

169



sténami hranolu, v nichZ tyto hrany nelezi. Tyto roviny omezuji spolu
se sténami s nimi rovnobéznymi a s rovinami podstav Zadany rovnobézno-
stén. Oba trojboké kolmé hranoly ABCA'B'C’' a C'D’'A’CDA, v néz je
rovnobéznostén rozloZen fezem AA’CC’, jsou shodné, protoze maji shodné
podstavy ABC a C’'D’A’ podle (sss) a stejné vysky AA’ = A’A. Podle
vlastnosti [1] tedy maji oba trojboké hranoly stejné objemy, podle vlast-
nosti [2] je objem kaidého rovny poloviné objemu rovnobé&zZnosténu.
ProtoZe se obsah podstavy ABC rovna poloviné podstavy ABCD, je
objem trojbokého hranolu rovny soulinu z obsahu podstavy a vysky,

Nyni snadno zjistime objem n-bo-
kého kolmého hranolu (obr. 57). Jeho
podstavu ABCDE ... rozdélme vSemi
uhlopfickami vedenymi vrcholem A

El
] ]
A ! D
i
B' (.
L}
]
]
]
_iE
AR s
D
B C
Obr. 57. Obr. 58.

v n-2 trojuhelniky s obsahy pi, p2, ..., Pn—2. Roviny urené hranou
AA’ a témito uhlopti¢kami rozdéli hranol v n-2 trojboké kolmé hra-
noly, jez maji stejnd velké vysky AA’ = v, rovnajici se vySce daného
hranolu. Souéet objemu téchto hranolt piv + pav + .. + pp-20 =
= (py + p2 + .. + pa-2). v rovna se podle [2] objemu daného hranolu;
protoZze pi + p2 + .. + pn—2 je obsah jeho podstavy, rovna se jeho
objem soudinu obsahu podstavy a vysky. Tim je véta dokazéna.

Bud dan kosy hranol n-boky MNOPR...M'N'O’'P'R’. .. (obr. 58).
Plochu hranolovou, ktera vznikne prodlouZenim jeho poboénych stén,
protnéme dvéma rovinami kolmymi k jejim hrandm v kolmych fezech
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ABCDE.. a A’'B'C'D’E’. .. tak, aby ZAdna z obou rovin neprotinala plast
daného hranolu a aby bylo AA’ = MM’. Potom je AM = AA’ + A'M =
=A'M + MM' = A'M’ a stejné BN =B'N’, CO=C'0’, .... Protoze
je ABCD...> A'B'C'D’... ausetky AM = A’M, . .. jsoukolmék rovi-
nam ABC..., A'B'C’..., jsou télesa ABCD.. MNOP...a A'B'C’'D'...
..M'N'O’P’. .. shodna a podle vlastnosti [1] maji stejné velké objemy.
Podle vlastnosti [2] plati: obj. ABCD..A'B'C’'D'... = obj. ABCD.,
..MNOP... Obj. A'B’'C'D’'... MNOP... =0bj. A'B'C’'D.. M'N'O'P...=
= obj. A’'B'C’'D’. 'MNOP. .= obj.MNOP..M'N'O'P... O objemu kol-
mého hranolu ABCD..A’'B’'C'D’... vime, Ze se rovni souéinu obsahu
podstavy ABCDE.. a vy$ky AA’ = MM’; protoZe se viak obsah této
podstavy rovna obsahu libovolného ¢ g
kolmého fezu A*B*C*D* ..., ko-
sého hranolu MNOP.. M'N'O’'P’. .,

dostavame: Objem hranolu se rovna soudinu obsahu kolmého
fezu a délky hrany.

Pro poéitani objemu hranolu byva vhodnéjsi pou¢ka: Objem hra-
nolu se rovna soudinu obsahu podstavy a vys§ky, V=p-o.
O této poucdce jiZz vime, Ze plati pro hranol kolmy; dokaZeme si nyni po-
stupné, Ze plati také pro hranol kosy.

V kosém rovnobéznosténu ABCDA'B'C'D’ (obr. 59) vedme fez
KLMN kolmy k hrang AD. Je-li NN’ = v vy$ka kolmého fezu KLMN,
je NN’| ADaNN']| KL, je tedy NN’ tise¢ka kolma k roviné podstavy
ABCD; v je proto také vySka rovnobéznosténu. Objem rovnobéZnosténu
se rovna soutinu délky hrany AD a obsahu kolmého fezu KLMN, t. j.
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AD.KL-v. Protoie je KL | AD je soutin AD.KL rovny obsahu
podstavy ABCD a objem rovnobé&znosténu se rovna soutinu z obsahu
podstavy a vysky.

Kazdy trojboky kosy hranol ABCA’B’'C’ (obr. 60) miZeme doplnit
na rovnobé&znostén ABCDA'B’C’D’ stejnym zpusobem, jakym jsme na
rovnobé&Znostén doplnili trojboky kolmy hranol. Necht je KLMN fez
rovnobé&znostdnu kolmy k hrané AA’. Rez AA’CC’ rozdéluje tento kolmy
ez v trojuhelniky KLM a MNK shodné podle (sss), které jsou kolmymi
fezy trojbokych hranolid, v néZ je rovnob&Znostén timto fezem rozdélen.
Oba trojboké hranoly maji spole¢nou hranu AA’ a stejné obsahy kolmych
fezi; jejich objemy se tedy navzajem rovnaji a podle vlastnosti [2] se
kazdy rovna polovin& objemu rovnobéznosténu. Objem daného hranolu
se tedy rovné soudinu z poloviny obsahu podstavy rovnobéznosténu a jeho
vy$ky; obé télesa maji stejnou vy$ku a polovina obsahu podstavy rovno-
bé&Znosténu se rovna obsahu podstavy daného hranolu. Je proto objem
trojbokého hranolu rovny soudinu z obsahu podstavy a vysky.

Také objem valce se rovna soulinu obsahu podstavy a vysky,
V = p.v. To plati nejen pro valce s kruhovou podstavou, nybrz i pro
vélce s jinymi podstavami. VSimnéme si na p¥. valce, jehoZz podstava P je
plocha omezen4 kfivou ¢arou a tfemi tusedkami, znazornénd v obr. 52
nastr. 154; obsah podstavy budiZ p. Ve ¢lanku II 3 jsme urdili dva mnoho-
uhelniky P’, P" (sloZené z lichobéznikd) tak, Ze mnohouhelnik P’ je
vepsan do P (je &¢asti plochy P), mnohothelnik P’ je opsan plose P (ktera
je jeho &4sti), pro obsahy p’, p” mnohothelnikdi P’, P” plati potom
nerovnosti

P'<p<p’ (1)
pfitom se mnohouhelniky P’, P" daly volit tak, Ze rozdil p’’ — p’ a tedy
také rozdily p — p’, p’’ — p jsou libovolné& malé. Sestrojme nyni nad pod-
stavou P valec W, nad podstavami P’, P hranoly W', W' tak, aby
poboéné hrany hranoli a strany véalce byly rovnobézné a stejné dlouhé,
takze viecka tfi télesa maji touz vysku v. Potom je hranol W’ vepsan do
valce W (je &asti valce W), hranol W' je opsan véalci W (ktery je jeho
¢asti); pro objemy ¥, V', V"' viech tii téles W, W’, W platf tudiZ ne-
rovnosti

VLV vy
vime viak, ze V' = p'v, V"' = p”'v; tedy

prv VL po (2
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Ale z (1) plyne, Ze také

p'v < pv < p'vy (6))

a protoZe rozdil p’”’ — p’ je libovoln& maly, je-li rozdil p”’v — p’v libovoln¥
maly. Ze (2) a (3) tedy soudime, ze V = pv.

247,

248

249.

250.

251.

252.

253.

254.

255.

256.

Cvilent.

Pravidelny trojboky hranol, jehoZ vSechny hrany jsou si rovny, méi
povrch S=4530 cm?. Urdete velikost hrany.

BudiZ p polomér kruZnice vepsané podstavé pravidelného n-bokého
hranolu; obsah podstavy je roven 1 plaSté. Uréete vysku hranolu.

Je dana vy$ka v pravidelného &tyrbokého hranolu; télesova thlo-
pticka tvofi s podstavou thel ¢. Uréete objem télesa.

Provedte numericky pro v=10, ¢ =60°,

Podstava rovnobéZnosténu ABCD A’B’C’'D’ je kosoltverec ABCD;
<X BAD=60° Poboéné hrany sviraji s podstavou uhel 60°, rovina
AA'C’C je kolma k podstavé. Dokazte, Ze pomér obsahii osovych ¥ezi
BB'D’'D a AA'C'Cje2:3.

Dvé& poboéné stény trojbokého kosého hranolu stojf na sob& kolmo;
jejich spoleén4 poboén4 hrana mé od ostatnich dvou poboénych hran
vzdalenosti 12 dm a 35 dm. Velikost poboénych hran je 24 dm. Urdete
plast hranolu.

Z pravidelného trojbokého hranolu s podstavnou hranou a byl dvéma
rovnobéZnymi rovinnymi fezy odifznut kosy trojboky hranol, jehoZ
poboéné hrany maji velikost b. Urdéete plast i objem kosého hranolu.
(UvaZujte t. zv. kolmy fez hranolové plochy, jehoZ rovina stojf kol-
mo k poboénym hranim.)

Kosy trOJboky hranol ABCA’B'C’ ma za podstavu A ABC, kde
AB=AC a BC=a. Pobo¢na hrana AA', jejiz velikost je b, stoji kolmo
k hran& BC. Uhel stén, které se protinaji v hran& AA’, je a. Uréete
objem hranolu uZitim hodnot a, b, a. (UZijte kolmého fezu.)
Podstavou kolmého hranolu je pravoihly lichob&Znfk, ktery je opsin
kruZnici o polom&ru r=6; jeden thel lichobé&Znika je a=46°. Vyska
télesa je rovna vétsf dhlopfiéce podstavy. Uréete objem télesa.
Podstavné hrana kosého $estibokého hranolu s pravidelnou podstavou
je a=2 dm, objem hranolu V=60 ]/3 dm3, Poboéné hrany tvoii s pod-
stavou thel 60°, Kolmy i‘ez hranolu ma obvod n=10,5 dm. Urdete
povrch hranolu.

Kosy hranol ABCD A’B’C’D’ mé4 za podstavu é&tyrahelnik ABCD,

jehoz thloptidky stoji na sob& kolmo, pfi &em# BD=16 dm. Rez
AA’C'C stoji na podstavé kolmo a ma obsah 250 dm2, Urdete objem.
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263.

264.

265.

266.
267.
268.
269,

270.

Urdete plast i povrch rotadnfho valce, jehoZ podstava mé polomér r
a jehoZ vyska je v. ‘

Plast rotaénfho vilce je S a velikost kruhové hrany je o. Urdete
objem vélce.

Obdélnfk s rozméry a, b (kde a_>b) je plastém dvou rotaénich valci.
Urdete pomér a) objemil, b) plasti, c) povrchil obou vélci.

Kolikrat vzroste a) plast, b) objem rotaénfho valce, jestliZe jeho polo-
mer r zvét§ime k-krat a jeho vysku l-krat? Kolikrat vzroste a) plast,
b) povrch, c) objem télesa, jestlize k=I? )

Polomér r i vy$ku v rotaénfho valce zvétiete o hodnotu &. O¢ ptitom
vzroste a) plast, b) povrch, c¢) objem vilce.

Po provedeném vypoétu zanedbejte éleny s hodnotami €3, €3 za pred-
pokladu, Ze hodnota & je v poméru k hodnotam r, v velmi mala (na pf.
€=r+10-3 nebo g=0v-10-3),

Rovnostranny vilec (rotaéni vélec, v némZ je v=2r) ma povrch P.
Urdete jeho objem.

V rotaénim valci byl. provrtan otvor tvaru souosého rota¢nfho vélce;
tim se vdha télesa snfZila na polovici. Urdete tloustku stény télesa,
které tak vzniklo.

Oteviena sklenénd miska tvaru rotadnfho valce (tloustka stén je
t=0,5 cm, vnitini polomér r=1 dm a vnit¥n{ vy$ka v=>5 cm; speci-
fick4 véaha skla s=2,5) plove na vodé. Kolik vody je moZno nalfit do
misky, aby se miska potapéla pravé k okraji.

Uréete objem a) vyseée, b) tisede rota¢nfho valce o poloméru r=3,6 dm,
jestliZe té&tiva leZici v jeji podstavé je 2 {=4,8 dm a je-li vy$ka vélce
v = 23 dm.

Pri kterém poloméru r je &iselnd hodnota plasté valce rovna é&fiselné
hodnoté& jeho objemu?

Dva neshodné valce majf sob& rovné objemy; ve kterém poméru jsou
jejich plast&?

Urdete pomér objemit dvou rotadnich véled, jejich% plasté jsou si
rovny.

Do podstavy rovnostranného valce je vepsan pravidelny n-ihelnik,
jehoZ strana je a. Urcete objem vélce.

LeZfcf valcova nadr% (osa vélce je vodorovna) je naplnéna vodou tak,
%e nen{ zaplnéna ani cel4 polovina objemu. K t&tive, kterou vyznacuje
vodnf hladina na podstavé valce, pisludi stfedovy thel 2a=135°;
vnitfn{ pramér valce d=1,7 m a vnitfnf délka nadrZe v = 3,5 m.

. Kolik m3 vody je v nadrZi?
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3. Princip Cavalieriho.

Obsah mnohouhelnika ma vedle vlastnosti [1] aZ [4] uvedenych ve
¢lanku 13 jeSté jednu velmi pozoruhodnou vlastnost.

[5] Maji-li dva mnohouhelniky M, M’ tyZ obsah, je moZné
rozdélit M v nepiekryvajici se mnohouhelniky M;, My, ...,
M,arozdé&lit M’ v nepfekryvajici se mnohouhelniky M’;, M’;,
v, M’y tak, Ze M; a M’y jsou shodné, M; a M’; jsou shodné,
ooy Mpa M, jsou shodné.

Oznaéme [5]* to, co vznikne z [5], jestliZe slovo mnohouhelnik nahra-
dime slovem mnohostén, slovo obsah slovem objem. D4 se dokazati, Ze
obecné je vlastnost [5]* nespravna. Je spravna v tom pripadé, Zze M, M’
jsou hranoly, a proto nauka o objemu hranolii neni sloZitéjsi nez nauka
o obsahu mnohothelnfki. Vlastnost [5]* je vSak nespravna také tehdy,
Ze M, M’ jsou dva jehlany se spoleénou podstavou, a proto nauka o objemu
jehlanii se neda zalozit na prostfedcich podobnych tém, kterych jsme
uzivali ve ¢lanku I12. Ve $kole se nauka o objemu jehlani obyéejné vyklada
pomoci t. zv. Cavalieriho principu, ktery zni: Dvé& télesa T'a T’ maji
tyZz objem, maji-li tyto vlastnosti:

a) Kazd4 rovina rovnobéina s urditou pevnou rovinou,
kterd protini jedno té&leso, protina i téleso druhé.

b) Priseéné plochy kaidé takové roviny s télesy T a T
maji vidy obé tyZ obsah.

Odivodnéni principu Cavalieriho neni lehéf nez odivodnéni t. zv.
roz§ifeného Cavalieriho principu, ktery zni: Pomér objemi
dvou téles T a T’ je rovny éislu k, maji-li ob& télesa tyto
vlastnosti:

a) Kazda rovina rovnobé&zna s uréitou pevnou rovinou,
ktera protina téleso jedno, protind i téleso druhé.

b) Pomér obsahu priseénych ploch kazdé takové roviny
s télesy T a T' ma staly pomér rovny éislu k.

DokéZeme platnost roz§ifeného principu Cavalieriho pro télesa, ktera
maji je$t€ vlastnost c) uvedenou v dal§im.

Dvé télesa T a T’ (obr. 61), jez stoji na roviné a, kterou nazveme
_ z&kladni rovinou, nechf jsou omezena rovinou 8||a. Pro kazdou rovinu y,
vedenou rovnobézné se zakladni rovinou v té &asti prostoru, ktera je
omezena rovinami a, f, maji ob& télesa vlastnost a); nechf maji pro kazdou
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rovinu y, jakoZ i pro roviny a, § také vlastnost b), t. j. pro obsahy p, p’
praseénych ploch kazdé takové roviny s obéma télesy T a T" nechf platf
p: p' =k, neboli p = kp'.

Cast télesa T (nebo T') omezenou dvéma riznymi rovinami y
(z nich% jedna miZe byt rovina a nebo f) jmenujme vrstvou télesa T (T");
fez télesa T (T") tou z téchto dvou rovin, kterd mé od zékladnf roviny a
mengf vzdélenost, jmenujme dolni podstavou vrstvy, fez rovinou druhou

Obr. 61.

horni podstavou vrstvy. Vilec nebo hranol, jehoZ jedna podstava je dolni
podstava vrstvy a jehoZ druhd podstava leZi v rovin& horni podstavy
vrstvy, nazveme valcem nebo hranolem vrstv€ opsanym, lez-li vrstva
cela uvniti vélce (t. j. je-li vrstva €4sti valce). Valec nebo hranol, jehoZ
jedna podstava je hornf podstava vrstvy a jehoZ druha podstava je v ro-
ving dolni podstavy vrstvy, nazveme vilcem nebo hranolem wvrstvé
vepsanym, le#f-li cely uvnit¥ vrstvy.

Predpokladejme, Ze ob& t&lesa T a T” maji vedle vlastnostf a) a'b)
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takeé vlastnost ¢): Kazdé vrstvé télesa T a T' lze opsat i vepsat
valec nebo hranol. D4 se dokazat, Ze vlastnost ¢) maji zejména
vSechny mnohostény, vilce a koule.

Rozdélme vzdalenost v roviny § od roviny a na n stejnych dila a
délicimi body vedme roviny rovnobéZné s rovinou a (naznadéevo v obr. 61
v fezu kolmém k roviné a). Tyto roviny rozdéli téleso T i téleso T v n
vrstev; vrstvam télesa T vpiSme hranoly (nebo vélce) a oznaéme smérem
od roviny § k roviné a jejich objemy Qq, Q1, ... Qn—1; vrstvam télesa T"
opiSme valce (nebo hranoly) a oznaéme jejich objemy (opét smérem od
Bka) Ry, Rs,. .., R,. Kazda vrstva m4 vétsi objem neZ valec nebo hranol,
ktery je ji vepsan; je proto soutet objemii viech n vrstev télesa T, ktery
se podle vlastnosti [2] rovna jeho objemu V, vét$i neZ soucet objemil
hranold (nebo valcti) témto vrstvam vepsanych Qp + Q4 + ... 4 Qn—1.
Tento soulet se tedy rovna objemu V télesa T zmen$enému o jistou
kladnou veli¢inu z:

V—2=0Q +01+ ... + Qn-1.

Podobné zase m4 kazda vrstva mens$i objem neZ valec nebo hranol,
ktery je ji opsan; je proto soudet objemu viech n vrstev télesa TV, ktery je
rovny jeho objemu V’, mens$i neZ souéet objemi valcit (nebo hranold)
témto vrstvam opsanych: Ry + Rz 4 ... 4 Rp. Tento soulet se tedy
rovna objemu V'’ télesa T' zvétSenému o jistou kladnou veliinu y:

Vi+y=Ri+ Ry + ... + Rp.

Rovnici vynasobme kladnym éislem k, o némz vime, Ze nemiiZe byt rovno
nule, a ode¢téme od ni pfedchézejici rovnici; tim dostaneme:

kV — Vo4 ky=—Q + kR —Q1 + kR — Q2 4 ... +
+ kRn—l“Qn—l + kRn

Na pravé strané této rovnice se rusi kazdé dva za sebou nésledujici ¢leny,
kromé ¢lenu prvniho a posledniho. Je-li totiZ p; podstava hranolu (nebo
valee) Qi (i = 1, 2, ..., n— 1), r; podstava valce (nebo hranolu) R; (i =1,
2, ..., n—1), plati o nich podle vlastnosti b): p; =kr;(i=1,2, ...,

n—1). Vynasobime-li tuto rovnici kladnym ¢&islem —Z—, dostaneme
v 1/ v . v v .
Pt — = k-r; - protoZe je Pi—- = Qi i o= R;, mame Q; = kR;

i=1,2,...., n—1), t.j. kRi—Q; =0, tedy po rozepsiani pro
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jednotlivé indexy kRy — @y =0, kR; — Q2 = 0,, .., kRy—1 — Qn-1=0.
Tim se rovnice zjednodu$i na
kV' —V 4+ x4 ky =—Qp + kR,.
Tuto rovnici vynasobme kladnym é&fslem n a pievedme élen — Q, - n na
levou stranu:
*kV'—V)-n+ @+ ky)-n+Q-n=kRy-n.

Viimnéme si soudinu Qq- n; Qp je objem hranolu (nebo valce) o vyice —Z-,
jehoZ podstava je fez télesa T s rovinou 8. Je-li p, obsah tohoto fezu, je
Qo-n = py % -n = pov. Roviny a, # jsou pevné; ménime-li libovolné

podet fezli télesa T, neméni ani obsah p, ani vzdalenost v roviny a od
roviny B. Je tedy Qp-n stild na n nezavisla veliina; oznadime ji Q.
Stejné se da ukazat, Ze hodnota soudinu kR, - n, kterou oznaéime R, je
nezavisla na n, protoZe je rovna k-nasobnému (k je pevné éislo) objemu
valce nebo hranolu o vy$ce v, jehoZ podstava je ez roviny a s télesem T".
Rovnici tedy miZeme psat takto:

*kV'—V)-n+(x+ky)-n+ Q=R
V této rovnici je (z + ky)-n >0, protoZe ¢&isla z, y, k, n jsou vesmés
¢isla kladna (a Zadné z nich nemizZe byt rovno nule). Veli¢ina Q je objem
hranolu s vy$kou v > 0, vepsaného télesu T, jehoZ podstava je ez tohoto
télesa s rovinou f; je-li obsah tohoto fezu p, >0, je také Q > 0; je-li
Po = 0, t. j. je-li fez t&lesa s rovinou B bod nebo &ara (hrana télesa), je
také Q = 0. O velitiné na pravé strané rovnice plati vidy R > 0, protoZe
jeji hodnota je k-nasobny objem valce opsaného télesu T”; protoZe je
k >0, bylo by pro R = 0 také V'’ = 0 a T by nebylo téleso.

Predpoklddejme nyni, Ze je kV' — V > 0; protoZe i R je stale kladné,
existuje vidy kladné &islo z, které vyhovuje rovnici:
*V'—V).z=R, t.j.z=R:(kV' — V).

Zvolime-li viak n >z, je n kladné a hodnota souéinu (kV'— V)-n je
vét§inez leva, tedy i vétsi neZ prava strana tétorovnice, t.j. (kV'-V). n> R.
Pri¢teme-li k levé strané této nerovnosti soucet (x + ky)-n+Q >0
nebo (x + ky)-n >0, je-li Q = 0, zv&tsi se tato strana a je tim spie

(kV'—V)on + @+ ky)-n +Q >R

Tato nerovnost, kterou jsme obdrZeli za pfedpokladu, Ze je kV' — V >0,
odporuje viak predposledni rovnici, podle niZ je vyraz na pravé strané
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nerovnosti rovny veli¢iné R pfi libovolném n. Je tedy na§ predpoklad
nespravny a kV’ — V nemuzZe byt vétsi nez nula. Provedeme-li cely dukaz
s tim rozdilem, Ze t&lesu T hranoly (nebo valce) opiSeme a télesu T” hranoly
(nebo valce) vpiSeme, dojdeme k vysledku, Ze V — kV’ nemuzZe byt vétsi
neZ nula, tedy, Ze XV’ — V nemuzZe byt mensi nez nula. Musi tedy byt
kV'— V = 0, neboli V = kV’, a to jsme méli dokazat.

4. Objem jehlanu a kuZele.

Nejdiive si dok4Zeme pomocnou vétu: BudiZz @ rovina podstavy
jehlanu nebo kuZele s vrcholem V a s vy§kou VP. Budizy
rovina rovnobéZina s ¢ a necht protini usetlku VP v bodé P’.
Je-li p obsah podstavy a je-li p’ obsah Fezu télesa s rovinou

2 (Z)
p \vp/’

Dikaz. (Obr. 62). Budiz X libovolny bod v roviné a, jeho obra-
zem X' budiz priseéik usetky VX s rovinou y. Je-li Y’ v témzZ smyslu
obrazem jiného bodu Y roviny a,
lezi v8ecky body V, X, X', Y, Y/,
v uréité roviné v (obr. 63). Pfimky

Obr. 62.

XY, X'Y’ jsou prisecnice roviny t s rovnobéinymi rovinami a, y a
proto jsou rovnobézné. Z toho plyne, ze

A VX'Y' o A VXY,
a proto

- = ®
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Volime-li zejména za Y bod P, dostaneme

X'V p'yv

= = = 11,
XV PV
kde h je konstanta (t. j. h nezavisi na poloze bodu X vroving a). Podle (1) je
2(_—1/: = h;
XY

To znamena, Ze pfi naSem zobrazeni roviny a na rovinu y odpovidajiei si
délky jsou umérné s koeficientem mérnosti k. Je-li nyni dan v roving a
uhel & XYZ, je
AXYZ o ANXYZ

protoZe strany jsou si umérné, a tudiz < XYZ = & X’'Y’Z’. Tedy nase
zobrazeni je podobnost s koefici-
entem podobnosti h. Pii této po-
dobnosti obrazem podstavy s obsa-
hem p je fez télesa rovinou y s ob-
sahem p’, takZe podle ¢lanku II 4
je p’:p =h2 coi jsme méli do-
kazati.

Dale si dokaZeme druhou po-
mocnou vétu: Jehlan a kuzel
(nebo dva jehlany, nebo dva

Obr. 64. kuzZely) maji pomér objemu
rovny ¢&islu k, maji-li stejné
velké vySky a je-li pomér obsaht jejichpodstav rovny &islu k.

UkaZme, Ze obé télesa maji vlastnosti a), b) z roz$ifeného Cavalieriho
principu (viz ¢lanek III 3).

JehlanJ a kuzel K (obr. 64) stoji na téze strané zakladni roviny a;
jejich vy¥ky VV; = V'V’; = v jsou stejné a jejich podstavy maji obsahy
P;j a px jejichZ pomér je rovny &islu k. Rovina B vedena rovnobéiné
s rovinou a ve vzdélenosti v na tézZe strané roviny a, na které stoji J a K,
prochazi vrcholy V, V’ obou téles.

a) Pro roviny o, 8 stejné jako pro viechny roviny y rovnobézné s ro-
vinou a, které lezi v prostoru omezeném témito rovinami, maji ob& té&lesa
vlastnost a).

b) Libovolna rovina y vedena rovnobézné s a ve vzdalenosti x od ro-
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viny S, protne jehlan J v mnohouhelniku, pro jehoZ obsah p’j podle
piedeslé vty plati

21_(3)?

pi \v/’

taz rovina protne kuZel K v ploSe, pro jejiZz obsah p’x podle téZe véty plati

Tedy
i P% L epori P Pi
pPi Pk Pk Pk :
Jezto pj: px = k, je také p’j : p'x = k v souhlase s vlastnosti b).

Z pravé dokazané druhé pomocné véty snadno odvodime: Objem
jehlanu nebo kuZele se rovna tietiné soucéinu z obsahu pod-
stavy a vySky: V =} pv. Dikaz staéi pro-
vést pro jehlan J, jehoZ vy$ka je v, obsah
podstavy p. Vezméme krychli s délkou hrany v
(obr. 65) a zvolme jeji libovolny vrchol, na pf.
E, za spoleény vrchol jehlanu J; s podstavou
ABCD, jehlanu J, s podstavou BCGF a jeh-
lanu J; s podstavou CDHG. Krychle je fezy
EBC, ECD a ECG rozdélena pravé na tyto tfi
jehlany, protoZe kazdy jeji bod je bud bodem
fezu (Y) nebo bodem pouze jednoho jehlanu
(X). Vsechny tti jehlany Ji, J2, J3 maji tyz Obr. 65.
obsah podstavy v? a touZ vysku v; maji proto
vechny tii tyZ objem rovny tfetiné objemu krychle, tedy 1 v3. Dany
jehlan J ma s jehlanem J, stejnou vysku; podle pomocné véty ma jeho
objem V s objemem } »3 jehlanuJ; pomér rovny pomeéru jejich podstav.
Z toho plyne pro objem V rovnice:

\4
= 0+ 0

ktera dava z4danou hodnotu V.=13p-.v.

Pro objem rotaéniho kuZele, jehoZ podstava méa obsah nr2, tedy do-
stavame 3 wr2v.

Pocxtejme objem komolého jehlanu, jehoZ podstavy majl obsahy pi,
p2 a jehoZ vyska je v. Hledany objem je rozdil objemi dvou jehlant J1,J2.
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Nechf p; > p2; je-li z vyska jehlanu Jy, je £ — v vy$ka jehlanuJ,. V&tsi
podstava je podobna s podstavou mensf a pomér podobnosti je rovny po-
méru vySek z: (x —v) jehlani J; aJz; o pomé&ru obsahii obou podstav
tedy plati

P1:p2 =22:(x—D)?

neboli ’

'z toho snadno vypo&teme

ol __vlp

TV = e,
P2 p1— V/pe
Objem jehlanu J; je V— V— V 1
3
z
1

Jpx: —_——,
3‘ 1 %V;’:—'m

objem jehlanu J; je

v
3 Pals—0) =} =
Ve —Vp
tedy objem komolého jehlanu je

3‘ ) — —— - )
l_p_ﬁ_—_—-__pg_ =z (Vps —Vp2)(p1 + P2 -+1/p1p2) _
3 Vpi—1Vp2 3 Vb1 — Vpe
= 'g(pl + p2 + I/p1p2).

TyZ vzorec plati i pro objem komolého kuZele (pro¢?). Tedy objem ko-
molého jehlanu nebo komolého -kuzZele je dan vzorcem

% (p1 + pa+ Vpipa)s

ve kterém je v vy$ka, p;, p2 jsou obsahy podstav. Jsou-liry, r»
poloméry podstav rotaéniho komolého kuzZele, je p; = zri,
p2 = mr2, takZe jeho objem je dan vzorcem

D
%- (r12 + ro? + ryry).

Cvilent.

271. Urdete objem &tyrbokého jehlanu, jehoZ podstavou je obdélnik a jehoZ
poboéné hrany jsou si rovny, je-li ddna vy$ka télesa v=30 cm a vite-li,
%e dvé& sousednf pobo&né st&ny tvoif s podstavou uhly a=60°, f=45°.
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272.

273.

274.

275.

276.

2717.

Urdlete objem pravidelného n-bokého jehlanu, jehoZ pobo¢na hrana b
svird s podstavou uhel §. (Provedte numericky pro n=10, b=7 dm,
ﬂ°=72 0.)

Urcete povrch a objem pravidelného a) ¢tyrsténu, b) osmisténu, kdyZ
je dana velikost a jeho hrany. Vyslovte definici téchto téles.

Hranou AB pravidelného ¢tyrsténu ABCD vedte rovinu p, kter4 roz-
déluje jeho objem v poméru 3 : 5.

P14§t pravidelného trojbokého jehlanu je roven dvojnasobku podstavy;
velikost podstavné hrany je a. Urcete a) povrch, b) objem jehlanu.

Podstavou jehlanu je rovnobé&Znik, jehoZ strany jsou a=20 cm,
b=36 cm a jehoZ obsah P=360 cm?, Pata kolmice spu§téné s vrcholu
jehlanu na podstavu prochazi jejim stiedem; vyska télesa v=12 cm.
Urdete plast jehlanu.

Podstavou jehlanu je rovnostranny trojtihelnik se stranou a. Jedna

, pobo¢n& sténa je shodni s podstavou a jeji rovina je kolma k roviné

278.

279.

280.

281.

282.

283.

284.

podstavy. Urcete povrch jehlanu.

Podstavou jehlanu o vyS$ce v je kosoétverec. Roviny dvou poboénych
stén sviraji tihel 120°, pfi ¢emZ stoji ob& kolmo k roviné podstavy;
tretf poboéna sténa svira s podstavou uhel 30°. Uréete velikost pod-
stavy a plasté.

Ve kterém poméru jsou povrchy dvou pravidelnych €tyrsténd, jestliZe
vrcholy jednoho z nich jsou ve stfedech sté&n druhého?

Pravidelny ¢tyrboky komoly jehlan m4 podstavné hrany a,=4, a,=1
a vy$ku v=2. Urdete objem jehlanu, jenZ dany jehlan dopliluje na
Uplny pravidelny ¢tyrboky jehlan.

Jama ma tvar pravidelného komolého étyrbokého jehlanu. Hrany
podstav jsou a;=14 m, a,=10 m. Pobo¢né stény s mensi podstavou
tvoii uhel a=45°. Kolik m? zemé bylo vykopano?

Kolik m3 betonu se zhruba spotiebuje na betonovani jaimy, bude-li
tloustka betonu 1 dm? (K hrubému vypoctu uZijte plasté télesa.)

Pravidelny komoly n-boky jehlan ma podstavné hrany a, a' (kde
a>>d’). Poboé¢na hrana svira s jednou podstavou ostry tihel a. Urdete
objem télesa.

Podstavy komolého jehlanu o vy$ce v=13,5 dm jsou dva kosoctverce,
jejichZ obsahy jsou v poméru 1 :9; strana vétS$iho kosoltverce je
25 dm a jedna jeho tihlopficka méf 30 dm. Uhly poboénych stén
s podstavou jsou si rovny. Urcete povrch télesa.

Urdete rozméry pravidelného ¢tyrbokého komolého jehlanu, je-li dan
soudet M podstav, plast N a uhel a pobocné stény s podstavou.
(Provedte numericky pro M =75 cm?, N=110 cm?, a=60°.)
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285.

286.

287.

288.

289.

290.

291.

292,

294.

184

Podstavy &tyrbokého komolého jehlanu jsou dva obdélniky; spojnice
stftedii obou obdélnfkil je kolma k podstavam. Rozméry jednoho
obdélnfka jsou a; = 54, b; = 30; obvod druhého obdélnika o, = 112.
Vzdalenost podstav je d=12. Urcete plast a objem télesa.

Do pravidelného étyrbokého komolého jehlanu je vepsan tiplny jehlan
tak, Ze jeho podstavou je men$i podstava komolého jehlanu a vrchol
vepsaného jehlanu je ve stiedu vét${ podstavy komolého jchlanu.
Podstavné hrany komolého jehlanu jsou a; =4, b, =3. Uréete objem
komolého jehlanu, vite-li, Ze plast& obou téles jsou si rovny. Provedte
diskusi vysledku.

BudiZ r polomér a v vyska rotaénfho kuZele.

a) Definujte stranu s rota¢nfho kuZele a urlete vztah, ktery plati mezi
prvky r, v, s.

b) DokaZte, %e plast kuZele jec roven zrs.

¢) Urcdete povrch kuZele.

Uréete stfedovy tuhel kruhové vysede, v kterou se rozvine plast
rotadnfho kuZele: a) rovnostranného (s=2r), b) jehoZ polomér r=7
a strana s=10.

Urcete pomér a) plasta, b) povrchi, ¢) objemit rovnostranného kuZele
a rovnostranného vélce.

Urcete pomér povrchil a objemu t¥f téles, ktera vznikla rotacf pravo-
tihlého trojuhelnika o stranich a, b, ¢, kde a<b<c, kolem jeho jed-
notlivych stran.

V tomto cviden{ je uZito tohoto oznadeni pro prvky rotaénfho kuZele:
r=polomér podstavy, v=vyska, s=strana, a=thel strany s podsta-
vou, P’ =plast, P=podstava, S=povrch, V=objem. Uréete zbyvajicf
prvky, je-li dano:

a) s=30 cm; a=71° b) v=20 cm; a=65°;

¢) r=11 cm; a=59°; d) V=100 cm3; v=>5 cm;

e) S=24m; V=12n.

Dva rotaéni kuZele maji za spoleénou podstavu kruh s polomérem
r=5dm; jejich vrcholy leZi uvnitf téhoZ poloprostoru vytatého
rovinou jejich spoleéné podstavy. Strany kuZela sviraji s podstavou
tthly a=74°, §=60°. Urfete objem t&lesa uréeného jejich plasti.

Do rota¢niho kuZele s polomérem r a s vy$kou v je vepsin souosy
rotaénf valec. Oznacte x, y, V polomér, vy$ku a objem tohoto véilce
a vyjadrete hodnoty y, V uZitim hodnot z, r, v.

Urdéete pomér objemt obou téles!

Urdete zbyvajicf rozméry rotaéniho komolého kuZele, je-li dan

a) objem V=312 a poloméry podstav R=8,1, r=3,4;

b) objem V=1504, vy$ka v=12 a pomér polomért podstav 5 : 2.
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Rovina rovnobé&Zna s podstavami rotaéniho komolého kuZele (polo-

méry R, r, vy$ka v), ktera puli vy$ku kuZele, protina kuZelovou plochu

v t. zv. stiednim fezu.

a) Dokazte, Ze polomér stfednfho fezu je o=} (R 4-r).

b) DokaZte, Ze pladf kuZele je roven z (R + r)s neboli 2m:ps (viz
cvié. 226).

' ¢) KdyZ se velikosti obou poloméra R, r od sebe maélo li8f, je moZno

296.

297.

298.

299.

300.

objem rotacniho komolého kuZele nahradit objemem vilce, ktery m4
s kuZelem spole¢nou vys$ku a jehoZ podstavou je kruh poloméru p.
Jestlize V je objem komolého kuZele, V' objem tohoto valce, potom
chyba, které se dopustime, nahradime-li objem kuZele objemcm
(R —r

2

1 2
tohoto valce, je V—V'= — v ) ; provedte diskusi tohoto

3
vysledku.
d) Oznacime-li o obvod stfedniho Fezu, potom objem vélce z pred-

.02
choziho cvideni c) lze psat V'= 04—1)-. Hodnot& o se v lesnické
n

praxi Fika paskova mira kmene.

Do rotaénfho komolého kuZele je vepsana koule, ktera se dotyk4 obou
podstav a plasté kuZele podél kruZnice. Uréete objem, plast a povrch
kuZele, jsou-li dany poloméry R, r podstav.

Pomér obsahti podstav rotaénfho komolého kuZele je p2, kde p > 0.
Strana s kuZele svird s podstavou thel a < } . Uréete pl4st a objem.

Komoly rotaénf kuZel o polomé&rech podstav R, r a vySce v byl rozd¢len
dvéma fezy rovnobéZnymi s rovinami podstav tak, Ze vznikly tfi ku-
Zele se stejnymi vy$kami. Uréete objemy jednotlivych ¢asti. Provedte
numericky pro R=10, r=4, v=27.

Rotaéni komoly kuZel s poloméry R=8, r=4 podstav je rozdélen
rovinnym fezem rovnob&’nym k podstavam ve dvé& casti téhoZ
objemu. Urdete a) polomér fezu, b) pomér, v némZ je rozdélena vyska
komolého kuZele.

Uvnitf rotaénfho komolého kuZele K je vysoustruZena dutina tvaru
souosého tuplného rotacnfho kuZele K, .men3f podstava kuZele K je
podstavou kuZele K, a vrchol kuZele K, je stfedem vé&t$i podstavy
kuZele K. Strany obou kuZeli ve spoleéném osovém fezu jsou stffdavé
rovnobéZné. Urdete objem zbylého télesa, je-li dana strana s=25 cm
kuZele K a jeji thel s podstavou a=66°.

6. Objem a povrch koule a jejich &asti.

I. Ctverec SABC se otadi kolem strany SC. Vznikne valec s objemem

V; = nSA2 . SC. Polozime-li SA = SC = r, pak V; = zurs. (Obr. 66.)
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Opi$me ¢tvrtinu kruznice z bodu S tak, aby AB a BC byly jejimi
teénami v bodech A a C. Ctvrtina kruhu omezena poloméry SA, SC a Etvrt-
kruznici AC vytvoii otafenim polokouli. Valec vytvoreny otalenim
&tverce SABC dotyka se polokoule podél kruZnice, opsané bodem A.
Kruh vznikly otaéenim usetky SA tvofi jednu podstavu valce, druha lezi

B c v teéné roviné koule v bodé C.

< Otacenim pravouhlého rovnoramen-
/ \ ného trojuhelniku SCB vznikd rotagni
& Rl m 3
L X I
\\\ x

r /’\ kuzZel K s objemem V; = 1 Ar2er = —

3 3
Vyjmeme-li z valce vzniklého otadenim
A r S ¢tverce SABC kuZel K, zbyva téleso T,
Obr. 66. které lze vytvofiti otd¢enim trojuhelniku
SAB kolem osy SC. Objem tohoto télesa

jest , ard  2xr3
Vi=amn — —/— =——.
ar 3 3
Na tusece SC mezi body SC zvolme bod R; SR = z. Bodem R po-
loZme rovinu ¢, kolmou na SC. Rovina ¢ protina polokouli v kruhu s po-
lomérem m, pii éemzZ
m2 = r2 —x2
Obsah priseéného kruhu jest
am? = n(r2 — x2)
Téleso T protina rovina & v mezikruzi, omezeném kruznici o poloméru r,
v které rovina protini valec, a soustfednou kruznici o poloméru z, v které
¢ protini kuZel. Obsah tohoto mezikruZi jest

ar? — nx? = 7 (r2 — x22).

Je tedy obsah kruZnice, ve které rovina ¢ protina polokouli stejny s obsa-
hem mezikruzi, ve kterém & protina téleso T.

Tato rovnost obsahii fezii koule a télesa T plati vidy, zvolime-li
bod R mezi body SC.

VSechny roviny, rovnobézné s podstavou valce (a tedy télesa T)
a kruhové hrany polokoule, protinaji polokouli i téleso T v fezech, které
maji stejné obsahy.

. Jsou tedy splnény ptedpoklady a) i b) a zfejmé i c), za kterych lze

uziti principu Cavalieriho (¢lanek III 3).
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Objem polokoule se tedy rovna objemu télesa T, neboli objem polo-
koule je roven dvéma tfetinim objemu valce polokouli opsaného,
V' = Zars,
Objem koule
V =2V’ = 4ar.

Kulova vrstva a useé.

Vrstva kulova jest ¢ast koule, omezenid dvéma rovnobéznymi rovi-
nami. Obé roviny protinaji kouli v kruzich, které se nazyvaji podstavami
vrstvy kulové, jejich vzdalenost je vy$kou vrstvy kulové. Objem vrstvy
kulové uréime podobné& jako objem celé koule.

Uvahou podobnou piedchazejici uvaze zjistime, Ze objem vrstvy
kulové je stejny jako objem té &asti télesa T, ktera vznikne rotaci

lichob&Zniku MQPN. (Viz obr. 673, b.)

B ¢ L
o NXP__ & | _
|
/ |
17NN
( e 90/’. M a\“\"p"i—
\f‘\\\ 94 7 \ . ! N :
=~ —_— L N
A r S A r S
Obr. G67a. Obr. 67h.

___ Objem V této ¢asti télesa T vyjadiime jako objem V, valce s vySkou
MN = p a s polomérem r, zmenSeny o objem V, komolého kuZele s polo-
méry podstav g; a g..

v
V=V,—V, Vi=uar, V;= '13" (012 + 0102 + 022),
02 =r2—r3? ?=r2—rs
v
V = ar2v — %— (012 + 022 + 0102) =

1 .
=3 Brr—e’—e?—e) =

1)
=3 (—e2+r2—g?+r2—e) =

- ‘7;,—” (r1‘~’ +re 2L _“22_ = ,,z)

= 22 @ + 322 + 09,
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nebot’
012 4 032 — (02 — 01)? _

0102 = 5
r2—r24r2—r?2—p?
= 5 =
_2r2—r2—r2 —?
o 2

Objem vrstvy kulové je tedy
V=22 @ + 3r2 + 12) (1)

Prejde-li jedna podstava v bod, t. j. stane-li se z roviny se¢né rovina
tetna a protina-li druha rovina kouli (jeji vzdalenost od te¢né roviny
jest v), nazyvame takovou kulovou vrstvu kulovou useéi.

Vyraz pro objem U kulové usefe vznikne tedy z vyrazu (1), poloZi-
me-li r, = 0:

U= %ﬂ 32 + v2).
Vzorec (1) 1ze psati téz

v v 4 v\3
V=m‘12?+m‘22—2- +?Vt (E') .

Prvy &len pfedstavuje objem rotaéniho vilce, jehoZ podstava m4 polo-
mér ry, vy$ka je polovici vySky vrstvy kulové; podobny vyznam ma ¢len
~ druhy, treti ¢len vyjadfuje objem koule
s polomérem poloviéni vysky vrstvy ku-
lové. Pamatujeme si tedy snadno:

Objem vrstvy kulové se rovni souétu
objemit dvou valci a koule. Podstavami
vélea jsou podstavy vrstvy kulové, vyskou
polovi¢ni vy$ka vrstvy. Polomérem koule
je polovi¢ni vySka vrstvy kulové.

Objem kulové vysece.
Obr. 68. Zvolme na povrchu koule s polomé-
rem r kruZnici k (polomér této kruznice k
budiz r; <<r). Rotaéni kuZel uréeny kruZnici k a stfedem koule S
rozdéluje ndm kouli ve dvé ¢asti, zvané vysede kulové. Jedna tato vy-
se¢ je vétsi, druh4 mensi neZz polokoule. Chceme vypocitat objem téchto
vyseéi. (Obr. 68.)
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Vsimnéme si vysece kulové, ktera je mensi nez polokoule. Tato vysed
se sklada ze dvou &asti: z tsede kulové, kterd ma vySku v a zdkladni kruh
s polomérem ry, a z rotaéniho kuZele, ktery ma podstavu poloméru rovnéz
r; a vy§$ku r —o. Objem V této vysefe se bude rovnati souétu objemi
usele a kuzZele.

V=22 Gre o)+ B o) =

= —Z— (r2v 4 2r2r + 13)

= ié_ [re2 @r + v) + v2].

Protoze podle Eukleidovy véty o vySce pravouhlého trojihelnika
jest
r? =v2r—u),

obdrzime dosazenim za ry2 do rovnice pro V:

V = 2 [o@r —0)(@r + v) + 7] =

T

& [4r2v — v3 4 3].

—.E.nr:’ 1
== 3 .

Ukazte, Ze objem druhé vysele Vs vypoéitime podle stejného vzorce.
(Vime, Ze Vi + Vo = 47ur3; je-li m vySka tsele, jejiz &asti jest vysed
s objemem YV, pak plati, v 4 m = 2r.)

Ukazte dale, Ze rovnice pro objem vysede plati, i kdyZ r; = r. Pak
se totiZ obé vyseCe navzajem rovnaji; v = m = r; kazda z vyseti jest
polovinou koule.

Plati tedy obecné:

Objem vysete kulové se rovna Zar?y, kde r jest polomér
koule a v je vzdalenost roviny kruhové hrany vyse¢e od nejvzdalen&jsiho
bodu ¢&asti plochy kulové, ktera vyse¢ omezuje.

I1. Povrch koule se d4 rozdélit pomoci kruznic ve velky pocet kiivo-
¢arych trojuhelnikt. Kdyz kaidy z téch kiivoéarych trojuhelnikii na-
hradime pfimocarym trojtihelnikem, pi'ejde kulova plocha P v plochu
M, ktera se sklada z velkého poétu malych trojuhelniki a je vepsana
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do plochy kulové P. Povrch kulové plochy je velmi pfibliZn& roven
povrchu plochy M, ktery se rovna

fy + 12 + &3 + atd,,

kde ¢, &, {3 atd. jsou obsahy jednotlivych trojuhelnika. Kazidy z téchto
trojuhelnika nechf je podstavou trojbokého jehlanu, ktera ma vrchol ve
stfedu S koule K; vy$ky téchto jehlani necht jsou vy, v2, v3 atd. VSecky
ty jehlany dohromady tvofi téleso T, které vyplni cely vnitiek plochy M,
takZe objem télesa T je velmi pfiblizné roven objemu koule K. Objemy
nasich jehlant jsou

%- tivy, ? tovo, -;— {303 atd.
Objem télesa T je dan vyrazem

1
3 (tiy + t2vg 4 o3 + atd.).

Viecky vysky vy, vg, v3 atd. jsou vSak velmi pfiblizné rovny poloméru r
koule K, takZe objem télesa T je velmi pfibliZné roven

r .

3 (ti + &3 + t5 + atd.),
r
3
piibliZné roven povrchu kulové plochy P. ProtoZe vSak objem télesa T

neboli souéinu ¢&isla —- s povrchem plochy M. Tento povrch je zase velmi

je velmi pfiblizné roven objemu koule K, tedy éislu —g—- zr3, musi byti

r 4 .
-§— X = '§— wre,
kde x znamena povrch koule. Tedy
T = 4nr2,
t.j. povrch koule s polomérem r se rovna 4nr2.
JestliZze misto povrchu koule uvaZujete obsah vrchliku, ktery lezi na
plose kulové o poloméru r a jehoZ vyska je v, potom z vyrazu %az:r2.v
urdite snadno podobnou tvahou, Ze obsah vrchliku je 2zr - v.

Cvident.

Pokud neni jinak uvedeno, znaéf v dalSich cvidenich r polomér,
V objem a P povrch koule.

301. Kolikrat vzroste a) objem, b) povrch koule, kdyZ jej{ polomé&r r vzroste
k-krat?

302. Polomér r koule vzrostl o hodnotu €. O¢ vzrostl a) jeji povrch, b) jeji
objem?
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303.

304.

305.

306.

307.

308.

309.

310.

311.

312.

313.

314.

315.

316.

Urdete priblizné hodnoty téchto piirastkt za pfedpokladu, Ze ¢&islo &
je v poméru k polomé&ru r velmi malé, takZe €leny, v nichZ se vyskytuje
€? nebo €3, 1ze zanedbat. Provedte cvifeni numericky pro r= 10,
£=2.10-3,

Urcete pomér objemi rovnostranného kuZele, rovnostranného véalce
a koule, kdyZ prvni dvé télesa maji za podstavu kruh s polomérem r,
ktery je i polomérem koule.

Urdete vys$ku rotacnfho kuZele, ktery ma stejnou podstava a tyz
objem jako polokoule s polomérem r.

Do koule s polomérem r je vepsan a) rovnostranny valec, b) rovnostran-
ny kuZel, c) krychle. Uréete pomér objemu téchto téles.

Kolik je asi metrd bavlny v klubku tvaru koule s primérem 18 cm,
kdy priamér niti je 0,4 mm?

Véahy dvou koulf jsou v poméru 8:17, mérné vahy materidln,
z nichZ jsou zhotoveny, jsou v poméru 289 : 54. Urdete pomér a) pri-
méri, b) povrchi obou koulf.

Dut4 Zelezna koule (m&rn4a vaha s=7,5 g/ecm®) vaZi 12 kg; ponofena do
vody vaZi jen 5 kg. Urcete tlouStku st&ény koule.

Dut4 koule ma objem V=876 v cm3, tlouitka stény je =3 cm. Urdete
poloméry obou kulovych ploch, které toto téleso uréuji.

UZitim vzorce, ktery je pro objem kulové tiseée odvozen v textu,
dokaZte, Ze objem V fisefe s vySkou v na kouli s polomérem r je
V= iaw?. (3r—v).

Podobné, jako byl v textu odvozen vzorec pro povrch koule, odvodte
ze vzorce pro objem kulové vysede, Ze kulovy vrchlik s vySkou v na
kouli s polomérem r ma obsah P=2nrv.

Rovinny fez dé&li povrch koule v poméru 1 : 2. Ve kterém poméru jsou
objemy obou kulovych tseci?

Miska tvaru polokoule ma vnitfn{ primér d =28 cm. Kolik litri vody
je v misce, kdyZ vyska pFislu$né kulové tisece je 10 cm?

Urcete objem a povrch télesa, které vzniklo z koule o poloméru r=6,
do které byl provrtan otvor tvaru rota¢niho valce s polomérem p=3,
jestliZe osa valce prochéz{ stfedem koule.

Dvé roviny o0y, 0, rovnobé&Zné s podstavou polokoule o poloméru
r=65 cm vytinaji kulovou vrstvu. Stanovte objem vrstvy, jestliZe
vzdalenosti rovin g3, o, od podstavy polokoule jsou v;=19 cm, v,=25
cm.

Kterou cast povrchu zemského mohli shlédnout sovétsti badatelé
(Papaninci), kdyZ se v roce 1937 pied pristanim vznaleli ve vySce
m=4 km nad severnim pélem? Povrch zemsky povaZujte za kruhovou
plochu s polomérem r=6370 km.
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VYSLEDKY CVICENL

I. Z4klady stereometrie.

1. Incidence bodu, p¥imek arovin.

1. ’lﬁ';—” 2. ABC, ABD, ACD, BCD (splyvajiv 1rovinu); ABE, ABF,

ABG, BCE, BCF, BCG, CDE, CDF, CDG, DAE, DAF, DAG (jsou vesmés
navzajem ruzné); AEF, AFG, AGE, CEF, CFG, CGE, ACE, ACF, ACG
(splyvaji v 1 rovinu); BEF, BFG, BGE, DEF, DFG, DGE, BDE, BDF,
BDG (splyvaji v jednu rovinu); EFG neur¢ujf rovinu; celkem 15 ruznych
rovin. 3. Necht dané pfimky a,, a,, ..., @, neprochazeji tymz bedem; pak
aspoti jedna z pifmek aj . . ., ap, na pf. a3, tvofis pfimkami a,, a, trojihelnik.
Ka%da z pfimek q,, ..., a, protne pfimky a,, a;, a; v asponi dvou rtiznych
bodech a lezi tedy v jejich rovin&. 4. Roviny g, ¢’ jsou riiznob&Zné, body 4,,
B,, C, leZf na jejich priiseénici.

2. Vzajemnéa poloha prfimek arovin.

5. a) Nemohou; jinak by leZely body A, B, C, D v roviné. b) 6 pfimek
a 4 roviny. d) AB, CD; AC, BD; AD, BC. 6. b) Use¢ka B'C’ protina pfimku
BC, proto jsou roviny ABC, A’B’C’ ruznobéZné. JestliZe pifimka AB nebo
A’'B’ protina p, leZi tento prusedik ve vech tfech rovinich ABC, A’'B'C’,
ABD; proto jim prochazeji vSecky tii pruseénice AB, A’B’, p. 8. Hledana
piicka musi byt priseénice riznobéZnych rovin Ma, Mb. Neprotina-li tato
pruseénice obé& pfimky a, b, nenf jejich pfi¢kou. 10. a) Majf spole¢ny jediny
bod U. b) Protinajf se ve tfech rovnobéZkach. c) Maji spole¢nou piimku
AB. d) Maji dvé& rovnobé&Zné priiseénice BC, UV.

3. RovnobéZnost pfimek a rovin.

11.a) PFimka a leZi v roviné bm, nebot je-li a_=_{-:.-‘b, splynou roviny ab,
bm. Obdobny z4&vér plati pro pfimku c¢. b) KaZd4a pfimka x geom. mfsta leZf
v roviné am (viz ulohu a). Kazdym bodem roviny am prochazi p¥imka
x||a a protinajici m.

12, Jinak by mimobé&Zky leZely v roviné téchto dvou pricek. 13. Bodem
A vedeme pifmku qHMN a najdeme prusecik R roviny ¢B s pfimkou CD;
bodem R prochéazi hledana pricka p. Provedeni: spojnice DN protne ¢
v bodé U; pfimka BU je pruseénice rovin BCD, ¢B; pruse¢ik pfimek CD,
BU je hledany bod R. M4a-li tiloha fefeni, je jediné. Uloha je nefesitelna,
je-li CD||BU. 14. Ptimky AB, CD se protnou v bod¢ P; roviny Ba, Dc¢ jsou
tedy riiznobé&Zné. Bodem P prochazi jedina piimka x||a, kterad oviem leX
v roving Ba. JeZto je x||al|c, 1eZi pfimka x také v roving Dcy proto je x = u.
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—15. a) Plyne kombinacf v&t 4, 7, 5. b) Neptfmo z 2 2). — 16. Kdyby bylo
7 = p, leZela by ptfmka s v roving g, t. j. bylo by s = p. Je p||n podle véty
5. — 17. a) p||BC. b) g-||o-7||BC. — 18. Pruseénice rovin VMQ, VNP
je spojnice vrcholu V s pruse¢fkem pifmek MQ, NP. Prusednice rovin
VMN, VPQ je rovnob&Zn4 s pfimkou MN. — 19. a) Plyne kombinaci v&t
4, 7, 5. b) Neptimo z a). — 20. Kdyby bylo g,||d;, bylo by g,||eg||og]|oy, t. i
podle véty 8 91”0'1 proti pfedpokladu. S pouZitim vé&ty 12 dostadvame
0z * Ogll0g + al||gl 0y.— 2L Je-li r =Es, je RR'S'S rovnob&znik (podle véty 12).

—23. AA'B’'B a AA'C'C jsou rovnob&Zniky; proto je AB||A'B’, AC||A'C’;
déale viz vétu 9. — 24. a) Stfedy stran trojuhelnika VAM vyplni tfi pfimky
rovnobéZné s BC. Té&Znice vyplni t¥i roviny rovnobé&Zné s pf¥fmkou BC.
b) Te&Zisté vyplni pfimku rovnobéZnou s BC.

4. Poloprostor.

25. Pfimka vedena bodem R rovnob&Zn& s PQ protne hranu A’B’ v jis-
tém bod& T. Rovnobé&Znifk PQRT je prusekem roviny ¢ = PQR s krychlf.
Vedeme-li stftedem S nasf krychle rovinu UHABC a uréime prisecnici g0,
muZeme rozhodnout o umisténi bodua M, M’, S: bod M leZi v poloprostoru
(oD), body S, M’ v poloprostoru (¢B). — 26. a) Poloprostory (CDMA),
(CDMB) jsou opacné; tsefka BC naleZi podle véty 18 poloprostoru (CDMB),
t. j. i téZnice DT néleZf tomuto poloprostoru. b) Je-li N stfed tise¢ky BC,
leZ{ body A, D, T, U v rovin& ADN. Podle tilohy a) obsahuje tisecka AT
uvnitf bod pfimky DU leZicf v roviné CDM. Vyménime-li body A, D a
T, U, vidime, Ze tuse¢ka DU obsahuje uvnit¥ bod pfimky AT. — 27. Ne-
piimy dikaz: budiZ X bod poloprostoru (0A), ktery nenéleZf do poloprostoru
(o A); pak mezi A, X leZ{ jisty bod Y roviny o. Podle pfedpokladu a véty 16
lezf pak mezi A, Y jisty bod Z roviny g. T. j. mezi A, X leZf jisty bod Z ro-
viny o, a tedy X nenaleZ{ poloprostoru (9A) (spor). — 28. Rovina o prochaz{
bodem A a je rovnobéZna s 9. — 29. LeZf-li bod E v poloprostoru (BCD A),
je o = BCD. LeZi-li bod E v poloprostoru opa¢ném, vedeme timto bodem
rovinu o||BCD; podle vysledku cvideni 27 lezi body B, C, D, E v polopro-
storu (cA). — 30. Budte B, C, D tii sousedni vrcholy mnohothelnika; cely
mnohothelnfk lezi v thlu <. BCD. JeZto uselka BD leZf v poloprostoru
(04), lezi v né¢m i kaZda polopiimka CX, kde X je bod tise¢ky BD. To zna-
mena, Ze <C BCD leif v poloprostoru (9A). — 31. Obsahuje-li polorovina
piimku, je tato primka rovnobé&Zn4 s jeji hranici. Hranice danych polorovin
jsou tedy navzajem rovnobé&Zné. Splynou-li, pak rovina jedné z danych
polorovin vytina hledany poloprostor. Nesplynou-li hranice, uréuji rovinu
ktera vytina hledany poloprostor. — 32. Ozna¢me p, ¢ roviny, v nichZ dané
poloroviny leZi. Vzhledem k predpokladu nejsou roviny g, ¢ rovnob&zné,
a to ani riizné ani splyvajici. Oznaéme p priseénici rovin g, 0. KaZda z da-
nych polorovin miZe mit vzhledem k p troji vzijemnou polohu: a) polo-
rovina nem4 s p¥fmkou p Zadny spoleény bod; B) obsahuje p¥imku p; ) vy-
tin4 na nf polopiimku. Podle naieho pfedpokladu nenastane pro Z4dnou
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polorovinu pfipad a), ale také nenastane f). Pro ob& poloroviny nastane
pfipad ) a ob& vytaté polopfmky musf mit spoleény pocdatek. — 33. Ro-
vina rovnobé&iné s ¢ vedena bodem A’, nebot je A'R’[|AR|jo. — 34. Bud
Z4dna nebo &tyti nebo 3est.

5. Uheldvou pifmek arovin.

35. Bodem A vedeme pffmku p||CD, bodem C p¥imku g¢||AB; pak je
¢ =pC, 6 =qA. — 36. Je to thel tihlopiiéek AB’, A’'B. — 37. Je AA; 1t
$1BB,, AA;1 1 BBy, nebot podle véty 12 je AA,||BB, a oba body A;, B, le
v téZe poloroving vytaté pftimkou AB. — 38. Je-lir’, s’ jina takova dvojice
kolmic, jsou tihly riznobéZek r, s a r', s’ stejné velké. — 39. Rovina o’ pro-
tin4 trojuhelniky VAB, VAC, a tedy i trojuhelnik VBC v pfi¢kach rovno-
béZnych se stranami AB, AC a BC. — 40. a) Kdyby bylo ¢’||¢’, bylo by
olle’||o’||o. b) Sestrojime p¥imky r, s jako ve cvi¢enf 38; thly pfimek r, s jsou
dhly rovin g, ¢. Obdobng sestrojime piimky r’, s’, jejichZ dhly jsou uhly
rovin o, o’. Av3ak uhly p¥imek r, s a r’, s’ jsou podle vét 19, 20, 21 stejné.

6. Pffmka kolma k roviné Vzdélenost bodu od roviny.

41. Je KLM | k,atudi¥ KLM | I, KLM | m, LM | I, LM | m.
— 42. O je stted z4kladen rovnoramennych trojihelniki ACV, BDV, a
proto VO | AC, VO | BD.— 43. Hledan4 pifmka k leXf v rovind o | m,
vedené bodem C’'. a) Uloha je felitelna jen tehdy, leZi-li n v g nebo je s nf
riznobéZna. b) V roviné ABA’ spustime z bodu B’ kolmici na pfimku m a
najdeme jeji pruseéfk Q s pfimkou AB. Pak je ¢ = B’C’Q; rovnobézka
s B'C’ vedena bodem Q protne pfimku n v bod& hledané kolmice k. — 44.
Bud je ¢ | o a pak tuloze vyhovuje kaZd4 primka roviny g prochézejicf bo-
dem R; nebo nenf ¢ | o; pak pifmkou ¢ poloZime rovinu v | ¢ a z bodu R
spustime v roviné g kolmici na prusecnici g - 7. — 43. £ = 45, CC’ =120 cm.
— 46. Rovina 7 | p poloZena pfimkou p protne ¢ v pkimce g-7||p; vzda-
lenost téchto dvou rovnobéZek je vzdilenost v. — 47. Rovina 7 | @ polo-
Zen4 piimkou a protne p v piimce p - 7, ktera obsahuje tii body stejné vzda-
lené od pimky a; proto je ¢-7||a, t. j. a||o. — 48. Rovina g’ je souhrn bodd
viech piimek z||o, které prochazejf pevnym bodem A roviny @'. — 49.
V roving g zvolime trojuhelnik ABC; pak je podle cv. 47 A'B'|le, A'C'||e,
t.j. A’B'C’||o. Je-li X dal¥f bod roviny g, je A’X’||o, t. j. A’X’lez{ v A'B'C’.
— 50. Je to dvojice rovin g||o, gq|le vedenych ve vzdalenosti v. — 51.
Kdyby bylo R’S’ | o (atedyiR'S’ | 0), byloby R'S’ = RS.

7. Roviny k sob& kolmé. Uhel pfimky s rovinou.

52. V priseéiku r« p vztyéme kolmici k k roving g. JeZto je ¢ | o, leif
kvo,t.jor | k,r | p,¢ilir | 0.—53.a)Jeitoa | BCa BClezivp,je
@ | a ¢&ili-a | g.b) a, §, y obsahuji ptimku V'V, a nesplyvaji. — 54. Ve-
deme vy3ky z bodu V ve sténadch VAB, VBC; v roving ABC vzty&ime kol-
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mice k pfimkam AB, BC v patich t&chto vysek. Priseéfk téchto kolmic je
bod V;. — 55. Viz cv. 54. — 56. Je to velikost uselky omezené bodem V a

stfedem pfepony ¢. — 57. VA =VB=VC = %‘[/as + 5% + 4 v% — 58. Je
tieba prodlouZit o délku nz - |/d13 4+ (n—m)? za pfedpokladu, e n > m,

(potadek RAB). Je-li m>n (pofadek RBA), vyméni se man. Prom =n
je Gloha nefeSitelna. — 59. Sestrojime uiseku A;C 3= AB a zkoumame trojici
bodu 4,, B;. C,—60.Roviny ¢ | 0,7 | @ poloZené piimkami p, ¢jsourovno-
bé&Zné podle V9 (plati v pifpadg, Ze nenf p | g, ¢ | p). — 61. Pravouhlé
pruméty bodu A, O, P do roviny @ jsou vrcholy pravothlého trojthelnika
A,OP, nebot OP | OAA,. Uhel < AOP je souhrn polopfimek s po¢atkem
0, které protinaji ise¢ku A P; priméty téchto poloptimek jsou polopfimky
8 potatkem O, které protinajf tiseCku A, P, a ty vyplni <t A;OP. Zobecnéni:
pravy uhel, jehoZ jedno rameno je rovnobé&Zné s primétnou a jehoZ rovina
nenf kolma k prumétné, se promitd v pravoihlém promiténi do pravého
dhlu. — 62. Pfimkami p, q poloZime roviny ¢ | ¢, T | 0. — 63. a) » obsa-
huje pHimku A’C’||AC, u obsahuje ptimku BD||B'D’. b) v,= B'DD’,
Ho = ACC', ug, v, se protinaji, jeZto jsou kolmé k dvéma rovnob&Znym ro-
vinam u, v, ale nenf y, [|v;. MN je vzdalenost rovnobéinych rovin u, ¥;
proto, jsou-li X, Y dva dal¥f body pf¥imek m, n (t. j. rovin g, %), je XY 2
= MN.

8. Konvexnf utvary. Klin, trojhran.

65. Dany klin budiZ prinik poloprostorii pA, oB. Rovina 7, riiznob&né
s hranou klinu, je rtiznobéZna i s rovinami g, o; body A, B lze zvolit v 7.
Prinik roviny 7 s klfnem je priinik polorovin, které v rovin& 7 vytnou polo-
prostory pA, dB. — 66. a) Budte pA, pB stény na$eho klinu, T dané rizno-
bé&Zna rovina, kolm4 k stén& pB. Zvolime body A, B v 7 tak, aby bylo
AB | pB aoznalime Q=p-7, R patu kolmice spusténé z bodu A (nebo
B) na pfimku p. Je-li R_}:Q, je patrné& BQ > BR; proto X AQB < & ARB
(pravoihlé trojuhelnfky AQB, ARB majf spolenou odvésnu AB). Je-li
R=(Q, je < AQB = < ARB. b) Tento pfipad pfevedeme na a) tim, Ze
pfejdeme k vedlej$fmu klinu, (t. j. klinu, ktery ma s danym jednu sténu
spole¢nou a druh4 je opaéné polorovina k sténé& prvniho klinu). — 67, Troj-
hran t. zv. vrcholovy; jeho hrany jsou polopfimky opa¢né k hranam da-
ného, jeho stény jsou uhly vrcholové k sténam daného trojhranu. — 68.
Trojhran je priunikem poloprostorii (VAB)C, (VBC)A, (VCA)B. Tyto polo-
prostory vytnou v rovin& p= A BC tfi poloroviny, jejichZ prinikem je troj-
thelnfk A BC. KaZda polopfimka VX, kde X jebod trojihelnika A BC, zfejmé&
naleZf viem tfem poloprostorim, t. j. trojhranu. Obréicené&: je-li Y bod troj-
hranu neleZfci na hran& VA, protne polorovina VA Y rovinu g v polopfimce m
s podatkem A, ktera zfejmé& naleZi Ghlu BAC. Proto polopffmka m protne
tsedku BC v jistémbod& Z. Bod Y, jakoZto bod trojhranu, néaleZf thlu AVZ;
proto protne polopfimka VY usetku AZ v jistém bod¢& X, ktery néleZf troj-
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thelnfku ABC.—69. Budte AVA’, BVB’, CVC' dané p#{mky. Dvojice vrcho-
lovych trojhrant jsou VABC, VA'B'C; VABC', VA'B'C'; VAB'C’, VA'BC;
VAB'C, VA’'BC'. — 70. Roviny uré{ tfi pfimky, které prochéazeji tymZ bo-
dem a neleZf v roving; dale viz cv. 69. — 71. BudiZ VABCD dany jehlan.
Hledany thel je ¢ APC, kde P je spoleéné& pata vysek v trojuhelnfcich

N —_ — — Vin
ABYV, BCV. 4P = 2|5, AC = 4]/2;sin & = T51% — 72.2) 1 44'D =

=T;tg L AA'M = V—25—; A A’DM méstrany a /2, 5 1’5, Ja, kde aje hrana
dané krychle. b) Kolmice k spustén4 z bodu A na p¥imku DM a raznobéZna
s DM, prochaz{ stfedem dse¢ky CD; na p¥imce k leZi bod A, soumérné sdru-
Zeny s bodem A, a to tak, Ze AR = A;R; R znad{ priseéfk piimek k, DM.
Obraz A," bodu A’ sestrojime tak, aby bod R byl stfedem usecky A’'A,’. —
73. Ozna¢me V vrchol trojhranu, A, B, C koncové body stejnych usecek na
jeho hranach, V; patu kolmice spu3téné z bodu V na rovinu ABC. Bod V;
je stfed kruZnice opsané trojuhelniku ABC; vidy plati a = L AV,B >
><LAVB, f = <L BV,C > BVC, y = L CV;A > CVA. LeZ-li V;
uvnitt trojuhelnika ABC, je a + f + ¢ = 2w, leZi-li bod V; na obvodu
AABC (ve stfedu strany AB), je a + f = x, leZf-li bod V; vn& trojuhelnika
ABC (v poloroving opaéné k ABC), je a + f + y = 2y < 2n. — 74. Jeito
VA | o, VB | o, jsou tthly rovin g, 6 rovny uhlim pi¥fmek VA, VB. T. j.
strany (Ghly) novych trojhranii jsou bud rovny nebo vypliitkové k thlum
(strandm) daného trojhranu. — 73. Nanesenim tsecek na hrany trojhranu
vznikne pravidelny trojboky jehlan VABC. Vy$ky vedené z vrchola A, C
v trojihelnicich ABV, BCV maji touz patu P. Uhel trojhranu je vnitini
thel trojihelnika ACP; daldf dva ubly trojhranu jsou tihly obdobnych dvou
shodnych trojuhelnfku.

9. Soumérnost podleroviny. Shodnost v prostoru.

76. Dv& (riizné) rovnob&Zky a, b leZf v roving; proto jejich obrazy o', b’
leZf také v roving. Kdyby pfimky a’, b’, mé&ly spole¢ny bod, byl by obrazem
spole¢ného bodu pfimek a, b. — 77. Spole¢né body piimky (roviny) s rovi-
nou soumérnosti jsou body samodruZné a naleZeji tedy i jejimu obrazu. —
78. a) Obraz bodu B leZf na piimce spojujici bod B s bodem M leZicim ve
dvou tretinach hrany AD (bliZe bodu D). b) Obraz bodu A’ leZi na rovno-
bé&%ce s pfimkou BM. — 79. Narysujte $estithelnik ABCDEF ve skutec-
ném tvaru; urcete patu P kolmice spu$téné z bodu F na piimku SM a urdete
podil useéek PM : PS; bod P zobrazte. — 80. Nemaji Zadnou rovinu sou-
mérnosti (viz cv. 77.), nejsou-li prostorové kolmé. Jsou-li prostorové kolmé,
maji dvé roviny soumé&rnosti; jsou to roviny, z nichz kaZdi obsahuje jednu
mimobé&Zku a je kolmé k druhé. — 81. Je to kaZda rovina kolma k p a ob-
sahujici p; takovych rovin je nekoneéné mmnoho, je-li p | 0, je jen jedina,
nenf-li p L p. Je-li p L g, je také roviua g rovinou soumérnosti. — 82. a)
Jsou-li hraniénf pfimky obou polorovin rovnobgzné, je rovinou soumé&rnosti
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kaZd4 rovina k nim kolm4. Jsou-li roviny @y, @3 danych polorovin rizné a
je-li rovina 7 jejich hraniénich piimek kolma k g, i k g,, je rovinou sou-
mé&rnosti také rovina rovnob&Zna s g;, 0, a pulic jejich vzdalenost, oviem
jen v tom piipadg, Ze dané poloroviny leZf v témZ poloprostoru vytatém
rovinou 7. Je-li g; =@,, jec tato rovina rovinou soumé&rnosti, pokud ob&
dané poloroviny splynou. b) Jsou-li hrani¢ni pi¥fmky ruznobé&Zné, exis-
tuje rovina soumérnosti jen tehdy, leZf-li ob& dané poloroviny v téZe
roving p; je to pak jednak rovina ¢ sama, jednak rovina kolmai k g, ktera
obsahuje osu uhlu, uréeného danymi polorovinami. — 83. BudiZ VABCD
dany jehlan; jeho roviny soumérnosti obsahuji hlavni vrchol V a osy
soumérnosti étverce ABCD, t. j. tihlopii¢ky a ob& osy stran. — 84. Je-li
& libovolna rovina obsahujici tse¢ku AB, pak body hledaného geom.
mista leZfci v roving & vyplnf osu usedky AB. Viecky tyto osy tisetky AB
vyplni rovinu soumérnosti tise¢ky AB. — 85. BudiZ A VB dany duty ihel;
zvolme VA = VB. Ma-li bod M od obou pfimek VA, VB stejné vzdale-
nosti MP = MQ (Pna VA, Qna VB), je A VMP = AVMQ (Ssu), t. j.
VP = VQ, PA = PQ, AM = BM [ (bud podle sus, vzniknou-li AAPM,
ABQM, nebo zfejmé, je-li PA = QB = 0). Body V, M néleZeji tedy ro-
ving soumérnosti o use¢ky AB, ktera je kolm4a k roving AVB a obsahuje
osu uhlu AVB. Obracenim postupu vyplyva, Ze kaZdy bod rovmy o mé
stejné vzd4lenosti od p¥imek VA, VB. — 86. Zvolme VA = VB = VC
(viz cv. 73, 85). — 87. Ma-li rovina soumérnosti obsahovat hranu klinu,
mus{ byt obé jeho st&ny soumérné sdruZené podle této roviny; protnéte klin
rovinou kolmou k jeho hrané a uZijte vysledku cviéenf 85. — 88. Staéf do-
kazat pro dva kliny soumérné sdruZené podle roviny w. Necht <¢ AVB
uréuje uhel jednoho klinu; jeho obraz < A’V’B’ uréuje uhel druhého
klinu, nebot polop¥imky V’'A’, V'B’ jsou kolmé k hran& druhého klinu.
AAVB= AA'V'B' (sss). — 89. a) Jeji rovina je rovina soumérnosti
uselky AA’. b) Jeji rovina je rovina soumérnosti use¢ky BB’, kter4d ob-
sahuje bod A. c) Jeji rovina je rovina soumérnosti tiseCky CC’, ktera
obsahuje tse¢ku AB. — 90. Oznad¢fme w,; rovinu soumérnosti usecky
AA'; pi‘isluﬁné rovinova soumérnost pi‘evede AABC v A A'B,C;, kde
A’ B1 = AB = A'B’, A'C, C, = AC = A’C’. Neni-li B, = B’, oznatfme w,
rovinu soumérnosti Gse¢ky B;B’; w, obsahuje bod A’. Prisluﬁné rovinova
soumdrnost prevede AA'BiC; v AA'B'Cy kde A'C, = A'C, = A'C,
B'Cy = B,G, = BC = B'C’. Nenf-li C, = C’, oznatfme w, rovinu soumér-
nosti useéky C,C’; wy obsahuje body A’, B’. Prislu§n4 rovinova soumérnost
pievede AA'B'C,v ANA'B'C'. — 91. a) Body A, B, C leZi vesm&s v roving
soumé&rnosti useCky DE a tato rovina je jimi jednoznaéné urcéena. b) Exi-
stuje shodnost, ktera pfevede AABC v AA’B'C’ (viz cv. 90). Tato shodnost
pfevede bod D v jisty bod E. Bud je E= D', nebo je E E}E D’; pak podle
vysledku a) soumérnost podle roviny A'B’C’ prevede &tyrstén A'B'C'E ve
étyrstén A’B'C'D’.
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10. Rovnobé&Zné posunutf, soumérnost podle osy a st¥edu,

92. Vzhledem ke konstrukci obrazu bodu v posunuti sta¢f ztejmé& do-
kézat, Ze pro kazdy bod X platf: XXt 1AA”, XX = AA". Le#-li body
A, A', A" v p¥imce, vyplyva predchozi tvrzeni ze vztahi AA'}tXX',
A'A"MAX'X", AA = XX', A’A" = X'X". Tvoii-li body A, A’, A" troj-
tihelnfk, zvolime pfedné& bod X mimo jeho rovinu; pak jsou zfejmé& roviny
AA’A", XX'X" rovnob&iné (V...). Jeito je AX|A’X'||A”X", je také

AA”||XX" (V9). AXX"A" je rovnobé&infk, a tedy AA”11XX", AA" =
= XX'". Za druhé zvolfme bod Y v rovin& AA’A’’; jako pfedtim dosta-
neme, ¥e XYY" X" jerovnobdZnik,t.j. YY1+ XX""4+14A"; YY"’ = XX"

= AA", — 93. Je-li A bod samodruZné pffmky (roviny), obsahuje tato
pfimka (rovina) také bod A’, t. j. splyne (je rovnob&Zna) s ptimkou AA’.
— 94, Te&Zisté stény étyrsténu se zobrazf do t&Zisté obrazu této stény. —
95. Jednak jsou to posunutf, ktera reprodukujf jednu rovinu (a tedy viecky
roviny) na$f soustavy; jsou to vSecka posunut{ rovnobé&Zn4 s danymi ro-
vinami. Za druhé jsou to posunutf, jejich% smér je kolmy k danym rovinam
a jejichZ velikost je rovna celému poétu jednotek. Daéle jsou to viecka po-
sunuti sloZena z ptedchdzejicich posunuti. — 96. SamodruZné body jsou
zfejmé& jen body osy. SamodruZni p¥{mka je jednak osa o, jednak jsou
to pffmky riznob&Zné s o a kolmé k nf; nebot zvolime-li na samodruZné
pifmce p bod A leZicf mimo o a spustfme z n&ho kolmici k na p¥fmku o, pak
obsahuje tato kolmice bod A’ (nebot je samodruzna). Bod A’ viak leZf také
na p; protoZe je A’ s{z A, je k= AA’'=p. Jeli A bod samodruZné roviny
0, ktery nelef na o, obsahuje g také bod A’ == A; je-li B bod roviny g, ktery
neleZi ani na o ani na AA’, obsahuje g také bod B’ $ B, t.j. pobsahuje dv&
rizné rovnobézky AA’, BB’, a tudf i osu 0. — 97. Rovina a jejf obraz jsou
bud rovnobé&Zné s osou (splyvaji a obsahuji osu), nebo jejich priiseénice
protina osu. — 98. Podminka, aby rovina (pffmka) a jejf obraz byly rovno-
bé&Zné, je, aby bud byla rovnobé&Zna s osou nebo kolma k ose (a protinala ji).
—99. a) Spole¢n4a kolmice k obou mimobéZek musi byt samodruZn4; oznaé-
me A, B jejf prise¢iky s danymi mimob&Zkami a, b; stfed S tse¢ky AB je
vZdy samodruZny bod. Osa soumérnosti je bud p¥imka k nebo osa riizno-
bé&Zek, které prochézejf bodem S a z nichZ kaZd4 je rovnobéZn4 s jednou
z p¥imek a, b (celkem 3 p¥fmky). b) Jedna osa soumérnosti je prisecnice
obou danych rovin g, ¢. Dal$i osy dostaneme tak, Ze libovolnym bodem
priise¢nice p-o vedeme rovinu 7 | -0 a sestrojfme osy riznobéZek g-7,
o-7. — 100. a) Spojnice stfedli proté&jsich stén, spojnice st¥edu prot&jsich
hran, celkem 9 pfimek. b) VSecky priméry. — 101. SamodruZny bod je jen
stfed soumérnosti; samodruZné pffmky (roviny) jsou viecky p¥#imky (ro-
viny) prochézejicf sttedem. — 102. a) Jsou-li S; =f= S, stfedy obou soumér-
nostf, sestrojime tyto 4 roviny: w, | S;S, a prochazi bodem S;; w, 1 w,,
ob¢ obsahuji ptimku S,S;; w, | S;S, a prochazf bodem S,. Prvni stfedovou
soumérnost 1ze rozloZit v soumérnosti podle rovin w,, @y, @z (v tomto po-
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fadku), druhou stfedovou soumé&rnost 1ze rozloZit v soumé&rnosti podle rovin
W,,. W, W, (v tomto pofadku). SloZenfm obou stfedovych soumérnosti
vznikne shodnost sloZen4 ze soumé&rnost{ podle rovin w;, w,. b) Kdyby mél
kvadr dva rozdilné sttedy, reprodukoval by se posunutim, aviak to je ne-
moZné. — 104. Oznalme o, | oy ob& osy; sestrojme roviny w; = 0,0, a
w; | w; a obsahujicf pfimku o), w, | w; a obsahujicf pfimku o,. Prvn{
osovou soumérnost 1ze sloZit ze soumérnosti podle rovin w,, w,, druhou ze
soumérnosti podle rovin w;, @, SloZenfm obou osovych soumérnost{
vznikne shodnost sloZena ze soumé&rnost{ podle rovin w;, w,. Pfiklad: pra-
videlny hranol Sestiboky. — 105. Oznaéme w;, @, roviny obou soumé&rnostf;
soumérnost se stfedem S lze rozloZit ve tfi soumérnosti podle rovin w;, w,
a jisté roviny w; | w,, w; L w, P¥klad: pravidelny osmist&n.

11. Hranolov4 plocha, hranolovy prostor, hranol,

106. a) Roviny soumérnosti jsou roviny kolmé k hranam plochy, dale
rovnobé&Zné s hranami a bud pilici prot&jdf strany é&tverce nebo obsahujict
jeho dhlopfi€ky. b) Osy soumérnosti jsou jednak pifmky, jeZ vzniknou rov-
nobé&Znym posunutim ve sméru hran plochy z Ghlopficek étverce a z os jeho
protéjsich stran, jednak rovnobéZka o s hranami plochy, veden4 stfedem
étverce. c) Stiedy jsou viecky body prfmiky o. d) VSecka posunuti ve sméru
pfimky o. — 107. Vnitinf ihly hranolové plochy jsou rovny vnitfnim Ghltim
mnohothelnfka, v ném¥ protne plochu rovina kolmé k jejim hranam. —
109. b) sing = %; c) tgy = 4; d) d = = |/5, kde h je velikost hrany krychle.
— 110. Jsou-li navzdjem kolmé tihlop¥i¢ky, jejichZ rovina obsahuje hranu
délky ¢, plati ¢ = a® + b2 kde a, b jsou zbyvajici dva rozméry kvadru.
Jsou tedy kolmé pravé dvé dvojice uhlopticek. — 111. ACC;A,, BDD,B,
jsou dva lichobéZniky se spole¢nou st¥ednf pfi¢kou. LeZf-li na pi‘ bod C,
v opaéném poloprostoru neZ A,, vezmeme misto soudtu AA + CC1 rozdil
A4, — CC1 nebo rozdil CC, — A4,. — 112. z]/14; smqyl—l/“, sing, =3,
sm%—} 13, 113. Kvadr, jehoZ rozméry jsou navzajem rizné, mé& 3 roviny
soumérnostx (obsahujici st¥edy rovnobé&Znych hran), 3 osy soumé&rnosti (spo-
jujfci stfedy rovnobé&Znych stén) a jediny stied soumérnosti (cv. 102). —
114. Jedna rovina soumérnosti obsahuje stfedy vsech poboénych hran,
dal3f obsahujf stfedy obou podstav a né€kterou z n os soumérnosti jedné jeho
podstavy. Je-li n liché, nemé4 hranol ani stfed soumérnosti ani osu soumér-
nosti. Je-li n sudé, je stfed soumérnosti S stred Use¢ky omezené stiedy obou
podstav; jedna osa soumé&rnosti je spojnice téchto stredt podstav, daldi osy
prochézeji bodem S a jsou rovnobé&Zné s osami soumérnosti podstavy. —
115. Uhlopriéek je n (n—3). JeZto hranol je konvexnf Gtvar, naleZi vnitin{
bod L té&lesové uhlopti¢ky AK’ hranolu. Stadi dokazat, Ze L neni bodem
povrchu. Kdyby bod L néleZel povrchu, t. j. nékteré sténé, leZely by body
A, K’ v riznych poloprostorech vyfatych rovinou této stény. — 116. Veli-

kosti jsou |/4a® + v?, |[/3a? + v%. — 117. a) Sténu Ize p¥evést v prot&jil posu-
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nutim. b) Hranolovou plochu protneme rovinou kolmou k jejim hranam;
klin 1ze pfevést v prot&jsi soumérnostf podle stfedu. — 118. b) Je-li ABCD
A’B’C'D’ rovnobéZnostén, je ACC’A’ rovnobéZnik, podobné& ABC'D’; t. j.
udhloptitky AC’, A'C, BD’ a oviem i B’D prochézeji tymZ% bodem, ktery je
viecky puli. — 119. a) Tyto roviny protnou rovinu rovnobé&Znika ACC'A’
v p¥imkach A'P, P'C, kde P, P’ jsou stfedy stén ABCD a A’B'C'D'. A’'P
a P’'C protnou tse¢ku AC’ v bodech X, Y; A'P 'P je stfednf pfitka AACY,
P'C je stfednf pfitka AA’C’'X, proto AX = XY XY = YC. b) A’P je
té&Znice AA’BD a bod X leZf ve dvou tfetinach useéky A'P (viz a). c) Platf
AB = AD = AA’ (hrana krychle); C'B =C'D = C’'A’ (sténova thlo-
piéka); proto AC’ | A’BD. — 120. BudiZ ABCD kosoétverec; spustime
v n&¢m vysky z vrcholkit B, D; v jejich priise¢iku P vztyé¢ime kolmici k ro-
ving ABC a na nf sestrojime bod A’ tak, aby AA’ = AB. V poloprostoru
(ABC)A’ sestrojime body B’, C', D’ tak, aby BB’ 4+ CC' s DD’ #= AA'.
Vznikne dalsich 5 kosoétvercu, které se shodujf s danym ve strané& a vysce.

12. Jehlanovaplocha, jehlanovy prostor;jehlan,

121. Polopfimky VM, VN (V hlavni vrchol) protnou podstavu ve
vnitfnich bodech M;, N;. Je-li M, _=_":‘ N;, protne rovina VMN jehlan v troj-
dhelniku, pro né&j% jsou M, N vnitinf body. P¥{mka, kter4 obsahuje vnitfnf
bod trojihelnfka, obsahuje pravé dva body jeho obvodu. — 124. a) Stény
i Ghly pravidelné jehlanové plochy jsou shodné. b) Na hranéch casti pii-
lehlé k fidicimu mnohothelnfku si zvolme body A;, A,, ..., A, stejné
vzdalené od vrcholu V. Roviny soumérnosti jsou roviny uréené vrcholem
V a osami soumérnosti pravidelného n-Ghelnfka A;A,... A,; je-li n sudé,
je rovinou soumé&rnosti také vrcholova rovina kolma k pfimce VS (S stied
n-thelnfka A,A,... Ap). Osy soumérnosti jsou vrcholové p¥fmky kolmé
k osdm soumérnosti n-dbelnika A A, . .. A, (celkem n pifmek); je-li n sudé,
je osou soumérnosti také pffmka VS. Jediny st¥ed soumérnosti je vrchol V.
— 125. Lze jej vytvofit jako prinik poloprostorii. — 126. Oznaéme V
vrchol piivodniho jehlanu, AB, A’B’ dvé k sobé& prislu§né strany komolého
jehlanu, P, P’ paty kolmic spuiténych z bodu V na roviny obou podstav

Z podobnosti trojﬁhelnikl‘l ABV,A'B'VaAPV,A'P'Vvyplyva: AB: A'B’ =
=AV: A'V=PV: P'V. — 127. a) 19, b) |/681, c) 111, 281.—128. a) 2, b) §;
15 a 39, — 130. a}/7. — 131. ]/bﬂ_-a-. 132 Jsou-li AC, BD ob& mimo-

b&Zné hrany a protne-li p hranu AB v bodé& P (mezi A, B), protne hranu BC
v bod& Q a je PQ||AC. Podobn& protne g hranu CD v bod& R a je QR”BD
hranu AD v bod& T, a je RT || AC a oviem téz TP[[BD Z podobnosti troj-

dhelnfktt BPQ, BAC a APT, ABD vypleél (jelix = PQ, y = PT,a= AC,
b=BD) x:ae= BP BA, y:b= AP : AB; sedtenfm = + = 1. Maximum

nastane proz = o, p = ——. — 133. Roviny soumémostl useéek AB, BC, CA
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se protnou v pfimce k kolmé k rovin& ABC; rovina soumérnosti ise¢ky AD
pifmku k protina. — 134. a) Oznaéme po fadé X, Y, Z, U stfedy hran AB,
BC, CD, DA. Pak je X Y||AC (stfednf ptitka v AABC), YZ||BD, ZU||AC,
UX ||BD b) Oznaé¢me V, W stfedy hran AC, BD. Pak podle a) se kazdé dvé
z usefek XZ, YU, VW navzijem pulfi; spoleény pruseéfk je bod T. c)
V ADXC je bod T sttedem téZnice XZ. Oznaéme T, = DT XC, Z1 prise-

¢ik rovnob&Zky s DT, vedené bodem Z se stranou XC. Pak je XT, T, = T1Z,
(st¥ednf pticka v AXZ,Z), T121 = ZIC (stfednf pfi¢ka v ADT, C), jeZto
CXj jete t&Znict AABC jebod T jeho t&ZiSté. DAle je podle pfedchoziho DTl

= 2ZZI, ZZ1 = 2TT d) Viz c¢). — 135. Roviny soumé&rnosti jsou roviny
soumérnosti vZdy Jedné hrany (celkem 6), které obsahuji hranu proté&jsf
a tedy i t&Zist&.

13. Valcova a kuZelova plocha. Kruhovy valec a kuZel.

136. Rotaén{ valcova plocha: roviny soumérnosti jsou viecky ro-
viny kolmé k ose a obsahujfcif osu; osa soumérnosti je osa plochy a viecky
pifimky, které ji kolmo protinajf; stfed soumérnosti je kazdy bod osy. Ro-
taéni kuZelova plocha: roviny soumérnosti jsou viecky roviny obsahu-
jici osu a rovina vrcholova kolm4 k ose; osa soumé&rnosti je osa plochy a
viecky vrcholové primky k nf kolmé; stfed soumérnosti je jen vrchol. Ro-
taéni valec: roviny soumérnosti jsou viecky roviny obsahujfci stfedy S,,
S, obou podstav a rovina soumérnosti tse¢ky S,S,; osa soumérnosti je
piimka S;S, a v8ecky kolmice, které ji protinajf a jdou stfedem usecky S, S,;
stfed soumérnosti je stfed usecky S;S,. Rotaéni kuZel: roviny soumér-
nosti jsou v8ecky roviny obsahujici vrchol V a stfed podstavy S; osa sou-
mérnosti je jen pfimka SV; stfed soumérnosti nenf. — 137. V8ecka posu-
nuti ve sméru pfimek plochy. — 138. KaZda p¥imka valcové plochy je
v takové soumérnosti samodruzn4. — 139. Ridicf kruZnice se reprodukuje
pifsludnou rovinovou soumérnostf; také smér p¥{mek (vrchol kuZelové
plochy) se reprodukuje. — 140. Prise¢ik p¥{imky q s rovinou fidici kruZnice
le#i bud na této kruZnici, nebo uvnitf, nebo vné. — 141. Viz cv. 140. — 142.
a) b) Vrcholova rovina obsahujici body M, N protne rovinu fidici kruZnice
v seén& této kruZnice. — 144. Je-li pfimka vrcholov4, je tvrzeni spravné;
neni-li vrcholova, pak vrcholova rovina poloZena touto piimkou obsahuje
tfi rizné pfimky plochy, a to je nemoZné. — 145. a) r]/%, b) tgp = 1. — 146.
a) Oznaéme A, B prusediky roviny p s obvodem podstavy; body A, B jsou
soumé&rné sdruZeny podle roviny w (podstava i rovina g se reprodukujf sou-
mérnosti podle roviny w), t. j. AB | w. Pfimka AB je tedy kolm4 ke sméru
stran valce. b) Roviny rovnobé&Zné s p. c¢) Pfi oznaden{ jako v a) je AVAB

(Vvrchol kuZele) soumérny podle roviny w a tedy rovnoramenny (VA = ﬁ).
d) Roviny vrcholové, které protinajf podstavu v tétivach rovnob&Znych
s AB. — 147. a) Body A, B, le#f na pHmce S Vl, tedy v hlavnf vrcholové

roving VSV,. b) Jetto V;B < V,X, je VB < VX. — 148. |/541,)/1341. —
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149. a) vy, = T = ""' . b) Vrchol O je prisedik ﬂhlopi‘(éek lichobé&Z-

vry
r+ry” )

nika, ktery ]e osonm i‘ezem komolého kuZele; u; = ™ +r', uy =

¢ = Zlo—al, ' = 5t luy—a}.

14. Kulovéa plocha a koule.

152. Rovina ABC protne kulovou plochu v kruZnici, ktera obsahuje
body A, B, C. — 153. Narysujeme trojihelnik, v ném% protne étyrstén ro-
vina soumé&rnosti hrany A B. Ta protne kulovou plochu v kruZnici, ktera je
déana tfemi body. — 154. Bodem V a stfedem S kulové plochy vedeme libo-
volnou rovinu p; v nf sestrojime teény z bodu V k priiseéné kruZnici; rovinu
¢ ot&éime kolem p¥mky VS. — 155. Konstrukce se provede v roving ACD
nebo BCD. — 156. a) Konstrukce v rovin& BB’C’; b) c) konstrukce v roving
BB'D’; d) konstrukce v roving g obsahujici BB’ a kolmé k C'Q (je tfeba
ur¢it prisek roviny g s krychlf). — 157, Oznaéfme S stfed plochy kulové,
7, o tefné roviny v bodech T, U. Platf ST | 7, SU |’ w, t. j. ST | g,
SU ] ¢q,q9 ] STU,q | TU.— 158. Bodem S sestrojime rovinu ¢ | B’'D’
(t. §. ¢ | BD). Konstrukce se provede v roviné g. — 159. Sestrojime roviny
soumérnosti dseéck AB, CD a rovinu soumérnosti iseéky omezené stfedy
hran AB, CD. KaZdé dvé z t&chto tff rovin jsou patrn& riznobé&Zné, ale je-
jich priseénice nejsou rovnobé&Zné (jinak by byly viecky t¥i tseCky kolmé
k téZe p¥imce a leZely by v téZe roving). Viechny t#i roviny soumérnosti se
protnou tedy v jediném bodé, a to je stfed hledané kulové plochy. — 160.

Jsou to kruZnice o polomérech ry =r /“": ry=r ‘”" — 161,

Q=g + - J/v? 4 2rv. — 162. Rovina g obsahujici pfimku SIS, protne obé& ku-
lové plochy v hlavnich kruZnicich, které se protinajf ve dvou bodech. P¥
otaden{ roviny p kolem piimky S,;S; vyplni tato dvojice bodu kruZnici,
ktera lef v roving kolmé k primce S,S,. Podminka, aby tato kruZnice
byla hlavni na kulové plo$e (S;, 1y), je S;Sy? = rg?— r,%. — 163. a 164. Jako
ve cvid. 162.

II. Obsah mnohothelnika. Obvod a obsah kruhu.

1. Zakladn{ vlastnosti obsahu.

166. a) Strana je pfeponou pravouhlého trojihelnika, jehoZ odvésny
jsou m, n. b) Strana je odvésnou pravouhlého trojihelnika, jehoZ p¥epona

je m a odvésna n. — 167. a) 3 : 4. — 168. hk. — 169. a) mn-krat; b) zv&tsf
? l
se o (2 p+ T%(i)o/"; ¢) zmen3f se o (2 p—l’(;—o) lo; d) zmen$i se 0 — 00 .

—170.a) P' — P = a&' 4 be + ¢&’;b) P'— P = ¢ (a + b) + €%; c) &3 1ze
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v tomto pHpad& zanedbati, — 171. a) P, = 2,439..., P, = 2,471...;
c) € = 10-4,

2. Obsah mnohothelnika.

172, a) Dva sousednf z t&chto trojuhelniktt majf rovné zdkladny (polo-
vina hlopfi¢ky) a spoleénou vysku. b), ¢) Jako v a). d) Doplnfme AABGC
na rovnobé&éZnik ADBC a sestrojime téZi¥té U trojuhelnika ABD. Pak plat{
AABT = AATU (maji spoleénou zakladnu AT a rovné vy$ky); ABCT ==
> AADU. KaZdy z trojahelnikit ACT, ATU, AUD je tietina trojihelnfka
ACD, nebot CT = TU = UD (jsou to dvé ttetiny t&Znice). d) AABT roz-
dé&lf téZnice ve dva rovnoploché trojihelnfky (viz a). — 173. a) Necht je
AB < AB'; pak AABC = AABC’' + ABCC'; AAB'C' = AABC' +
+ ABB'C'; ABCC' = ABB'C’, nebof maji spoleénou stranu BC’ a rovné
vy$ky. b) Staéf dokazati pro trojiihelniky ABD a AB’D’, které majf polo-
viéni obsahy vzhledem k ob&ma rovnobé&Znikim. — 174. Vzroste a) m krét

b) n-krat, ¢)m - n-krat. — 175. -—1/3 —176. & av. —177.2) — ]/_ p) 3% ]/3
vlv,
U + ”:

— 180. Od é&tverce se uberou 4 pravouhlé trojihelniky o obsahu 21(; a4

pravothlé lichob&Znfky o obsahu 2—;’. — 181. Je-li P pruseéfk uselek AC,

BD, je pomér obsaht AABP, ACBProven AP : BP = 25 :7. Obsah je
9625 = 2400, — 182. a%3 + |/3). — 183. 2(a® + %) + Jab. — 184. P, =

= %a"t”z P, = %ﬁ’-, P, — Py = v (a + ¢). — 185. BudiZ N stred ra-
mene BC. Trojihelnik BCM se sklada ze dvou trojtthelnfki BMN, CMN,
které maji spole¢nou z4dkladnu MN a rovné vysky; obsah kaZdého z nich
je zfejmé& &étvrtina obsahu lichob&Znika. — 186. a) Viz cv. 185 (ABCM). b)
Obsah P budiZ uréen obdélnikem, jehoZ jedna strana je AB; druhy rozmér
je pak vzdalenost d ramene MN od stfedu S tse¢ky AB. Pfitom je MN =

= AB. Sestrojime tedy kruZnici k se stfedem S a polomérem d; tétivu AB
otod¢ime kolem stiedu dané krnZnice tak, aby se dotykala kruZnice k. — 187.
a) AAOD = ANABD— AABO = ANABC— AABO = ABCO.b) AABO™S
o ACDO, t. j. a:c = p:q; pro vy$ky v, v, téchto trojﬁhelnikﬁ platf
také v, : v, = p : ¢q. Obsah P daného lichob&Znfka ]e e (g + vy) =
a D, av.
3 e D) ) % (4 ) = (1 -
AAOD 4+ ABOC = (p + gq)? ——pz—-q 2 pgq; podle a) je AAOD =
= ABOC = pq. — 188. 8 cm, — 189. 16 dm. — 190. a) s, = nr - sin %

— 178. (1)—smy, 2) 2,(3) 2 sm'y — 179. a) 1AC BD. b) s-.

T
s,,’ = nrtg g
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b
) n 6 12 24 48 96

s, | 3,0000 | 3,1058 | 3,1326 | 3,1394 | 3,1411

sp’ | 3,4641 | 3,2154 | 3,1596 | 3,1462 | 3,1426

191. Oznaéime B,, B;, B,, B;, B;, paty kolmic spusténych z bodu A,, 4,
A, Ag, A, na osu uselek. ObLsah P osmithelnfka je P = AB,A, +
+ AyByByA,; + AyBgByAy 4+ A BjAg— AgBgAg— Ag¢BgB,A;— A;B; Ay =
= 11,7.

3. Obsah jinych obrazcu.
192, V' = 64,22, V" 64,34, V* = 64,26. — 193. a) P = —- = +

Eg_._v_ (n—1).a _v___ _gg n(n—1)
+n ateet n ‘n (124 _n"_ﬁ——__
2y 1\ pr_a.2 2"._”_ E.l_ﬂ
—-2(1 n)'P—n n+'n—n+"'+n n_n‘(1+2+"'+
+ n) —f_g.(iizﬂ_ -—52_( + _) p—p = gr%,a toto ¢&islo Ize uédinit
libovoln& malé, nebot titatel je konstatni a jmenovatel miZe libovolng
vzristat. JeZto P = — ]eP’ <P<P’.b)n>aw-10°%.—1%.a) V' =2(1 +

+2+...+10)——110 V'=2(2+4+ ... 4+ 11) =130, V*—*%9=
= 116%; spravna hodnota je V = 120; je tedy V—— V#* = 10.b) V' =2,0199,
V"’ = 2,9290, V* = 2,3229; spravna hodnota je V == 2,3026.

4. Obsah apodobnost.

195. 4 : 1. — 196. Pomé&r obsahu &tvercii o stranach a, 10a je 1 : 100.
— 197, 25 : 4. — 198. Délky se zvét$i v poméru V864 12904 =12:17, t.j.
a’ =513 dm, v’ = 33, 6 dm (v = 19,6 dm). —199. a) KruZnice k, je opsana
n-thelnfku A,B;...N,. b) Obvody jsou v pomé&ru r, : ry, obsahy v poméru

r2:r? — 200, a)z = Ve—z_. b) Oznaéme ABCD dany obdélnik (AB = a,

BC = b), ay, by, ¢,, d; osy vn&j§ich uhlu, ay, by, ¢5, dy osy vnitinich dhla. Déle
oznaéme X priseik a,-d,, Y prusedik a;-d;. Body X, Y leZf patrné na ose
useéky AD a ta obsahuje stfed S obdélnika ABCD. AXDY je étverec (je
to pravoiihly rovnobgZnik, jehoZ thlopiicky jsou k sobé& kolmé a maji délku
b). P¥imky a, by, ¢;, d; a p¥imky a, by, ¢,, d, omezuji dva pravothlé rovno-
b&Zniky soum&rné podle osy XY, t. j. rovnostranné; jsou to tedy &tverce se
spole¢nym stfedem S a rovnob&Znymi stranami, a tudiZ stejnolehlé. Koefi-
. . s s 6T .ov a b a b aFb
cient stejnolehlosti je SY : SX = (—2- + 5—) : (§ —-5) =7 c), d) Uhlo-
pficka menttho é&tverce je a—b, uhlopfitka vétifho &tverce je a 4 b. Je
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tedys = 52, ' = SE2, P= J@a—bf P = j(a+b), PP =
= (a—b)?: (a + b)%. — 201, a) Geom. misto bodu O je rovnobé&Zka s p¥im-
kami p, ¢, vedena ve vzdalenosti 30 cm od p¥imky ¢q v poloroviné ¢gp. Geom.
misto bodu S je rovnobé&Zka s ptimkami p, q, vedena ve vzdalenosti 6 cm od

piimky ¢ v poloroving ¢gp. b) SAB:SCD =4:9, OAB:0CD =4:9.
— 202. a) v = 12 cm; b) JeZto ABD = 75 cm? a k = —--e'-’g(a——z5 cm),
je BMN = (3§)?-75 = 69,12cm? — 203. 3:5:7. — 204, a) AAA,B, =
= ABB,Cy = ... =2 ANFF,A, (sus), t. j. Sestithelnik A B,CyD,E F, ma
shodné viecky strany a viecky uhly. b) Strana b nového §estitihelnika je
b —Va2 a2 4 ax, kde a znadi stranu puvodnfho. Je-li b2: a2 = 9 :4, je
x=}a(]/6—1). —205.a) AB": AB =1:]2.b) AB': AB=q:|qg + 1.

5. Obsah kruhu.

206. a)x = r}2; b)x = Tfr—: — 207. 97. — 208. — AABS =1 cm2,
b) Mensi dseé ptislusna k tétivqé AB ma obsah (jn — 1) cm? — 209, a)
0= %. b) Oznadime c;, ¢, Useky ptilehlé ke stranam a, b, v vysku,
01, 0y piisluiné poloméry vepsanych kruZnic. Pomér obsahti vepsanych
kruhit je pg2:p2=131(c, +v—aP:1(cg+v—0b)p = (%’ + v—a)2:
: (?—l— v—b)2 = (@ +cw—ac): B+ cv—bc)® = (a® + ab— ac)? :
(0% + ab—be)? = a?: b2, coZ je pom&r &tverci piepon trojuhelnfki
BCD, ACD, a tudiZ% i jejich obsahii — 210. Polomér hledaného kruhu je
odvésna pravouhlého trojihelnika, jehoZ jedna odvésna je r a pf'epona R.
—211. a) O %e (2r + €). b) O e (2r — &). ¢) 4mure. — 212. a) x _V s G

b) x je stranou étverce, jehoZ uhlopti¢ka je pifepona pravouhlého troj-
uhelnfka s odvésnami r, R,

6. Délka oblouku kruznice.

— 2
213. a) 0 = 2]/zP; b) P = %{ — 214. Obsah vzroste k2-krat. — 215.
P, : P, = 02 : 0% —216. 1, : 1y = n: m. — 217, Za piedpokladu, Ze m = 0,

mn m 25 5
i = " =22 =2 = 0
n=+1, jen 5 (n_l),rz 27(11__1), Iy =5 o 218.a =180
— 219. 0__5_71_220 x=2ﬂ-——221 a) m; in; 3m; dw 3 Iy La S

Y, ﬁ)04640 2, 6101 5,4585. — 222. a) 360°; 180°; 90°; 270°; 240°; 30°; 144°.
b) 430; 57°18’; 1359; 1729, — 223. Pfisluiny (duty) stfedovy tihel je bud 165°
nebo 17040'; pfisluina tétiva AC je bud 9,91 nebo 1,54 cm. — 224, a = 2,
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na® nﬁ'

—_ —pn2 = c—y — =
nebot a = 2)/rP—p% r = s , 0 = cotg 225. @ == = 180,

' n

0
0 = = 0), — =

a+h =150+ 180’k @ = K+ i = 755 (ko). —226. P = 5=
=1 '56—0 = jar. — 227, P = }jar = }a'r’; je to nepfim4a umérnost. —
228, r=346 m, a=384 m, P=6,64 m2 — 229, r=12 m,

niRa® a = ara®,
180° 180°

S (B—1). o V=

a=29m, — 230, r =2 m, a® = 3440, — 231, a) A=

délenfm A:a=R:r. b) V=1a (RR—r?) =
A+a

360 .
—232.a) 1 (— — 1). b) 5 (37—13).

=la(R—r)(R4+r)=(R—r)-

¢) a® (-3--— -[) d) P = 2P, — P,, kde P, je obsah vysee ASP, P, obsah
A CDS; & ASD ==5310'. Vyjde 18,2 cm®. ¢) a® (- — 1).

III. Objemy a povrchy jednoduchych t¥les.

1. Z4kladnf vlastnosti objemu.

234. a) ZvétSenf povrchu nenf dano Z4dnym néisobkem ptivodni hod-
noty nezavislym na rozmérech; objem se zv&t$f h-.k.l-krat. b) Objem se
zvEtsf 13-krat; je-li h = 10, zv&tsf se 1000-krat. — 235. Objem se zv&ts{
o €(ab +bc+ca) +e(a+b+c)+ e V numerickém piklad® je
V =105, V' =100008,00017..., V'—V =8,00017...==(ab + bc +ca)-e=
=8, — 236. Povrch se zvét§si o 4 (a + b + ¢) € + 6¢%; ptibliZné o
4(a+b+c)e.—237. V' ==7,65, V'==7,79, 0 =0,14; V> V" —p, VL

'<V’+e———238.a)S=2(ab+bc+ca);b)s=ﬁaz-_239'a)s=%;—.’
V= 3u=V2 b)S =22 v -0 _ 240, v=810cm’. — 241 V =

49 ° 343
= u"cos2 sing sinf (== 105).— 242.V =1u,3 sina - sin— - tgf (= 58,6 dm?). —
' ' 2“8 2
— 3 —
243. a) iz, %z, iz dm; b) Zz]/5 dm; c) 12}2? dm?, kde = = 12 \/ 12, — 244,

~ \PPFy u - | R RS
P,P,P, b ¢
= 17 cm., — 245, 6 m, 10 m. — 246. a) cosa = ——, cosf = o oSy =3

s numericky V = 864 cmd,

u
e

2. Objem hranolu a valce.

b)a3+b2+c'4=u;c)a— , b= —

247. a ——V (— 34,2 cm). — 248. v = 2p, — 249. V = 13 cotg?p
(= 5‘;0) — 250. Oznaéime-h x velikost poboéné hrany, je AA'C'C = 3 azx,
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BB’D'D ax. — 251. 2016 dm? — 252. S’ = 3 ab, V = 1 a%]/3. — 253,
V = cotg -2- — 254. Zakladny lichob&Znika jsou a =r (1 + cotg )

b=r (1 + tg —2—), vy$ka je 2r. Uhloptitka je u =]/a2 +4r3, V=r(a+b)-u

(=3860) —255. S = S0 + 302 |/3 (= 84 /3 dm?). — 256. 2000 dm?®. —
957. S’ = 2mrv; S = 2m’(r +0). —258. V=0 —259.a)a:b;b)1:1;
¢) (a® + 2ab) : (2ab + b?). — 260. a) kl-krat; b) kl-krat. Jeli k =1,
vzroste plast k*-krat, povrch k2-krat, objem k3-krat. — 261. a) 2z (r + v+ ¢)e;
b) 2n 3r +v) e +4nw &; c)mr (2v +r) e + 7 (2r + v) € + ;ed, — 262,
3

\P?:54m.—263.1 (1 __—1-). — 264. Asi do vyge 34 mm. — 265. a) V, =

1z

s P
= fl%‘;— -0, b) Vy = V; —rtvcosa, kde sina = —i- Numericky a® == 41950,
V, =218 dm?, V, =70 dm3, — 266 r=2 —267.ry:r,.—268. 1y :ry. —
3
269. V= 2% 270, V=2 (_— Vz)~ numericky 2,1 m?.
4sin®—
n
4. Objem jehlanu a kuZele.
271. V = $® cotga cotgf (= 36 V§ dm?). — 272, V = »;—bs sing cos?f -

. sinf-cosﬁ(= 30,5 dmm?®). —273.2) V = GL‘:_; b) V= la3[/_.——274. Rovina

o d&lf hranu CD ve dv§ tGsec¢ky, jejichZ pomdér je 3:5. — 275, a) S = — 1/5;
b) V= -2'1—4]/‘. — 276. Pobo¢né stény, jejichZ jedna hrana je a, maji sténovou
vysku 15 cm, poboéné stény, jejichZ jedna hrana je b, majf sténovou vysku
2 — — —
13 cm. §' =768 cm? — 277. S = (/15 + |/12). — 278. P = 202|/3,
S = 6v3., — 279. Hrany jsou v poméru 3 :1, povrchy v poméru 9 : 1. —
280. V = 2. — 281. Vykop4no bylo asi 291 m?® zemé&, k vybetonovani je
T
cotg—
=, — 283.
7T

sin —
n

tfeba asi 23,6 m3 betonu. — 282, V = 2—2 (a® — a'3) tga -

1716 dm?. — 284. Podstavné hrany jsou a, =Vn—4—+—2N—cgsf, ay =l/l—w—:12—v—c-°—5(—1,
pobotna hrana je } (@, — ag) |2 + tg?a. —285. V = 13680; S" = 1920. —
286. Vyska komolého jehlanu je v = %V%Qi4,472; V =55. —
287, a) s = v? 4 r2. b) Plast se rozvine v kruhovou vyseé¢ o oblouku

2nr a poloméru s; stfedovy thel (v mife obloukové) je tedy ZZ_" a obsah
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vysede je 1. 2:’ =anrs. ¢) S = war + ars = nr (r + s). — 288, a) a = x;

b)a =147 =4,3982...; a®==2520. —289.2)1:2;b)1:2;¢) [/3:6. —

290. Pomér povrchu je b (b +c¢):a(a +¢): a—b(a—j_—ﬁ; pomér objemu

b
b:a'g—

-
291.
r v s a P’ P S \ %4
95,6 902
a) 19,78 cm|28,3 cmu 30cm| 7I° 293(:::12 ’cgz 381::12 cz"

b) 9,33 cm| 20 em | 22 cm] 65° | 646cm? | 273 cm?| 919cm? [1823 cm®

c) § 11 em |18,3cm|21,4cm] 59° | 738cm? | 380 cm? {1118 cm?2320 cm?

d) |4,4cm] 5 em ]6,6 cm| 48°50’ |91,2cm? | 60 cm? |151,2cm? 100 cm®

3 4 5 53°10’ | 15% o

e) — —
3 12 | 7)3 |81°50'| 21z 37

24n 12

292, V = -’% (tga — tgf); numericky V = 230 din3. —293.y = v (1 ——’;CT),

V=ywx2(1 -—é) —294. a)p = 8,9; b) R = 15,5, r = 6,2. — 295.a) o je
stfedni pricka lichob&Znika. b) Oznacfme-li s;, s, strany celych kuZeld, je
Sy 15, =Rir t.j. s :(55—s) =R:(R—r), &ili s, = E%, a podobns

sr
Sg = R—

viz a). —296. S’ =R (R+ % S=aR +art + (R +1)% V = %(32 +

+ Rr + I")]/'2—Rr. — 297, §' = §+ s2cosa; V = n_;f(::’——_—l; sina cosa.
— 298. Oznaéfme V; < V, < V5 objemy vzniklych komolych kuielﬁ platf
V, = ;—"1-’(19 12+ 7R + RY); V, = —-(7r2 + 18R + 7R); Vy =32 (% +
+ 7rR + 19R?); numericky V| = 228 7, Vo =444m, Vg = 732:1: — 299.

3R 1 13 ST o
Polomér fezu je \/R Rl , Vy8ka je rozdélena v poméru: ( VIR ;'r —r):

Je tedy mRs; — arsy, =

2—r?) =ms (R 4+ r); dale

2

SR+ ve s
: (R— \/———2——) (poc¢inaje od mensf podstavy). Numericky: polomér fezu
je 6,60; pomér useku vyléky je asi 13: 7. — 300. Objem komolého kuZele je
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V = Ias®sinacos’a, objem vybraného kuZele V; = lms®sinacos?a. Zbyla
¢ast ma objem V— V; = 2zs? sina cos?a. Numericky: V— V; = 1484 cm?.

6. Objem a povrch koule a jejich ¢asti.
301. a) k3-krat; b) k®-krat. — 302. a) O 8nre + 47e?; b) o 4mre +
+ €¥(4nr 4 4me). Pti zanedbani ¢lend s € a &8 jsou piirastky §vre, 47mr2e;
numericky 8nre = 0,503, 47tr2e = 2,51. — 303. VS :6:4.—304.v = 2r,. —
305. Oznaéime-li V; objem koule, V, objem valce, V; objem kuZele a V,

objem krychle, je V;: Vy: V3: V, = —;— VT2% %—3— — 306. Je-li d pramér
3
niti, D primér klubka (oboje v mm), je délka mtl (vmm) x = 33,, nume-

ricky @ =24300 m. — 307. a) 6]/2 17; b) 36V4 289. — 308. Tloustka

_ 33, — 1, 33(Mys— My — M,s), Lo
stény je x = y yr — P ; numericky: =1 cm.
309. Poloméry duté koule j Y VAN VRS A
— . Poloméry duté koule jsour; = 1 7_:7—?_*_5”2“? e

—1t; numericky r; = 10 cm, ry = 7 cm. — 310. JeZto r2 = r2— (r—v)? =
3
=2r0—1? je U = ’%(352 +0?) = "T” (3r —v). — 311. Vyse& se slozf

pfiblizné z jehlant, které majf vysky pribliZn& rovné r a soucet jejich pod-
stav je obsah P kulového vrchliku Je tedy 2zrv = ir.P. — 312. Vyska
mendf tsece ]e 2r; pom¥r objemu je 7 : 20. — 313. Asi 341 —314. V =

= 47 (12 — @2)2, S = 4na(r + g)]/r2— 0® Numericky: V=8 = 1087!]/3. —
315. V = f—[(r — )2 (@2r + v)) — (r —vo)? (2r + vy)]; numericky: V =

=70 dm3., — 316. P — 27rv, kdev = L+_ numericky: asi 160 000 km2.
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Rejstiik geometrie.

Axiom 87

Bod samodruZny 116
— vnitinf poloprostoru 98

Cast jehlanové plochy pfilehl4 k ¥dicimu
mnohothelniku 131

— kuZelové plochy ptilehl4 k fidicf kruZ-
nici 138 :

Hslo ® 159—161

Délka posunutf 122

Hrana hranolové plochy 125
— jehlanové plochy 130

— klinu 113

— trojhranu 114

hranol 128

Incidence 87, 88
Jehlan 133

Klin 113
kruZnice ¥{dicf kuZelové plochy 138
kuZel (kruhovy) 139

Mimobé&zky 90
mnohothelnfk ¥{dicf hranolové plochy 125
- — jehlanové plochy 130

Objem mnohosténu 167
oblouk kruZnice 162
obsah kruhu 159

— mnohothelnfka 145
osa soumérnosti 122

Plocha hranolov4 (n-bok4) 125
— jehlanova (n-boka) 130

— kuZelovi 137

— kuZelova rota¢nf 138

— vélcova (rotaénf) 135
podstava hranolu 128

—- jehlanu 133

— vélce 137

poloprostor 98

poloprostory opaéné 100
posunutf rovnobéZné v prostoru 121
povrch hranolu 128

— jehlanu 133

princip Cavalieriho 175

promitinf rovnobé&Zné volné 88
prostor hranolovy 125

— jehlanovy 130

— kuZelovy 138

— vdlcovy 136

prise¢ik dvou p¥fmek 90

— pifmky s rovinou 90
priseénice dvou rovin 90
pfimka hranolové plochy 125
— jehlanové plochy 130

— kolm4 k roviné 106

— kuZelové plochy 137

— rovnobé&Zn4 s rovinou 90
— riiznobé&Zn4 s rovinou 90
— vélcové plochy 135

— vrcholov4 127, 132

Reprodukovénf itvaru 124
rovina hlavn{ vrcholova 139
— hraniénf poloprostoru 98
— kolm4 k pffmce 105

— opérni 131

— soumérnosti 116

— styéna 127, 132

— vrcholova 127, 132, 136, 138
roviny navzijem kolmé 103
— rovnobé&Zné 90

— riiznobézné 90
rovnobéziky 90

riznobézky 90

Shodnost v prostoru 121

smér posunut{ 122

soumé&rnost podle osy (osova) 122
— podle roviny (rovinovi) 116
— podle st¥edu (stfedova) 123
sténa hranolové plochy 126

— jehlanové plochy 130

— Kklinu 113

— trojhranu 114

— pobotna 128, 133

strana trojhranu 114

stfed soumérnosti 123

Transitivnost rovnobé&Znosti pffmek 95
trojhran 114

Uhel dvou pfimek 112
— dvou rovin 103
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thel klinu 114

— pHmkKy s rovinou 109

— trojhranu 115

uspofadani bodi v prostoru 94
utvar konvexnf 113

— soumérny podle roviny 118
Gtvary shodné 119

Valec 137

vlastnosti incidence rovnobé&Znosti met-
rické 94

vnitfek hranolového prostoru 125
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vnitfek hranolu 128

— jehlanového prostoru 130
— jehlanu 133

— klfnu 113

— kuZelového prostoru 138
-~ poloprostoru 98

— vélcového prostoru 136
vrchol jehlanové plochy 130
— kuZelové plochy 138

— trojhranu 114

vyska lichob&Znika 149

,~— trojihelnfka 148
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