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§ 1. Obsah mnohothelnika. Povrch“a objem kolmého
' hranolu.

Vite, Ze obsah obdélnika dostaneme, zndsobime-li oba
rozméry. Pfi tom si musime zvoliti ur¢itou jednotku délky a vyjad-
Fiti oba rozméry v téze jednotce; obsah pak vyjde v plo$né jednotce
piislusné zvolené jednotce délky. Toto dilezité upozornéni plati také
pro vypocet obsahu jinych rovinnych obrazcit a je nutno miti je stale
na paméti, a¢ nebude v dalsim uz vyslovné uvadéno.

Za¢énéme pravouhlym trojihelni-
kem. V obr. 1 mame pravothly troj-
thelnik 4BC s pfeponou 4B. Zvolime
si uréitou jednotku délky a oznacime
si @, b délky odvésen BC, AC, vyjadiené
v této jednotce. Vedeme-li bodem B
rovnobézku s p¥imkou AC a bodem A
rovnobézku s primkou BC, protnou se Obr. 1.
tyto rovnobézky v bodé D a vznikne
nam obdélnik ACBD. Trojahelniky ABC ABD jsou shodné (proc¢?).
Tedy maji stejny obsah. Z toho plyne, Ze obsah trojuhelnika ABC je
polovina obsahu obdélnika ACBD, jehoZz rozméry jsou a,b. Tedy
obsah pravothlého trojaihelnika s odvésnamia, b je

B

O

o A

1 . a .
~—2—ab neboli 2 b neboli a 5
V obr. 2a, 2b mame obecny trojuhelnik EFG. V obou obrazcich
je vyznalena vyska HH trojuhelnika EFG piislund strané F@.
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Slovem vySka (pfislusna strané £'G) budeme viak nyni rozuméti také
délku EH tGsetky EH. Trojahelnik EFG v obr. 2a je vyskou EH
rozdélen na dva pravouhlé trojahelniky a obsah trojahelnika EFG
dostaneme, secteme-li obsahv obou pravotihlych trojihelnikd. Po-

lozme
FG s, KH -= v

d}ﬂe hudiz
/ I . /i1

FH - s, (H - 5, tedv & = 5, = 6.

.- H G G H

Obr.” 2a. Obr. 2b.
v
Pravouhly trojihelnik #FH ma obsah s; —; pravodhly trojihelnik

) ) , . " .
KGH md obsah s, -5-; tedy obsah trojihelnika HFG je

K témuz vysledku dospéjeme u trojihelnika KFG z obr. 2b, jehoz
obsah je patrné rovny rozdilu obsahi pravothlych trojabemika EFH,
EGQH. Zase polozme

dile budiz
FH = s, GH ==s, tedy s — 3, = s.
Obsah trojahelnika EFQG je

8 — = Sy = (8 - 5y) - =9 5

Vysledek: Je-li s délka jedné strany trojihelnika a je-li v
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prislusna vyska, obsah trojihelnika je
2

v neboli s

ol

1 .
& Sv neboli

Slovy: obsah trojahelnika je poloviéni soucin strany s pti-
sludnou vyskou, neboli souéin poloviny strany s prislusnou
vySkou, neboli souc¢in strany s polovinou pfislusné vysky.

Jakmile umime vypodisti obsah trojihelnika, miZeme také vy-
podisti obsah libovolného mnohotihelnika, nebot kazdy mnohothelnik

S
T D ¢

P Q A H B

Obr. 3. [Obr. 4.

d4 se rozdélit na trojihelniky. Na p¥. pétiahelnik PQRST v obr. 3 je
rozloZen na tii trojahelniky a obsah kazdého z nich se da urécit, zmé-
Fime-li jednu stranu, jakoZ i pfislusnou vysku. Obsah pétithelnika
PQRST je polovina vyrazu

PR.QL + PR.SM 4 PS.TN.
Obsah kazdého ¢tyrahelnika se dé urditi tim, Ze si jej nékterou
uhlopritkou rozdélime na dva trojahelniky. U lichobéznika vede

tento postup k vysledku, ktery si zapamatujte. V obr. 4 mame licho-
béznik ABCD. PoloZzme

AB =3, CD=s,

a oznatme si v vzdalenost obou rovnobézek 4B, CD, takZe v obr. 4 je
CH =v, AK =y,

V trojahelniku ABC je CH vyskou piislunou strané AB a proto jeho

8
obsah je "ol v; v trojuhelniku ACD je AK vySkou piisluinou strané
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CD a proto jeho obsah je —23 v. Tedy obsah naseho lichobéZnika je

8 8+ 8
v.{.._&lv::_l___Zv
2 2 2

Obé rovnobézné strany lichobéznika se obyclejné nazyvaji jeho za-
kladnami a vzdalenost obou rovnobéZek se obycejné nazyva vyskou

‘lichobéznika. Proto mtZeme takto vysloviti vysledek, ke kterému
jsme dospéli: Obsah lichobéZnika je soud¢in poloviéniho
gouctu obou zakladen s vyskou.

H L 6

Obr. 5. Obr. 6

Pii odvozeni vzorce pro obsah lichobéznika ABCD jsme uzili
t6é okolnosti, ze strany 4B, CD jsou mezi sebou rovnobézné, ale ne-
uzili jsme té okolnosti, Ze strany AC, BD nejsou mezi sebou rovno-
bézné. Proto vysledek, ke kterému jsme dospéli, plati nejen pro licho-
béinik, nybrz také pro rovnobéznik. Dokonce ho mtiizeme uziti na
rovnobéznik dvojim zpisobem. Obsah rovnobéznika EFGH z obr. 5
miZeme uréiti tak, Ze za zakladny povcuu]eme strany EF,GH,

prlslusna vyska je v obr. 5 oznacena KL. Je-li EF = a, je také
GH = a, takie poloviéni soucet obou zakladen ]e zase . Tedy obsah

rovnob&Znika EFGH v obr. 5 je soudin EF .KL. Druhym zptsobem
najdeme tyz obsah, povazujeme-li strany EH, FG za zékladny; obsah
vyjde ve tvaru soudinu EH . MN. U rovnobéinika méme dvé v ysky;
jednou vyskou je vzdilenost jednoho paru rovnobéznych stran (mé-
fend na kterékoli spoletné kolmici), druhou vyskou je vzdalenost
druhého paru rovnobéinych stran (zase méiena na kterékoli spole¢né
‘kolmici); vyska piislu§nd urdité strané je vzdalenost této strany od

e 14

strany protéjsi. Vysledek, ke kterému jsme dospéli, da se tedy vyslo-
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viti takto: Obsah rovnobéznika je souc¢in kterékoli strany
s piislu§nou vyskou.

Pravé vysloveny vysledek d4 se  odvoditi také jinak (viz obr. 6).
Je-li dan rovnobéznik LMNP, spustme s bodi L, M kolmice na
ptimku NP a oznatme @, R jejich paty. Vznikne nam obdéinik
LMRG@. Tento obdéinik dostaneme z rovnobéinika LMNP, kdyz
napted pripojime trojuhelnik LPQ a potom ubereme trojihelnik
MNR. Avsak LPQ =~ MNR (pro¢?). Tedy obsah rovnobéinika
LMNP ]e roven obsahu obdélnika LM R@ neboli je roven soucinu

LM . LQ a to jsme chtéli odvoditi.

Budiz dan jakykoli kvadr. Zvolme si ur¢itou jednotku délky
a ozna¢me a délku, b Siftku a ¢ vySku naseho kvadru, vyvjadiené ve
zvolené jednotce. Vime, Ze objem kvidru, vyjadieny v objemové
jednotce piislusné zvolené jednotce délky, rovna se soucinu abe. Tento
soudin muZeme poditati tak, Ze napfed zndsobime mezi sebou ¢isla a, b
1 co vyjde, znasobime ¢islem c¢. AvSak ad je obsah podstavy (horni
nebo dolni, nebot obé podstavy jsou shodné) vyjadieny v plodné
jednotce piislusné zvolené jednotce délky. Tedy objem kvadru dosta-
neme, znasobime-li obsah podstavy vyskou.

Vysledek, k némuz jsme dospéli, je spravny nejen pro kvadr,
nybrz pro libovolny kolmy hranol. Tedy: objem kolmého hranolu
dostaneme, nisobime-li obsah podstavy vySskou hranolu. Slovem pod-
stava zase muZeme rozumsti budto podstavu dolni nebo také horni,
nebot obé podstavy jsou shodné. Také o volbé jednotek délky, obsahu
a objemu plati stale totéz, co jsme si pravé fekli u kvadru.

Dtkaz vzorce pro objem kolmého hranolu provedeme napied pro
pripad, Ze podstava je pravouhly trojthelnik. Mysleme si, %e pravo-
uhly trojahelnik ABC v obr. 1 je dolni podstavou kolmého hranolu,
jeho? vyska je v. Je-li pravouhly trojuhelnik ABD v obr. 1 dolni
podstavou kolmého hranolu se stejnou vyskou, tvofi oba ty trojboké
hranoly dohromady kvadr, jehoZ dolni podstavou je ebdélnik ACBD.
Je-li P obsah tohoto obdélnika, vime, %e objem kvadru je Pv. AvSak
oba nase trojboké hranoly jsou shodné, takze objem kazdého z nich je
polovinou objemu kvadru. Tedy objem hranolu s podstavou ABC je
soutin $P .v, a to souhlasi s vySe vyslovenym obecnym vzorcem,
nebot 3P je obsah trojuhelnika ABC.

Déle si mysleme, Ze trojihelnik EFG v obr. 2a nebo v obr. 2b
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je dolni podstavou kolmého hranolu s vyskou ¢. Budiz P obsah troj-
thelnika KFG; P; budiZz obsah trojuhelnika EFH, P, budiZ obsah
trojuhelnika, EGH. V piipadé obr. 2a se na$ hranol skldda z hranolu
s dolni podstavou KFH a z hranolu s dolni podstavou EGH, pii ¢emz
vys$ka obou hranoli je v. ProtoZe trojahelniky EFH, EGH jsou pravo-
ahlé, vime, Ze objemy hranolit nad nimi postavenych jsou Pyv, P,r.
Tedy objem hranolu postaveného nad trojahelnikem EFG je

Pw 4 Py = (P, + P))v = Pv

v souhlase s vySe vyslovenym vzorcem. K témuz vysledku dojdeme
podobnou Gvahou také v pfipadé obr. 2b, kdy objem hranolu posta-
veného nad trojihelnikem EFG vyjde ve tvaru

P — Py = (P, — Py) v = Pv.

Nyni si snadno rozsifime na§ vysledek také na kolmy hranol,
jehoz podstavou je libovolny mnohothelnik. Budiz na p¥. pétitihelnik
PQRST v obr. 3 dolni podstavou kolmého hranolu s vyskou v. Je-li P
obsah pétiahelnika a jsou-li P,, P,, P; obsahy trojahelniki PQR,
RSP, PST, je objem naSeho hranolu roven

P + Py + Py = (P, + P, + P;) v = Pu.

Povrch kolmého hranolu je zfejmé dan vzorcem

2P + @,

kde P znamena obsah podstavy a € znamend plast, t. j. soutet obsahu
viech poboénych stgn. PIasf kolmého hranolu je soudin obvodu pod-
stavy s vyS8kou. Odvodme si to tfeba pro hranol s vyskou v postaveny
nad pétithelnikem PQRST v obr. 3. Kazda poboéna sténa je obdél-
nik, jehoZ obsah je soudin zékladny s vySkou. Proto je

Qrzl—D—Q-.v—l—(-?E.v-i—I—Z_S—.v-i—g_f.v—i—ﬁ.v:
= (PQ + QR + RS + ST + TP) v = ov,

kde o znamenda obvod podstavy.

Cviceni k § 1.
I. Obsah mnohothelnika.
1. Sestrojte si trojuhelnik ABC . tak, aby bylo AB = 85mm, BC =
© = 172mm, AC = 9 cm. Zmé&ite petlivé vSecky tii vySky a urlete trojim
zptisobem obsah trojahelnika. Souhlasi navzéjem vSecky ti#i vysledky?



2. Sestrojte si rovnobéznik DEFG tak, aby bylo DE = 63 mim, EF =
=: 8 em, <t DEF = 75° Zmdite pedlivé obé vysky a uréete dvojim /plunbem
obsah rovnobéznika.

3. (Viz obr. 7. ktery vysvétluje oznadeni; HP, KQ, LR jsou vySky
trojubelnika, HKL.)

a) Je-i HK = 12 em, LR = 1% cm, ¢emu se rovna obsah trojuhelnika
HKL?

b) Ma-li HKL obsah 112 e¢m? a je-li KL == 14 cm, ¢emu se rovna HP>

e) Je-h HP = 5cm. HL = 6 em. KQ == 4 cm, ¢emu se rovnd K17

L

Obr. 7. Obr. 8.

4. Narysujte si podle obr. 8 vlastni obrazec, ve kterém je jednotka
1 em. Vypocltéte, jaky je ve vaSem obrazci obsah trojuahelnika STU. Potom
vypottéte, jaka md byti ve vaSem obrazei vzdalenost bodu 7' od piimky ST
a preméite tuto vzdalenost. (V obrazei je SV I VU.)

5. a) Narysujte si kosoétverec ABCD tak, aby bylo AC = 8 em,
BD = 6 cm a urdete jeho obsah.

b) Dokazte, Ze obsah kosoétverce je polovina souéinu obou uhlopticek.

¢) Kosoétverec mé obsah 196 cm?; jedna uhlopncka, je polovinou druhé.
Uréete délky obou uhlopiicek.

6. Délky ‘zikladen lichob&Znika jsou 34,8 cm; 25,6 cin. Vyska licho-
béznika je 18,4 cm. Uréete obsah lichobéZnika.

7. Délky zékladen lichob&Znika EFGH jsou EF = 14 c¢m, GH = 6 ¢ m;
obsah lichobgZnika je 72 ecm?. Urlete obsah trojuhelnika FGH.

8. Narysujte si podle obr. 9 vlastni obrazec, ve kterém je jednotka
1 em. Vypoctéte obsah lichob&Zznika KM NQ. Dale vypoététe obsah rovnobé&i-
nika KLPQ a trojihelnika LMN, LPN. Urdete, jakd mda byti vzdalenost
bod M a P od ptimky LN a piemsite ob8 vzdalenosti.

9. Rovnob&inik ABCD mé obsah 23,52 dm?; jest AB = 49 cm, AD =
= 56 em. Vypoététe obé vysky rovnobéinika.
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10. (Viz obr. 10, ktery jen vysvétluje oznaeni.) Je-li EU = 238 m,
FU = 316 m, RIS == 95 m, IKF = 174 m, F'S = 82 m, urdete obsah &tyrthel-
nika RSTU. (V obrazci je EU | RS, TF | RS.)

11. Narysujte si libovolny pétithelnik (dosti veliky) a urete aspoil
dvojim zphsobem joho obsah.

QP55 N

K * L 7 M
Obr. 9. Obr. 10.

1. Kolmé hranoly. (Viz té% cvic. k § 2, 53 az 56.)
12, Podstava kolmé¢ho hranolu je lichob&Znik A BCD zndzornény v obr. 4;
vyska hranolu je 8 dm. Je-li AB = 7dm, UD == 4dm, CH = 3 dm, urdete

objem hranolu.

.
13. Nadoba mé tvar kolmého hranolu, jehoZ podstava ma obsah 8,4 dm?.
V nadobs je 5,46 1 vody. Do jaké vyse saha voda v nddobd?
14. Roura mé tvar kolmého hranolu s obsahem podstavy 42 cm?. Rourou
protéka voda rychlosti 1,25 1n za vtelinu. Kolik vody vytete za minutu?

15. Kolmy hragnol mé povrch 13,25 m? a objem 5,625 m3; vyska hranolu
je 2,6 m. Uréete obvod a obsah podstavy.

§ 2. Pythagorova véta.

V tomto paragrafu si odvodime vztah mezi délkami viech ti
stran pravouhlého trojuhelnika, ktery je jednim z nejdulezitéjSich
vztahi celé geometrie. Rikd se mu Pythagorova véta, protoze pry ji
objevil Pythagoras, matematik a filosof z feckého ostrova Samu, ktery
zil v 6. stoleti pf. Kr. Kolem r. 540 pf. Kr. se usadil Pythagoras v jiZni
Italii a zaloZil proslulou $kolu, kterd dala Rektim mnoho objevii geo-
metrickych a jinych. Zaci Pythagorovi se rozptylili po smrti svého
slavného uditele a roznesli tak zndmost jeho jména po celém tehdy
znamém svété.
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Abychom dosli k Pythagorové véteé, oznac-

me si (viz obr. 11) jako obvykle a, b délky @
obou odvésen, ¢ délku pfepony, «, g velikosti

B A c b
obou ostrych twhli. Dale si narysujme dva
shodné c¢tverce E\F,GiH, (viz obr. 12) a (]
E,F,G,H, (viz obr. 13) s délkou strany a + b. a
Ctverec E,F,G4H, je v obr. 12 rozdélen na Obr. 11.

¢tyfi  trojuhelniky shodné s trojahelnikem

z obr. 11 a na dva vycarkované CcCtverce, jejichz strany maji
délky a, b. Ctverec E,F,G,H, je v obr. 13 rozdélen zase na ctyti
trojuhelniky shodné s trojihelnikem z obr. 11 a na vycéarkovany &tyr-
uhelnik, jehoz strany maji délku c; jeito o + B = 90°, jsou viecky
thly naSeho ¢tyrahelnika pravé, takze je to &tverec.

a b

H 6, A

b b a

S 7,

S /

97 / /

a //;%///// a
7

g 4’/’//// // b
£ a b F, E,

Obr. 12. Obr. 13.

Tim jsme dokézali vétu: Ctveree nad pfeponou pravotihlého troj-
tihelnika se rovna souctu ¢étvercii nad obéma odvésnami. To je pravé
Pythagorova véta, ktera se da vyjadriti vzorcem

a? 4+ b? = 2,

Podle Pythagorovy véty mtzeme vypocisti délku tieti strany pravo-
uhlého trojahelnika, zname-li délky ostatnich dvou stran. Obecné je

c=la+ 2 a=lc—0 b=c—a, *)

ale je zbytefné uciti se zpaméti témto tfem vzorcim. Staéi si dobie
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rapamatovati zikladni tvar véty a® + b? = ¢, ze kterého tvary (*)
snadno plynou. ProtoZze délky stran pravotihlého trojihelnika je casto
vhodné oznaditi jinymi pismeny nez pravé a, b, ¢, je nutné pamatovati
si také slovni znénf Pythagorovy véty.

Vime, Ze u pravothlého trojahelnika muaZeme, znime-li dvé ze
tii stran a, b, ¢, poditati tieti podle Pythagorovy véty. Ve spojeni
s jinymi pouckami muZeme Pythagorovy véty uziti i k jinvm vy-
poctiim. Viimneme si na pt. vypoétu vysky. Vyskou pravothlého
trojuhelnika rozumime obyéejné vysku piisluSnou preponé (na pf.
délku CH v obr. 14), protoZe vyska p¥islu$ni odvésné splyne s druhou
odvésnou. Oznacime-li vysku pismenem v, je obsah trojihelnika 4BC

v obr. 14 jednak 4cv, jednak dab.

Proto plati u pravoahlého trojuhelnika vzorec

& Zname-li dvé strany pra-
QL.C vouhlého  trojuhelnika,
vypocteme si tfeti podle

a

cv = ab.

3 H Pythagorovy véty, nadez
s t  mlzeme vypocisti vysku
A H B I3 v takto:
‘ ab
Obr. 14. Obr. 15. v = '

Pythagorovy véty mizeme uziti také na pi. u obdélnika, nebot
uhlopiitka rozdéli obdélnik na dva pravothlé trojuihelniky. Jsou-li
rozméry obdélnika a, b a je-li w délka Ghlopficky, je patrné

U = Vaz -+ b2,

Pythagorovy véty miZeme uziti také na rovnoramenny troj-
uhelnik, nebot vyska prislusnd zakladné rozdéli rovnoramenny troj-
thelnik na dva pravouhlé trojuhelniky, z nichz kazZdy mé za pre-
ponu rameno daného trojihelnika a za odvésny polovinu zakladny
a vySku piislu§nou zakladné.

Co jsme si fekli o rovnoramenném trojuhelniku, plati také pro
trojuhelnik rovnostranny. V obr. 15 mdme rovnostranny trojtihelnik
EF@ rozdéleny vyskou na dva shodné pravouhlé trojuhelniky EFH,

EGH. Polozme BF — s, FH — 0. FH— 1.
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Vime, ze s = 2{. Podle Pythagorovy veéty je vSak 2 4 v* = §* Ale
8% = (21)2 == 2, tedy 2 + v? = 4t*, 7 ¢ehoz ¢? = 382, tedy v = VS St
neboli

coZ je vzorec, podle kterého mazeme pocitati vysku » rovnostran-
ného trojahelnika, zname-1i délku strany s (Délky vsech tii
vysek rovnostranného trojaliclnika jsou si ovsem rovny.)

Uhly trojtbelnika EFH jsou 30°, 60°, 90°; proti nim lezi strany, =
jejichz délky jsme oznacili ¢, v, s. Pravé jsme odvodili dulezity vztah
t:v:8=1 :],/33_:2;
tento vztah plati pro strany kazdéh o trojubelnika s ahly 30°, 60°, 90°.
Nebot je-li dan takovy trojuhelnik EFH (viz obr. 15) a piipojime-li
k nému trojubelnik soumeérné sdruzeny podle osy EH, dostaneme

rovnostranny trojuhelnik, ve kterém je H vyskou.

V obr. 16 mame znovu rovnostranny
trojibelnik EF(, ve kterém jsou tentokrat
vyznaeny vSecky t¥i vysky EH, I'K, G L.
Vite, zZe tyto tii vysky se protinaji v jed-
nom bodé, ktery je v obr. 16 oznacen S.
Vysky rozdéli trojahelnik EFG na Sest
shodnych trojuhelnikd s thly 30°, 60°,
90°. Z toho plyne, ze

SE — SF — 5 — 1,
SH = SK = SL = }v,

Obr. 16.

kde v znamena spole¢nou délku vSech tii vysek. Proto je bod S stfedem
kruznice opsané i stiedem kruznice vepsané, polomér opsané kruznice je

=

., '3
v ="—38
3
a polomér vepsané kruZnice je
/3
gV = ——§
6

kde s znamena délku strany.
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V predchazejicim se ndm nékolikrat vySkytlo &isto Vg- Pama-

tujte si, Ze zaokrouhleno na ¢étyfi platné cifry je
V3 = 1,732,

V obr. 17 je trojihelnik ABC s Ghly 45°, 45°, 90°, tedy pravouhly
rovnoramenny trojihelnik. Z Pythagorovy véty sami snadno odvo-
dite, Ze strany naseho trojihelnika jsou v poméru

1:1: )2
Pamatujte si také tento vysledek a rovnéz si pamatujte, Ze zaokrouhle-
no na &tyfi platné cifry je éislo
/2 = 1,414.

~
-~
~
~o
-~
S~
S~
~
~ao

~~.
~~
~—.

—"’.
-
——

Obr. 17. Obr. 18.

Pythagorovy véty miiZeme uziti u rozmanitych aloh o kruznicich. -
BudiZ na pt. ddn vné kruznice & (stfed §, polomér r) bod 4 ve vzdale-
nosti d od stfedu (viz obr. 19). Z bodu A lze ke kruZnici £ vésti dvé

' tecny; jsou-li 71, T, jejich body do-
tyku, vime, Ze obé usecky AT,, AT,

& jsou stejné dlouhé. Délku ¢ kterékoli

z téchto dvou ftsetek nazyvame

4 kratce délkou teény z bodu 4 ke

kruznici k. V obr. 19 je AST,

pravouhly trojuhelnik, takZe podle

2 - Pythagorovy véty je ¢+ r?=d?
Obr. 19. tedy ¢ = de 2

Pythagorovy véty lze uziti také pii ¢etnych tdlohach o télesech.
Vsimnéme si na p¥. kvddru zndzornéného v obr. 18. Dejme tomu, Ze



rozméry kvadru jsou

LM = 6.cm, MN = 3cm, LR = 5 cm
a Z%e chceme vypodisti délku thlopticky NR. Zvolme 1 em za jednotku
délky. Svisla piimka LR a vodorovna pfimka LN stoji na sobé kolmo,
takze trojuhelnik LN R je pravothly; podle Pythagorovy véty je

NR2 = LN? + LR? = LN* + 25.

Dale soudime podle Pythagorovy véty z pravothlého trojahelnika
LMN, e

LN? = LM? + MN? — 6% 32 — 45,

Obr. 20. " Obr. 21.

(Tedy LN = V4o ale vy pocet této odmocniny je pro n nas ucel zby-
teény.) Dosadime-li za LN? do hotejsiho vyrazu pro NR2, dostaneme

NR? — 45 + 25 — 70; NR = |/70 = 8,36.
Tedy délka thloptitky NR je 8,4 cm s chybou mensi nez 1 mm.

Je zfejmé, Ze rovina vedend sttedem S kulové plochy protne tuto
plochu v kruznici, jejiz stied je S a jejiz polomér se rovna poloméru
kulové plochy. Takové kruznice na kulové ploSe se jmenuji hlavni
kruznice kulové plochy (viz kruznici £ v obr. 20). Vedle hlavnich
kruznic jsou na kulové plose jesté vedlej&i kruznice, které maji
stted rdzny od stfedu kulové plochy a polomér mensi nez je polomér
kulové plochy.

V obr. 21 je znazornéna kulova plocha se stfedem S a polomérem 7,
déale rovina g, kterd neprochazi sttedem S, ale jejiz vzdalenost d od
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“bodu § je mensi nez . Spustine s bodu 8 kolmici na rovinu ¢ a oznaéme

T jeji patu, takze ST == d. Lezi-li bod X i v rovin¢ p i na kulové plose,

vznikne pndm pravoGhly trojuhelnik STX, jehoX pirepona SX mé
délku 7, kdeZto jedna odvésna ST' ma délku d. Podle Pythagorovy
véty mé druhid odvésna délku

IX o Y, (%)
Obricen¢ budiz X takovy bod v roviné o, 7e plati (*). Podle Pytha-
gorovy véty je

SX2 = ST2 + TX2 = d2 + (fr? —d?)2 = d? + (2~ d2) =12,

tedy SX = r, takZe bod X lezi na kulové plose. Tedy rovina g protne
kulovou plochu v kruznici, jejiz stied je 7' a jejiz polomér je Vﬁ:: dz.
Misto obr. 21 jsme mohli uziti jedno-
dussiho obr. 22, ve kterém kulova
/ ' plocha a rovina p jsou zastoupeny
svymi priseky s rovinou kolmou na

rovinu g a prochazejici stiedem S.

V zavéru tohoto paragrafu si
jesté dokdzeme, Ze Pythagorova véta
plati pouze pro pravouahly troj-
ahelnik. Budiz dan trojahelnik 4 BC
s obvyklym oznadenim a, b, ¢ pro
strany, o, f, y pro Ghly. Je-li y = 90°,
Obr. 22. je ¢ = a? 4 b* podle Pythagorovy

véty. Dokazeme, Ze je

~ "W

c? << a? 4+ b2, je-li y < 90°,
¢ > a® 4 0% je-li y > 90°.

Budiz nejprve y << 90°. Neni-li ¢ nejdelsi strana trojahelnika, je
ziejmé ¢ < a? + b2, Je-li v8ak ¢ nejdelsi strana, leZi proti ni také nej-
vetsi uhel p. Protoze y < 90° je tim spife o << 90°. Proto pata D
vysky BD padne dovnitt Gsecky AC (viz obr. 23). PoloZime-li

BD—», 4D —y,
plyne z pravothlého trojuhelnika ABD, ze
¢ = 2% + g2



Avsak z<<a, y<b, tedy 2%+ y*<a®+4 b3
takze ¢ < a® -+ b2

BudiZ nyni y > 90°. Pata D vysky BD padne nyni na prodlouZent
tsetky AC za bod C (viz obr. 24). Polozime-li

BD=w (D—y,
jest AD=y+b. Z pravouhlého trojuhelnika ABD plyne podle
Pythagorovy véty

¢t =a*+ (y + b)°
c? = x? + y? + 2by + b2,

c? > 2% 4 y? 4 b
Avsak z pravouhlého trojihelnika BCD plyne podle Pythagorovy véty
x? + y? =a? tedy a?+ y?+ b= a4 b
takze ¢ > a? - b2
Cheeme-li rozhodnouti, zda trojuhelnik, jehoZ strany zname, je
ostrouhly, pravouhly ¢i tupotuhly, oznac¢ime si strany pismeny a, b, ¢
tak, aby ¢ byla nejdeldi strana. ProtoZe proti nejdel$i strané lezi
nejvétsi thel, je nas trojihelnik
* ostrothly, je-li ¢? << a? + b2,
pravouhly, je-li ¢ = a2 + 02,
tupothly, je-li ¢ > a? 4 b2
Na pt.: Ponévadz 32 + 42 = 52, soudime, Ze trojuhelnik, jehoz
strany jsou v poméru 3 : 4 : 5, je pravothly. To bylo zndmo v Cing jiz

kolem r. 1100 p¥. Kr.
Cech: Geometrie pro ITT. t¥. stf. $kol.

neboli

takze

2
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Cviéeni k § 2.
Nelze-li vysledek nékterého cvicteni vyjadriti presné, zaokrouhlete jej na
2 platné cifry.
I. Trojuhelniky a étyriahelniky.
16. (Viz obr. 25, kde trojahelnik je pravouhly.) Jednotka 1 cm.

a) ¢ = 8; b = 15; urcete c. e) ¢ = 7d; b = 435; uréete «a.
b) a = 5; b = 12; urdete c.

¢) a = 2,4; b = 3,2; urlete c.

d) ¢ = 18; a = 15; urtete b.

Obr. 25. Obr. 26.

17, Zebiilk dlouhy 10 m je opien o svislou zed tak, Ze jeho spodni konec je
vzdalen 6 m ode zdi. Jak vysoko saha Zebifk?

18. Zebiik pravé dosdhne vrcholu svislé zdi vysoké 9 m, je-li jeho spodni
konec vzdalen 4 m ode zdi. Jak dlouhy je Zebiik?

19, Cyklista jel 15 kin k severu a potom 5 km k zdpadu. Jak je potom
vzdalen od mista, z néhoZz vyjel? }

20. (Viz obr. 26.) Jeli HK — 4 cm,ﬁ = 8 cm, S
LM = 2em, HK | KL, KL | LM, urtete HM.

21. Urcete délku uhloptiéky obdélnika s roz- R
mély 2 dm; 6,8 dm.

ﬁhlopuck\ kosodétverce In(LJl délky 6 cm,
10 ecm. Urcete délku strany.

23. Strana kosodétverce n;a’, délku 3,2 cm; p : Q
jedna uhlopiicka ma délku 4,4 ecm. Urdéete délku
druhé ublopticky. : Obr. 27.

24, (Viz obr. 27, v ném% SP | PQ, RQ | PQ.)
a) PS = 3 dm; Ii}‘: 24 cm; Q_I—{—z 12 em. Urlete RS.
b) PS = 8,4m; QR = 3,6 m; RS = 7,2 m. Urdete F@.
.25. Ve Ct)ruhelmlsu EFGH je < EFG = 90°; < EG E}’; =

= 12cm; FG = 9cm; GH — 8 cm. Urlete délku strany EH a ob:.a,h Ctyr-
tihelnika.
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26. 4D je vyska ostrouhlého trojiheinika ABC. Je-li AB — 2m,
BC == 16 dm, CD = 5 dm. vypoitéte AC.
27. V trojahelniku PQR je PQ = PR = 26 cm, QTI;; 2dm. Urdete
obsah trojahelnika.

28. Opakujte ulohu 27 s tim rozdilem, Ze PQ = PR = 3 dm, —(}—I-{ =
== 36 em.
29, (Viz obr. 25, kde v je vyska pravouhlého trojahelnika.)
a) Je-li @ = 8em, b = 6 cm, urcete .
b) Je-li @ = 2,3 m; ¢ = 5,2 m. urdete c.
¢) Je-li a = 45%, a = 36 em, urcete ¢, v.
dy Je-li a = 457, ¢ == 5,8 m, uréete a, v.
e) Je-li x = 607, ¢ = 4m, urcete b, c.
f) Je-li a = 307, a = 6 m, uréete b, c.
) Je-li x == 607, ¢ == | m, urcete «, b.
30. Do kruznice s polomérem 17 ¢m je vepsin
¢ a) Ctverec; b) rovnostranny trojahelnik.
Urcete délku strany. '
31. Kruznici s polomérem 13 cm je opsan rovnostranny trojihelnik.
Urcete jeho obsah.
32, Délka strany pravidelného Sestiihelnika je 23 em. Urcete polomér
vepsané kruZnice.
33. ABCDEF je pravidelny sestitbelnik; AB == 13 mm.
a) Urcete obsah Sestithelnika.
b) Dokaizte, Ze trojuhelnik ACFE je rovnostranny; urcete délku jeho
strany a obsah.
II. Kruiniece.
34. Na kruZnici s polomérem 6 cm lezi body KA, L ve vzdalenosti 8 cm
od sebe. Jak daleko je piimka KL od stiedu kruznice? '
85, Ve vzdalenosti 16 km od pfimé trati je délo, kterym lze stiileti do
vzdalenosti 30 km. Jak dlouhy kus trati je v dostrelu?
36. Dvé rovnobézné t&tivy kruZnice s polomérem 6 ¢ maji délky 6 cm
a 10 em. Jaké je vzajemna vzdalenost obou tétiv? [Jsou dva moZné pripady.]
37. Té&tiva kruznice £ ma délku 12 em a je vzdalena 25 mm od stiedu S
kruznice k.
a) Jak dlouhd je tétiva kruinice k, ktera je vzdalena 5 c¢cm od stredu S?
b) Jak daleko od stiedu S je tétiva kruZnice k& dlouhd 6 cin?

38. KruZnice £ mé stied S a polomér 6 cm. Je-li A8 = 1dm, urCete
délku te¢ny vedené z bodu A ke kruZnici k.

39. Délka teény z bodu A ke kruZnici k& je 6 cm; polomér kruZnice & je
45 mm. Uréete vzdalenost bodu A od nejbliziiho bodu kruznice k.



I, Télesa.
40, Mistnost je dlouhd 6 1n, Siroka 4_1, m, viysoka 35 m.
a) Urdete vzdélenost rohu podlahy od protéjsiho rohu stropu.
b) Urcete vzdalenost rohu podlahy od stfedu stropu.
¢) Urdete vzdalenost rohu podlahy od stiedu mistilosti.
41. Hrana krychle méti 8 cm. Urdete
a) délku ublopricky,
b) vzdalenost stiedit dvou sousednich stén.

42, Pramér podstavy rotaéniho kuZele je 14 ¢m, vyska je 12 em. Urlete
délku strany.

43. Vyska rotadniho kuZele je 1 dmn, délka strany je 16 em. Urdete primér
podstavy.

44, Priunér podstavy rotainiho kuzZcle je 8 cm, délka strany je 12 cm.
Urcéete vysku.

45, Délka podstavné hrany pravidelného

a) ¢tyrbokého, b) trojbokého .
jehlanu je 4 cm, vyfka je 5 em. Urtete délku pobocné hrany.

46. Podstava jehlanu je ¢tverec ABCD s délkou strany 5 cm; V je vrehol
jehlanu. Pfimka AV je kolmd na rovinu podstavy; jest AV = 4 cm. Urdete
délky hran BV, CV, D).

47, Ctverec EFGH s délkou strany 2 cin byl prehnut podél thloptitky
LG tak, Ze roviny trojuhelniktt LFQ, EHG stoji na sob¢ kolmo. Jakéd je v pfe-
hnuté poloze vzdalenost FH?

48. Sestavte vzorec pro vysku pravidelného étyrsténu s délkou hrany a.

49. 7 dfevéné koule poloméru 4 cm byla odriznuta &ist omezend kruhem
o poloméru 2 ecm. Zbytek koule je postaven na vodorovnou podloZzku rovnou
kruhovou sténou. Jak vysoko nad podlozkou je nejvysii bod télesa?

50. Mic¢ s polomdérem 12 ¢m pluje na vodé ponoten do hiloubky tif ¢tvrtin
praméru. Urdete polomér kruZnice, podél niz dosahuje hladina vodni k povrchu
mice. )

51, Na dutém valei s vnitinim polomérem 1dm je postavena koule.
Nejvyééi bod koule je 15 cm nad valcem. Urcete polomér koule.

52. Do polokulovité véazy s vnitinim pramérem 6 dm je nalito tolik vody,
ze nejvétsi hloubka vody je 12 em. Uréete polomér kruhu utvor: eneho hladinou
vody. ‘

53. Podstava kolmého hranolu je rovnobéinik ABCD; AB = 6cm,
AD =5 em, <t BAD = 60°; vygka hranolu.je 4 cm. Uréete povrch. & objem
hranolu. '

64. Pravidelny trojboky hranol mé podstaynou hranu 5 cm, poboénﬁu
lnanu 4 cm. Urcete povrch a objem hranolu.

55. Pravidelny Sestiboky hranol ma vysku 5 cm a objem 100 em3. Uréete
povrch hranolu.



56. Podstava kolmc¢ho hranolu je rovnoramenny trojahelnik s délkou
zakladny 5 cm. Vyfka hranolu je 3 ¢m a objem hranolu je 40 em?®. Uréete povreh
hranolu.

IV. Obriceni Pythagorovy véty.

57. Rozhodnéte, zdali trojuhelnik je ostrouhly, pravouhly & tupodhly
jsou-li pii urdité volhé délkové jednotky délky stran dany Cisly:

a) 4; 5; 6; b) 3; 5; 6; ¢) 5; 125 13;
d) 8; 9; 12; e) 12; 36; 34; 1) 8; 7; 11;
g) 15; 16; 22; ) 12; 37; 35; 1) 25,5; 25,7; 3,2:

j) 4n; 4n?2 —1; 4n? + 1; k) m? 4 n?; m? — % 2mn.

58. D¢élky ublopticek rovnobéZnika jsou 5 em a 12 cm, délka jedné strany
je 65 mm. DokaZte, Ze je to kosod¢tverec.

59. D je pata vysky AD th]\IIlGlnlk‘L ABC; bod D leZi uvniti usecky BC.
Jeli AB =1 dm, A4C == 75 mm, AD = 6 em. urtete BC a dokazZte, Ze
& BAC == 90°.

60. Podstava pravidelného ¢&tyrbokého jehlanu s vrcholem V je ¢tverec
EFGH se stranou 4 cm. Pobo¢né stény jsou rovnostrannd ﬁOJuhthl\V Dokazte,
Ze X EVG = 90° a urfete vysku jehlanu.

§ 3. Proména obrazctu. Euklidovy véty.

V § 1 jsme poznali, jak se da poditati obsah jednoduchych rovin-
nych obrazcu. Tyto poznatky si nyni doplnime studiem obrazci, které
majirazny tvar, ale tyZ obsah. Budeme kratce fikati, Ze dva obrazce

D F C E D C F £

B

Obr. 28a.

jsou sirovny, maji-li tyZ obsah. Jsou-li dva obrazce shodne, jsou si
rovny; ale dva obrazce, které jsou si rovny, nemusi byti shodné.
Poénéme studiem rovnobéinika! Maji-li dva rovnobéZniky
ABCD, ABEF spole¢nou stranu a lezi-li protéjsi strany CD,
EF v téze pfimece, jsou si ty dva rovnobézniky rovny (viz
obr. 28a, b). Poucku pravé vyslovenou muizeme si odvoditi ze znamého
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vzorce pro obsah rovnobéznika. Nebot tento obsah je AB . v, kde v
znamend vysku pfislusnou strané AB, kterd je stejnd u obou rovno-
bézniki ABCD, ABEF. Ale miZeme si dokdzati nasi poutku také
jinak. Za tim delem si v§imnéme trojihelniki ADF, BCE. Jest
X ADF = < BCE (soublasné tihly mezi rovnobézkami) a z téhoz
divodu je <t AFD = < BEC; mimoto je AD = BC (protéjsi strany
rovnobéznika). Tedy -~
ADF ~ BCE (suu)

a proto trojuhelniky ADF, BCE jsou si rovny. Nyni si v§imnéme
lichobéznika ABED. Ubereme-li od tohoto lichobéznika trojahelnik -
BCE, vznikne rovnobéinik ABCD; ubereme-li vsak od téhoz licho-
béznika trojahelnik ADF, vznikne rovnobéznik ABEF. Protoze oba
trojuhelniky jsou si rovny a kazdy z nich byl ubran od téhoz lichobéz-
nika, jsou si rovnob&iniky ABCD, ABEF rovny, co% jsme méli
dokazati.

Poznamka. V pfipadé obr. 28a jsme misto lichobéznika 4 BED
mohli také uZiti lichobéznika ABCF. Pripojime-li k lichobézniku
ABCF nejprve trojihelnik ADF, vznikne rovnobéinik ABCD; pri-
pojime-li v8ak k témuZ lichobéZnikw trojahelnik BCE rovny troj-
uhelniku ADF, vznikne rovnobézinik 4 BEF. Proto jsou si rovny oba
rovnobé&iniky v obr. 28a; ale tento postup selze u obr. 28b.

Je-li u rovnobéznika 4,B,C,\D,, A,B,C,D, strana A,B,
stejné dlouha jako strana A4,B,, lezi-li ty dvé strany v téze
primce p, a leZzi-li také obé protéjsi strany v téZe ptimee ¢,
jsou si oba rovnobézniky rovny. Také tato poucka plyne ihned
ze vzorce pro obsah rovnobéznika, nebot obsahy nagich rovnobézniku
jsou

11131 LU= ;{;Ez .7,

kde taz délka v znamend i vysku rovnobéznika 4,B,C D, prislu$nou
strané 4,B; i vySku rovnobéinika A4,B,C,D, piislu$nou strané 4,B,.
Bez uZiti vzorce pro obsah mizeme dokéazati nasi poucku takto (viz
obr. 29). Viimneme si c¢tyrahelnika A,B,Cy0,. Jest A,B, || DyCy;
mimoto je viak A—;E; = D,C,, nebot obé ty délky jsou rovny téze délce
Z;Ez. Tedy 4,B,C,D, je rovnobéznik. Tomuto rovnobézniku je podle
predeslé poucky roven jednak rovnobéinik 4,B,C,D,, nebot oba rovno-
b&sniky A4,B,C,D,, A,B,C,D, maji spolenou stranu A4,B;, a proté&jsi

‘.
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strany lezi v téie piimce ¢; témuz rovnobéiniku 4,B,C,D, je vSak
také roven rovnobézinik A4,B,C,D,, nebot oba rovnobézniky maji spo-
leénou stranu Cy,D, a protéjsi strany lezi v téze pfimce p. Tedy jsou si
rovny rovnobéiniky A4,B,C\D,, A,B,C,D,, jak jsme chtéli dokdzati.

Obr. 29. : Obr. 30.

Od rovnobéznikd prejdeme snadno ke trojuhelnikim, nebot
kazdy trojuhelnik je polovina rovnohéznika. Je-li dan libovolny troj-
thelnik EFG (viz obr. 30), vedeme si vrcholem F rovnobézku se stra-
nou K@ a vrcholem G rovnobézku se stranou ZF. Vznikne ndm rovno-
béznik EFHG. ProtoZe protéjii strany rovnobéznika jsou si rovny, jest

EFG ~ HGF (sss).

Proto oba trojihelniky EFG, HGF jsou si rovny, takZe kazdy z nich
je polovinou rovnobéZnika EFHG (t. j. obsah trojuhelnika je polovina
obsahu rovnobéznika).

Maji-lidva trojihelniky PQR, PQU spoletnou stranu PQ
a je-li spojnice RU protéjSich vrchold rovnobéznd s piim-
kou P@, jsou si oba trojuhelniky rovny. VyloZte sami, jak lze
tuto poudku odidvod-
nit ze vzorce pro ob-
sah trojihelnika! Bez
uziti vzorce ji doka-
Zeme takto (viz obr.
31). Sestrojime si
rovnobéZniky PQRS,
PQUYV, které maji.
spoleénou stranu PQ);

NEP 2

protoZe proté€jsi strany
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RS, UV lezi v téie ptimce, jsou si oba rovnobéiniky PQRS,
PQUYV rovny. Ale trojahelnik PQR je polovina rovnobéinika PQRS
a trojihelnik PQU je polovina rovnobéZnika PQUV, takie oba troj-
thelniky jsou si rovny.

L

G G

P

4~ B 4 B p
Obr., 32. Obr. 33.

Je-li u trojuhelnika A4,B,C;, 4,B,C, strana A4,B, stejn¢
dlouhd jakostrana 4,B,, lezi-lity dvéstrany v téZe pifmece p,
a kdyz protéjsi vreholy €y, C; budto splynou nebo lezi na
rovnobéice ¢ s prfimkou p, jsou si oba trojahelniky rovny
(viz obr. 32). Oduvodnéte sami tuto poucku napied pomoci vzorce
pro obsah trojahelnika, potom bez uZiti tohoto vzorce. Provedte
_ dukaz také pro piipad, Zze body C,, C, splynou!

Poucky, které jsme dosud poznali v tomto paragrafu, daji se
v jistém smyslu obratit. Spokojime se s jednim piikladem. M&jme dva
trojuhelniky HKL, HKM se spoletnou stranou HK, které jsou si
rovny. Mazeme tvrdit, ze piimka LM je rovnobéZng s pfimkou HK?
Obr. 33 ukazuje, Ze nikoli, nebot je HKL ~ HKM, ale pfes to neni
LM || HK. Plati v8ak tato poudka. Jsou-li sirovny trojahelniky
HKL, HKM se spole¢nou stranou HK a lezf-li oba body L, M
na téze strané od primky HK, jest LM || HK. Abychom si to
dokazali, piedpoklidejme, Ze.pfimka LM je riznobéZna s piimkou
HK, takie piimky HK, LM maji spolecny bod P; mame dokdazati, zZe
oba trojuhelniky HKL, HKM nemohou si byti rovny. Protoze body
L, M lezi oba po téZe strané od piimky HK, musi leZeti bod P na
prodlouZeni tsecky LM budto za bod L nebo za bod M. Pro uréitost
necht lezi P t¥eba na prodlouZeni usecky LM za bod L (viz obr. 34).
Bod L lezi uvniti strany M P trojuhelnika PK M. Rovnobézka vedend
bodem L s protéjsi stranou PK tohoto trojihelnika protne tfeti.
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stranu KM v bodé N. Trojuhelnik HARM je pak zfejmé vétsi nez troj-
uhelnik HKN. Aviak trojihelnik HKN se rovna trojuhelniku HKL,
nebot oba trojihelniky maji spoletnou stranu HK a mimoto je
LN || HK. Tedy trojuhelnik HKL je mensi ne’ trojihelnik HKM.

D G C

)

-

B S
9]

Obr. 34. Obr. 35.

Nyni si promluvime o t. zv. proméné obrazci. To znamena, Ze
se budeme ucit, jak se sestroji obrazec, ktery se rovna danému obrazci
a jehoZ tvar vyhovuje pfedepsanym podminkam.

V obr. 35 je naznaceno, jak lze rovnobéznik ABCD proméniti
v obdélnik ABC.D,. Popiste sami konstrukei-obdélnika! Obdélnik je
roven rovnobézniku, protoze maji spoletnou stranu 4B a protéjsi
strany C'D, O, D, leZi obé v téze piimee.

I
1
i
I
I
!
I
I
1
!
!
A

B

Obr. 36a. Obr. 36b.

V obr. 36a a 36b jsou naznaceny dva zpusoby promény trojihel-
nika 4BC na rovnobéznik. V obr. 36a je D stfed tsecky AB. Troj-
thelnik ADC je polovinou rovnobéznika ADCE; avSak trojihelniky
ADC, DBC jsou sirovny (pro¢?), takze trojihelnik 4ADC je také polo-
vinou trojuahelnika ABC, takie tento trojuhelnik se rovnd rovnobéz-
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niku ADCE. V obr. 36b je E stied Gsecky AC; trojuhelnik ABE je
jednak polovinou rovnobéinika ABFE, jednak polovinou trojihelnika
ABC (prot?). Proto trojtihelnik 4 BC se rovnd rovnobézniku 4 BFE.

V obr. 37a je naznaleno, jak lze ¢tyruhelnik ABCD proméniti na
trojibelnik EBC. Bod E je prusecik piimky 4B s rovnobéikou vede-
nou bodem D k piimce AC. Trojihelniky 4CD, ACE maji spoletnou

C
0
D
/
¥
Vel
W
D lemae o
E A B 4
Obr. 37a. Obr. 37b.

stranu AC' a protéjsi vrcholy D, E lezi na rovnobézce s piimkou AC;
proto trojuhelniky ACD, ACE jsou si rovny. Piipojime-li trojuhelnik
ABC ke trojuhelniku ACD, vznikne ¢tyrahelnik ABCD; piipojime-li
viak tyZ trojahelnik 4ABC k trojihelniku ACE, vznikne trojuhelnik
BEC. Proto je ¢tyruhelnik ABCD roven trojihelniku £BC.

V obr. 37b je naznaceno, jak lze pétithelnik ABCDE proméniti
na &tyrahelnik FBCD. Popiste sami konstrukei a odivodnéte ji!
Podobnym zpasobem lze kazdy mnohotuhelnik proméniti v jiny, jehoz

’
D D C G
Ir ———————— 7 '
/ ’
/, /'/
/\ /
/7 60‘ U
’ \ /
A B
Obr. 38. Obr. 39.

pocet stran je o jednu mensi. Proto muzeme kazdy mnohothelnik
postupné proméniti v trojihelnik; protoZe trojihelnik dovedeme

proméniti v rovnobéZnik a tento v obdélnik, muzeme kazdy mnoho-
Whelnik proméniti v obdélnik.
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V obr. 38 je naznacdeno, jak lze rovnobéinik ABCD proméniti
v rovnobéZnik ABC\D,, u kterého <X BAD, = 60°. V obr. 39 je na-
znaceno, jak lze trojahelnik ABC proméniti v trojahelnik A4BC,,
u kterého ¢ AC;B = 90°. Popiste sami tyto konstrukce a odiuvodnéte
je! (V obr. 39 je p || AB a k je polokruZnice nad priamérem 4B.)

V obr. 40 je naznaceno, jak lze
trojihelnik A BC proméniti v trojthel-
nik ADE, u kterého AD je dané délka
vét&i nez AB. Vedeme napied spojnici
pbodi C, D a potom bodem B rovno-
bézku g s piimkou p, kterd protne piim-
ku AC v hledaném bodé K. Oduvod-
néni: Trojahelniky BEC, BED maji
spole¢nou stranu BE a protéjsi vrcholy
C, D lezi na rovnobéZce s pfimkou BE;
proto jsou si trojahelniky rovny. Pri-
pojime-li vSak trojuhelnik BEC ke
trojuhelniku ABE, vznikne troj- H
uhelnik ABC'; pripojime-li troj-

uhelnik BED k témuz trojuhel-
niku ABE, vznikne trojthelnik
ADE. Proto jsou si trojuhelniky
ABC, ADE rovny, jak jsme chtéli 7 __.
dokédzati. TyZ obr. 40 také vy- — &fz=227~ X
svétluje, jak lze obracené troj- A D

Obr. 41,

Ghelnik -ADE proméniti v trojibelnik ABC, ve kterém AB je dani
délka mensi nez AD. Popiste sami konstrukei!



Nyni se jesté naucime, jak lze proménit obdélnik na &tverec.
ProtoZe umime libovolny mnohotihelnikt proménit na obdélnik, budeme
potom umét proménu kazdého mnohothelnika na ¢tverec. Proména
obdélnika na ¢tverec se da provésti podle kterékoli ze dvou poudek
o pravouhlém trojahelniku, kterym se tikd véty Euklidovy, a to
Fuklidova vétaovys§ceca Euklidova véta o odvésné. V obr. 41
mdame pravoahly trojahelnik ABC rozdéleny vyskou CD na dva
pravothlé trojabelniky. Pata vysky D rozdéli preponu AB na
dvé tsecky AD, BD, kterym fikdme kratce tiseky na pieponé; BD
je usek ptrilehly odvésné a a jeho délku znatime ¢;; AD je
tsek ptilehly odvésné b a jeho délku znacime c,.

Euklidova véta o vysce zni: Ctverec nad vy$kou pravo-
uhlého trojuhelnika rovnad se obdélniku, jehoZ rozméry
jsou oba tiseky prepony. Kritce je vyjadiena vzorcem

72 = ¢,C,. )

Euklidova véta o odvésné zni: Ctverec nad odvésnou pravo-
hlého trojthelnika rovnéd se obdélniku, jehoZ rozméry
jsou preponaa prilehly tsek. Pro odvésnu a je vyjddiena vzorcens

a? = ¢c,
.pro odvésnu b vzorcem
0% = cq0.

Dokazeme si napied Euklidovu vétu o odvésné. Stadéi ovsem
provésti diikaz pro odvésnu a. V obr. 42 mame opét pravouhly troj-
uhelnik ABC'a jeho vysku CD. Déle je v obrazci sestrojen &tverec
ABF(@ nad preponou a ¢tverec BCHK nad odvésnou a. P¥imka CD
rozdéli ¢tverec 4 BFG na dva obdélniky ADEG, BDEF. Mame doké-
zati, Ze obdélnik BDEF se rovna &étverci BOHK. Polovina obdélnika
BDEF je trojuhelnik BDF'; polovina étverce BCHK je trojthelnik
BCK. Proto sta¢i dokazati, Ze trojuhelnik BDF se rovna trojihelniku
BCK. Avsak trojahelnik BDF se rovna trojuhelniku BCF, nebot maji
. spole¢nou stranu BF a spojnice CD protéjsich vrcholit je rovnobézna
s pfimkou BF'; podobné trojiuhelnik BCK se rovné trojihelniku BAK,
nebot maji spoleénou stranu BK a spojnice AC protéjsich vrcholt
je rovnobézna s ptimkou BK. Proto staé¢i dokdzati, Ze trojahelnik BCF
se rovnd trojuhelniku BAK a dikaz bude hotov, odivodnime-li, Ze
je dokonce
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BCF ~ BKA (sus).

To je v8ak snadné, nebot

BC = BK (strany ¢tverce BCHK),

BF = BA (strany Ctverce ABFG)
a z obr. 99 je patrné, Ze
L OBF =+ 90°, <X KB4 =+ 90°, tedy < CBF = < KBA.
Provedte sami znovu tyz dikaz, tentokrat pro odvésnu b!

Pti dikaze Euklidovy véty o odvésné jsme se obesli bez znalosti
Pythagorovy véty. Proto si mizeme znovu odvodit Pythagorovu vétu
na zakladé véty pravé dokazané. Je to velmi snadné, nebot ze vzoret

a? = c¢ic, b= ¢y
plyne
At + b7 = (¢ + ¢) ¢,
coz uz je Pythagorova véta, nebot ziejmeé ¢, + ¢, = ¢. Timto zpuso-
bem postupuje Euklid ve svych proslulych Zikladech.

Euklidovu vétu o vysce odvodime snadno z Euklidovy véty o od-
vésné, uzijeme-li Pythagorovy véty na pravothly trojuhelnik BDC
(viz obr. 41). Tim dostaneme

v = a® — %

za a? dosadime podle Euklidovy véty o odvésné hodnotu ¢,c a dosta-
neme

V2 = ;6 — ;% = ¢; (€ — €¢;) == ¢,Co,
nebot ¢ —¢; = c,.

Obr. 43. Obr. 44.

Mame-li obdélnik, jehoZz rozméry jsou u, v, proméniti na ¢tverec,
muzeme postupovati dvojim zplisobem (viz obr. 43 a 44). V obou
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obrazcich je OU = u, OV = v a strana hledaného &tverce je 2 = 0X.
V obr. 43 je sestrojena polokruZnice k£ nad pramérem UV; kolmice
vztytend v bodé O k piimce UV protne k£ v hledaném bodé X.
Odavodnéni: Podle Thaletovy véty trojihelnik UVX m4 pravy thel

pii vrcholu X, takze podle Euklidovy véty o vysce je OX 2= 0U .0V
neboli x? = uv. V odr. 44 pfedpokladame, Ze u > v; v obrazci je se-
strojena polokruznice k nad primérem OU; kolmice vztyéené v bode V
k piimce UV protne k v hledaném bodé X. Odiavodnéni: Podle Tha-
letovy véty mé trojihelnik OUX pravy thel pr1 vrcholu X, takze
podle Euklidovy véty o odvésné je 0X2 = OU . OV neboli 22 = uv.

Tyz vyznam jako rovnice

2% = uv
ma umeéra
ulx=2:v

proto fikdme, Ze délka z je stfedni geometricka imérna délek wu, .

Naudili jsme se dvéma konstrukeim stfedni geometrické timérné x
dvou délek u, v, zndzornénym v obr. 43 a 44. Pf¥i obou je tiebs roz-
puliti tsecku, abychom mohli sestrojiti polokruZnici k. V obr. 45 je
znazornéna jednodu$si konstrukce, pri které pileni odpadne; opét
predpokldadame, Ze je w > ». Na piimku p naneseme postupné délky

AB=wu, BC=v, (D=u

tak, aby bod C byl mezi body 4, B a bod B mezi body C, D. Potom
sestrojime kruznice k, m se sttedy 4, D a s polomérem u, takze k pro-
chézi bodem B, m bodem C.
Je-li E jeden prisetik obou
kruZnic, je BE = z. Oduvod-
néni: Budiz F druhy priseéik
kruZnic &k, m, G druhy priseéik
kruznice k s piimkou p a H pri-
setik pfimky EF s piimkou p.
Podle konstrukce je EF osg
tisetky AD, takve je EH | p - F
a mimoto je AH = -HY) Pro-
toze je také AB = 55, je

Obr. 45.

AB—AH — (D —fp
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neboli BH = CH , takZe BH = 3 BC neboli BH = $v. Trojahelnik
BEGQG méa podle Thaletovy véty pravy thel pfi vreholu £ a EH je vyska
tohoto trojihelnika, takze podle Euklidovy véty o odvésné je

BE* — BG . BH.
Aviak BG = 2u, BH = }v, 2u.%v = uv, takie BE? = uv, tedy
BE = =z, jak jsme chtéli dokazati.

Zname-li u pravouhlého trojahelnika ABC dvé ze Sesti hodnot
a,b,c,v,c¢,c, (viz obr. 41), maZeme vypocisti ostatni tyii hodnoty
podle vzorcl, které nam jsou znamy. Je to pfedevsim zfejmy vzorec

¢, +ey=c¢, dale vzorec ab= ce,
ktery zname z §2 (str. 12), potom Euklidovy véty
2=y, @ = 66, U% = cyc,
kone¢né je to Pythagorova véta, které muzeme uZiti nejen na troj-.
uhelnik 4 BC, nybrz i na trojuhelniky ACD, BCD, coz dava vzorce.
¢t =a®+ b2, at= ¢+ 02, b=} o2

Cviéeni k § 3.
I. Rovné rovnobézniky a trojihelniky.

61. V obr. 46 ABCD je é&tverec, QEGH je obdélnik; dokaZte, Ze se oba,
sobé& rovnaji. [Porovnejte je s rovnobézinikem CDEF.]

H T

A B E FooR u S
Obr. 46. Obr. 47.

62. KLMN je rovnob&znik: P je stied strany KN; bod @ leZi na prodlou-
Zeni usetky KL a jest KL = LQ. DokaZte, Ze trojuhelnik PQN se rovné polo-
viné rovnobéinika KLMN.

63. Vobr. 47 U je stred usetky RS a V je stied use¢ky T'U. Dokaite, %e
grojuhelniky RT'1, STV jsou si rovny.



64, (Viz obr. 48.)

a) Jo-li AD || BC, ktery trojihelnik v obrazci je rovny trojuhelniku ABC?

b) Je-li AD || BC, dokaZte, Ze trojahelniky ABE, CDE jsou si rovny.

¢) Je-li E stied asetky BD, dokaZte, Ze trojuihelniky ABC, ACD jsou si
rovny.

| C K_ LM N
D
/) _“E
A B 6 H

Obr. 48. Obr. 49.

65. V obr. 49 je KL = MJN; dokaite, Ze lichob&iniky GHLK, GHNM
jsou si rovny. (NeuZivejte vzorce pro obsah lichobé&Znika.)

66. (Viz obr. 50.)

a) Dokaite, Ze trojuhclniky BCE, ADF jsou si rovny.

b) Zvolte si bod G na uset¢ce 4B a bod H na usetce CD. Dokaite, Ze Ctyr-
thelnik EQFH se rovnd trojihelniku ADE.

67. Narysujte si rovnobéinik PQRS; zvolte si bod X na strang PS
a bod Y na prodlouZeni strany PQ za bod @. DokazZte, Ze trojuhelniky QRX,
RSY jsou si rovny. .

68. V obr. 51 jsou dva rovnobéziniky ABCD, BEFG. Dokaite, Ze jsou
si rovny. [Vedte spojnice AC, F(.]

D C

A\/B | F/E\

D C

£ F—s- G

Obr. 50. ' Obr. 51.

69. Narysujte si libovolny Etyrihelnik KLMN. Sestrojte bod H talk, aby
bylo KH || MN, LH || MK. Doka%te, Ze lichob&Znik HKMN se rovni &tyr-
thelniku KLMN.
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70. Sestrojte si étyrihelnik 7YX Z tak, aby thlopiitka 7X pulila uhlo-
pticku YZ. Dokaite, Ze ¢tyrihelnik T'Y XZ je rozpulen thloptickou 7T'.X.

II. Proména obrazei.

71. Narysujte si pravidelny Sestitthelnik s délkou strany 4 cm a vypoctéte
jeho obsah na dvé platné cifry. Potom proméiite Sestiuhelnik na obdélnik,
zméfte jeho rozméry, z nich vypoctéte obsah obdélnika a porovnejte s obsahem
festidhelnika,

72. Narysujte si libovolny pétithelnik. Proméiite jej dvojim zpisobem
na trojuhelnik. U kaZdého z obou trojuhelnikd zméite jednu stranu a piislusnou
vysSku. Podle provedenych méfeni vypoc¢téte obsahy obou trojthelniki a po-
rovnejte oba vysledky.

78. Narysujte si libovolny ¢&tyrahelnik. Proméfite jej dvojim zplisobemn
na obdélnik. Vypoététe a porovnejte obsahy obou obdélniki.

74. Narysujte si trojuhelnik ABC tak, aby bylo AB =6 cm, AC = 5 cm,
BC = Tecm.

a) Na polopitimee AB urdete body D, E tak, Ze AD = 5 c¢m, AE = 7em.
Sestrojte trojuhelniky ADF, AEG rovné trojuhelniku 4 BC.

b) Sestrojte trojuhelniky ABH, ABK rovné trojahelniku ABC tak, aby
bylo <« BAH = 75°, << AKB = < KAB.

c) Seqtro]te trojuhelnik ALM rovny trojihelniku ABC tak, aby bylo
AL = 8 cm, AM = 4 cm. [Nejprve proméiite ABC na ALP, kde L le%i na AB,

AL =8 cm; potom proménite ALP na ALM, kde MP ||AL, AM = 4 cm.]

76. Rovnostranny trojihelnik s délkou strany 6 cm promente na koso-
¢tverec s délkou strany 5 cm.

76. V obr. 52 je zndzorn&no, jak se da libovolny trojuhelnik ABC roz-
dsliti na dva stejné dily usetkou DE, jejiz jeden krajni bod D je dén na strané
AB a jejiz druhy krajni bod E se mé uréit na strané BC. Popiste a odiivodnéte
konstrukei. [Jest 48 = SB, CD || ES.]
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Obr. 52. ' Obr. 53.

77. V obr. 53 je znazorndno, jak lze rozdsliti trojahelnik ABC na pét.
stejnych dilt. PopiSte a odiivodnéte konstrukei.
Cech: Geometrie pro III. tf. stf. &kol. 3
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78. Rozdélte trojuhelnik ABC na dva dily
tak, aby jeden byl o polovinu v&tsi nez druhy.

79. a) Dokaite, Ze v obr. 54 oba rovno-
béiniky HKLM, HNPQ jsou si rovny. [Uiijte
toho, Ze kaZdy rovnobéinik je rozpulen uhlo-
pii¢kou; napied porovnejte rovnobézniky LMQS,
KNPS.]

b) Narysujte sirovnob&inik ABCD. Zvolte
bod E uvnitt strany AB a bod F na prodlou-
Zeni strany 4B za bod B. Sestrojte rovnob&zniky
AEUV, AFXY rovné rovnobdzniku ABCD.

80. Ctverec s délkou strany 4 cm proméiite

H K N

Obr. 54.

na obdélnik, jehoZ jeden rozmér je 7 cm, uZivajice vysledku c¢vié. 61.
81. Narysujte si libovolny étyrahelnik A BOD. Vrcholem A vedte primku
tak, aby rozptlila dany ¢tyrabelnik. [Proménite étyrihelnik na trojubelnik.}

[Jest AE = CTI—"..]

Obr. 55. pridek.

111, Euklidovy véty.

82, Obr. b5 znazoriiuje, jak lze Ctyr-
Ghelnik ABCD promsnit na trojthelnik- BDE.
Popiste a odavodnéte konstrukei.

83. Dokaite, Ze kaZdy <¢tyrahelnik se
rovné trojuhelniku, jehoZ dvé strany se rov-
naji thlopiitkam &tyruhelnika, pii éemzZ vhel
témi stranami sevieny je roven uhlu uhlo-

84, Jsou-li u pravoahlého trojihelnika ABC dény dvé ze Sesti délek

a, b, ¢, v, ¢y, ¢y, uréete ostatni Gtyti:
a) @ = 65 cm; b = 156 cm;
b) @ = 175 mm; ¢ = 625 mm;
¢) a = 3,69m; v = 3,6 m;

d) ¢;= 1,21 em; ¢, = 36 cm;

e) a = blm; ¢; = 45 m;

f) ¢ =.8,41 m; ¢; = 4,41 m;

g) v = 18,48 em; ¢, = 10,89 cm.

85. PQ je pramér kruznice k; RS je tétiva kruZnice k; jest PQ | RS.
Je-li PR = 18,2 cm; 1?5 = 18,48 cm, urdete délky obou tsecek, na které tétiva

RS rozdé&li pramér PQ.

86. Ke kru¥nici & s polomérem 65 mm jsou vedeny teny z bodu P. Spoj-
nice boda dotyku je vzdalena 16 mm od stiedu S kruZnice k. Vypottéte vzdale-

nost PJN.
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87. Tetny vedené z bodu A ke kruznici k o stiedu S maji body dotyku
T, T, Je-li AS = 6,76m a je-li 1 m vzdalenost bodu S od primky 7,7,
vypoététe polomér kruZnice k a délku
tétivy 17T,

s
. -, ’ ]
88. Rovnostranny trojuhelnik s dél- M
kou strany 53 mm promérite na ¢tve- D S L E
. < . :
rec. Potom vypoctéte na dvé platné cifry N
stranu ¢tverce a presvédéte se, jak presné /
. . . ’,
jste rysovali. G

89. a) Sestrojte useéku délky
V38 cm. [Zvolte si dvé ¢isla «a, b tak, aby
se neliSila piili§ od sebe a aby bylo
a.b =38, napia=>5b= 3%8; potom F
sestrojte stledni geometrickou tmérnou

dvou usetek, jejich délky jsou @ cm, A H B
b cm. Neni vyhodné voliti na pi. a« = 2, '
b= 19nechoa = 1,b = 38.] Obr. 36. .

b) Sestrojte délku VéTcm.

c) Sestrojte délku Vg,?i‘dm.

90. Provedte dikaz FEuklidovy véty o odvésnd na zakladé obr. 56.
{ABED, ACGF jsou {tverce; mate dokazati, ¥e étverec ACGF se rovna obdél-
niku ADLH.)
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Obr. 57.
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91. Provedte diikaz Euklidovy véty o vysce na zaklads obr. 57. [Ctverec
HKLC se rovna obdélniku CPQR podle vysledku cvié. 79 a).]

.§ 4. Obvod a obsah kruhu.

Na &tverec¢kovany papir si narysujme (viz obr. 58) &¢tvrtkruh P,
jehoz polomér se rovné tieba dvaceti stranam ¢étvercové sité. VSim-
néme si téch Stvercu sité, které jsou celé obsazeny ve étvrtkrubhu P.

Napoéteme jich 294; v obr. 58 jsou vyznaleny teckami; dohromady
3‘
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tvori jakousi plochu 4, kterd je ¢isti Gtvrtkruhu P. Dale si véimnéme
téch Gtverch sité, kterd jen z ¢asti zasahuji do Stvrtkruhu P; je jich
37 a v obr. 58 jsou vyznaceny kiizZkem. Pfidame-li tyto ¢tverce ku
plose 4, dostaneme plochu B, jejiz Casti je ¢tvrtkruh P. Proto obsah
¢tvrtkruhu P je vétsi neZ obsah plochy A a je mensi nez obsah plochy B.

Je-li r polomér kruhu, je strana

TR T ttvercové sité o r, takie obsah
IEORT kazdého ¢tverce sité je
RS ry Tk
TS 2020 . 400’

B TG Protoze plocha A obsahuje 294 a

e ploqha B 294 + 37 = 331 d&tverct

3 sité, je obsah plochy’4 |

T T TR R R 294
oy BN — r

oy —_— 2 )
aE 400
Aol b e b a obsah plochy B je roven
Obr. 58. 33117.2..
400

Obsah ¢tvrtkruhu P je vétsi nez obsah plochy A a mensi nez obsah
plochy B; obsah celého kruhu je &tyrndsobek obsahu é&tvrtkruhu.
Proto obsah kruhu s polomérem r je vétsi nez 2,94 .72 a menSi nez
3,31 .2,

Kdybychom vy$li od &tvrtkruhu, jeboz polomér se rovna stu
stran sité, skladala by se plocha A4 ze 7703 ¢tvercu a plocha B jesté
z dalsich 196, tedy celkem ze 7949 étverci. Obsah jednoho étverce
by byl : ,

r ro
100 100 10000’

takze obsah plochy 4 by byl 0,7753,2 a obsah plochy B by byl 0,794972.

Z toho plyne, Ze obsah kruhu s polomérem r je vétsi nez
3,1012 72 a mensi nez 3,1796 72,

Obsah kruhu s polomérem r je roven wr®. Recké pismeno =
(éteme pf) znamena &islo, o kterém uz vime, Ze je vétsi nez 3,1012
a men$i nez 3,1796, coZ je ovSem jen velmi hruby odhad pro éislo .
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K lep§imu odhadu dospéjeme, zavedeme-li tu plochu C, ktera vznikne
z plochy 4, pfiddme-li jen polovinu kazdého takového ¢tverce sité,
ktery jen ¢asteéné zasahuje do étvrtkruhu P. Da se dokazati, ze obsah
plochy C je mnohem bliz8i obsahu étvrtkrubhu P nez jsou obsahy
ploch A4, B. Je-li polomér dvacetinasobek strany d¢tvercové sité,
sklada se plocha C ze .
: 294 + % .37 = 3124
¢tverch sité, coz da pro &islo zr pribliznou hodnotu 3,125, kterd je jen
0 méné nez 0,02 mensi ne% pfesnd hodnota &isla z. Je-li polomér sto-
nasobek strany ¢tvercové sité, sklada se plocha C ze
7753 + % . 196 = 7851

étverch sité, coz da pro ¢islo z pribliznou hodnotu 4 . 0,7851 = 3,1404,
ve které prvni dvé desetinnd mista jsou uz spravna.

Pohodlnéji a pfesnéji miZeme &islo 7 odhadnouti pomoci pravi-
delnych mnohotihelniki vepsanych do kruZnice nebo ji opsanych.
Pii velkém pocétu stran se totiz takovy mnohothelnik 1ifi jen nepatrné
od kruhu, takze obsah kruhu je pfiblizné roven obsahu mnohothel-
nika. Pomoci takovych mnohothelnikt poécital éislo # jiz Archimedes
ze Syrakus, nejslavnéjsi starovéky matematik (zZil ve tfetim stoleti
pi. Kr.). Archimedes dokazal, Ze &islo 7 je mensi neZ 3% a veétsi nez 344,
Holandan Ludolf van Ceulen (¢ti fan Kajlen, 1540—1610) vypocetl
Archimedovou metodou &islo z na 35 desetinnych mist. Podle nsho
se ¢islo z ¢asto nazyva Ludolfovym ¢islem. Metodami vyssi mate-
matiky lze ¢islo & vypocisti na mnohem vétsi pocet desetinnych mist;
skutetns bylo vypotteno 707 mist, coZ oviem nemd praktického vy-
znamu. Na. tficet desetinnych mist je

7 == 3,14159 26535 89793 23846 26433 83279.%)
Pro praxi vice nez dobra je priblizna hodnota s == 3,14159; zpra-
vidla vysta¢ime dokonce s hodnotou = == 3,14; ¢asto se také uziva
piiblizné hodnoty =z = 3% = %?, kterad je presnéjsi nez 3,14.

Cislo 7 slou#{ nejen k vypoétu obsahu kruhu, nybrz také k vy-
podtu obvodu. KruZnici s polomérem r opisme pravidelny mnoho-

*) Kdo by si chtél zapamatovati tuto ptibliznou hodnotu, muze se nauditi
zpamdti: ,,Mam, 6 boZe 6 dobry, pamatovat si takovy cifer fad! Velky slovutny
Archimedes poméhej trapenému; dej mu moe, nazpam¥t necht odiiké ty slavné
sice, ale tak protivné nam ach &islice Ludolfovy‘‘. Potet pismen jednotlivych
slov udédvs postupné cifry &isla . '
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tihelnik M, s délkou strany s, (viz obr. 59, ve kterém n = 8). M, se
sklad4 z n rovnoramennych trojahelnikd, z nichz kazdy ma obsah
$8,r; obvod mnohothelnika M, se rovna o, = ns,, protez obsah P,
mnohothelnika M, je roven io,r.
Je-li vSak &islo n velmi veliké, je
obsah P, velmi piiblizné roven ob-
sahu kruhu @r? a obvod o, je velmi
pfiblizné roven obvodu kruhu o.
Proto musi byti

2 = or, tedy o = 2r.

Obvod kruhu s polomé&rem r je ro-

ven 2:xr. Také miizeme ovSem Fici,

7e obvod kruhu je ad, kde d zna-

mend pramér; obsah kruhu je oviem
Obr. 59. Lad?. .

V obr. 60 vidime oblouk ACB kruznice k prislusny stfedovému
uhlu «. Je zfejmé, Ze kdyz se tithel o zdvojndsobi, ztrojndsobi atd.,
stane se tdZz zména s délkou oblouku ACB, t. j. délka oblouku
kruZnice je pfimo tmérna velikosti stfedového hlu. Je-li
o = 360°, prejde oblouk v celou kruZnici, jejiz délka je 2ar. Jestlize «
méf{ n stupna, pak pomér Ghlu « k plnému uhlu je » : 360, takze
délku oblouku dostaneme, zmensime-li délku 2xr celé kruznice v po-
méru » : 360. Tedy délka s kruhového oblouku je

nx
8 § = Téa ., (1)
jestlize n znamend pocet stupni stfedového
uhlu «. Je tedy
A A §=arc«.r, (2)

kde arc &, coz éteme arkus udhlu «, je délka
oblouku kruZnice s polomérem 1 a stiedo-
vym thlem «, neboli

X

n .
Obr. 60. : arc o = ;oo (3)

jestliZe « méfi n stupnii.
V obr. 60 vidime dale kruhovou vyse¢ pifslu$nou stfedovému
thlu «. Také ploSny obsah kruhové vysece je pfimo Gtmérny



velikosti stfedového thlu. Je-li & = 360°, prejde vyset¢ v cely
kruh, jehoz obsah je mr?. Jestlize x méi{ zase n stupiid, pak obsah
vysete dostaneme, jestlize obsah kruhu 772 zmensime v poméru = : 360.
Je tedy

nx
—— —— 2
V——360.r, (4)

coz lze psati

A
niw
=%, .
V=1 187" %

neboli podle (1) Q
V = }sr. (5)
Tedy obsah vyseée lze podi-
tati jako obsah trojthelnika,
jehoz (kfivou) stranou je oblouk -—/
a prisluSnou vySkou polomér. Obr. 61.

Podle (2) a (5) je

V =3%arca.r (6)

V obr. 61 vidime mezikruzi; jeho obsah dostaneme, jestlize

od obsahu vétstho kruhu odeéteme obsah mensiho. Je-li r; polomér

menstho kruhu, 7, polomér vét$iho, jsou jejich obsahy zr2, nry?, takie
obsah mezikruzi M je dan vzorcem

M = a(ry? —r?),

ktery muzZeme psati také ve tvaru

—_
~1
~

M = a(ry + ry) (ry—11). (8)
V obr. 61 vidime déle vyse¢ mezikruzi. Jeji obsah W je patrné
W = Vz - Vl’
kde V,, V, jsou obsahy kruhovych vyseéi. Podle (6) je
' Vi=1%arcx.nr? Vy,= %arc«.nr2
takze
W= %arcx. (r—n?
neboli
W =1tarcx.(r,+r) (r,—mn).
Je tedy

W= @arcx.r, + yarcx.r) (r,—n),
takze podle (2).je
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W = k(s2 + ) (r;—11)s (9)
kde 8,3, jsou délky kruhovych oblouku, které tvoii kfivou east
obvodu vysete mezikruzi. Tedy obsah mezikruzi lze podéitati
jako obsah lichobéznika, jehoz (kfivymi) zdkladnami jsou
oblouky obou kruZnic a vyskou je rozdil poloméri.

Cvideni k § 4.

Ve cvif. 92 a 93 volte v == 3}!
92. Vypottéte obvod kruhu, je-li

a) polomér 6,3 cm; b) pramér 5,6 dm; c¢) pramér 9,1 m.
93. Vypoététe obsah kruhu, je-li

a) polomér 8,4 cm; b) pramér 7 m; c¢) pramér 11,2 mm.
Ve cvi¢é. 94 a 95 volte n = 3,14 a vysledky zaokrouhlete na dvd platné

cifry!

94

Vypoététe obvod kruhu, je-li
a) polomér 15 cm; b) pramér 2.5 dm; e¢) pramér 37 m.
95. Vypodtste obsah kruhu, je-li '
a) polomér 23 cm; b) prumér 3,2 dm; c) prameér 0,47 m.
Ve cvi¢. 96 az 114 volte & = 3,14 nebo, kde je to poletné vyhodnéjsi,
7 = 3}. Odpovédi neuddvejte na vice neZ tii platné cifry!
96. Urcete polomér kruhu, je-li obvod roven
a) 1lem; b) 6,4m; c¢) 8,8m; d) 1km.
97. Obvod polokruhu je 3,5 dm; uréete polomsr.
98. Obsah kruhu je 385 m?; uréete polomér.
99. Plot kolem pozemku mé délku 4400 m. Jaky je obsah pozemku, ma-L
tvar a) obdélnika, jehoZ rozméry jsou v poméru 2 :9; b) obdélnika, jehoZz .
rozméry jsou v poméru 5 : 6; c¢) étverce; d) kruhu?
[D4 se dokazati, Ze ze vSech uzavienych &ar dané délky omezuje kruZnice
plochu nejvétiiho obsahu.]
100. Kus dritu dlouhy 1 m je ohnut do tvaru obvodu
a) kruhu; b) polokruhu; e¢) étvrtkruhu. Urédete polomér!
101. Ze studny hluboké 16} m se nabere védro vody rumpélem. Kolikrat
se musi ototiti klikou, je-li priamér hiidele 2 dm? (Zanedbejte tloustku provazu.)
102. Obvod kola u bicyklu je 7 dm.
a) Kolikrat se otoéi kolo, nez se ujede 1 km?
b) Otodi-li se kolo 25krat za 10 vtefin, jaka je rychlost jizdy v kilo-
metrech za hodinu?
103. Z papirového étverce o strand 1 dm se vysttihne co nejvétsi kruh.
Jaky obsah maji odsttizky ?
104. Kovovéa kruhové deska s primeérem 18 cm vaZi 6 kg, Kolik bude
véziti, budou-li v ni t¥i kruhové otvory s pramérem po 36 mm?
105. Pes je piivazéan fetézem dlouhym 10 m ke krouZku, ktery lze posou-
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vati podél vodorovné tyce dlouhé 15 m. Urdete obsah plochy, po které se pes
miiZe pohybovati!

106. Jak veliky je plosny obsah rysu kruZnice s polom&rem 6 cm, je-li
tloustka rysu asi 0,1 mm?

107. Urcéete délku oblouku kruZnice s polomérem 1 dm, je-li stiedovy
thel 144°!

108. Oblouku kruz,mce patii stiedovy tihel 108°. Je-li délka oblouku
. 33 mm, uréete polomé&r kruZnice!

109. Velké ruéi¢ka na hodindch je dlouhd 12 em.

a) Jakou drdhu urazi jeji hrot za £ hodiny?
b) Jakou rychlosti se pohybuje hrot"
110. Ctyii stejné vélecové plechovky s pramérem podstavy 15 cm stoji
tak, Ze se navzdjem dotykaji. Jak dlouhého provazku je tfeba, chceme-li je
svazat dohromady?
111. Opakujte tlohu 110 pro t¥i plechovky!
112. Urdete obsah kruhové vysece, je-li polomér 6 cm a stfedovy thel 54°!
113. Kruhovi vyse¢ mé obsah 55 cm? Je-li polomér 7 cm, urdete stie-
dovy tuhel!
114. V jakém poméru je kruh rozdélen tt“tivou, kterd putili polomér, na
ktery je kolma?
115, (Volte = = 3,1416.) Vypoététe na Cétyfi platné cifry:
a) arc 35°; b) arc 27°32"; ¢) arc 2°27"!

116. (Volte = — 3,14159.) Vypoététe na Sest platnych cifer:
a) arc 7°15’36”; b) arc 19°23742"!

117, Presvédéte se, Ze je velmi piibliZné

355
- 113
B_A_C D £
’ S
F
Obr. 62.

118. V obr. 62 je naznateno, jak lze pfiblizné rektifikovati kruZnici,
t. 3 sestroptl useGku asi tak dlouhou, jako je obvod kruZnice. Jest <t ASB = 30°,
A4S = BC = OD = DE. Délka EF je velmi p#iblizn rovna poloviné obvodu

kruZnice. Zvolte polomér za jednotku, vypoc¢téte délku EF na 7 platnych cifer
a porovnejte s Cislem 7!
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§ 5. Hranoly a jehlany.

V tomto paragrafu a v nisledujicim poznime mimo jiné vzorce
pro vypodet objemu nejdulezitéjich téles. K témto vzorcim dospe-
jeme na zdkladé t. zv. Cavalieriova principu, ktery zni takto:
Dvé télesa T,, T, maji tyZ objem, jestliZe kaZdd vodorovna rovina,
kterd protne jedno téleso, protne také téleso druhé, a jestlie ob&
priisedné plochy maji vidy tyZ obsah. (Italsky matematik Cava-

Obr. 63.

Obr. 64.

lieri il v 1. poloviné 17. stoleti.) Piesnym matematickym oduvod-
nénim Cavalieriova principu se nebudeme zabyvati a misto toho se
spokojime nésledujici jednoduchou tuvahou. Mysleme si obé télesa
sloZena z velkého pottu tenkych ‘plechovych listki. ProtoZe prisecné
plochy obou téles s touz vodorovnou rovinou maji vidy tyz obsah,
maji v obou télesech stejné vysoko lezici listky oba touz vahu a proto



43

také celkovd vaha obou téles je stejnd a jeito jsou obé télesa z téhoz
materidlu, maji také obé tyz objem.

Z Cavalieriova principu lze odvoditi (viz obr. 64 a 65) nasledujicf
dvé dulezité véty:

I. Dva hranoly maj{ tyZz objem, maji-li jejich pod-
stavy tyZ obsah a maji-li oba touz vysku.

II. Dva jehlany maji tyz objem, maji-li jejich pod-
stavy tyZ obsah a maji-li oba touz vysku.

Obr. 65.

Z véty I nasleduje: Objem hranolu se rovna soué¢inu obsahu pod-
stavy s vySkou. Nebot pro kolmy hranol je nim to zndmo z §1 a
podle I to musi zistati spravné i pro kosy hranol.

Na&im daldim cflem je odvoditi vétu: Objem jehlanu se rovna
tietin® soufinu podstavy s vySkou. To je obtiZnéjsi nez v piipadé
hranolu. Budeme se nejprve zabyvati trojbokymi jehlany (viz
obr. 66). Vsecky ¢tyfi stény trojbokého
jehlanu jsou trojahelniky a proto u trojbo-
kého jehlanu lze povaZovati kterou-
koli sténu za sténu podstavnou; tim
se trojboké jehlany podstatné 1isi od vice-
bokych jehlani. Trojbokému jehlanu Fikame — p o

S

R
také kratce ¢tyrstén. Povazujeme-li u troj-
bokého jehlanu PQRS na pt. PS za sténu 4
podstavnou, pak piislusnou vy$kourozumime Obr. G6.

oviem vzdalenost vrcholu B od roviny troj-
uhelnika PQS. Mame tedy u cétyrsténu oty vysky, které jsou
zpravidla mezi sebou rizné, ale v ndkterych piipadech jsou vsSecky
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c¢tyfi stejné. Takovy pripad nastane zejména u pravidelného
c¢tyrsténu, jehoZ viecky ¢tyii stény jsou rovnostranné trojthelniky.

Budiz nyni dan trojboky jehlan ABCD (viz obr. 67), ktery na-
zveme kritce jehlanem J. Za podstavnou sténu povaZujeme troj-
uhelnik 4 BC, jehoZ obsah oznadéme p. Prislusnou vyskou je vzdaile-
nost ¥ bodu D od roviny trojihelnika 4 BC. Mame dokazati, Ze objem
jehlanu J je roven }pw. Jehlan J

je dasti hranolu H (viz obr. 68), Al

Obr. 67. i Obr. 68.
jehoz podstavami jsou trojuhelniky 4B(, DEF a jehoz pobocné hrany
jsou AD, BE, CF. Podstavy hranolu H maji obsah p a vyska je zase v,
takze objem hranolu H je pv. Mame tedy dokazati, Ze objem jehlanu J

7

/ / F
£7~ —__py \
\", ' /jf\\ \ £ / J
AN ~_ = |
\ / \\ \‘
c

5 Obr. 69. ‘ Obr. 70.

je tfetina objemu hranolu H. Ubereme-li jehlan J od hranolu H, zbude
nam (viz obr. 69) ¢étyrboky jehlan A, jehoz podstavou je rovnobéz-
nik BCFE a vrcholem bod D. Vedeme-li thlopticku CE rovnobgz-
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nika BCFE, rozdéli se ndm tento rovnobézinik na dva shodné troj-
thelniky CFE, BCE a &tyrboky jehlan K se rozd8li na dva trojboké
jehlany J,, J, se spole¢nym vrcholem D, z nichz prvy ma za podstavu
trojahelnik CEF a druhy trojthelnik BCE. Tim je hranol H rozdélen
na tfi trojboké jehlany J, J,, J,. Jehlany J,, J, maji shodné podstavy
CEF, BCE a vyskou je u obou vzdalenost vrcholu D od spoletné ro-
viny obou podstav. Podle véty IT ma tedy jehlan J, tyZ objem jako
jehlan J,. AvSak u jehlanu J, (viz obr. 70) mizeme povaZovati za
podstavnou sténu trojihelnik DEF shodny (viz obr. 68) s trojihel-
nikem 4 BC, ktery je podstavnou sténou jehlanu J. Ptislusnou vyskou
je v obou pripadech vzdalenost obou mezi sebou rovnobéznych rovin
ABC, DEF. Podle véty II ma tedy jehlan J tyz objem jako jehlan .J,.
Totéz viak platilo i o jehlanu .J,, takze hranol H mame rozdélen na
t¥i jehlany J, J,, J,, které maji vSecky tii tyZ objem, procez objem
jehlanu J je tfetina objemu hranolu H, coZ jsme méli dokazati.

Tim je pro trojboky jehlan dokizéno, ze objem se rovna tietiné
sou¢inu podstavy s vyskou. Rozsifeni tohoto vysledku na viceboky
jehlan je uz velmi snadné. BudiZz na p¥. pétidhelnik PQRST v obr. 3
podstavou. pétibokého jehlanu s vrcholem V. Rozdélime-li pétithel-
nik PQRST thloptickami PR, PS na trojahelniky PQR, PRS, PST,
jejichz obsahy budtez p,, p,, p3, rozdéli se nam pétiboky jehlan na tii
trojboké jehlany, jejichZz podstavami jsou ty trojahelniky a jejichz
spoletna vyska v je vySkou pétibokého jehlanu. Objemy nasich troj-
bokych hranold jsou ¥p,v, $p.v, 5p,v a objem pétibokého hranolu je

1

3P0+ 3w + 3w = 3y + P + Pa) v = dpv,
kde p = p, + p. + p; je obsah pétithelnika PQRST.
Povrch kolmého hranolu jsme pocitali jiz v § 1. Vypoctem
povrchu kosého hranolu se nebudeme zabyvati.
Povrch jehlanu je ziejmé dan vzorcem

P+ 0,
kde P znamend obsah podstavy a @ znamena obsah plasté. Plast
jehlanu se skldda z tolika trojihelnikia, kolik stén méa podstava.

Budtez :
“ ay, Gy, a5 atd.

délky podstavnych hran jehlanu. Kazdd z téchto hran je jednou
stranou jednoho z trojihelnfki, ze kterych se sklada plast, a v tom
trojihelniku prislusi té strané uréitd vyska. Ty vysky (fkdme jim
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sténové vysky) budtez

wy, W,y wy atd.
Obsahy poboénych stén jehlanu jsou

Yaywy, da,w,, Fayw, atd.,
takze
Q = MHaw, + aqw, + azwy + atd.).

U pravidelného n-bokého jehlanu maji viecky podstavné
hrany touz délku a a jejich pocet je n; také viecky sténové vysky
maji touz délku w. Plast pravidelného n-bokého jehlanu je pak
dan vzorcem

n
Q:;aw:%ow,

kde o = na je obvod podstavy. Oby-
Gejné viak sténova vyska w neni dana
piimo, nybri se musi urcit podle Py-
thagorovy véty. Je-li v vyska jehlanu
(urcitéji fekneme télesna vyska na,
rozdil od sténové vysky) a je-li ¢ po-
lomér kruznice podstavé vepsané, plyne
z trojthelnika V8T v obr. 71 podle
Pythagorovy véty, ze

w = v + ¢,
nebot svisla piimka V.S je kolma na.
vodorovnou piimku S7', takie VST je pravouhly trojihelnik s pre-.
ponou V7'

Obr. 71.

Misto télesné vysky v byva nékdy dana délka s poboénych hran.
Pro télesnou vysku v mame potom z pravothlého trojahelnika V.SA4,
ve kterém je AV preponou,

o= Va7,

kde r = AS je polomér kruZnice podstavé opsané. Pro sténovou
vysku w mame z pravouhlého trojahelnika VAT, ve kterém je AV pre-

ponou,
— 2 a :
w= |/s 5
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Rovina trojuhelnika ¥'S7 v obr. 71 je kolmi na piimku 4B,
procez viecky piimky této roviny jsou kolmé na AB; zejména je
ST | AB.Toho muzZeme uziti ke konstrukei sité pravidelného jehlanu,
je-li ddna podstava ABCDE a vyska v (viz obr. 72). Se stfedu S pod-
stavy spustime kolmice na vsecky strany podstavy; jejich paty budtez
T,, Ty Ty, Ty, Ts. Viimnéme sina pt. pobo¢né stény VAB; je to rovno-
ramenny trojuhelnik
se zakladnou 4B a
vyskou V7,. Tento
trojihelnik  sklopime
kolem piimky AB do
podstavné roviny, t.
j. otatime jej kolem
pifimky AB tak dlou-

4

S 9

1

Obr. 73.

ho, az otoc¢end poloha padne do podstavné roviny. Sklopend sténa
AB(V), je zase rovnoramenny trojihelnik se zakladnou AB a vys-
kou (Tf_)?ﬁz ﬁ,. Bod T, zlstava oviem patou sténové vysky i
po sklopenf. Sklopeny vrchol (V), lezi tedy na piimce ST, a jeho
vzdalenost od bodu 7', je rovna délce VT, kterou si sestrojime (viz
obr. 73) jako pfeponu pravouhlého trojahelnika, jehoz odvésny maji
znamé délky VS = v, ST, = 0. Stejné sestrojime i sklopené polohy
ostatnich poboénych stén, které spolu s podstavou ABCDE davaji
sit jehlanu.

Touto metodou mizeme snadno sestrojiti i sit nepravidelného
jehlanu, zname-li podstavu, patu vysky.S a velikost vysky ». Budiz
podstavou tieba ¢tyithelnik ABCD (viz obr. 74). S bodu S spustime
kolmice na strany ¢tyrihelnika; jejich paty budtez T, T, T, T,
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Sklopené polohy (V)y, (V),, (V) (V)y vrcholu V' lezi na piimkach

STy, 8Ty, 8Ty, STy a vzdalenosti Ty(V )y, To(V)e, T'5( V)3, To( V)4 uréime

(viz obr. 75) jako prepony pravouthlych trojahelnikd, které maji spo-

le¢nou odvésnu VS=v

W), a jejichZz druhé odvés-

ny ST,, 8T,, ST, ST,

pfeneseme z obr. 74.

Kontrolou presnostiry-

sovani je to, Ze musi
W), byti na pi.

AV)y = A(V)q,

14
), ?\\%
w). S KL
Obr. 74. . Obr. 75.

nebot ohé ty tsetky jsou rovné poboéné hrané AV. Podobné je také

B(V)y = B(V)y, . C(V)y = C(V)s, D(V)y = D(V)q.
Jestlize délky

‘5-1—7-;12951, STy = a, 8732953: S-T4=x4
zname ciselné, miiZzeme poéitati podle Pythagorovy véty
ﬁ'—;szl:l/ﬁ—}—;f—, fii;:wz:]/%ﬂ—{—a;?,
ﬁa = Wy = ]/7)2 + 2,2, —f"?’g =W, = V:v_z——{- x4l
Plast jehlanu je potom

Q = Hayw, + ayw, + azw, 4 agw,),
kde a1=A§, ach__C, a3:C_17, ay = DA.

Cviceni k § 5.
Ve cvidenich 119 a% 133 potitejte na dvd nebo tii platné cifry.

119. Trojuhelnikové pravitko ma tloustku 5 mm a odvésny méfi 22,5 cm
39 cm. Urdete vahu pravitka, je-li specifickd hmota dfeva 0,8 gem—3.
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120. Povrch vody v basenu je obdélnfk dlouhy 62 m a Siroky 14 m; hloubka
vody stoupéd rovnomérnd od 1 m na jednom konci do 4 m na druhém konci.
Urdete objem vody v basenu!

121. Kolik vody zbude v basenu ze cvid. 120, bylo-li vypuiténo tolik
vody, Ze pouze polovina dna je pod vodou?

122. V obr. 76 je vyznalen piié-
ny tez stodoly dlouhé 13,56 m. V ob-
razci je jednotka 1 m; vyznadené uhly
jsou pravé. Uréete objem stodoly! A

123. Dno vodojemu je vodorovny Y
obdélnik dlouhy 100 m a Siroky 50 m.
Kratsi stény jsou svislé; delsi stény
jsou naklonény v thlu 45° k vodo-
rovné poloze. Ve vodojemu je vody
do vy%e 3 m. Kolik hl vody je ve vo-
dojemu? ™

124. Stény dvou vodojemi jsou
svislé; dno md&ri 900 m2 u vétsiho, 700 m?
u mengfho. Voda se plevadi z vétsiho '\ . /
vodojemu do mens$iho tak, %e za mi-
nutu se prevede 15,9 hl. O¢ se zménf
vygka vody ve vodojemech za &tvrt Obr. 76.
hodiny ?

125. Urcete objem jehlanu:

a) vySka 15 cm; podstava je &tverec o strand 9 cm;
b) vyska 6 cm; podstava je obdélnik s rozméry 4 cm, 5 cm;
c) vy¥ka 8 cm; podstava je trojuhelnik o stranich 3 cm, 4 ecm, 5 cm.

%

126. Objem jehlanu je 97 cm?; podstava je &tverec o strané 5,3 cm. Urdete
vysku!
127. Objem jehlanu je 147 cm?; vy8ka je 14 cm. Urdete obsah podstavy!
128. Urdete objem jehlanu:
a) vSecky pobotné hrany maji délku 13 cm; podstava je obdélnik
8 rozméry 6 cm, 8 cm;
b) vSecky pobo¢né hrany maji délku 2 m; podstava je &tverec
o strand 2 m;
c) vySka 9 cm; podstava je rovnostranny trojthelnik o stran& 8 cm.
129. Podstava pravidelného jehlanu je &tverec o strand 4 dm; objem
jehlanu je 32 dm®. Urdete vysku a délku poboSnych hran!
130. Uréete povrch jehlanu, jehoZ vrchol je nad stfedem podstavy:
a) podstava je ¢tverec o strand 6 cm, vyska 4 cm;
b) podstava je obdélnik s rozméry 4 cm, 6 cm, vyska 5 cm.
181. V krychlové nidrZi s délkou hrany 1 m je kovovy pravidelny &tyr-
boky jehlan vySky 1 m, jehoZ podstava je &tverec s délkou strany 75 cm. NadrZ
je naplnéna vodou. O¢ klesne hladina, odstrani-li se jehlan?

Cech: Geometrie pro III. t¥. stf. a m¥t. ¥kol. 4
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182. Obr. 77 znézortiuje hromadu Stérku. 4BCD je obdélnik s rozméry
AB = 1,2m; BC = 3 m. Dale je EF = 1,8 m a piimka EF je ve vy 0,6 m.
Uréete objem hromady!

183. Obr. 78 znézoriiuje papirovy étverec ABCD s délkou strany 15 cm;
S a T jsou stiedy stran. Piehneme-li papir podél ¢arkovanych tuseéek tak, aby
splynulo 4D a CD, AS a BS, BT a CT, vznikne jehlan. Uréete povrch a objem
jehlanu! [Pro vypodet objemu si napfed oduvodnéte, Ze po piehnuti bude
piimka DA kolmé na rovinu BST.]

D C
NS
\ \\\\
A} ~
\ N
\ N
\\ S~
Y\ At
\ yd
\\ ’//
\ %
] kvt
A S . B
Obr. 77. Obr. 78.

134. (Viz obr. 79.) Najd&te vzorec pro povrch a objem pravidelného osmi-
sténu! (VSecky stény jsou rovnostranné trojahelniky.)
135. Najdé&te vzorec pro povrch a objem pravidelného étyrsténu!

136. Nad st&€nami krychle jsou
vztyleny G&tyrboké jehlany, jejichz
vyska je pétinou uhlopii¢ky krychle.
Najdéte vzoree pro povreh a objem ce-
lého télesa! Narysujte sit!

137. Urcete povrch a objem t&-
lesa, které vznikne z krychle tim, Ze
cd kazdého rohu odejmeme jehlan,
ktery utind pétinu hran krychle. Se-
strojte sit télesa!

138. Sestrojte sit pravidelného
Sestibokého jehlanu; délka podstav-
nych hran 3 cm, vyska 4 em. Vypo-

Obr. 79.. ¢téte na t¥i platné cifry povrch a ob-
jem té&lesa.

139. Pravidelny trojboky hranol s délkou podstavné hrany 4 cm a vyskou
5 cm d4 se rozloZiti podle obr. 68 na trojboky & na &tyrboky jehlan. Sestrojte
sité a modely obou jehlant a sestavte z modelit model hranolu!

140. Obdélnik A BCD mé rozméry AB = 5 cm, BC = 3 cm. Uvnitt obdél-
nika le#i bod S vzdileny 2 cm od strany 4B a 1 em od strany BC. Obdélnik je
podstavou jehlanu s vysSkou 4 em; pata vyS8ky padne do bodu S. Sestrojte sit
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jehlanu! Vypotitejte na t¥i platné cifry povrch jehlanu! Hodnoty sténovych
vydek vypottené podle Pythagorovy véty porovnejte s hodnotami st&novych
vysek naméfenymi v siti!
141. Opakujte tlohu 140 s tim rozdilem, Ze bod S leZi
a) ve vrcholu 4;
b) uprostied strany 4B;
¢) na strand BC ve vzdalenosti 1 em od bodu B.

§ 6. Vadlce, kuzele a koule.

Rotac¢ni valec s polomérem podstavy r a vySkou v (viz obr. 80)
porovnejme s pravidelnym n-bokym hranolem s polomérem kruznice
podstavé opsané r a vySkou v (viz obr. 81). Je-li n velmi veliké, je
podstava vélce velmi pfiblizné rovna podstavé hranolu, obvod pod-

Obr. 80. Obr. 81.

stavy valce obvodu podstavy hranolu, plagt valce plasti hranolu,
objem valce objemu hranolu. Budiz u valce P obsah podstavy,
O obvod podstavy, @ plast, V objem; budtez P,, O,, @,, V, obdobné
veli¢iny u hranolu. Z § 1 vime, Ze je

Q, =0, V,=Pw
a proto musi byti také
Q = Ov, V = Pu.

Avsak z § 4 je ndm znadmo, Ze O = 2ar, P = nr?. Proto jest

€

Q = 2nrv, V = ariv.
4.



Obr. 83.
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Povrch vialce je
2P + @ = 2ar* + 2arv = 2ar(r 4+ v).

Vzorce pro plast, povrch a objem rotacniho vélce si zapamatujte!
Jak znéji tyto vzorce slovy?

Sif hranolu (viz obr. 82) se sklada z obdélnika, jehoZz rozméry
jsou O, a v, ktery je rozdélen na n» malych obdélnikt, a ze dvou pravi-
delnych n-tihelnik. Podobné sit rotaéniho vélce (viz obr. 83) se sklada
z obdélnika, jehoZ rozméry jsou 2znr a v, a ze dvou kruhti s polomsé-
rem r, které se dotykaji stran obdélnika délky 2=r. P¥i sestrojovani
sité miZeme poloZiti = == 3} nebo mizeme uZiti vysledku cvié. 118.

'

Obr. 84. Obr. 85.

Rotaéni kuzel s polomérem podstavy r a vyskou v (viz obr. 84)
porovnejme s pravidelnym n-bokym jehlanem s polomérem kruznice
podstavé opsané r a vyskou v (viz obr. 85). Délka pobodnych hran
jehlanu budiz s. Podle Pythagorovy véty je

¥+ =g, tedy s= VF—J{.—?, v = Vsz——rz;
s je také délka vSech tisedek na povrchu kuzele, které spojuji vrchol ¥V
8 jednotlivymi body obvodu podstavy; pravime, Ze s je strana
kuzele. Je-li n velmi veliké, je podstava kuZele velmi p¥iblizné rovna
podstavé jehlanu, obvod podstavy kuZele obvodu podstavy jehlanu,
plast kuzZele plasti jehlanu, objem kuZele objemu jehlanu. Budiz
u kuZele P obsah podstavy, O obvod podstavy, @ plast, V objem;
budtez P,, O0,, @,, V, obdobné veli¢éiny u jehlanu. Z § 5 vime, Ze je
V,= %P,v a proto musi byti také V = }Pv. AvSak podle §4 je
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P = nr?, tedy

V = inrto.
Plast jeblanu se sklddd z n rovnoramennych trojuhelnikii se za-
kladnou e (to je délka podstavné hrany) a s vyskou w, tedy s plofnym
obsahem }aw. Tedy @, = 1 . naw neboli @, = 10,w, nebot O, = na.
Je-li n velmi veliké, je w velmi p¥ibliZzné rovné s a proto pro plast
kuzele musi platiti ¢ = 40s neboli ‘

Q = ars,
nebot podle § 4 je O = 2ar. Povrch kuzele je

P 4 Q = ar* + qrs = ar(r + s).

Vzorce pro plast, povrch a objem rota¢niho kuzele si zapamatujte!
Jak znéji tyto vzorce slovy?

Sit jehlanu (viz obr. 86) se
sklada z n za sebou jdoucich shod-
s nych rovnoramennych trojahel-
nfkt s délkou ramene s a se sou-
¢tem délek zakladen O,, k nimz
je pripojen jesté pravidelny mn-
thelnik. Sit kuZele (viz obr.87)
se sklada z kruhové vysede polo-
méru s, k niz je pripojen kruh
s polomérem r, ktery se dotyka
oblouku ¢, jenz tvoii kiivou d&ast
obvodu vysede. Délka oblouku ¢
je O = 2nar; délka celé kruZnice,
jejiz casti je t, je 2ms. Je-li tedy
o stiedovy thel oblouku ¢ (viz
obr. 87) a méif-li &« n stuphid,

Obr. 86. pak podle § 4 je
n:360 =2nr :2n8 =1r:s
neboli
360r
N = ——
s

Nyni si probereme nejdulezitéjdi véci o kouli. Jeito zemé md
pfiblizng tvar koule, ma geometrie ¢ar na kulové plose velky prakticky
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vyznam, zejména pro plavbu na moii. Jiz v §2 jsme mluvili (viz
obr. 20) o hlavnich a vedlejsich kruznicich na kulové plose. Dvéma
body 4, B danymi na kulové ploSe prochédzi zpravidla jedind hlavni
kruznice. Vyjimka nastane na p¥. pro severni a jizni pél na zemé-
kouli; obecné nastane vyjimka, jestlize pfimka AB prochazi stiedem
koule S. V tomto vyjimeéném piipadé prochézi body A a B nekonetné
mnoho hlavnich kruznic; kazda rovina vedena ptimkou AB protne
kulovou plochu v takové hlavni
kruznici. Jestlize v8ak ptimka AB
neprochazi sttedem 8§, existuje s
jedind rovina p, ktera spojuje b
piimku AB se stfedem S a pru-
sena ¢araroviny g s kulovou plo-
chou je jedina hlavni kruZnice
obsahujici body 4 a B. Tyto dva t
body rozdéli hlavni kruznici na
dva oblouky a men8i z obou
oblouktd hlavni kruznice je
nejkratsi spojeni bodu 4a B
na kulové plose. Proto v geo-
metrii na kulové plose hraji hlav-
ni kruznice stejnou tlohu jako
piimky v geometrii roviny.

Zminéna vlastnost hlavnich Obr. 87.
kruznic ma velkou praktickou di- '
lezitost. Melbourne v Australii a Kapské mésto v Jizni Africe maji
piiblizné stejnou zemépisnou &itku. Ale cesta od Kapského mésta
k Melbournu stale k vychodu, tedy po rovnobézce, je mnohem delsi
nez cesta po hlavni kruznici, ktera jde mnohem vice k jihu. Ve skutec-
nosti oviem nemuze lod plouti po zminéné hlavni kruznici, protoze
by se dostala do jiznich polarnich krajin, ve kterych je plavba velmi
nebezpecna.

Hlavni kruznice na zemékouli, jejiz rovina stoji kolmo na spoj-
nici SJ severniho a jiznfho pélu, jmenuje se rovnik. Kazdym bodem M
na povrchu zemékoule prochazi zcela uréita hlavni pilkruznice spoju-
jici oba pély, které se fika polednik. Za zakladni polednik se bere
polednik Greenwichsky. V obr. 88 je zndzornén Greenwichsky
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polednik, ktery protne rovnik v bodé 4, déle polednik prochézejici
libovolnym bodem M na povrchu zemékoule, ktery protne rovnik
v bodé B. Je-li O stied zemékoule, pak <t 40B se jmenuje zemépisna
délka bodu M; rozeznadvame zapadni a vychodni zemépisnou délku,

Obr. 88.

které jdou od 0° (na Greenwichském poledniku) do 180° (na protéjsim
polednfku). Uhel <t BOM se jmenuje zem&pisna #ifka bodu M;
rozeznavame severni a jizni zemépisnou Sitku, které jdou od 0° (na

Obr. 89.

rovniku) do 90° (na pdlech). Spojnice bodi stejné zemépisné délky
je polednik; spojnice bodu stejné zemépisné §ifky je vedlejsi kruznice
zvand rovnobézka. VSecky poledniky maji stejnou délku nr, kde
znamend polomér zemékoule. Naproti tomu je délka rovnobézek ne-
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stejnd; nejdelsi je rovnik (délka 2zr); obecnd délka rovnobézky je 2np,
kde o (polomér rovnobézky) je vzdilenost bodu M od piimky SJ.

Nyni si uréime objem polokoule (viz obr. 89). Polokoule polo-
méru r necht spodiva rovnou &asti svého povrchu na vodorovné
podlozce. Vodorovna rovina ve vySce » nad podlozkou protne polo-
kouli v kruhu poloméru g, jehoZz obsah je m®. Je-li 7' stfed tohoto kruhu
a A4 libovolny bod na obvods, pak STA je pravothly trojahelnik
s preponou AS = r a odvésnami ST = v, TA = g, prodest® + o = 7%
tedy

mp® = mrt — m?.

Podle Cavalieriova principu mé polokoule tyz objem jako kterékoli
jiné téleso spodivajici na téze podlozce a jdouci az do vysky r, které
kazda vodorovni rovina ve vysce v protne v plose obsahu. 7r? — m0?.
Takové téleso si viak snadno opatiime, uvédomime-li si, Ze mr? — mov?
je obsah mezikruzi s poloméry r a v. Svisla tse¢ka S8, délky r budiz
(viz obr. 90) stranou étverce SS,H,H. Budiz T

5 " libovolny bod tusedky S5, ST = v. Vodorovna
piimka vedend bodem 7T protne SH, a HH,

4 4 B v bodech 4, B a jest TB=r,TA=v (nebot
, v pravotthlém trojahelniku 874 je X T'S4=45°,

l ' takze TA = S_JT). Jestlize nyni otadime troj-

AL H__ 4helnik SHH, kolem osy SS,, vznikne tdleso

Obr. 90. L, které jde od vodorovné podlozky az do

vysky r a které kazda vodorovni rovina ve

vysce v protne v mezikruzi obsahu nr* — w2, takze téleso L ma tyZ

objem jako naSe polokoule. Aviak téleso L vznikne, kdyZ z rotac-

niho valce s polomérem podstavy r a vySskou r vyjmeme rotaéni

kuzel s polomérem podstavy r a vySkou ». Objem vilce je

nr? . r = qr3, objem kuZele je imr?.r = dmr3, procez objem télesa L,
~ tedy také objem polokoule, je

ard — $ar® = §ars.

Objem koule je oviem dvojnasobek objemu polokoule, procez objem

koule je dan vzorcem

: V = $ars.

Nyni si jeté najdeme vzorec pro povrch koule. Povrch koule
se da rozloZit na velky pocet velmi malych kiivodarych troj-
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uhelnikd, jak je naznaleno v obr. 91. Kdyz kazdy z téch kiivoda-
rych trojahelniki nahradime pifmocarym trojuhelnfkem s tymiz
vrcholy, pfejde kulova plocha v plochu M, kterd se sklada z vel-
kého podtu malych trojihelniki a je vepsdna do nasi kulové plochy.
Povrch kulové plochy se rovna velmi pfiblizné povrchu plochy M,
ktery je roven
h+ty + &y + atd,,

kde t, t,, t; atd. jsou obsahy jednotlivych trojuhelniki. Kazdy z téch
trojihelnikd budiZz podstavou trojbokého jehlanu, ktery ma vrchol

Obr. 91.

ve stfedu S nasf koule; vysky téch jehlant budtez v, v, v, atd.
Vsecky ty jehlany dohromady vyplni téleso 7', jehoz objem je velmi
priblizné roven objemu koule. Objemy nagich jehland jsou

v, M, 3w, atd.
a objem télesa T je

3ty + v, + tyvy 4 atd.).
AvSak viecky vySky vy, v,, v; atd. jsou velmi pfiblizné rovny r, takze
objem télesa T' je velmi pribliZzné roven
Br(ty + t, + t;, + atd.)

neboli soudinu &isla 3r s povrchem plochy M, ktery je zase velmi

ptiblizng roven povrchu P nasi koule. Protoze vSak objem télesa T
je velmi p¥iblizné roven objemu koule, tedy &islu 43, musi byti

. r . P = $nurs,
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Proto povrch koule je dian vzorcem
P = 4ar2.

Vysledky tohoto paragrafu, jakoz i dal8i pribuzné vysledky,
které uz nebudeme uviadéti, objevil slavny starovéky matematik Archi-
medes, o kterém jsme se zminili jiz v § 4.

Cviteni k § 6.,

U mnoha ptikladi je vyhodné voliti 7 - %2. Nepocitejte nikde pies-
ndji nez na tii platné cifry.

I. Vilec.

142, Urdlete objem, plast a povrch rota¢éniho valce:
a) polomér podstavy 35 cm; vySka 6 dm;
b) primeér podstavy 2,1 cm; vyska 2 dm;
c) pramér podstavy 1,4 m; vyska 1 cm;
d) polomér podstavy 0,35 cm; vyska § m.
143. Urdete vysku rotacniho vélce:
a) objem 66 dm?; polomér podstavy 2 dm;
b) objem 4 1; polomér podstavy 5 cm;
c) objem 1 1; plast 2 dm?.
144. Uréete pramér podstavy rotaéniho valce:
a) objem 44 cm?; vySka 31 cm;
b) objem 385 cm?3; vyska 1 dm;
c) pléast 396 ecm?; vyska 9 cm.
145. Urlete vahu duté kovové roury:
a) vniténi pramér 6 cm, tloustka 1 cm, délka 6 dm, spec. hmota

8,4 gem—3; v

b) vnéjsi pramér 33 cm, tlouStka 1} cm, délka 9 dm, spec. hmota
7,8 gem—3;

c) vn&j§i pramdr 18 cm, tloustka $ cm, délka 100 m, spec. hmota
7,7 gem—3,

146. Kovovy vélec prameéru 15 cm, vysoky 18 em, je uloZen do krabice
8 vnitfnimi rozméry 15 cm, 15 cm, 18 cm a zbyly prostor je vyplnén pilinami.
Uréete objem prostoru vyplnéného pilinami!

147. Vilcova nadrz s priumérem 1,8 m obsahuje 22 hl vody. Do jaké vyse
sahé voda?

148. Rourou s pramérem 7,5 cm proudi voda rychlosti 1,8 m za vtefinu.
Za kolik hodin se naplni nddr# rozméria 12 m; 9 m; 2,4 m?

149. Vnitini Fez tunelu je obdélnik Siroky 7,2 m a polokruh nad nim; nej-
vétsi vySka je 6 m. Je-li tunel 100 m dlouhy, uréete celkovy vniténi povrch
tunelu!
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150. Kolik stoji natér plotu, ktery se sklada ze 105 vélcovych tyéi s pra-
mérem 12 cm, vysokych 1 m, piijde-li 1 m? plochy na 75 Kés? [Také vrsky tyéi
jsou natieny.]

151. Kolika dm? plechu je tieba na zavienou valcovou plechovku s pri-
mérem 12 em, vysokou 27 em, mé-li byti vyska vika 1} em?

II. KuZel.

152. Urdete objem rota¢niho kuzele:
a) vyska 4 dm; obsah podstavy 15 dm?;
b) vyska 7 em; polomér podstavy 3 em;
c) vyska 6 ¢cm; strany 1 dm;
d) vyska 5 cm; obvod podstavy 22 cm.

153. Urdete povreh rotadéniho kuZele:
a) strana 1 dm; polomér podstavy 6 cm;
b) strana 13 cm; vyska 12 cm;
c¢) vyska 12 em; pramér podstavy 18 em.
164. Objem rotatniho kuZele je 462 cm?; polomér podstavy je 7 cm.
Uréete vysku! i
155. Povrch rotadniho kuZele je 29,7 dm?; primér podstavy je 42 cm.
Urdete stranu!
156. Papirovy polokruh priméru 18 cm se svine do plasté rotaéniho kuZele.
Urdéete vysku kuZele a tihel osového fezu kuZele!
167. Podstava kuZelovitého stanu mé pramér 5 m; vyska stanu je 3 m.
Uréete objem stanu! Kolik pldtna se spotiebuje na stan?
158. Sestavte vzorec pro povrch a objem rotadniho kuZele s polom&rem
podstavy r, jehoZ rozvinuty plést tvofi tfetinu kruhu!
159. Do kruhu K s polomérem r je vepsan pravidelny Sestitthelnik 1
K je podstava rotadniho kuZele, M je podstava pravidelného Sestibokého
jehlanu; obd télesa maji vysku v ='r.
a) Kolika procentiim objemu kuZele je roven objem jehlanu?
b) Kolika procentum plasté kuZele je roven plast jehlanu?
160. Opakujte tlohu 159 s tim rozdilem, %e v = 2r!

-

HI. Koule.

161. Délka zemského poledniku je 20 001 712 m. Moisks mile je vzdéle-
nost dvou bodu na témZ poledniku, jejichZ zemé&pisné Sifky se lisi o 1. Kolik m
méii motska mile?
r 162. Urdete povrch a objem koule:
a) polomdr 2,63 cm; b) pramér 7,28:cm.
163. Uréete polomér koule, jejiZ povrch je 1 m2.
164. Krychle a koule maji stejny povrch. Které téleso méa v&tsi objem?
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165. Kolik de$fovych kapek praméru 2 mm vyplni polokulovitou sbé-
ra¢ku priaméru 8 cm?

166. Ve vélcové nadrii 8 pramérem 1,2m je vody do vySe 9 dm. O&
stoupne hladina vodni, ponori-li se do nadrze kovové koule 8 pramérem 9 dm?

167. Z deseti olovénych kouli s prameérem 1 dm se vyrobi vélec s pri-
mérem podstavy 4 dm. Urlete vysku vélce!

168. Vnéjsi pramér duté kovové koule je 12 cm, tloustka 2 cm. Jaky
pramér mé stejnd t&ky plny vilec z tého# materialu, je-li jeho vyska 10,4 cm?

169. Je-li priamér zemdkoule 12 760 km, pramér slunce 1 390 000 km,
pramér mésice 3 473 km, primér planety Marsu 6 780 km, urdete jejich povrchy!

170. Povrch zemé mé&ri 509 951 000 km?. Kdyby zemé& méla piesnd tvar
koule, jaky by byl jeji polomér? (Volte n —= 3,14159 a poditejte presn& na
kilometry!)
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