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Sur les fonctions de deux variables réelles. 
Par 

V o j t ë c h J a r n ï k (Praha). 

Le but de cette note est de montrer que l'on peut, à l'aide d'un 
léger changement de la méthode de démonstration, remplacer quelques 
résultats de M. B lumberg 1 ) et de Mlle Schmeiser 2 ) par des ré­
sultats plus précis. Pour ne pas compliquer inutilement la note ac­
tuelle, nous n'envisagerons que le théorème 2° de Mlle Schmeiser , 
auquel nous allons donner une forme plus précise que voici: 

Théorème. Soitir le plan euclidien, soit s une droite de ce plan; 
soit f(x,y)=f(P) une fonction réelle3) définie dans TT. P étant un point 
quelconque de s et d étant une direction quelconque de P, désignons par 

Pd la demidroite issue du point P dans la direction d (le point P étant 

regardé comme n'appartenant pas à Pd). 
Enfin, désignons par E(P, d) Vensemble de tous les nombres £ 

jouissant de la propriété suivante: il existe une suite de points P1JP2J... 
telle que 

P„ePd, Pn~>P, f(Pn)->ï pour n->oo *). 

Alors il existe un ensemble dénombrable Des jouissant de la propriété 
suivante: dv d2 étant deux directions quelconques, situées d'un même 
côté de la droite s, on a 

(1) E(P,d1)^E(P,d2)^0 

pour chaque Pes— D. 

!) Fund. Math. 16 (1930), p. 17—24. 
2) F u n d . Math . 22 (1934), p . 70—76. 
3) L a démonst ra t ion s 'applique d'ailleurs aussi dans le cas d 'une fonction 

complexe de deux variables réelles. 
4) On adme t aussi les valeurs £ = ± 0 0 . 

10* 
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E e m a r q u e . Désignons par I(P, d) le plus petit intervalle 
fermé qui contient l'ensemble E(P, d). En remplaçant la relation (1) 
par la relation moins précise 

I(P,d1).I(PJd2)^=0, 

on obtient précisément le théorème 2a de Mlle Schmeiser . 

D é m o n s t r a t i o n . Supposons, ce qui est évidemment permis, 
que 0 <;/(#, y ) ^ l , que la droite s est la droite y=0 et que toutes 
les directions considérées dans la suite sont situées dans le demiplan 
y>0. 

n (entier et positif) étant donné, considérons tous les intervalles 
fermés (en nombre n) 

(2) <Tcn~\(lc+l)n-l> (k=0, 1, ..., n — 1). 

Chaque ensemble non vide qui est la somme d'un certain nombre 
d'intervalles (2), soit appelé un ensemble normal d'ordre n. En 
particulier, E^O étant un ensemble quelconque tel que E(Z<0,l>y 

désignons par [E]n la somme de tous les intervalles (2) pour lesquels 
on a <(& — l)n-1,(Jc+2)n-i>-E^0. Soient maintenant x, >?, ô 
trois directions différentes telles que l soit située entre * et â. Soient: 
n un nombre donné et E un ensemble normal donné d'ordre n. 
Soit A=A(x, /?, <5, E, n) l'ensemble de tous les points Pes qui jouis­
sent de la propriété suivante: il existe au moins une direction dP 

située entre x et X et telle que [E(P, dp)]n = E. Choisissons une 
telle direction dP pour chaque PeA. Choisissons encore un inter­
valle ouvert IP(ZPdp de longueur <l/w, dont P est un point ex­
trême et tel que l'on ait f(R)eE pour chaque point ReIP. La pro­
jection de Ip sur 8, suivant la direction <5, est un intervalle ouvert 
ÏP dont P est un point extrême. Posons 

(3) A'=A'(x, X, ô, E, n) = £ ÏP, A"=A"(x, X, c5, E, n)=A—A'; 
PsA 

donc A" est un ensemble dénombrable 5). 
Ajoutons la remarque suivante: soit d une direction quelconque 

mais telle que ô soit située une X et d; soit PeA'(x,X)ô,E,n), donc 

PeTq pour un certain QeA(x, X, c5, E, n). La demidroite Pd ren-

5) En effet, pour P+Ç, PeA" et QeA", on a ÏPÏQ^O. 
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contre évidemment la demidroite Qd^ dans un point Pelç>, d'où 
f(R)eE. Evidemment, P , d, x7 X, ô étant donnés, on a R->P pour 
n->oo uniformément par rapport à E. 

Soit maintenant 

(4) (Pu (p2, <jp3> -. 

une suite de directions qui est dense dans le demiplan 2/>0; posons 

(5) D=2A"{x, X, ô9E,n)9 

où la sommation porte 1) sur tous les systèmes *, Â9 ô de directions 
choisies dans (4) et telles que X est située entre x et ô9 2) sur toutes 
les valeurs w=l , 2, 3, ..., 3) n étant donné, sur tous les ensembles 
normaux E d'ordre n. Donc D est dénombrable. 

Soient maintenant Pes—D et d19 d2 deux directions 
différentes. Choisissons, dans (4), trois directions" x, X9 ô telles que 
d± soit située entre x et X9 X entre dx et (5, (5 entre >î et d2. Soit n X ) 
un nombre entier; on a évidemment 

PeA(x9X,â,[E(P,d1)lnn), 

donc (d'après (3) et (5)) 

PeA'^^â^EiPidJUn). 
—> 

D'après la remarque, il existe un point RnePd2 tel que 

(6) fiRJelElPtdMn 

et l'on a Rn->P pour n->oo. La suite / (Rn) ( n = l , 2, ...) possède 
au moins une valeur limite $€E(P, d2) et, d'après (6), on a aussi 
£ei2(P, di), d'où la relation (1). 

E e m a r q u e I 6 ) . Montrons encore que l'on ne peut pas rem­
placer la relation (1) par la relation 

(7) E(P, dx) • E(P, d2) • E(P, d3) =f= 0, 

même s'il s'agit de trois directions d19 d21 d3 fixées d'avance. En 
effet, soient R l'ensemble de tous les nombres réels et Mx un en­
semble non dénombrable de nombres réels jouissant des propriétés 
suivantes: 1) si aeM19 beMx et a^b, on a ^(a+b)eR—Mx; on 

6) L'idée principale des remarques I, II est empruntée à la note citée de 
M. B l u m b e r g . 
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voit que l'ensemble M2=E—Mx est alors dense dans E. 2) Chaque 
point de Mx est point limite de Mx du côté gauche et du côté droit7). 
Posons ensuite: f(œ,y) = 0 pour xeM2, f(x,y)=—1 pour xeM19 

x—yeMx\ f(x,y)=—1 pour xeM19 x—y eM2. Désignons par s 
la droite y = 0 et par d19 d2J dz les directions des demidroites sui­
vantes: y>0 , x=0; y>0 , y = x\ y>09 y=—x. Soit xeM19 P=(x, 0); 
on voit aisément que chacun des trois ensembles E(P9 d^), E(P9 d2), 
E(P, ds) est composé de deux nombres, à savoir d e — 1 , 1, de 0, 1 
et de 0, —1 respectivement. Donc la relation (7) est en défaut pour 
chaque point P d'un ensemble non dénombrable (à savoir pour 
P=(x9 0), xeMJ. 

E e m a r q u e II. Pour donner une application de notre théo­
rème, soit F(x) une fonction réelle et finie d'une variable réelle. 
Posons 

4i x A 4t F(y)—F(x) . 

f{x,x)=0, f(x,y)= y _ ~ Vonv y^x. 

Soit s la droite y = xm
9 soient dx et d2 les directions des demidroites 

y>0,x=0 et x<0,y = 0 respectivement., Pour P=(x9x)9 les valeurs 

de f(è9rj) sur les demidroites Pdx et Pd2 sont données respectivement 

ya>r-(F(x+h) — F(x)) et par -(F(x)—F(x—h)) (pour h>0). Donc: 

il existe un ensemble dénombrable D tel que l'on peut, à chaque 
xeE—D 8), faire correspondre deux suites hl9 h29 ...; Jc19 Tc29 ... 
telles que 

hn>0, fc„->0; fc„<0. fc„->0; ^ J ^ + ] ^ M = ^(x+lQ-FW 
n=oo f^n n~oo rCn 

C'est un théorème un peu plus précis que le théorème bien 
connu d'après lequel on a pour xeE—D: 

F(x+h)—F(x)^„ . „F(x+h)— F(x) 
lim sup —-—!—z: ^ lim mf —-—— — . 

n=o+ h h—o— h 

7) On peu t p rendre pour Mx p . ex. l 'ensemble de tous les nombres irrat ion-
oo 

nels de la forme ^ an • 3""", chaque an étant égal à 0 ou à 2. 
7 1 = 1 

8) B désigne l 'ensemble de tous les nombres réels. 
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