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Uber die simultanen diophantischen Approximationen.

Von
Vojtéch Jarnik in Prag.

§ 1.
Definitionen und Resultate.

Wir wollen uns in dieser Abhandlung mit zwei Problemen aus der
Theorie der simultanen diophantischen Approximationen beschiftigen, und
zwar hat das erste von diesen beiden Problemen einen mengentheoretischen,
das andere einen elementaren Charakter.

Wir fithren zunichst folgende Ausdrucksweise ein: Es sei s ganz,
§>1; w(x) sei eine fiir # > 1 definierte und positive Funktion. Es sei
(6,,0,,...,0,) ein System von s reellen Zahlen; man kann dieses System
auch als einen Punkt P (mit den Koordinaten 6,,0,,...,0,) in einem
s-dimensionalen kartesischen Raume R, deuten. Wir wollen sagen, da
das System (0,,0,,...,0,) (oder der Punkt P) die Approximation o (x)
zulift, wenn es zu jedem ¢ >0 ein System von s-1 ganzen Zahlen
Py1s> Pgs -++s Dy @ Mit g > ¢ gibt, welches den folgenden s Ungleichungen

geniigt:

,.—%' < o(q) (1=1,2,...8).
Bekanntlich 148t jedes System (6,,6,, ..., 0,) die Approximation 11 T
x &

zu (es sind noch etwas schirfere Resultate bekannt?)). Es dringt sich also
folgende Frage auf: Es sei (bei gegebenem ganzem s >1) fiir 2 > 1 eine

1
positive Funktion w(x) gegeben, die kleiner als P ist; wie ,groB
ist dann die Menge derjenigen Punkte des Raumes R,, welche die Approxi-

1) Nach H. Minkowski (Geometrie der Zahlen, Leipzig 1896, S. 112) darf man
1

-1—-— S _1_.1‘_
z 5 durch —— =z 3 ersetzen.
s+1
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mation  (z) zulassen? Dabei muB man freilich den Ausdruck ,wie groB*
noch prizisieren; wir verstehen diesen Ausdruck zunidchst im Sinne der
Lebesgueschen MaBtheorie und formulieren daher unsere Frage genauer
folgendermaBen:

Es sei s > 1, s ganz; w(x) sei fiir 2 > 1 definiert und positiv; dann
wollen wir in dieser ganzen Abhandlung mit

M(w(z);s)
die Menge derjenigen Systeme (Punkte) (6,,60,,...,6,) mit
0<6,<1 (1=1,2,...,8)

bezeichnen, welche die Approximation o (z) zulassen. Wenn A eine Punkt-
menge in R, ist, so wollen wir mit L(A4) das auBere (s-dimensionale)
Lebesguesche MaBl von A bezeichnen. Und wir fragen: Wie groB ist
L(M(w(z);s))?? Diese Frage wurde von Herrn A. Khintchine?®) folgender-
mallen beantwortet:

Es sei o (z) fiir z >1 stetig und positiv; o’ (z)z**" sei fiir z > 1
abnehmend, ®’(z)#**! -0 fiir x-—oco. Dann ist L(M(w (2);s)) gleich
Null oder gleich Eins, je nachdem das Integral

J o (2)z° dz
1
konvergiert oder divergiert*).

Dieses schone Ergebnis gibt also eine sehr vollstindige Antwort auf
unsere Frage; bei einer nidheren Betrachtung bieten sich jedoch Fragen
dar, die durch den Khintchineschen Satz nicht beantwortet werden. Es
sel z.B. s =2; dann ist L(M(2™ % 2))=0 fiir « >3; man wird aber
trotzdem vermuten, daB z. B. die Menge M (z~%;2) wesentlich ,gréBer“
ist als M(z~ % 2). Weil hier das Lebesguesche MaB versagt, muB man
zu einem anderen MaBbegriff greifen, der insbesondere die Mengen vom
Lebesgueschen Mall Null noch weiter zu klassifizieren gestattet. Und zwar

2) Ubrigens ist M (w (x); s), wie leicht einzusehen, eine Borelsche Menge, also
meBbar; die Einschrinkung 0 <6, <1 ist nur aus Bequemlichkeitsgrimden gemacht
worden und verletzt offenbar keineswegs die Allgemeinheit der Fragestellung..

3) Zur metrischen Theorie der diophantischen Approximationen, Math. Zeitschr.
24 (1926), S. 706—714. Fragen dieser Art gehen auf E. Borel zuriick (Contribution
4 P’analyse arithmétique du continu, Journal de mathématiques pures et appliquées (5),
9 (1908), S. 329—375.)

4) M(w (x); s) wird offenbar nicht geindert, wenn man o (z) irgendwie ab-
andert, aber so, daB fiir hinreichend groBSe x die Funktion  (z) ungeindert bleibt;
es wiirde daher geniigen, z. B. die Monotonie von w®(z)z°*! erst fir x>a (a = 1)
vorauszusetzen. Man beachte diese triviale Bemerkung auch im folgenden.
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eignet sich zu diesem Zweck ein von Herrn F. Hausdorff eingefiihrter MaB-
begriff. Dieser wird folgendermaBen eingefiihrt?):

Es sei f(«) eine fiir 2 > 0 definierte, stetige, positive und wachsende
Funktion; f(z)—0 fir z—0. Es sei B, (s >1) ein s-dimensionaler
kartesischer Raum. Unter einem s-dimensionalen Wiirfel verstehen wir
stets einen Wiirfel in R, dessen Kanten mit den Koordinatenachsen
parallel sind, und zwar, wenn nichts anderes ausdriicklich gesagt wird, einen
offenen Wiirfel. A sei eine Punktmenge aus R_; o sei eine positive Zahl.

Es sei nun & ein hochstens abzihlbares System von s-dimensionalen
Wiirfeln W,, W,, ..., deren Kanten d,,d,,... simtlich kleiner als ¢ sind;
© sei ein Uberdeckungssystem von 4 (d. h. jeder Punkt von A4 sei in
mindestens einem Wiirfel aus & enthalten). Wir setzen

A(®)=3f(d)
v
(die rechte Seite soll - oo bedeuten, wenn > f(d,) divergiert). Die untere
7

Grenze von A(@) fiir alle solchen hdchstens abzihlbaren Uberdeckungs-
systeme © von 4, die der Bedingung d; < ¢ geniigen, mége mit L, (4; f(x))
bezeichnet werden. Wenn o abnimmt, so verschirft sich die Bedingung
d; < o. also nimmt L, (4; f(z)) nicht ab, also existiert der Grenzwert

L(4;f(@)=lim L, (4; (=), (0<L(4;f(2)Lo0) ).

Diese Mengenfunktion L (4;f(z)) erfilllt (bei gegebenem s und f(x))
die fiinf Postulate der Carathéodoryschen MaBtheorie. Wir werden davon
aber keinen Gebrauch machen; wir benutzen nur die folgenden trivialen
Folgerungen der Definition:

%) F. Hausdorff, Dimension und #uBeres MafB, Math. Annalen 79 (1919), S. 157
bis 179. Der Leser braucht von der Hausdorffschen Theorie nichts zu kennen.

8) Unsere Definition weicht ein wenig von der Hausdorffschen Definition 2
(a.a.0.%), 8. 166) ab; Herr Hausdorff iiberdeckt namlich 4 mit Kugeln, deren Durch-
messer d,, d,, ... heiflen; fiir unsere Zwecke sind die Wiirfel bequemer. Alle Haus-
dorffschen Schliisse gelten auch fiir unsere Definition. Ubrigens werden wir uns bei
unserer Hauptuntersuchung (Satz 4) auf solche f () beschrinken, fiir welche f(z)2~*

3
nicht wichst; also f(z) = f(yi_) =s 2f(x) fiir > 0. Da jede Kugel vom Durch-
\Js

messer d einen Wirfel von der Kante % enthilt und in einem Wiirfel von der
s

Kante d enthalten ist, so besagt die Gleichung L (A4; f(2)) =0 offenbar dasselbe, ob
wir sie in unserem (Wiirfel) oder im Hausdorffschen Sinne (Kugel) verstehen; dasselbe
gilt von der Gleichung L (4; f(x)) = co. Und nur solche Mengen 4 kommen in unseren
Hauptsitzen vor. In verschiedenen Fragen vom geometrischen Charakter kénnte
jedoch die Hausdorffsche Definition vorteilhafter sein, da sie gegeniiber den euklidischen
Bewegungen invariant ist. )
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1. Aus ACB folgt L(4;f(x)) < L(B;f(2))-
2. Wenn V,,V,,... hochstens abzihlbar viele Mengen aus R, sind,
V ihre Vereinigungsmenge, so ist

L(V; f(x) L I L(V; f ().
3. Wenn auch f,(2) eine fiir > 0 definierte, stetige, positive und
wachsende Funktion ist (f,(2#)— 0 fiir z—0) und wenn

)
j=L

L{A4;f,(x)) = L(4;f(z)).

Wir bemerken noch: erstens, daB L (4; f(2)) nur von dem Verhalten
von f(z) fiir klesne x > 0 abhangt; zweitens, da L (4;z°) offenbar das
dulere Lebesguesche Mal von A ist.

Dieser MaBbegriff L (A; f(z)) erlaubt uns in der Tat, die Vermutung,
daB einer ,schwacheren“ Approximation w (z) eine ,groBere“ Menge
M(w(x); 8) entspricht als einer ,schirferen“ Approximation, gemau zu
formulieren und in zemlich allgemeinen Fillen zu beweisen; dies geschieht
durch die Sitze 3 und 4. Um aber den Sinn dieser etwas komplizierten
Siatze dem Leser deutlicher zu machen, filhren wir an dieser Stelle zu-
néchst ein einfaches Korollar derselben — némlich den Satz 1 — an. Vorher
aber noch eine kleine Bemerkung,

Unter den reellen Systemen (6,, 0,, ..., 0,) verdienen offenbar diejenigen
Systeme eine besondere Beachtung, die keiner Gleichung

o e filz
h?:(])ni f(z

80 1sb

Sk, 4k =0
=1

mit ganzzahligen, nicht simtlich verschwindenden Koeffizienten &, £,, ..., &,
geniigen; wir wollen solche Systeme ,eigentliche Systeme“ nennen und mit
M, (o (x);s) die Menge aller eigentlichen Systeme aus M(w(z);s) be-
zeichnen. Der Satz 1 lautet nun:

Satz 1. Fiir a>1+% st

L(M@ % 0;0") = LM, (% 0);2) =0 fir 7>'EL;

1

LMz %8);a")=L(M,(x%s);2")=00 fir 0<y< 8::

Man kénnte — &hnlich, aber nicht genaun so wie Herr Hausdorff — sagen,

daB eine Menge 4 aus R, die Dimension ¢ besitzt, wenn o die untere
Grenze derjenigen Zahlen y > 0 ist, fiir welche L (4; 27)= 0. Nach dieser
s4+1

Ausdrucksweise wire also z. B. die Dimension von M(2™%s) gleich —
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(fiir e>1 —l—%—) . Der Satz 1 und die weiter unten angefiihrten Sitze 3

und 4 bilden unseren Beitrag zu der ersten, mengentheoretischen Frage.

Die andere, elementare Frage lautet — roh gesagt — folgendermaflen:
Es sei s ganz, s > 1; ,(x), w, (z) seien zwei fiir z > 1 positive Funktionen,
P = o,(2) > w,(z); gibt es dann s-gliedrige Systeme (scharfer:
eigentliche Systeme), die zwar die Approximation w,(z), nicht aber die
Approximation w, (z) zulassen? Fiir s =1 liefert die Theorie der Ketten-
briiche in sehr allgemeinen Fillen eine bejahende Antwort auf diese Frage?);
dagegen aber scheint fiir s > 1 noch recht wenig dariiber bekannt zu sein.
Wir fithren zunichst folgendes wichtige Resultat an, welches in einem
Satz des Herrn O. Perron?®) enthalten ist:

Zu jedem ganzen s >1 gibt es eine Zahl ¢(s) > 0, so daB es eigent-
liche s-gliedrige Systeme gibt, die zwar die Approximation Ej-—l z'l"%, nicht
aber die Approximation ¢ (s)z™'"* zulassen.

Auch der angefithrte Satz des Herrn Khintchine gibt einen Beitrag
zu diesem Problem: Es sei s ganz, s > 1; w,(z) (¢ =1, 2) selen fiir z > 1
stetig und positiv; w;(z)z*"' sei abnehmend fiir z>1 und —0 fiir
x —00; weiter sei

(oo}

J ol (x)z’da divergent,

=
3

Hg’

w; (z)2°dx  konvergent.

i—-

(Z. B. w,(x) = z'l"% log_% (x+1); wy(z)=2" "l"log"gs— (+1));

dann gibt es eigentliche s-gliedrige Systeme, welche zwar die Approximation
, (x), nicht aber die Approximation w,(z) zulassen. Denn nach dem
Khintchineschen Satz ist einerseits L (M(w,(2);s))=1, also auch
L(M,(w,(x);8)) =1 (denn die uneigentlichen Systeme bilden offenbar
eine Menge vom Lebesgueschen Maf Null, nZmlich eine Vereinigungsmenge
von abzihlbar vielen (s — 1)-dimensionalen Hyperebenen); andererseits ist
L(M(w,(2);8)) =0 — daraus folgt aber, daB es Punkte gibt, die zwar
zu M, (w,(x); s), nicht aber zu M(w,(z);s) gehoren.

Wir wollen weiter (Satz 5) unsere Frage unter ziemlich allgemeinen
Voraussetzungen beantworten; zunichst fithren wir aber folgenden ein-
facheren Satz an:

") Vgl. auch den § 8, Satz 6 und die Bemerkungen dazu.

) Uber diophantische Approximationen, Math. Annalen 83 (1921), 8. 77—84,
Vgl. auch Ph. Furtwingler, Uber die simultane Approximation von Irrationalzahlen,
Math. Annalen 96 (1926), S. 169175 und 99 (1928), S. 71—83; A. Scholz, Zur
simultanen Approximation von Irrationalzahlen, Math. Annalen 103 (1930), S. 48—51.
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Satz 2. Es set s ganz, s>1, e >1 -+ —i— Dann gibt es esgentliche

a

Systeme (0,,0,, ...,0,), welche zwar die Approximation x~°, aber keine
Approximation z~* mst konstantem > « zulassen.
Dieser Satz folgt sofort aus Satz 1; wir haben nimlich nur zu zeigen,

daf es Punkte gibt, die zwar in M,(z” % s), aber in keiner Menge
1
M (x_a_g;s) (n=1,2,...) legen. Dies ist aber klar, da nach Satz 1

L (Me (27%s); x%) = 00,
s+1

L( 200; M, (x_a_%; s); xT) < ZOD;L (Me (“’dﬁ%i '9)§ x%) =0.
n= n=

Wir fithren nun die Hauptsitze (Satz 3, 4, 5) an:

Satz 3. Voraussetzungen. Hs set s =1, s ganz; w(z) stetig,
posttiv und abnehmend fir x > 1; f(z) steteg, positiv und wachsend fiir
z>0; w(z)—0 fir z—o0; f(z)—0 fir 2—0;

ff'(2w(x))xsdx
1
konvergent.
Behauptung. L(M(w(2);s);f(x)) =0. (Adlso um so mehr
L(M,(w(x);s); f(x))=0.)
Satz 4. Voraussetzungen. Es sed s >1, s ganz; w(z) stetrg und
positiv fiir x >1; o®(z)2°T* monoton?) fir x>1;
J o' (z) 2 da
1
konvergent (also ist o’ (@) 2 =0, w@)—0 fir z— 0, o’(x)z’™*
nicht wachsend, o (x) abnehmend fir x >1).

Wester sed f(x) positiv, stetig und wachsend fir x> 0; f(z)—0
f(z)

zs

*+1 monoton fir x>1;

fir x—0; monoton fir x> 0; (2w (2))z

ff(2w (x)) 2’ dx
1

divergent (also ACLIC) BN oo fir x — oo, d. h. @—» oo fir x — 0,

w’(z)
fi—f) nicht wachsend fiir x > 0).

?) Das Wort ,monoton“ wird im schwacheren Sinn: nicht wachsend oder nicht
abnehmend gebraucht.
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Behauptung. L(M,(w(x);s);f(z)) =00 (also um so mehr
L(M(w(z); 8); f(x)) = co). )

Der Satz 1 ist eine unmittelbare Folge der Satze 3 und 4; es geniigt,
w(x) =27% f(x)==2" zu setzen.

Satz 5. Es set s=>1, s ganz; w(ax) ses stetlg und positiv,
o’ (x)x*™" monoton fir x>1;

©
[o'(2)z dz
1
set konvergent.

A(z) sei fiur x=>1 definiert und habe fir x =>1 eine stetige Ab-
() i(z)

leitung °); es ses =, monoton und 21 fiir x >1, -

— 00 filr x — oc.

Behauptung. Es gibt eigentliche s-gliedrige Systeme, welche zwar
die Approximation w(x), nicht aber die Approximation w (i(z)) 2zu-
lassen.

Es wiare noch verschiedenes zu den Sitzen 3, 4, 5 zu bemerken; um
aber den Gedankengang nicht zu unterbrechen, verschiebe ich diese Be-
merkungen in die beiden letzten Patagraphen, wo sich auch noch ein Satz
(Satz 6) befindet, der in gewissen Fillen den Satz 5 ersetzen kann.

Wir sollen also die Sitze 3, 4, 5 beweisen. Der Satz 3 ist fast trivial,
der Satz 5 ist eine leichte Folge der Sitze 3 und 4. Die ganze Schwie-
rigkeit liegt im Beweis des Satzes 4, dem die Paragraphen 3, 4, 5 ge-
widmet sind.

Ich habe im Falle s =1 bereits einen Spezialfall der Sitze 3 und 4
bewiesen, nimlich den Satz:

LM@"%1);2")=0 fir y> %,
LMz *;1);2")=o00 fiir 0 <y < —i
(e > 2).17)

Der heutige Beweis des Satzes 4 ist mit dem damaligen Beweis ver-
wandt, ist aber wesentlich komplizierter. Dies hat seinen Grund einerseits
in der Willkiirlichkeit der Funktionen f(z), w(z), hauptsichlich aber in
den Schwierigkeiten, die im Fall s >1 auftreten. Die wichtigsten Punkte
des Beweises sind der Hilfssatz 3, der einem Hilfssatz des Herrn Khintchine'?)

nachgebildet ist, dann der Ubergang von den Uberdeckungssystemen zu
Systemen, die ich ,, Uberschlagungssysteme“ nenne, und endlich der Hilfssatz 6.

19) Fir z =1 meine ich die rechtsseitige Ableitung.

11) Diophantische Approximationen und Hausdorffsches Ma8, Recueil mathé-
matique de la Société mathématique de Moscou (im Druck).

12} A.a. 0. %), Hilfssatz 3. .
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§ 2.

Beweis des Satzes 3.

Es seien die Voraussetzungen des Satzes 3 erfiillt. Fiir ganzes ¢ >1
ist dann

q
f(20(@)’ <2°f2w(g) (g—1)° L2 f1 f(2o(x))z*dz;
also ist -
qg f2o(9)q
konvergent.

Es sel ¢ >0, o > 0. Wir wihlen eine ganze Zahl @ > 0 mit folgen-
den Eigenschaften:

w@<1, 20@Q<e, IZow)e' <z

Jeder Punkt von M (w (z); s) muBl in einem s-dimensionalen Wiirfel W (P)
enthalten sein, dessen Mittelpunkt P die Koordinaten

9" ¢ q
hat und dessen Kante 2w(g) ist. Weil M(w(z);s) im abgeschlossenen
Einheitswiirfel liegt und w(q) <1 fiir ¢ = @, so kommen nur diejenigen
W(P) in Betracht, deren Mittelpunktkoordinaten (1) den Ungleichungen

(1) 'p_l,&:"':& (pl’p‘.!""’ ps’qganz’ qgQ)

2) —1<%<2 (i=1,2,...,8)

geniigen; die Anzahl derartiger Wiirfel bei festem ¢ ist (8¢ —1)°. Bilden
wir also alle Wiirfel W(P), wo P die Koordinaten (1) mit der Neben-
bedingung (2) hat, so iiberdeckt ihre Gesamtheit der Menge M (w (z);s).
Da ihre Kanten kleiner als ¢ sind, so ist also

L (Mo (@) 8); f@) < Sf(20@)(3g—1)"<e;
q=

da aber ¢ und o zwei beliebige positive Zahlen sind, so ist damit gezeigt, dal
L(M(w(x);8); f(2)) =0,

w. 2. b. w.

§ 3.

Zuriicktiihrung des Satzes 4 auf einen einfacheren Satz.
Hilfssatz 1. Fiir x > 1 seien u(z), l(x) stetig; wester sei u(z) >0,
u(z)z monolon, 1(z)—0 fir z— oo, [wu(x)dx konvergent (also
1

u(z)xr — 0 fir x — o0, u(x) -z nicht wachsend).
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Dann gibt es eine fiir x > 1 stetige und positive Funktion v(z) mit
folgenden Eigenschaften :

1. zg:;, v(z)x sind monoton fir x>1.

2. v(x)x— 0 fir x— oo (also ist v(x)-x nicht wachsend).

® L, . oo(z) . o(z)
3. lf v(x)dz divergiert (also ist — @ nicht abnehmend, - @~ ®
fir x — oo).
4. [v(2)1(z)dz konvergiert.
1
Beweis. Wir wihlen eine Folge z,,2,,2;, ... 1<%, <#,<...), so dall
z, > em, ,l(x)lg—;; fir 2 > z,.
Wir fiihren folgende Bezeichnung ein: Wenn f(z) eine fiir  >1 stetige
Funktion ist, die fir z > 8 (f=>1) mit cw(z) zusammenfillt, wo ¢ >0
von z unabhingig ist, so werde fir b >a > f mit f(z;a,b) folgende
Funktion von z bezeichnet:
f(z;a,b)=f(z) fir 1{z<La,
f(x;a,b)=% fir e <2< ),
f(z;a,b)=c,u(z) fir z>5,
wo ¢, ¢, Konstanten sind; also ist

cu(a)=%, d h ¢, =cau(a)=af(a)>0,

> 0.

% =c,u(b), d h c=c ZZ((Z;

f(x; a, b) ist offenbar stetig fiir 2 > 1; weiter ist
flesa,b)—f(z) fir 1<z <a,
flzia,0) =D > cu(z) = f(2) fir a <2< b,

f(z; a, b)=c‘zz((ab§u(x) = cu(z) =f(x) fir x > b,
also
f(z;a,b) > f(x) fir x>1.
Endlich ist

k., =ff(x; a, b)dz =——ff(a:) de+ cau(a) logg + ZZEZ; ff(x) dz;
’ 1 1 b
also ist, bei festem @, k, , eine stetige Funktion von b fiir b > @, und zwar ist
k, .= [f(z)de, k,,— oo fir b— oco.
e s 5

Mathematische Zeitschrift. 33. 33
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. Wir bilden nun eine Folge von v,(x), v,(), ... folgendermaflen: Es sei

Ju(z)dz =A>0; dann sei: @, =b, =1, v, (2) = u(z)=u(z;0a,,b,);

1

v,(z) =v,(2; a,, b,), Wo @, =max (b, x,) und b, > @, so gewahlt wird,

daB [v,(x)de = [v,(z;a,,b,)der=24; und allgemein (n>2) sei
1 1

v, (2)=v,_,(z;a,b,), wo a,=max (b, ,,z, ,) und b, >a, so ge-
wahlt wird, daB

S, (2)de= f'vn_l(z; a,b)dr=nAd.
1 1

Es ist @, ,, > 2, > e” und fiilr m >n ist v, (2) = 0,(z) fir 2 >1, und

zwar v, (2) =v,(z) fir 1<2<aq,,,. Also existiert lim v (z)=v(z),

und zwar ist v(z) positiv und stetig fiir z >1 und [v(z)dz ist divergent.

1

Ich behaupte: %—g% ist nicht abnehmend, »(z)z nicht wachsend fiir

z>1. Denmn fir o, <z <), ist v(z)=0v,(z)= %, wo « eine positive
Konstante ist, also

v(z) «

u(z) zu(x)’

v(z)r=c;
ebenso fir b, <z <La,, , ist v(z)=v,(2)=cau(z), wo « wiederum eine
positive Konstante ist, also

v(z) _
w(z)

¢, ov(x)z=cu(z)z.

Weiter ist v(z)z — 0 fiir 2 — oo, demn aus v(z)z—1 (0 <1< )
wiirde folgen
Gnia Cnta

L7 AEY
fv,,(z) dz= [ v(@)dz =0 [ = 0(oga, ) = 2(n?),
1 1 1
im Widerspruch gegen

8ni1 «©
Jo(z)dz < [o,(z)de=nA4.
1 1

Endlich ist [v(z)!(x)dz konvergent, da
1

To@li@las=fo@ii@lde+ fo@) 1@)ds 4.+ [ o @) i) da

Gn

@
gafvl(x){Z(x)gdz+A(§+-2§+-24—8+...+ " )

2&—1

Damit ist der Hilfssatz bewiesen.
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Wir wollen nun den Satz 4 auf den folgenden einfacheren Satz 7
zuriickfiithren :

Satz 7. Es seten die Voraussetzungen des Satzes 4 erfillt; dazu sez noch

flox) 2’ — 0 fir x— co;
dann ist
L(M, (o (2); 8); f(%)) = oo.

Wir sollen zeigen, daB Satz 4 aus Satz 7 folgt; es sei also der Satz 7

wahr und die Voraussetzungen des Satzes 4 seien erfiillt; dann existiert

(3) gf(Zw(x))x”l:t (0Lt < ).

Wenn ¢ = 0, so ist nichts zu beweisen; es sei also ¢ > 0. Wir setzen im
Hilfssatz 1

u(e) =o'(z)e’, Uz)=>

und bekommen eine Funktion v(z) mit den im Hilfssatz 1 angegebenen
Eigenschaften.
Es sei z(2) die zu 2w(z) inverse Funktion; also ist z(z) fiir

0 <2< 2w(l) definiert, stetig und abnehmend, 7 (2w 1)) =1, 7(z) - ©
fir x —0. Wir setzen nun

fi(z) = ”ff((:)’) fir 0 <z<20(1),

fi(z)=ca’ fir 2> 2a(1) (¢ konstant).
Dann ist f,(z) fiir 2 > 0 stetig und positiv; fir  >2w(1) ist f,()
wachsend. Aber auch fir 0 <2 < 2w (1) ist f,(«) wachsend. Denn es
ist, 7(2) =y gesetzt, fiir 0 <2< 2w(1)

fi(z) = vg(/zs/) _r»®y

y3+1

v(y)y
ya+1

und »(y)y ist nicht wachsend, also ist abnehmend, wenn y wichst,

d. h wemn z=20w(y) abnimmt. Fir z—0, d. h fir y— oo, ist
v(y)y — 0, also um so mehr £,(z) — 0.

Weiter ist f‘—g—) fir 2 > 2w (1) nicht wachsend; dasselbe gilt aber
auch fiir 0 < 2 < 2w(1), denn dort ist (z(z) =y)

file) vy v(y)
z* 2%0i(y)y’  2%u(y)’

Weiter ist fir 2 >1

Rw(z)zt = ﬂg) 2° = v(2)-2

monoton, und zwar

(3a) (2w @)z°t* — 0 fir z — co.
33*
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Endlich ist

ffl(Zw(w))xsdm=fv(x) dz
divergent; nach Satz 7 ist also

L (M, (o (2); 8); f,()) = 003
nach (3), (8a) ist (wegen ¢ > 0)

()
fi(@)

L (M, (o (x); 8); f(x)) = o0,

— oo fiir x — 0,

also ist um so mehr

w.z b. w.
Wir wollen nun den Satz 7 noch weiter auf einen einfacheren Satz
guriickfithren, ndmlich auf den folgenden

Satz 8. Es seien die Voraussetzungen des Satzes 4 erfillt; dazu ses noch
(4) flw(x)z*+**— 0 fir z— oo;
dann tst

L (M (w(x); 8); f(x)) = 0.

Es sel also der Satz 8 wahr; die Voraussetzungen des Satzes 7
(d. h. die Voraussetzungen des Satzes 8) seien erfiillt; dann ist also
L(M(w(x); 8); f(x)) = oo und wir sollen noch L (M,(w (x); s); f(x)) = o0
beweisen. Es sei M, (w (z); s) die Menge aller uneigentlichen Systeme aus
M(w(2); s); wegen

L(M(w(2);8); f () £ L(M,((2); 8); [ (@) + L (M (0 (2); 8); F(2))
geniigt es, wenn wir
(5) L(M,((2); 8); f(2)) =0
beweisen.

Fiir s =1 sind die uneigentlichen Systeme mit rationalen Zahlen
identisch, also ist M, (w(x);s) hochstens abzihlbar und (5) ist trivial
Es gei also s>1. Wir wihlen irgendein System von s-41 ganzen
Zahlen k,, k,, k,, ..., k, mit ki k;+...+ k5 >0 und bezeichnen mit
M(ky, %y, ..., k,) die Menge aller Systeme (6,,0,,...,0,) aus M (w(x);s),
welche der Gleichung

ky+ 31k,6,—0
i=1
geniigen. Offenbar ist M, (w(x);s) die Vereinigungsmenge der abzihlbar
vielen Mengen M(k,, k,, ..., k,); es geniigt daher,
(5a) L(M(ky, boyyeno k,); F(2) =0

zu beweisen,
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Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei etwa k, + 0. Es sei

1= —F— Max(l 1:’1 _,[:" (ksl)

Iki

also £ >1. Wenn ein System (0,,0,,...,0) zu M(ky, %,, ..., k,) gehort,

so 1aBt dieses System, also um so mehr das System (6,,60,,...,0,_,) die

Approximation w(z) zu, also gehort (0,,0,,...,0, ) zu M(w(z);s—1).
Nun ist wegen (4) das Integral

ff(Zw(z))xs—ldx
1

konvergent, also ist nach Satz 3
(6) L(M(w();8 —1); f(z)) =

Es sei nun ¢ >0, 0> 0, ¢, =¢1"", 91=—§—.

Wegen (6) 148t sich ein hdchstens abzihlbares System & von (s — 1)-
dimensionalen Wiirfeln W,, W,, ... finden, deren Kanten 24d,, 24d,, ... sémt-
lich kleiner als o, sind, so daB & die Menge M(w(z),s —1) iiberdeckt
und Y f(2d) < ¢, ist. Wir bilden nun ein System &’ von s-dimensio-

:

nalen Wiirfeln W;, W,,... nach folgender Vorschrift: Es sei (tl. » tg, RS
der Mittelpunkb von W dann habe W; den Mittelpunkt (2, ;,2y ;.5 8,y is %, 0)s

wo i ;= ( —}—antn ‘) und die Kante 2td; (es ist 2td; <10, =0).

Weil f (x) fir # > 0 monoton ist und weil f 2°w®(z)x"dx konvergiert
(=)

prrabn e fir —0,

und f f(2w(x))xz dx divergiert, so ist notwendig

also % nicht wachsend; also ist (wegen t>1) f(¢t2) < ¢ f(z) fir
z >0, also

2f(2td) <t 3f(2d) < t'e,=e.

k3 2

Endlich behaupte ich, daB &’ die Menge M(k,, k,, ..., k,) iiberdeckt.
Es sei namlich (0,,0,,...,0,) ein Punkt aus M(k,, k,, ..., k,); dann ist

1 s—1
632 - E (ko +7é’1k”6">
und der Punkt (0,,0,,...,0,_,) liegt in M(w (x);s — 1); also liegt er in
einem Wiirfel W, aus &, also ist

10, —¢t, l<d,<td, fir n=1,2,...,s—1;

'ﬂll
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daraus folgt aber

k(0,1
R—

also legt (0,,0,,...,0,) in W, w.zb.w. Wegen der Willkiirlichkeit der
positiven Zahlen ¢ und e ist damit (5a) bewiesen.

§ 4.
Hilfssitze.
Fiir ganzes k> 0 sei ¢ (k) die Eulersche Funktion, d. h. die Anzahl
derjenigen unter den Zahlen 0,1,2,...,k — 1, die zu k teilerfremd sind.
Wenn (k) > g, so heile die Zahl %k ,normal“.

Hilfssatz 2. Es ¢ibt eine ganze positive Zahl c,, so daf fir jedes
ganze n > ¢, sich unter den Zahlen n,n+1,n42,...,2n —1 minde-

% normale Zahlen befinden.

Beweis. Bekanntlich ist??)

Ios—ts,ilz ]<tdi;

stens

n—1 3
kg;'l(p(k) = n*+ O(nlogn);

wegen 4 < 3 < 5 gibt es also eine ganze Zahl ¢, > 0, so daB fir jedes
ganze n > ¢, gilt

W[ =

N~ 1
< Xo(k)<gn®,
F=1
also auch

2n—1 1 a 1 2 .
(7) S (k) > (20) — 30t =2 a2
k=n

Wire nun die Behauptung fiir ein ganzes n > ¢, falsch, so wire (wegen
o) <k)
o 1 13 2
B)<2-2n+%-2n-n=rn?<=n?,
ké;qo() 5 2ntg 2n-n=gn SN
im Widerspruch zu (7).
Hilfssatz 3. Voraussetzungen. Essess >1, s ganz; F(z) sei fiir
x> 1 positiv und stetig; F(x)-z°*' sei fiir x>1 monoton. Weiter ses
F(z) - 2°*' -0 fir z—oo

(also F(z)-2°*" nicht wachsend fir x>1),
Zw,' F(q)q® divergent.
g=1

13) F. Mertens, Uber einige asymptotische Gesetze der Zahlentheorie, Journ. f.
d. reine u. angew. Math. 77 (1874), S. 289—338, insbes. S. 289—291.
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Endlich ser
entweder q =1
oder q eine Primzahl, q > 32.
Behauptung. Zu jeder ganzen Zahl f >0 und zu jedem System

&, 6y, ..., 0, von s ganzen Zahlen gibt es eime endliche Menge A wvon
unteresnander verschiedenen s-gliedrigen Systemen von rationalen Zahlen

14
(8) Boo 2

mit folgenden Eigenschaften:

o; a,--,‘—l .
Lo g2fq FEE<TS (peg)=1  ((=1,2,...8).
2. Fir je zwes verschiedene Systeme'®)

¢’ ¢’ "7 g’ ¢ ¢

der Menge A gilt mindestens eine von den s Ungleichungen (1=1,2,...,s)
1 1 ,
B El > P () + 5 F(0)-

3. 2 Flq) >3,
A q

wo (wie auch stets im folgenden)®)
A=t
60.25.32%¢

(Dabei wird iiber alle Systeme (8) aus A summiert; wenn also fiir
jedes ganze ¢ >0 die Anzahl derjenigen Systeme (8) aus 4, die ¢ im
Nenner haben, mit a(g) bezeichnet wird, so ist

SF(g) = Salg) Flg).)
A g=1

’ ’
14) Zwei solche Systeme &, vy 2—‘; 1)—1, v P: sollen als verschieden gelten,
q g’ ¢ q

’
wenn mindestens eine von den s Ungleichungen %:&: % (#=1,2,...,5) erfiillt ist.
15) Wenn ich in diesem oder im folgenden Paragraphen ein System von s ratio-
! ’
nalen Zahlen mit %, cees —%’ oder mit %, eens 5—,‘ bezeichne, verstehe ich darunter,

daB ¢>0, (p, q)=1 bzw. g’>0, (p},¢)=1 (4=1,2,...,6). Es kommen nur
solche Systeme vor, die eine solche Darstellung zulassen.

%) Der Punkt bedeutet stets das Multiplikationszeichen; 60-2° bedeutet also
60 mal 2° und nicht (S7) -
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Beweis. s, F(z), q, 8, &, ¢, ..., @, seien gemaf den Voraussetzungen
gegeben; ¢, sei die Konstante aus Hilfssatz 2. Wir wihlen eine ganze
Zahl b so gro8, daB

(9) b>e¢, bzg bz=p,
P 1 ..

(10) F(x)a: +1<§»3T’ fir z>bq.
Nun bilden wir die Menge B aller Systeme

P P Ps
(8) q’ q’ ] q’
wo
(11) 9=0q49, q ganz, q ; b:
(12) 7 <p;<(e;+1)73 (pg)=1 (i=12,...5s).

Diese Systeme erfiillen die Forderung 1 der Behauptung. Fiir ein festes
g=7q und ein festes 7 (4=1,2,...,5) ist die Anzahl der Zahlen p,,
die den Bedingungen (12) geniigen, fiir q =1 gleich ¢ (g), sonst minde-

stens gleich ¢ (g) — 116 (den.n die Anzahl der durch g teilbaren Zahlen

unter g konsekutiven ist wegen §=>b > q > 32 hochstens %—F 1<2 % < %)-

Jedenfalls ist also diese Anzahl gréBer als 116’ wenn § normal ist. Daher

ist die Anzahl derjenigen Systeme aus B, die in der Darstellung (8) bei
gegebenem g =gq (g ganz, § > b) im Nenner eben diese Zahl g haben,
grofer als

(13) z,

wenn § normal ist.

Wir greifen nun aus B eine Teilmenge € folgendermaBen heraus:
Wenn (8) ein System aus B ist (fiir welches also (11), (12) gilt), so
rechnen wir (8) dann und nur dann nicht zu C, wenn es in B ein System

Pl P 4

r2? 13 *c°2

9 q g
mit ¢’ < ¢ gibt, welches die s Ungleichungen
(P p!
¢ 7

erfiillt. Jede Teilmenge von C erfiillt auch die Forderung 2 der Behauptung;
denn wenn

1 s 1 ’ .
(14) gEF” (q)—{-EFI/’(q) (i1=1,2,...,8)

P P Ps. P P 2
3 :"'99) ) ) 14

9’ q g’ g’ ¢

zwei verschiedene Systeme aus C sind, so ist fiir ¢ 4 ¢’ die Forderung 2
nach der Definition von C trivialerweise erfiillt (aus Symmetriegriinden
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darf man ¢’ < g annehmen); wenn aber ¢ = ¢’

stens ein ¢, also (nach (10))

, 80 ist p, 4= p/ fiir minde-

| | 2 — /
B> LS YB82F Y (g) g% > P (g) + 3 F(e).

Es sei nun #, bei gegebenem ¢ (¢g=gq=bq, g ganz) die Anzahl
derjenigen Systeme (8) mit dem Nenner g, die bei dem Ubergang von B
zu O weggelassen werden. Wir wihlen noch eine Zahl ¢'=g’q (g’ ganz,
b<7 <g)') und eine ganze Zahl 7 (1<7<s) und bezeichnen mit
w(%,q’,q) die Anzahl derjenigen Zahlen p, mit (p;,9) =1, ¢, < p, < (¢;+1) g,
fiir welche die z-te Ungleichung (14) durch eine geeignete Zahl p; mit
(ph q") =1 erfiillt wird. Dann ist offenbar

g—1
(15) tqg_zbw(l, g, w(2,9,¢9)...w(s, ¢, q)
i 1
m—1
( > soll stets Null bedeuten) .

Aus (14) folgt wegen ¢ =g4q, ¢'=17'q, ¢'< ¢
|0’ —p{a < F(q'q)ad’s.
Es sei (g, §’) = d; der Ausdruck p; 3’ — p/7 soll also gleich a d sein, wo

s /=1 V= =/
a ganz, |al <FT@ads s(q;)” 8, a+0
———% ist wegen (p;,q)=1, (pi,q) =1,
0 < g’ < q ausgeschlossen). Dies gibt hochstens
P37

2[ d I
Maglichkeiten fiir @. Soll aber p;§'— p/g = ad sein, wo a fest gewihlt
ist, so mul p; die Kongruenz

denn 2,5 —plg=0, d. h 2
2 — piq :

p,.%' =a (mod %)

erfiillen; und diese Kongruenz hat im Intervall ¢,g < p, < (o, +1)g genau
d Losungen. Also ist

. Fl/s Y14 5 o
w(i, ¢’ q) < 24 [P <07 (3'9) 770
also ist nach (15)
(16) 1, £2°¢° S F(70)7"q".

1%) Fiir ¢ = b ist offenbar 7, =0.
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Weil F(z)z’® fiir 2 > 1 abnimmt, so ist

+q-
— 1 8
F@o)a'e 2 2 F(9)q';
7=9q
also ist die Reihe
ZF(q 0)7"”°q°

divergent. Wir konnen daher eine ganze Zahl b'>b wihlen, so daB
17) ZF(q 0779 2 5555 32: > Y F(7'9)7"q".
7=

Wegen (10) ist 3’ =45, denn

45—1

2 F(ql qlé‘ s
7=b

Wir wihlen nun fiir 4 die Menge aller derjenigen Systeme (8) aus C,
fiir welche bq < ¢ < b'q. Die Anzahl a(g) aller Systeme (8) aus 4, die
im Nenner die Zahl ¢ haben (¢ = gq, 7 ganz, b < g < ¥’), ist nach (13),
(16), (17) groBer als

16: zsqs Z.F( q)qls s 2q16‘,
falls ¢ normal ist. Daher ist

o« v
ZF(q)=30(0) Flg) 2 576 X' F(T0) T

e-
|

¢'=b

dabei soll der Strich in der letzten Summe (und auch im folgenden) an-
deuten, daBl nur iiber normale § summiert wird.

Wir wihlen ein ganzes r so, daB 276 —1< b < 2"**h—1; es ist
r > 2. Fir ganzes ¢t > 0 ist nach Hilfssatz2 (da b >¢,)

aftip—1 2‘+‘b 1

Zg"'b F(7q)g° = F(2'* bq)(2'D) ¢ $20> 22“1_ F(M)q
=
Also ist (man beachte (17) und (10))
1 2r+1b 1
3 16:2 F(q9)3° = _W__ F(gq)7°

> 1 1 F s 2b-1 s s
—W_-'(Z (279"~ 3 F(z0)g 9°)

1 1 1 1 1
= '—( — )> , W.z.b.w
5.4.2%9.16° ¢° \2.32°¢ 8.32¢ 60.25.32%5.4°¢
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§ 5.

Beweis des Satzes 8.

In diesem Beweise liegt die Hauptschwierigkeit. Wir schreiben den
Satz 8 noch einmal ausfiihrlich auf:

Satz 8. Voraussetzungen. KEs s s =1, sganz; w(z) ser stetig
und positiv fir x >1; o’(x)z’*t* sei monoton fir z>1;

fw‘(x) z°dz

s+1

sei konvergent (also ist ’(x)z’*'—0 fir x— o0, o’(z)x nicht

wachsend, w(x) abnehmend fir z >1).
Weiter sei f(x) positiv, stetig und wachsend fir x> 0; f(z)—0 fir

(=)

z—0; o5~ monoton fir x>0, f2w(z))z***

monoton fir x2=>1;
f(2w(x))2* T —0 fiir —o0 (also ist f(2w (z)) " nicht wachsend fiir
x =>1); endlich ses
(18) Jfew(2) 2 d=

1

divergent (also 12— 0o fur z—0, IZ) nicht wachsend fir 2> 0).

Behauptung. L(M(w(x);s); f(2)) = oco.
Wir bemerken zundchst, dal aus der Monotonie von f(2w(xz))z’
und der Divergenz von (18) bekanntlich auch die Divergenz der Reihe

(19) 3 f(20@)q’
q=
folgt.

Wir werden Im folgenden zeigen: Wenn die Voraussetzungen des
Satzes 8 erfiillt sind, so 148t sich zu jedem % > O eine perfekte Teilmenge
N=N(’7, @ (z), S, f(x))

von M(w(x), s) konstruieren, so dal
LN f(=) 2.
Damit wird offenbar der Satz 8 bewiesen sein.

Es seien also s, w(z), f(z) gemiB den Voranssetzungen des Satzes 8
gegeben und es sei 5 eine positive Zahl. Wir deuten die Menge M(w (z); 8)
als eine Punktmenge in einem kartesischen Raume R, (wobei jedem reellen
System (6,,0,,...,0,) der Punkt mit den Koordinaten 0,,6,,....,6, ent-
sprechen soll). Unter einem Wiirfel werden wir in diesem Paragraphen

stets einen Wiirfel in R, verstehen, dessen Kanten mit den Koordinaten-
achsen parallel sind, und zwar, wenn nichts anderes ausdriicklich gesagt
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wird, einen offenen Wiirfel. Wir werden oft von Punkten P sprechen, deren
Koordinaten sich in der Form

P Ps Ps o) — slos
7 g’ g (g>0, (p,q)=1 fiir 1=1,2,...,5)

schreiben lassen; wir werden dann mit J(P) den Wiirfel mit dem Mittel-
punkt P und der Kantenlinge 2w (g) bezeichnen; das Zeichen o (P) soll
die Zahl w (g) bedeuten (ein MiBverstindnis ist nicht zu befiirchten). Die
abgeschlossene Hiille einer Menge, z. B. der Mengen J(P), W, V,, soll durch
einen Querschnitt gekennzeichnet werden, also z. B.J (P), W, 77”

Wir fithren fiir den Rest dieses Paragraphen folgende Bezeichnungen ein:

1 A it

(20) A= 60.28'3225; 1=2-16" /‘=W;
also

1
(21) <55

Wir konstruieren nun die gesuchte Menge N =N (7, (z), s, f(2))
folgendermaBen.

Wir wihlen erstens eine ganze Zahl f,>1 so groB, daB fiir x > g,
folgendes gilt:

L w(z) < %;
IL. "1:1’}:” (20 () > 4o (2);
IIL fRw ()< l.
IV. Es gibt mindestens eine Primzahl p > 32, so da8 - ( OB <= (x)

Nun wenden wir den Hilfssatz 3 mit

F(x):gn—lf(Zw(x)), =1, f=48, =0 (i=12,...,s)
an und finden eine endliche Menge A von Punkten mit den Koordinaten

22 AR LE
(22) 79 ¢ q

2

wo folgendes gilt:
1. g= 8 O§%<1; (2,9)=1 (¢=1,2,...,8); wegen ¢>1 ist
dann sogar O<%<1.

- - . ’ , .
2. Fir je zwel verschiedene Punkte Ao P 2 ...,qg,‘— aus 4 ist

mindestens eine von den s Ungleichungen

@) [2- 2> o)+ SR MRa ) (=120




Cber die simultanen diophantischen Approximationen. 525

erfiillt; wegen II folgt aus (23)

(24) 22 >20(q)+20().
3. LS (20 @) > 1,
A
also
(25) 2f(2w(q))>%.
A

Die Punkte der Menge 4 wollen wir ,Punkte erster Ordnung® nennen;
die Wiirfel J(P), wo P ein beliebiger Punkt erster Ordnung ist, wollen
wir ,Wiirfel erster Ordnung“ nennen. Aus III und (25) folgt, daB es
mehr als einen Punkt erster Ordnung gibt. Aus I folgt, daB die abge-
schlossenen Wiirfel erster Ordnung im Einheitswiirfel E (0 < 0,<1 fiir
1=1,2,...,s) liegen, und aus (24) folgt, daB8 sie paarweise punktfremd sind.

Nun definieren wir Punkte und Wiirfel n-ter Ordnung (» >1 ganz)
durch Induktion. Es sei also » ganz, n >1; fiir jedes ganze % mit
1<k <n seien die Punkte und Wiirfel k-ter Ordnung definiert; ihre
Anzahl sei endlich; und zwar sei jeder Punkt k-ter Ordnung ein Punkt

P P Ps

mit rationalen Koordinaten, die sich in der Form i schreiben

lassen, wo 0 <p,<gq, (p;,9)=1, ¢=p,. Die Wiirfel k-ter Ordnung
seien genau alle Wiirfel J(P), wo P ein beliebiger Punkt %-ter Ordnung
ist. Fiir jedes feste £ (1< k<) sollen alle abgeschlossenen Wiirfel
k-ter Ordnung in F liegen und paarweise punktfremd sein.
Wir definieren nun Punkte und Wiirfel (n +1)-ter Ordnung wie folgt: Es sei
P=<%:%"":%) (0<¢i<q’ (ﬁi’q)=1)
ein beliebiger Punkt n-ter Ordnung. Wir wihlen (was wegen § = g,
und wegen IV moglich ist) eine Primzahl q=q(P)> 32 so, daB

wép).< % < o (P). Dann gibt es (da J(P) die Kantenlinge 2 » (P) hat)

sicher s ganze Zahlen ;= ¢,(P) (¢,>0,¢;,+1<q fiir 1 =1,2,...,s) so,

daB der durch die Ungleichungen % gei_g% definierte abgeschlossene

Wiirfel in J(P) Liegt. Wir wihlen nun eine ganze Zahl § = g (P) so, daB
V. B=n+l, Bp,

2 a w*(P) s ©°(x) .. >
v P ey Y iReay T z2h0

VIL w(x)<qiz fir 22> pq,

VIIL (20 (@) < é—jy— fCw®@) fir z>4fq.
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Dann wenden wir den Hilfssatz 8 mit

—4(P), «,—a(P), p—p(P BRIT _o'(P)_
a=a(B), a—a(P), F=FB) F@)=u'1f(20@) 2l
an und finden: Es gibt eine endliche Menge 4 (P) von Punkten
= (B Pe B
(26) P <g 2 q EE q)

mit folgenden Eigenschaften:
4 g=>pq; 2<LB G+l (p,q) =1 fix ¢=1,2,...,s;

=g q
wegen g > q ist sogar < 1

&_ﬁ' L ‘E_“f_'”.‘>i

q =gq’ g a [=gqq’

so daB wegen VII der abgeschlossene Wiirfel J(P) ganz in J(P) Liegt.
5. Fiir je zwel verschiedene Punkte

(B B (5
q’q,’ 1q 2 ql’ql, ",q’
aus A (P) ist mindestens eine von den s Ungleichungen (s =1,2,...,s)

9 |2 __ 2| Y os g2 o (P) /s
(27) riarik i 2o (P>)fl © @)

+yut e Bt @ a )

(20 ®)
erfiillt; wegen VI folgt daraus
(28) B—Ei>20(g)+20(0).
2 2 1] (P) i
6. —Ts
T <P))£§7 (2o (@) >
also, da ; >2 (P)
(29) Z_f(Zw(Q))>ﬁﬁf(2w(P))-
4(P)

Diese Konstruktion fithren wir fiir alle Wiirfel F(P) n-ter Ordnung durch;
die Vereinigungsmenge A, ., aller zugehorigen Mengen 4 (P) ist eine end-
liche Punktmenge; die Punkte, die zu 4, , gehoren, mogen ,Punkte
(n —+ 1)-ter Ordnung“ heifien. Die Wiirfel J(P), wo P ein beliebiger Punkt
(n +1)-ter Ordnung ist, mégen ,Wiirfel (n -4 1)-ter Ordnung heiBen.
Die Punkte (n --1)-ter Ordoung sind in der Tat endlich viele Punkte

(B2, 2), wo0<p<a, (ppg)=1(i=12,-..8), 42 fo- Joder
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abgeschlossene Wiirfel (n + 1)-ter Ordnung liegt in einem offenen Wiirfel
n-ter Ordnung; je zwei abgeschlossene Wiirfel (% - 1)-ter Ordnung sind
daher und nach (28) punktfremd und alle abgeschlossenen Wiirfel (n - 1)-ter
Ordnung liegen in E.

Durch unsere Konstruktionsvorschrift sind also in der Tat Punkte
und Wiirfel aller Ordnungen n =1, 2, ... definiert. Wegen (29) und VIII
Liegen in jedem Wiirfel n-ter Ordnung mindestens zwei Wiirfel (» - 1)-ter
Ordnung. Die Vereinigungsmenge aller Wiirfel n-ter Ordnung heile V_;
offenbar ist V,,, CV,, ja sogar V, ,CV,. Also ist

N=V.V,V,...=V,V,V,... (also NCE)
eine nichtleere abgeschlossene Menge. N ist sogar perfekt; denn wegen V
und 4.ist die Kante eines Wiirfels 7-ter Ordnung hochstens gleich 2 w (n)
und jeder Wiirfel n-ter Ordnung enthilt mindestens zwei Wiirfel (% 4-1)-ter
Ordnung, also mindestens zwei Punkte von N.

N ist weiter eine Teilmenge von M(w (z);s); denn jeder Punkt
(0,,60,,...,0,) von N liegt fiir jedes n in einem Wiirfel n-ter Ordnung
J(P,); wenn also

— (Pun Poa Poun ) =
P"_( G’ a7 q,,) (0 <Pyn < By 90) =1),

so ist .
G2n, (G- <wlg) (=125,

N ist eben die gesuchte Menge; wir werden in der Tat zeigen, daB

L(N;f(z))=17.

Wir fithren zundchst folgende Benennung ein: Wenn ein offener Wiirfel W
Teilmenge eines Wiirfels n-ter Ordnung ist, aber mit mehr als einem Wiirfel
(n +1)-ter Ordnung gemeinsame Punkte hat, so heiBe W ein , Wiirfel
n-ter Art“. Durch diese Definition ist also nicht fiir jeden Wiirfel eine
Art definiert; solche Wiirfel, welchen nach dieser Definition eine Art zu-
kommt, wollen wir ,normale Wiirfel“ nennen. Es ist klar, daB fiir einen
normalen Wiirfel ihre Art eindeutig bestimmt ist: denn wenn ein Wiirfel W
Teilmenge eines Wiirfels n-ter Ordnung ist, so kann W nicht mit zwei
Wiirfeln J-ter Ordnung mit / <n gemeinsame Punkte haben; und ebenso,
wenn W mit mindestens zwei Wiirfeln (7 -+ 1)-ter Ordnung gemeinsame
Punkte hat, so ist W sicher nicht Teilmenge eines Wiirfels I-ter Ordnung
wo l>n—+1.

Wenn ein System 1l von endlich oder abzihlbar vielen (offenen)
Wiirfeln W,, W,, ... mit den Kantenlingen d,,d,,... vorliegt, so werde

A() = 31@)
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gesetzt. Nach der Definition ist bei gegebenem o > 0 die Zahl L, (N;f(x))
gleich der unteren Grenze der Zahlen A (11) fiir alle hochstens abzihlbaren
Systeme 11, welche N iiberdecken und aus Wiirfeln bestehen, deren Kanten
samtlich kleiner als o sind.

Wir wihlen nun im Rest dieses Paragraphen ¢ = g, fest, und zwar

. [ .. . .
setzen wir o,— —, wo ¢ das Minimum des Abstandes von je zweien ab-
$

geschlossenen Wiirfeln erster Ordnung ist; ¢ ist in der Tat positiv, da die
endlich vielen abgeschlossenen Wiirfel erster Ordnung paarweise punkt-
fremd sind.

Es sei nun U ein hochstens abzahlbares Uberdeckungssystem von N,
welches aus Wiirfeln besteht, deren Kanten sidmtlich kleiner als g, sind.
Da N beschrinkt und abgeschlossen ist, so 148t sich nach dem Borelschen
Uberdeckungssatz aus 11 ein endliches Teilsystem 11" von Wiirfeln heraus-
greifen, welches ebenfalls N iiberdeckt. Wenn wir noch aus 11 alle Wiirfel
weglassen, welche iiberhaupt keinen Punkt von N enthalten, bekommen
wir ein Teilsystem 11”, welches wieder N iiberdeckt, und offenbar ist

AWM <AW) L AW,

Es sei W ein Wiirfel aus I1”; jeder Punkt aus N liegt in einem Wiirfel
erster Ordnung; W enthidlt mindestens einen Punkt von N; also hat W
mit mindestens einem Wiirfel erster Ordnung einen nichtleeren Durchschnitt;

weil aber die Diagonale von W

W Kleiner als g,}s = o ist, so hat W
7 //W mit genau einem Wiirfel erster Ord-
nung einen nichtleeren Durchschnitt,

Weil aber der offene Wiirfel W einen
Punkt von N enthilt, weil jeder
Fig. 1. Wenn zwei Wiirfel W und J einen Punkt von N fiir jedes n m emerfl
nichtleeren Durchschnitt haben, so 1aB sich W urfel n-ter Ordnung liegt, weil
ein Wiifel W’ (schraffiert) finden, dessen endlich die Kantenlinge der Wiirfel
Kante nicht léinger als diejenige von W ist, p-ter Ordnung fiir » — co gegen

so da WJCW'CJ. In dem Fall s=2  Nyj| gsirebt (néimlich hochstens
sind neben den gezeichneten Fallen noch 2w (n) ist), so gibb es ein n, 50
3 3

zwei typische Falle méglich, nimlich W J .
(dann setze man W’'=W) und JC W (dann 988 W einen ganzen Wiirfel n-ter
setze man W'=J). Ordnung, alsomindestens zwei Wiirfel

(n 41)-ter Ordnung enthilt. Es

gibt also eine kleinste ganze Zahl 1 >0, so daB W mit mindestens zwei
Wiirfeln (74-1)-ter Ordnung gemeinsame Punkte hat; und zwar ist 7 >1
(offenbar hat dann W fiir jedes n <! mit genau einem Wiirfel %-ter Ord-
nung enen nichtleeren Durchschnitt). Es sei J derjenige Wiirfel-Z-ter Ord-
nung, mit welchem W einen nichtleeren Durchschnitt hat; wir kénnen dann

w
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offenbar (vgl. die Fig. 1, wo s =2) einen Wiirfel W' finden, dessen Kante
nicht grofler als diejenige von W ist und fiir welchen
WJICW CJ.

W’ ist dann offenbar ein Wiirfel I-ter Art (er ist namlich in J ent-
halten und wegen WJC W’ J hat er mit mindestens zwei Wiirfeln (I 4-1)-ter
Ordnung einen nichtleeren Durchschnitt), also ein normaler Wiirfel. Wenn
wir nun in 11" jeden Wiirfel W nach dieser Vorschrift durch den zugehori-
gen Wiirfel W’ ersetzen, so bekommen wir ein System ¥ von endlich
vielen normalen Wiirfeln, welches ebenfalls N iiberdeckt (denn es ist
NW=NWJCNW J=NW'); und da die Kante von jedem Wiirfel W’
héchstens gleich der Kante des entsprechenden Wiirfels W ist, so ist

A(B) <4U") < A(W).
Jedes System von endlich vielen normalen Wiirfeln, welches N iiber-
deckt, wollen wir ein ,normales Uberdeckungssystem* nennen. Und wir
sehen:

L,, (N; f(x)) st mindestens gleich'®) der unteren Grenze von A(B),
wenn B alle normalen Uberdeckungssysteme durchliuft.

Wir wollen nun eine Abschitzung fiir die Kantenlinge eines Wiirfels
I-ter Art angeben; dies geschieht durch den folgenden

Hilfssatz 4. BEs set W ein Wiirfel l-ter Art; W ist also in eimem
Wiirfel l-ter Ordnung J (P) enthalien, hat aber mit mehr als esnem Wiirfel
(I 4-1)-ter Ordnung — sagen wir mit den Wiirfeln J(P,), J(P,), ..., J(P,)
(t=2) — einen nichtleeren Durchschnitt.

Behauptung. Die Kantenlinge von W ist mindestens gleich

1 o (P) 2s 22/"‘ 1/ & 9
L7150 upy néif( @ (B)).

Beweis. Wir konstruieren um jeden Punkt P, (n=1,2,...,7) als
Mittelpunkt einen Wiirfel K (P,) mit der Halbkante
bl o _
2 ed)
Nach (27) (denn die Punkte (I+1)-ter Ordnung P,, P,,..., P, gehoren
zu A (P)) sind je zwei Wiirfel K(P,) punktfremd. Nach VI ist

kn > 2(0 (Pn)'

“‘2/8 22/‘f1/8(260 (Pn)) .

18) Wir miissen sagen ,mindestens gleich“, da nach der Definition eines normalen
Uberdeckungssystems vielleicht auch solche normale Uberdeckungssysteme existieren
konnen, in welchen Wiirfel von der Kantenlinge = o, auftreten.

Mathematische Zeitschrift. 33, 34
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Weil also bei jedem n (n=1,2,...,¢) der Wiirfel W mindestens einen
Punkt im Wiirfel J(P,) (Mittelpunkt P,, Halbkante w (P,)) und mindestens
einen Punkt auBlerhalb des Wiirfels K(P,) (Mittelpunkt P,, Halbkante
k,> 2w (P,)) hat, so enthilt der Durchschnitt W.K(P,) sicher einen
Wiirfel von der Kante 1k, (vgl die Fig. 2, wo W schraffiert ist). Da je zwei
Wiirfel K (P,) punktfremd sind, so ist das Volumen von W mindestens gleich

H{Fret 1 ¢
2k,
ot also die Kante von W mindestens gleich
19/ & s
5 |/ 2ks w.zbow

Fig. 2. n=t

Wir wollen noch einen neuen Begriff , Uberschlagungssystem“ einfiihren,
und zwar auf folgende Weise. Es sei J ein Wiirfel (n 4 1)-ter Ordnung,
W ein Wiirfel n-ter Art; wir sagen, daf J von W ,gefroffen wird, wenn

&

7

Fig.3. Schematische Darstellung eines Uberschlagungssystems (fiir s=2). Die Quadrate 1
bis 18 sollen Wiirfel erster bis dritter Ordnung sein; und zwar 1 und 2 von erster,
3 bis 7 von zweiter, 8 bis 18 von dritter Ordnung; Wiirfel hoherer Ordnung sind nicht
gezeichnet. Die (schraffierten) Quadrate I bis VI sind normale Wiirfel, und zwar
I und I von erster Art, die iibrigen von zweiter Art.

3 und 4 (oder in 8, 9, 10, 11, 12)
6 und 7 (oder in 15, 16, 17, 18)
8 und 9

10 und 12

11 und 12

13 und 14

liegen. Die Wiirfel I bis VI bilden also ein Uberschlagungssystem, welches genau zwei
irreduzible Teilsysteme (ndmlich I, I, VI und I, IO, IV, V, VI) enthilt.

Der Wiirfel streift alle Punkte von N, die in

ﬁ<25ﬁl—c

J-W nicht leer ist. Es sei nun P ein Punkt von N, W ein Wiirfel n-ter
Art. P liegt in genau einem Wiirfel J (n -+ 1)-ter Ordnung; wir sagen,
daB P von W ,gesiresft“ wird, wenn J von W getroffen wird (d. h. wenn
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J-W nicht leer ist). Wenn insbesondere P in W liegt, so wird offenbar P
von W gestreift. Ist & ein System yon normalen Wiirfeln und P ein Punkt
von N, so sagen wir, da P von & gestreift wird, wenn P von mindestens
einem Wiirfel aus & gestreift wird.

Ein System von endlich vielen normalen Wiirfeln, von welchem jeder
Punkt von N gestreift wird, heifle ein Uberschlagungssystem. Offenbar ist
jedes normale Uberdeckungssystem zugleich auch ein Uberschlagungssystem.
Ein Uberschlagungssystem, dessen kein echtes Teilsystem Uberschlagungs-
system ist, heifle ein irreduzibles Uberschlagungssystem. Jedes Uber-
schlagungssystem enthdlt offenbar mindestens ein Teilsystem, welches ein
irreduzibles Uberschlagungssystem ist'®). Und es gilt offenbar folgendes:

L, (N; f(x)) 2st mindestens gleich der unteren Grenze von A (&),
wo © alle Uberschlagungssysteme (oder, was auf dasselbe hinauslauft, alle
srreduziblen Uberschlagungssysteme) durchliuft.

Wenn in einem Uberschlagungssystem & mindestens ein Wiirfel I-ter
Art, aber kein Wiirfel von héherer als I-ter Art vorkommt, so heife &
svon [-ter Art“. Es sei © ein Uberschlagungssystem I-ter Art; fiir
t1=1,2,...,1 seien

dl,i; dz,.;, e dn‘.,,; (n, :2___ 0)
die Kanten der Wiirfel ¢-ter Art aus &. Wir ordnen dann dem System &
die Zahl (z ist in (20) eingefiithrt worden)

-1 = ny
M(8) =i§1' ké;f(dk,i) + Tkéif(dk’l)
zu (fiir =1 ist also
M (B) =zk§f(dk.1)).

M (&) unterscheidet sich also von A (&) bloB dadurch, daB die Beitrige,
die von den Wiirfeln der héchsten vorkommenden Art herrithren, nur mit
dem Gewicht v gerechnet werden. Wegen 7 << 1 ist also
M(C)< A(G)

und wir haben also den

Hilfssatz 5. L, (N;f(x)) ist mindestens gleich der unteren Grenze
der Zahlen M (€), wo & alle srreduziblen Uberschlagungssysteme durchliuft.

Den Kernpunkt des Beweises des Satzes 8 bildet nun folgender

Hilfssatz 6. Es sei 1 >1; © sei ein srreduzibles Uberschlagungs-
system l-ter Art; dann gibt es ein srreduzibles Uberschlagungssystem &
von niedrigerer als l-ter Art, so daf

M(8") < M(&).

19) Diese Verhiltnisse sind auf der Fig. 3 fiir s =2 schematisch dargestellt.
34¥
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Beweis. Es geniigt, wenn wir zeigen, daB es zu & ein Uberschlagungs-

system &’ von (I —1)-ter Art gibt, so daB
M(B8) < M(&).

"Denn @&’ enthilt sicher ein irreduzibles Uberschlagungssystem &”, welches
dann sicher von héchstens (I —1)-ter Art ist. Nun enthdlt ©” keinen
Wiirfel, der nicht in &’ enthalten wiire; wenn &” vielleicht von niedrigerer
als (I —1)-ter Art ist, sagen wir von k-ter Art, so kommen die Beitrage,
die von den Wiirfeln k-ter Art herriihren, in M(&’) mit dem Gewicht
Eins, dagegen aber in M(&”) nur mit dem Gewicht 7 <1 vor. Also ist

M(B") EM(B") < M(8).

Wir wollen also die Existenz von &’ nachweisen. In & kommen
wirklich Wiirfel I-ter Art vor. Jeder Wiirfel I-ter Art ist in einem Wiirfel
[-ter Ordnung, also auch in einem (eindeutig bestimmten) Wiirfel (1 —1)-ter
Ordnung enthalten. Es seien
(30) J(P), J(B,), ... J(P) (t=1)

genau diejenigen Wiirfel (1 —1)-ter Ordnung, die mindestens einen Wiirfel
I-ter Art aus © enthalten; wir bilden aus & ein neues System &’ von
endlich vielen normalen Wiirfeln, indem wir aus & alle Wiirfel (I —1)-ter
und I-ter Art, die in den Wiirfeln (30) enthalten sind, weglassen und zu
dem so entstehenden System von Wiirfeln die Wiirfel (30) hinzufiigen.
Jeder Punkt von N, der von einem weggelassenen Wiirfel gestreift wurde,
liegt notwendig in einem von den Wiirfeln (30), also wird dieser Punkt
auch von @&’ gestreift, also ist @ auch ein Uberschlagungssystem?®), und
zwar offenbar von (I —1)-ter Art (denn jeder Wiirfel (7 — 1)-ter Ordnung
enthilt mindestens zwei Wiirfel [-ter Ordnung, also ist jeder Wiirfel
(! —1)-ter Ordnung zugleich auch von (I — 1)-ter Art); es bleibt also
noch iibrig,
M(B") < M(8)

zu beweisen. .

Zu diesem Zweck betrachten wir einen Wiirfel J(P,) (1< n <1)
und einen Punkt P von N, der in J(P,) liegt. P wird also von einem
Wiirfel W aus & gestreift. Ich behaupte: W ist entweder von (I —1)-ter
oder von I-ter Art. Denn gesetzt, W sei von m-ter Art, wo m <1 —1;
es sei dann J derjenige Wiirfel (m - 1)-ter Ordnung, in welchem P liegt
(also J(P,)CJ, da m+1 <1 —1); dann wiirde also J von W getroffen,
d. h. alle Punkte aus N.J, also um so mehr alle Punkte aus N-J(P,),
wiirden von W gestreift. Wenn wir also aus & diejenigen Wiirfel I-ter
Art weglassen, die in J(P,) liegen (es gibt in & mindestens einen solchen

20) Man kénnte zeigen, daB bereits &’ irreduzibel ist, wir brauchen es aber nicht.
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Wﬁrfel), so wiirden wir wieder ein Uberschlagungssystem bekommen, also
wire © nicht irreduzibel, gegen die Voraussetzung.

Also wird jeder Punkt von N-J(P,) von einem Wiirfel (! —1)-ter
oder I-ter Art aus & gestreift; dieser Wiirfel liegt dann offenbar in J(P,).
Wir wollen nun den Beitrag derjenigen Wiirfel ({ — 1)-ter und I-ter Art
aus ©, die in J(P,) liegen, zur Summe M (&) abschitzen.

Wir bemerken zunichst: Da f—i%) fiir z > 0 nicht wichst, so ist fiir

2,>0,2,>0,...,2,>0 (e21)

(2,42, +...4+2)fVz) =2z, 2, +...F2) (=1,2,...,¢),
also (durch Addition)

(31) Sr) 2 1l F o+ o F);
weiter ist fir >0, 0 <é<1

(31a) f(Ez) =& f(2).

Es seien

(32) Uv.,U0,,....U0,

diejenigen Punkte I-ter Ordnung, die in J(P,) enthalten sind;
(33) W, Wy, ..., W,

seien diejenigen Wiirfel (I —1)-ter Art aus &, die in J(P,) liegen (es
kann auch m =0 sein). Einige von den Wiirfeln J(U,) (¢ =1,2,...,a)
werden von den Wiirfeln (33) getroffen; die Numerierung in (32) sei so
gewihlt, daB genau die Wiirfel J(U;) mit 1 <7 < @ von den Wiirfeln (33)
getroffen werden, die iibrigen aber nicht (fiir m = 0 ist @ = 0 zu setzen;
es ist < a — man kénnte sogar @ < a zeigen, wir brauchen es aber
nicht). Nach (29) ist

éf(za) (0y) > gi—y,f@w(l’,,))-

Es sind also zwei Fille moglich, die wir gesondert betrachten.
1. Fall:

d 1
(34) 2RoW)) > ggysl (o (P);
2. Fall: (34) ist nicht wahr, also

(35) 3 £(20.(T) > 5 grpasl (20 (P)).

i=a+1
Wir betrachten nun im ersten Falle den Beitrag, den ein Wiirfel W,
(1<Lk<m) zu M(B) liefert; dieser Beitrag ist gleich f(d,), wo d, die
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Kante von W, ist. Nach dem Hilfssatz 4 ist

1 (P ) 2/s s S 7o TN
d = A 2w (1)),

> bedeutet, daBl iiber dle]emgen ¢ summiert wird, fir welche J(Uj)
i
von W, getrofien wird. Da aber jedes J(U,) mit 1 < ¢ < @ mindestens
von einem W, getroffen wird, so ist wegen (31), (84), (31a)

Z'f(dk) —Zf( _e(F) #2/sl2/s]'/———% P (Ui)))

=1 4 £ (20 (P,)

o (P,) 2/s 4205
> A Cr'Y
f(4 fl"(z et Zf(zw(U)))

>f<8 Sl @ (P,)- m)

Betrachten wir nun den zweiten Fall. Es sei J(U,) ein von den W,
(k=1,2,...,m) nicht getroffener Wiirfel [-ter Ordnung aus J(P,), also
a<i<a. Jeder Punkt von N-J(U;) muB dann also von einem Wiirfel
I-ter Art aus © gestreift werden; also muB jeder Wiirfel (I 1)-ter
Ordnung, der in J(U,) liegt, von einem Wiirfel I-ter Art aus & — der
dann auch in J(U,) liegen muB — getrofien werden. Es seien

X,X,...X
die in J(U,) liegenden Punkte (I + 1)-ter Ordnung,
Y, %,...7%,

die in J(U,;) liegenden Wiirfel I-ter Art aus &. Die Kante d, von Y,
(1 £k £ w) geniigt nach dem Hilfssatz 4 der Ungleichung

B2 et S 20 (X)),

PS4 (20(0))

wo Y bedeutet, daB iiber diejenigen Werte von ¢ (1 <7< v) summiert
@

wird, fir welche J(X,) von Y, getroffen wird. Da jeder Wiirfel J(X)
(t=1,2,...,v) von mindestens einem Y, getroffen wird, so ist nach (31),
(29), (31a)

'”Zf(dk)> Zf( o) _ ”2/812/sf/2f(2w(xt)))

4 U5 (20 (D)) 7]

1 w@ ey Spo )
ng(4 @y ng( @ (%)

>of (54" @ (U)) 2 1 7(20 (U,
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Die Zahl < Zw'f(dk) ist eben der Beitrag, den die in J(U,) enthaltenen
k=1

Wiirfel [-ter Art aus © zu M (&) liefern. Der Beitrag, den alle in den
Wiirfeln J(U;) (@ < ¢ < a) enthaltenen Wiirfel I-ter Art aus © zu M (&)
liefern, ist also nach (35), (21) groBer als

I Z f(20(U) > gggeaf (20 (P) > 7f (20 (P,)).
i=d+1
In beiden Fillen ist also der Beitrag der Wiirfel (/ —1)-ter und
l-ter Art aus &, die in J(P,) liegen, zu M (&) groBer als 71 (2w (P,)).
Dieser Beitrag geht bei dem Ubergang von & zu &' verloren und wird
durch den von J(P,) herriihrenden Beitrag 7f(2w (P,)) ersetzt (denn &’
ist von (I — 1)-ter Art); also ist in der Tat

M(E)<M(8), w.zb.w

Nach den Hilfssdtzen 5 und 6 ist also folgendes klar:

L,, (N; f(x)) dst mindestens gleich der unteren Grenze von M(&),
wo & alle Uberschlagungssysteme erster Art durchliuft.

Es sei nun & ein Uberschlagungssystem erster Art, in welchem also
nur Wiirfel erster Art vorkommen. Es sei J(P) ein Wiirfel erster Ordnung;
Wy, W,,...,W, seien die Wiirfel (erster Art) aus &, die in J(P) liegen.
P, P,, ..., P, seien die Punkte zweiter Ordnung, die in J(P) liegen. Die
Kante d, von W, geniigt nach dem Hilfssatz 4 der Ungleichung

1 oP o%s 125 I TFTH DN
2y eyt b gl G ()

wo ) bedeutet, dafl iiber diejenigen 7 summiert wird, fiir welche J(P;)
o)
von W, getroffen wird. Da jedes J(P;) (+=1,2,...,n) von mindestens

einem W, getrofien wird, so ist nach (31), (29), (81a)

"Zf(dk)>1 S’f( w(P) #2/312/&]‘/%,f(2w(‘P;))‘)

4 flls (2 (P))

v

i o (P) 2/s 2/s

>1f< a)(P)ll/3> > %f(zw (P)).

Daher ist (die folgende Summe ist iiber alle Punkte P erster Ordnung zu
erstrecken) wegen (25), (20)
nlz —

M(8) > <% 3 S’f(zw (P)> {5
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Also ist
Lo, (N; f(x)) = n;

und, da L,(N; f(2)) mit abnehmendem ¢ nicht abnimmt, um so mehr
L(N; f(2)) =lim L,(N; f () 2 .
Damit ist aber der Satz 8 bewiesen.
§ 6.
Beweis des Satzes 5.

Die Voraussetzungen des Satzes 5 selen erfiillt; da L:) fir 221
nicht abnimmt, so ist

d [A(z)
=" =0,
also
@) 5 1) > 1 fiir 2>1
de = 2 =

Die zu i(z) inverse Funktion u(z) ist also fiir > 1(1) definiert, stetig
und wachsend und besitzt fiir # > 1(1) eine stetige und beschrinkte Ab-

s £02)
Zz

leitung ®*); es is — 0 fir  — co. Wir setzen nun im Hilfssatz 1

u(z)=2"w’(z)z" fir 2 >1,
Ua) =L@ D) g 5 >0,
l(:c)=l(l(1)) fir 1<2<i(1)

und finden eine Funktion »(z), die die im Hilfssatz 1 angegebenen Eigen-
schaften besitzt. Es sei y(z) die zu 2w (z) inverse Funktion, die also
fir 0 <z < 2w(l) definiert, stetig und abnehmend ist; und zwar ist
2(z) > oo fir 2 —0, (2w())=1.

Wir setzen

fla) =52 fir 0<2 < 20(1),

(x)—cx fir 2 >2w(1),
wo ¢ von x unabhingig ist. Also ist f(z) stetig und positiv fiir z > 0.
Fir « > 2w (1) ist f(a) wachsend, —%—) nicht wachsend; dasselbe gilt

aber fiir 0 < 2 < 2w(1); denn fiir diese Werte von z ist, y(z) =y gesetzt
(also z =2w(y)),
f( ) — v(¥)y

:+1

mit wachsendem y abnehmend, also mit wachsendem z wachsend; und

#) Fiir z =4(1) meine ich die rechtsseitige Ableitung.
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zwar ist f(z) = 'vy(‘y+)1y — 0 fiir y — oo, d. h. filr z — 0; ebenso ist
fle)y v __ »(y)
' 20(y)y’ w(y)
nicht abnehmend bei wachsendem ¢, d. h. nicht wachsend bei wachsen-
dem z. Weiter ist
feo@)a ™+ =22 a1 = y(2).0
monoton fiir x >1 und

ff(2w(x)) zdx = ffv (z)dz
i 1

divergent; also ist nach Satz 4

(36) L(M,(o(2); 8); f(z)) = co.

Weiter ist w(4(z)) fir 2 > 1 stetig, positiv und abnehmend; (4 (z))— 0
fiir x — o0; und

oo

[reeG@)etdz= [ 120w @) % ay

L A1)
o« . d =
— [ ) 2 4y — [y 1) dy
AQ1) (1)
ist konvergent; also ist nach Satz 3
(37) L(Me(w(l(x));s);f(x)>=0.

Nach (36), (37) muB es also Punkte geben, die zwar in M, (w(2);s),
nicht aber in M, (w(A(x)); s) liegen, w.z. b. w.

§ 7.
Bemerkungen zu Satz 3 und 4.

Wir wollen uns jetzt etwas nadher iiber die Tragweite der Sitze 3
und 4 orientieren. Der wesentliche Inhalt dieser Satze li8t sich etwa
folgendermafen zusammenfassen 2?):

Satz 9. Es set s =1, s ganz; w(x) ser fiir x >1 positiv, stelig
und abnekmend; f(z) sei fir x>0 posittv, stetig und wachsend;
w(z)—0 fir x — oo, f(z)—0 fir x—0.

Weiter ses

a) o’(2)2° ™ und (2w (x))z** monoton fir xz>1, fif) monoton
fir x> 0;

b) [ o*(z) 2’ dz konvergent.
1

22) Der Satz 3 ist sogar etwas allgemeiner als der entsprechende Teil des Safzes 9.
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Dann ist entweder
L(M,(w(x);s); f(@)) =0

oder
. L(M, (w(2); 8); f(x)) = oo,
je nachdem das Integral
[ (2w @) 2’ da
1
konvergiert oder divergiert.
Die Funktion w(z) gibt das Approximationsgesetz an, welches wir
untersuchen; die Funktion f(x) gibt das Gesetz an, nach welchem das Ma8
einer Menge gemessen wird. Es ist daher ganz natiirlich, wenn wir uns

auf solche Funktionen w(z) und f(z) beschrianken, deren Verlauf gewisser-
mabBen regelmifig ist, fiir welche also z. B. die Funktionen w’(z)z*+!,

(2w (x))xs+? fiir groBe =z, fif)
wilde Funktionen f(z), w(x) wire iibrigens der Satz 9 sicher falsch).
Wenn wir noch bedenken, daB L (M,(w(z);s); f(x)) nur von dem Ver-
halten von w(2) fiir grofe = und von dem Verhalten von f(z) fiir
kleine x > 0 abhingt, so sehen wir, da8 die Bedingungen a) der Natur des
Problems ganz angemessen sind. Dagegen aber bedeutet die Bedingung b)
eine wesentliche Einschrinkung; z. B. iiber die Approximation
1 1

o(z)==2 "’Iog—?(l—I—x)

besagt der Satz 9 gar nichts. Worin liegt das?

Es sei A eine besehrinkte Punktmenge in R_; es sei L(4)>0; wir
haben schon bemerkt, da L(A4)= L(A4;z"). Es sei nun f(z) fir z >0
positiv, stetig und wachsend, f(z) — 0 fiir z — 0, f(2)z~° monoton fiir
x> 0. Dann existiert der Grenzwert

fiir kleine z >> 0 monoton sind (fiir allzu

lim 72 (0 < e < o)
und offenbar gilt:

Wenn o« =0, so ist L(4;f(z))=0;

wenn 0 <« < 00, so ist L(4; f(x)) =eL(4);

wenn o= 00, so ist L(4;f(x))= oo.
Sobald wir also L(A) kennen, kénnen wir sofort auch L (4;f(z)) be-
stimmen: der feinere MaBbegrift L (4; f(z)) gibt uns also im Falle L (4) > 0
gegeniiber dem #uBeren Lebesgueschen Mal L (4) nichts wesentlich Neues.

Wenn nun [ o*(z) #° dz divergiert, so ist nach dem Khintchineschen Satz
1

L(M,(w(z);s)) =1, also hat es keinen Sinn, die Menge M,(w(z);s)
(d. h. also die Menge derjenigen eigentlichen Systeme des Wiirfels 0 <8, < 1,
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welche die Approximation w(z) zulassen) mit Hilfe des Hausdorfischen
‘MaBbegriffes zu untersuchen. Man miiite hier die Frage anders stellen:

im Falle der Divergenz von f ’(z) z° dz hat die Menge derjenigen Systeme,
1

welche die Approximation w(z) nicht zulassen, das Lebesguesche Mal Null,
also konnte man versuchen, diese Menge mit Hilfe des Hausdorffschen MaG-
begriffes zu untersuchen. Ich habe bereits in dieser Richtung im Spezial-
fall s =1 verschiedenes bewiesen??). Der Beweis bernhte aber wesentlich
auf der Theorie der Kettenbriiche, so daf eine direkte Ubertragung auf
den (interessantesten) Fall s > 1 aussichtslos erscheint.

§ 8.
Bemerkungen zu Satz 5; Satz 6.
Der Satz 5 ist sehr scharf fiir solche Funktionen w (z), die fiir z— oo
nicht allzu stark abnehmen; wenn z. B.
1

s=2, w@)=—7, o=,
z% z%log8z
so besagt der Satz 5: es gibt eigentliche Systeme (8,,0,), welche zwar
die Approximation w,(z), nicht aber die Approximation w, () zulassen,
es geniigt ndmlich, im Satz 5

s=2, w(z)=ow,(z), (z)== log% 3z (also w(A(2)) = w,(z))
zu setzen.

Fiir allzu stark abnehmende Funktionen w(z) ist aber der Satz 5
ziemlich schwach; wenn wir z. B. fiir s =2, w,(z)=e"" w,(z)=¢**
fragen, ob es eigentliche Systeme (0,, fl,) gibt, die zwar die Approximation
w, (), nicht aber die Approximation w,(z) zulassen, so gibt uns der Satz 5
keine Antwort; denn wenn wir versuchen, w(z) = w,(z), w(1(z)) = w,(z)
zu setzen, so kommt A(z)= 2z heraus und die Voraussetzungen des
Satzes 5 sind nicht erfiillt®!). Fiir solche allzu stark abnehmende Funk-
tionen (), ndmlich fiir solche Funktionen, die ,wesentlich kleiner“ als
2~ % sind, kann man aber den Satz 5 durch einen viel schirferen Satz
ersetzen, nimlich durch den folgenden

Satz 6. Essei w(x) fiir x > 1 positiv und abnehmend, o (z)=o(z™*)
(ftir £ — o©). Dann ¢ibt es fir jedes ganze s =1 ein eisgentliches System
(0,,6,,...,08,), welches zwar die Approzimation w(z), aber keine Approxi-
mation cw(zx) (0 <e¢<1, ¢ von x unabhangig) zulapt.

2%) Zur metrischen Theorie der diophantischen Approximationen, Prace mate
matyczno-fizyezne 36, 2. Heft (1928/29).

24) Eine nihere Diskussion der Tragweite des Satzes 5 kann dem Leser iiber-
lassen werden.
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Beweis. Wir beweisen zuerst den Satz 6 fiir s =1. Ohne Beschrin-
kung der Allgemeinheit sei w(z) < 2—12 Jeder unendliche regelmifBige
Kettenbruch *®)

1
— 1
b 1
b +—
2 13 + .
definiert eine irrationale Zahl 6 (0 <0< 1). Es sei %’— sein n-ter Nihe-
rungsbruch in irreduzibler Form; dann ist "

1 P, 1
=b , < ‘6 — iz .
q”+1 n+l qﬂ + qn—l Qn(9a+l+%) Qn !< qn gn+l
Wir wihlen die ganzen positiven Zahlen b,, b,, ... sukzessive so, daB

bn+1 @ (gn) qﬁ > 1’ ,}.1:[2, bn+1w (qn) q‘: =
(das geht, weil w(g,)q;—0); dann ist b, ,— oo, also q"“>q—Tq)’
1 n n
9n+1 +qum und daher

19— Pui 10— Pl
;6 qﬂ|<w(qn)’ ;6 4y (‘O(q'n)'

Wire nun fiir unendlich viele Paare von ganzen Zahlen a,,c,
(n=1,2,...;¢,—0)
(38) '0—%I;<cw(cn),
I £

wo 0 <¢<1 und ¢ von » nicht abhingt, so wire wegen w(c,) < -2—t—2

sicher % einem Niherungsbruch von 6 gleich, also (I, ganz) a,=1,p,,

c,=1,q,, wo offenbar m — oo fiir n — oco; also wire (weil w (z) ab-
nimmt)

| _%:Nw(qm)gm(cn)’
im Widerspruch gegen (38).

Fiir s =1 ist also der Satz 6 wahr; wir wollen ihn also durch In-
duktion beweisen. Es sei also s >1; (6,,0,,...,0,) sei ein eigentliches
System, welches zwar die Approximation w (x), aber keine Approximation
co(z) (0 <e<1, ¢ von z unabhiingig) zuliBt. Es geniigt zu zeigen:
es gibt eine reelle Zahl 0 so daB (6,,0,,...,0,,0,, ,) ein eigentliches

$+1°
System ist, welches die Approximation w (z) zulidBt %°).

%) Wegen der benutzten Sitze iber Kettenbriiche vgl. z. B. Q. Perron, Die
Lehre von den Kettenbriichen (Leipzig und Berlin, 1918), insbes. 8. 37—55.

26) Denn, daB dieses System keine Approximation c¢w(z) (0 <c<1, ¢ unab-
hingig von x) zuliBt, ist klar, da dasselbe bereits vom System (8, 0,, ..., 8,) gilt.
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Dies beweisen wir wie folgt. Es seien k,, %,,..., &k, ganze Zahlen,
Biks+ .. + kl>0. Wenn 2 alle ganzen Zahlen durchliuft, so hat

der Ausdruck lx + Z l ein posstives Minimum
T bk k).
(Denn (6,,0,,...,0,) ist ein eigentliches System.) Es sei fiir ganzes ¢ > 0
A(q) —u;?.lin a(ky, ky,..., k).
ié‘!.k >0

Es gibt eine Folge von Systemen von ganzen Zahlen

Qn> pl,n’ pa,n""’ Ps,n (n=1, 2,...;q”—'00),
so daB

(39) 16,— B2 < w(g,) (=12 ...,5).
Wir wihlen nun zwei Folgen von ganzen Zahlen )
O<n <ny<...)

Ry Mgy w5 Dyys o Poptngr o
folgendermafien: n, =1; p, , , = 0; wenn
Rys Moy - e o5 My p8+1,n,’ s+1m,? "2 ps+1 ny
bereits gewihlt sind, so wihlen wir n,, , und p - , folgendermafen:
7,4 >, sel so groB, dafl
T (w(q,,,)’ (g,)’ """ m(an))’
(3" %, 37'a 345, )
max ) e .
D ™ B\ A g, ) A@,) * " A(g,,)
Dann kénnen und wollen wir die ganze Zahl p__, g 50 wihlen, daB fiir
1=12 ...,k git
. . (elg,) A
(40) 0 <Pt Ps-qn,nk < mn (3k(+f_), ? 3k+1ﬁ‘)z >
LAY g I,
Aus (40) folgt dann fiir &' >k
¥k
?, 2 P
(41) 0< s+1, ng s+1, nz <o (an)z
Iy’ =13
(42) 0 < Pithay _Prssn  An)” Z
an' an an i=

Also existiert der Grenzwert
].im ps+1, ng — 9

k=co an s+1
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und es ist nach (41)

ps+1,n w(qn.) .
(43) 0<03+1“Tk§TL:
aus (39), (43) folgt, daB das System (0,,60,, ..., ﬂs, 6, ,) die Approximation

o (z) zuldBt; aus (43) folgt wegen w(z) = o( ), daB @, , irrational ist.
Wir wollen nun voraussetzen, daf eine Gleichung
8+1 2
(44) 0+2k0_0 (gk,->0)
besteht, wo k; (=0, 1,..., s +1) ganze Zahlen sind. Dannist &k, , 40
(denn (0,,0,,...,0,) ist ein eigentliches System), Zk >0 (demn 6_,
ist irrational). Wir wihlen nun ein % so, dafl o=
qzkm(an)<m» an>ma‘x(§k1}’lk2.l""’!]"s+1i)'
Dann folgt aus (44)
koq,, + Zk p,m+2k (9,0 — P, ,,) =0;
also ist einerseits
s+1
2k(2,0—p, ,,) ganz,
andererseits
| 8+1 ! ;
2 k(9,9 — P, ) | < (s 1) g7, 0(g,,) <1,
also
s+1
2ki(g,0—p,,)=0.
Daraus folgt aber
b g ., — Dertm)_ s S k.q 0
s+1 qn,‘< s+17 _‘_—>_Z§1’ z‘pi,m _é’l i, Yis

Dy

Iso (weil |E;| SIS0
also (well | K| <y 2K > )

!ks-l»l /. (63+1 - p—sini) J = A(gnk)i
also '
0

_ p8+1, nr i 2 A<q‘nl.)
b

s+1
k

Dies ist aber im Widerspruch gegen (42); denn aus (42) folgt fiir k'— oo

' A
iﬂs+1_ps+1,n;‘ f< (an)

G | = 24y,
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Also enthilt die Annahme, daB eine Gleichung von der Form (44) be-
steht, einen Widerspruch, also ist (0,,9,,...,0,,,) ein eigentliches System,
womit Satz 6 bewiesen ist.

Man sieht, dal der Kern des Satzes 6 in dem eindimensionalen Fall
(s =1) liegt: man realisiert zunichst die gesuchten Approximationsver-
hiltnisse fiir s =1 durch eine Zahl 6, und fiigt dann weitere Zahlen
6,,0,, ... hinzu, wobei man nur dafiir zu sorgen hat, daB die bei 6, er-
reichte Approximation durch diese Erweiterung nicht gestort wird. Es ist
klar, daB8 jeder Verschirfung oder jedem Analogon des Satzes 6 fiir s =1
(und man kennt viele solche interessante Verschirfungen und Analoga)
eine Verschirfung oder ein Analogon des Satzes 6 fiir beliebiges s ent-
spricht; ich gehe aber nicht naher darauf ein. Der Beweis des Satzes 6
hat gegeniiber demjenigen des Satzes 5 den Vorzug, daB er einen kon-
struktiven Charakter besitzt, wogegen der Satz 5 ein reiner Existenzsatz
ist; auch ist der Beweis des Satzes 6 unvergleichlich einfacher. Dagegen
ist aber die Beweismethode des Satzes 6 nur bei denjenigen Approxima-

tionsverhéltnissen anwendbar, die fiir s =1 realisierbar sind (roh gesagt

also dann, wenn die behandelte Approximation ,besser“ als % ist); in

den iibrigen Fillen (und diesen Fillen kommt von unserem Standpunkt
aus gewill das grofte Interesse zu, denn eben hier duBern sich die dem
Fall s >1 eigenen Verhiltnisse) steht uns nur der Satz 5 zur Verfiigung.

Potstejn in Béhmen, den 13. Juni 1930.

(Eingegangen am 17. Juni 1930.)
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