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Kategorie C

Texty tloh

C-1-1

Pavouk Hubert usoukal pavudinu, jejiz tvar je vyznacen na obr.1. Po
praci se oddal zaslouzenému odpo¢inku v jednom rohu pavuéiny (A),

A

Obr. 1

kdyz tu se najednou v protéjsim rohu (B) chytla moucha. Kolik cest
nejkratsi délky spojujicich tyto dva rohy ma Hubert k dispozici?
(P. Leischner)

C-1-2
Najdéte vsechny dvojice prirozenych ¢isel m a n, pro které plati
min! = (mn)2.
(Cislo m! je soucin vSech piirozenych &sel 4, 1 < i <m, 1! = 1.)
(J. Simsa)
C-1-3

Sachového turnaje hraného systémem kazdy s kazdym se ztcastnili pouze
prvaci a druhdci. Ackoliv druhédki bylo trikrat vic nez prvaki, ziskali do-
hromady pouze o 3 body vic nez prvaci. Kolik zak se ztcastnilo turnaje?

(P. Cernek)
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C-1-4

V mésté Little York je 10 severojiznich ulic a 10 vychodozapadnich ulic,
které se protinaji ve sto krizovatkach. Autobus mé po uzavieném okruhu
projet vsechny kiizovatky. Navrhnéte jeho trasu tak, aby pocet zmén
sméru jizdy byl co nejmensi. (M. Cadek)

C-1-5

Na stranach BC, C A, AB trojihelniku ABC jsou sestrojeny body Aj,
By, Cy tak, 7e |ACy| = |AB|, |BA;| = %|BC|, |CB;| = $|AC]|. Necht
P, Q, R jsou vzajemné pruseciky primek AA;, BB, a CCy. Porovnejte
obsah trojihelniku PQR se souctem obsahti trojihelniki vyznacenych
na obr. 2. (J. Dula)

Obr. 2

C-1-6

Uvazujme trojihelnik ABC, pro jehoz priseéik vysek M plati |[AB| =
= |CM]|. Vypoctéte velikost 1ihlu pfi vrcholu C' trojihelniku ABC.

C-S-1
Najdéte vsechny dvojice prirozenych ¢isel x a y, pro které plati
2422 = y! — zl.
C-S-2

Na zimu se pavouk Hubert uchylil do kabinetu matematiky. V ném objevil
dratény model krychle (obr. 3) s délkou hrany 20 cm. Na tomto modelu
nejprve napjal vldkna do vSech sténovych uhlopricek a pak vldkny po-
spojoval navzajem vSechny stiedy stén. Jednou se chtél rychle dostat
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z vrcholu B do vrcholu H. Zvolil si cestu po dratu BF a vldknu FH.
Poradte mu v této prolézacce z drati a vlaken kratsi cestu zpét z H
do B. Urcete rovnéz pocet nejkratsich cest z H do B.

H G

A B Obr.3

C-§8§-3

Je dan konvexni étyfihelnik ABCD o obsahu 100 cm?. Oznaéme stiedy
stran AB, BC, CD a DA po tadé pismeny F, F, G a H. Vypoctéte
soucet obsahu trojuhelniki ABF, BCG, CDH a ADE.

C-u-1
Urcete vSechny trojice prirozenych ¢isel x, y a z, pro které plati

!l —yl =521+ 96.

C=H-=2

Na zemi lezi tézka kovova ty¢ o délce 7 metri. Jeden clovék s ni muze
pohnout jediné tak, ze zvedne jeden konec tyce a otaci ty¢ kolem druhého
konce lezictho na zemi. Kolikrat nejméné musi zvednout a otacet tyc,
aby ji z polohy AB posunul o 12 metri ve sméru polopiimky AB do
polohy A’B’? (Konec A prejde v A’, konec B v B’.) Popiste postup
s nejmensim poctem otaceni a ukazte, ze mensi pocet otaceni nestaci.
Vzajemna poloha a vzdalenosti bodu A, B, A’, B’ jsou uvedeny na obr. 4.

7 5 7
A B A/ B/

Obr. 4
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cC-1n-3

Uvniti obdélniku ABCD lezi body X a Y tak, Ze cely obdélnik je roz-
délen na dva trojiuhelniky ADX, BCY o stejném obsahu a dva konvexni
¢tyttuhelniky ABY X a CDXY rovnéz o stejném obsahu. Dokazte, Ze
potom tusecka XY prochazi stfedem obdélniku.

cC-1n-4

Tentokrat si nas stary znamy pavouk Hubert vybral ke svym hram v ka-
bineté matematiky dratény model pravidelného osmisténu. Jeho stény
tvori 8 rovnostrannych trojihelnikti (obr.5). V kazdé sténé pospojoval

Obr. 5

Hubert vldkny stredy prislusnych hran. Z kolika cest nejkratsi délky si
muze Hubert vybrat, aby se v takto vzniklé siti pavucin a drata dostal
z vrcholu E do vrcholu F'? (M. Cadek)
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ReSeni tloh

C-1-1

Cesty nejkratsi délky vedouci z bodu A do bodu B jsou trojiho druhu:
1. ty, které vedou po tsecce CD, 2. ty, které vedou po tsecce EI, a 3. ty,
které vedou po tseéce GH (obr.6). Jestlize pocCet nejkratsich cest mezi

A 9
D
E
F
G
ief B
Obr. 6

dvéma body X a Y Hubertovy pavuéiny ozna¢ime p(X,Y’), potom pocet
cest nejkratsi délky mezi A a B je

p(A,B) Ip(A,C) -p(D,B) —|—p(A,E) -p(F,B) +p(A,G) -p(H,B).

Zbyva nam tak spocitat pocet cest nejkratsi délky mezi dvéma vrcholy
¢tvercové sité. Po chvili experimentovani zjistime, ze kazda cesta nejkratsi
délky z bodu o soufadnicich [0,0] do bodu o soufadnicich [m,n], m > 0,
n > 0, vede bud ptes bod [m— 1, n], nebo ptes bod [m,n—1]. Proto jejich
pocet je dan souctem p([0,0], [m — 1,n]) + p([0, 0], [m,n — 1]).

Uplatiiujeme-li toto pravidlo postupné na levé tietiné pavuciny, do-
stavame pocty nejkratsich cest tak, jak je uvedeno na obr.7. Proto
p(A,C) =p(H,B) =1, p(A,E) = p(F,B) = 6, p(4,G) = p(D, B) = 15.
Celkovy pocet cest je tedy 1-15+6-6+ 15-1 = 66.

1 3 6 10 15
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C-1-2
Rovnici po déleni mn upravime na tvar
(m—1!(n—-1)!=mn (1)

(klademe 0! = 1). VSimnéme si, ze pro kazdé celé k = 4 plati (k—1)! > k,
nebot

(k—1)1=2-3-...-(k=1)220k—1)=k+ (k—2) > k.

Proto nemohou byt obé ¢isla m, n vétsi nez 3: vynasobenim nerovnosti
(m—1)! >m a (n — 1)! > n bychom dostali spor s rovnici (1). S ohledem
na symetrii miizeme predpokladat, Ze napt. m < 3. Pro m = 1 dostavame
(n — 1)! = n, coz podle predchoziho znamend, ze n < 3; probranim
moznosti n = 1, 2, 3 zjistime, zZe rovnici vyhovuje pouze n = 1. Pro
m = 2 dostavdme (n — 1)! = 2n, coz pro n < 4 zfejmé nenastane; pro
n 2 5 ale plati

(n—1)122-3-(n-1)=6(n—1)=2n+ (dn—6) >2n.  (2)

Kone¢né pro m = 3 dostédvame 2(n — 1)! = 3n, coz v pfipadé n < 5 plati
pouze pro n = 4; pro n = 5 ale podle (2) plati 2(n — 1)! > 4n > 3n.
Hledané dvojice (m,n) jsou (1,1), (3,4) a (4,3).

C-1-3

Oznacme n pocet prvaki, ktef{ se ziicastnili turnaje. Druhakt pak bylo 3n
a celkovy pocet zaku byl 4n. Ti mezi sebou sehrali celkem % “4n(4n — 1)
zapasu. Protoze za vitézstvi je jeden bod, za remizu pil bodu a za prohru
zadny bod, celkovy pocet rozdanych bodi je roven poctu zapasu. Jestlize
tedy prvéci ziskali p bodl a druhéci d bodi, pak

p+d=2n(4n —1).
Druhaéci ziskali jen o tfi body vice nez prvaci, tedy
p=d-—3.
Dosazenim z druhé rovnice do prvni dostaneme

d=n(4n—1)+g.
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Pocet bod1, které ziskali druhéci, je roven aspon poctu bodi, které ziskali
ve vzajemnych zapasech mezi sebou. Tedy

3n(3n —1)

>
- 2

| w

n(dn —1) +

Upravou ziskdme nerovnost n + 3 = n2. V oboru pfirozenych &sel ji
spliuji pouze ¢islan =1, n =2, nebot pron =23 jen+3 < 2n<n-n.

Turnaje se tedy mohli ztucastnit bud 3 druhéci a jeden prvak, nebo
6 druhak a 2 prvéci. V obou pripadech se musime presvedcit, ze turnaj
mohl probéhnout tak, aby byly splnény podminky zadani. V pripadé
CtyT ucastnika ziskal prvik v zdpasech s druhdky 1,5 bodu. Ti pak zis-
kali zbyvajiciho 4,5 bodu. V pripadé 8 tcastnikii ve vSech zapasech mezi
prvakem a druhdkem s vyjimkou jednoho, ktery skoncil remizou, zvitézil
prvak. Prvaci tak ziskali 12,5 bodu a druhéci 15,5 bodu.

C-1-4

Po chvili experimentovani prijdeme na to, ze nejmensi mozny pocet zmén
sméru na okruhu je 20. Jeden z vice moznych navrhi takového okruhu
je znazornén na obr. 8. Podstatnou casti feseni je vSak diikaz toho, Ze na
kazdém okruhu prochéazejicim pres vSechny krizovatky je aspon 20 zmén
smeéru.

Obr. 8

Predpoklddejme prvné, ze okruh je takovy, ze autobus jede po kazdé
z deseti severojiznich ulic. Vzdy, kdyz na néjakou severojizni ulici prijizdi,
a vzdy, kdyz z ni odbocuje, musi zménit smér. Téchto zmeén je tedy aspon
2-10 = 20.

Pokud autobus nejede po nékteré ze severojiznich ulic, musi pres ni
projizdét na deseti krizovatkach. Jede tedy po vSech deseti vychodozapad-
nich ulicich. Stejnou tvahou, jakou jsme provedli uz drive, dostavame, ze
pocet zmén sméru je aspon 20.
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C-1-5

Trojuhelnik ABC' je rozdélen na tfi tmavé vyznacené trojuhelniky, tii
¢tyruhelniky a trojithelnik PQR. Soucet obsahti vsech téchto trojihelniki
a Ctyrtihelnik je roven obsahu trojuhelniku ABC. Obsahy trojtihelniku
ABA;, BCB; a CACY jsou rovny jedné tfetiné obsahu trojihelniku ABC.
Proto plati

S(ABA,) + S(BCB;) + S(CAC;) = S(ABC).

V souctu na levé strané je plocha kazdého z tmavé vyznacenych troj-
thelnikt zapocitana dvakrat, plocha ¢tyitihelniki je zapocitana jednou,
zatimco plocha trojihelniku PQR neni zapocitiana ani jednou. Odtud
plyne, Ze soucet obsahti vyznacenych trojihelniki je roven obsahu troj-
thelniku PQR.

Lze ukazat, ze obsah trojuhelniku PQR je roven jedné sedminé obsahu
trojuhelniku ABC.

C-1-6

Oznacme O patu vysky z vrcholu A, P patu vysky z vrcholu B a Q
patu vysky z vrcholu C. Trojthelniky ABP a M CP maji pravé thly
u vrcholu P. V pripadé, ze thel u vrcholu C' je ostry, shoduji se rovnéz
v thlech pti vrcholech B a C. Pro ostrothly trojihelnik (obr.9) to dokéa-
zeme takto:

|xABP| = 90° — |xQM B| = 90° — |x PMC| = |« PCM]|.

(Dtkaz pro trojihelnik s neostrym tihlem pri vrcholu A nebo B provedte
samil) Protoze |AB| = |C M|, jsou oba trojihelniky shodné. Specidlné
|CP| = |BP]|, pravouhly trojihelnik BCP je rovnoramenny a thel pfi
vrcholu C' je tedy roven 45°.

V pripadé, ze thel u vrcholu C je tupy (mize byt pravy?), dokdzeme
analogicky, ze AABP = ACMP. (Provedte podrobné!) Odtud plyne,
7e |MP| = |PB]|, a tedy v trojihelniku BMP je tihel pii vrcholu M
roven 45°. Uhel pii vrcholu C je proto roven 135°, jak se presvédcéime
vypoc¢tem v ¢tyfuhelniku COM P (obr. 10).

C-S-1
Levé strana rovnice je kladné ¢islo, proto y = x + 1. Odtud plyne, Ze

U=yl -z 2 (z+ 1) —2!l=2/(z+1-1) =z!z.
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1a
A Q B A Q B
Obr. 9 Obr. 10

Po vydéleni kladnym &islem 22 dostdvame 24 > (z — 1)!. (Zde klademe
0! = 1.) Tedy z £ 5 a soucasné ma byt y! = 24z% + x!. Dosadime-li za
x cisla 1, 2, 3, 4, 5, zjistime, ze predchozi rovnice ma reseni pouze pro
r=2>5,atoy=06.

Resenim rovnice je jedind dvojice (z,y) = (5,6).

C=5-=2

Cesta z B do H po dratu BF a thlopii¢ce FH ma délku 20(1 + v/2).
Ozna¢me X stied stény EFGH a'Y stfed stény BCGF (obr. 11). Kazda
z useCek HX, XY a Y B ma délku poloviny uhlopricky ve sténé krychle,
tj. 20- %\/5 Proto cesta z H do B po vlaknech HX, XY a Y B ma délku
20 - %\/ﬁ < 20(1 + \/§) Dokéazeme, ze tato cesta je i cestou nejkratsi
délky.

H G
X —
=<
—1 N
E F/
\
VA,
D / C
7
A B Obr. 11

Kazda cesta z H do B, kterd vede pres néjaky vrchol krychle, mé
délku aspoti 20(1++v/2). Proto cesty nejkratsi délky musf nutné vést pies
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stfedy stén. Necht tedy cesta z H vede po pilce thlopricky do stfedu

stény s vrcholem H. Dale mohou nastat tyto moznosti:

1. Cesta vede déle do stény, jejimz vrcholem neni bod B. Potom je jeji
délka vétsi nez 20(3v2 + 3v2 +1).

2. Cesta pokracuje do stfedu protéjsi stény a jeji délka je aspon
20(3v2+1+3V2).

3. Cesta vede do stfedu stény s vrcholem B. Vede-li z tohoto stiedu
pifmo do B, mé délku 20 - $v/2.

Treti pripad dava popis vsech cest z H do B nejkratsi délky. Jejich
pocet je 3-2 = 6. Z bodu H ma pro vybér prvniho tseku cesty nejkratsi
délky Hubert 3 moznosti, pro vybér druhého tiseku cesty ma 2 moznosti
a pro vybér posledniho tiseku pouze jedinou moznost.

C-§-3

Obsah trojuhelniku XYZ budeme oznacovat Sxyz, obsah ¢tyrtihelniku
ABCD oznacime S. Protoze F je sttedem BC a H je stfedem AD, plati

(obr.12)
1 1
SaBF = 3 Sasc, Scpr = 5 Sacp.-

Tedy

C

Obr. 12
1 1
Sapr + Scpn = 3 (Sapc + Sacp) = 3 S.
Zcela stejné dokazeme

1 1
Spcc + Sape = 3 (Spcp + Sasp) = 3 S.

Soucet obsahu trojihelniki ABF, BCG, CDH a ADE je tedy roven
obsahu daného ¢tyfihelniku, tj. 100 cm?.
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C-1-1

Predevsim z! > 96, a proto z 2 5. Tedy ! je dclitelné 5 a pravd strana
dava pri deleni 5 zbytek 1. Proto y! musi davat po déleni 5 zbytek 4, coz
je mozné pouze pro y = 4. ReSme tedy rovnici

z! =5- 214 120. (1)

Miuizeme postupovat dvéma ruznymi zpusoby.
1. Z rovnice plyne, ze x =2 z+ 1, tedy (z 4+ 1)! £5- 21+ 120 a odtud

1202 (z4+ 1) =5-2l=(2—4) -2l

Proto z < 5. Provéfenim vSech péti moznosti z = 1, 2, 3, 4, 5 zjistime, Ze
rovnici (1) vyhovuje pouze jediné z, a to z = 5. Pfitom z = 6.

2. Z rovnice (1) plyne, ze z! > 120, tedy z = 6. Cislo z! je proto
délitelné 16. Cislo 120 dava po déleni 16 zbytek 8, proto z! nemiize byt
délitelné 16, a tedy z < 5. Déle postupujeme stejné jako v (1).

Uloha mé jediné feseni (z,y, 2) = (6,4, 5).

C-1n-2

Pr1i kazdém otéaceni tyce zistava jeden jeji konec na misté. Proto k pre-
mistén{ ty¢e z polohy AB do polohy A’B’ nam jedno otaceni nestaci.
Nestaci ani dvé otaceni, protoze prvnim otacenim nepremistime konec A
nebo B do bodi A’ nebo B’. Ukdzeme, jak premisténi provést pomoci
tT1 otaceni.

Uvazujme kruznici k se stfedem B a kruznici k' se stfedem B’, obé
s polomérem 7m (obr.13). Tyto kruZnice se protnou ve dvou bodech.

k A" K’

Obr. 13

Libovolny z nich ozna¢me A”. Prvné ty¢ oto¢ime kolem bodu B tak, aby
konec A padl do bodu A”. Podruhé otoc¢ime ty¢ kolem bodu A” tak, aby
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se konec B premistil do bodu B’. Nakonec oto¢ime ty¢ kolem bodu B’
tak, aby se druhy konec tyce dostal do bodu A’.

C-1n-3

Necht |AB| = a, |BC| = b. Trojihelniky ADX a BCY maji stejny obsah,
a proto vzdalenost bodu X od AD je rovna vzdélenosti bodu Y od BC.
Oznac¢me tuto vzdélenost v. Déle oznac¢me = vzdalenost X od AB a vy
vzdalenost Y od C'D.

D v C

:j

8

Obr. 14

Obsah ¢tyruhelniku ABYX je roven souctu obsahtt dvou pravotihlych
trojihelniki a lichobézniku (obr. 14) a rovna se

%vx+%(b—y)v+%(m+b—y)(a—2v)=%(a—v)(b+z—y).

Stejné spocitame obsah c¢tyruhelntku CDXY:

1 1 1 1
5vy+§(b—x)v+ §(b—:r+y)(a—2v) = 5(a—v)(b+y—:r).
Protoze a > v, plyne z rovnosti obsahii obou ¢tyruhelnik rovnost b +
+x—y =0b+y— 2 neboli z = y. Bod Y je tedy obrazem bodu X
pri stfedové soumérnosti podle stfedu obdélniku. Tim je dokazano, ze
usecka XY prochézi stredem obdélniku.

cC-n-4

Predpokladejme, Ze hrany osmisténu maji délku 1. Kazda cesta z E do F’
musi ziejmé vést bud nékterym z vrcholi A, B, C, D, anebo stfedem né-
které z hran AB, BC, CD, DA (obr. 15). Pfitom nejkratsi cesta z bodu E
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do kazdého z téchto bodi ma délku 1. Pocet nejkratsich cest z bodu F

Obr. 15

do kazdého z vrcholt A, B, C, D je roven 1 a do kazdého ze stfed hran
AB, BC,CD, DA je roven 2. Stejné jsou i pocty nejkratsich cest z téchto
osmi bodi roviny ABC'D do bodu F'. Proto je pocet nejkratsich cest z E
do F roven

1-14+1-14+1-14+1-142-24+2-24+2-2+2-2=20.
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