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3. stfedoevropska matematicka olympiada

EUROPEAN

Treti ro¢nik Stfedoevropské matematické
olympiady se uskutecnil 24.-29. zari 2009
v polské Poznani za tcasti 59 studenti z de-
seti zemi stfedoevropského regionu: z Ceské
republiky, Chorvatska, Litvy, Madarska, Né-
mecka, Polska, Rakouska, Slovenska, Slovin-
ska a Svycarska.

Ceské druzstvo tvofili Petr Boro§ a Si- POZNAN
mona Domesova z Gymnazia Mikulase Ko- POLAND 2009
pernika v Bilovci, Radek Marciria z Gymna-
zia Christiana Dopplera v Praze, Miroslav Ol$dk z Gymnéazia Budanka
v Praze, Petr Rysavy z Gymnazia Jaroslava Heyrovského v Praze a Bo-
huslav Zmek z Gymnazia na t¥. Kpt. Jarose v Brné. Vedoucim druzstva
byl Mgr. Martin Pandk z P¥irodovédecké fakulty Masarykovy univerzity
v Brné, jeho zastupcem pak dr. Pavel Calabek z Ptrirodovédecké fakulty
Palackého univerzity v Olomouci.

Vlastni soutéz probihala v prostorach Fakulty matematiky a infor-
matiky Univerzity Adama Mickiewicze, a to ve dvou dnech: v sobotu
26. zari byla na programu soutéz jednotlivel, v nedéli 27. zafi se pak
konala soutéz druzstev. V soutézi jednotlivet fesili zaci v pribéhu péti

hodin ¢tyti tlohy, v tymové soutézi pak kazdé narodni druzstvo mélo
stejny Cas na FeSeni osmi uloh. Priklady do soutéze vybirala z navrhi
jednotlivych ucastnickych statti mezinarodni jury slozena z vedoucich
jednotlivych narodnich delegaci.

Absolutnim vitézem mezi jednotlivci se stal madarsky student Berta-
lan Bodor, ktery jako jediny vytesil vSechny ¢tyfi ulohy. V tymové sou-
tézi dominovalo druzstvo Polska. Cesk4 vyprava byla spésna, Bohuslav
Zmek ziskal stfibrnou medaili, zbyli ¢lenové druzstva az na Petra Borose
pak vybojovali medaili bronzovou. V soutézi druzstev obsadil cesky tym
p€kné paté misto.
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Body za tlohu Body Cena

Umisténi 1 2 3 4

52.-55. Petr Boros 0 0 0 1 1

27.-35. Simona Domesova 0 0 8 1 9  bronz

36.-39. Radek Marcina 0 0 8 0 8 bronz

27.-35. Miroslav Olsak 0 0 8 1 9 bronz

27.-35. Petr Rysavy 0 0 8 1 9  bronz

8.-12. Bohuslav Zmek 5 1 8 1 15  stfibro
Celkem 5 1 40 5 51

Prehled vysledku vsech zemi v soutézi jednotlivet je v druhé tabulce.
Zemé jsou v ni sefazeny podle sou¢tu bodu celého druzstva podobné jako
pri neoficidlnim pofadi zemi na MMO (éislo v zavorce oznacuje mensi

pocet ucastniki).

I II III body I II III  body
Madarsko 3 1 2 100 Ceskd republika - 1 4 51
Polsko 2 31 86  Slovensko 1 1 - 48
Némecko 1 2 2 75  Rakousko -1 2 39
Chorvatsko - 2 3 59  Litva -1 17
Slovinsko (5) - 2 3 54  Svycarsko - -1 16

Nejvic se tak dafilo druzstviim z Polska a Madarska — Polsko vyhrélo
soutéz druzstev a v soutézi jednotlivet ziskalo dvé zlaté medaile, Madar-
sko bylo v soutézi druzstev druhé a v soutézi jednotlivcu ziskalo tii zlaté
medaile. Celkové vysledky soutéze druzstev jsou uvedeny v nasledujici

tabulce.
Body za ulohu Body

Umisténi 1 2345 6 78
1. Polsko 8 6 8 8 8 8 6 8 60
2. Madarsko 6 5 8 8 8 4 8 8 55
3. Némecko 8 4 8 8 8 8 0 8 52
4. Chorvatsko 8 5 8 5 8 2 8 8 52
5. Ceskd republika 8 6 8 8 8 3 10 42
6. Slovinsko 8 28 080 2 8 36
7.-8. Rakousko 8 343 20 86 34
Slovensko 7386 8 011 34
9. Svycarsko 02488008 30
10. Litva 8 2405 014 24

V pondéli po soutézi studenti navstivili lanové centrum a mnohym
z nich ziistane tato atrakce nesmazatelné vryta do paméti. Po této fyzicky
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wevs

probéhlo v historické budové univerzity v centru Poznané.

Texty soutéZnich tloh
(v zévorce je uvedena zemé, ktera ilohu navrhla)
Soutéz jednotlivel

1. Najdéte vSechny funkce f: R — R splnujici
f@fW) + £(f(2) + fW) = vf(@) + f(z + f())

pro libovolna realnd z, y. (R zna¢i mnozinu realnych ¢isel.)  (Slovinsko)
2. Méjme n = 3 rtznych barev. Necht f(n) je nejvétsi pfirozené ¢islo
s nasledujici vlastnosti: kazdou stranu a kazdou tuhlopricku konvexniho
f(n)-thelniku mtzeme obarvit jednou z n barev tak, ze

> pouzijeme aspon dvé barvy,

> libovolné t¥i vrcholy mnohothelniku jsou spojeny bud tiseckami stejné

barvy, nebo navzajem ruznych barev.

Dokazte, ze f(n) < (n — 1)? a Ze rovnost v této nerovnosti nastavi
v nekoneéné mnoha piipadech. (Slovinsko)

3. Necht ABCD je konvexni ¢tyfthelnik se shodnymi stranami AB
a CD, které nejsou rovnobézné. Oznacme F, F sttedy thlopricek AC
a BD. Primka FF protina usecky AB a CD po tadé v bodech G a H.
Ukazte, ze |[<AGH| = |«*DHG|. (Madarsko

)

4. Urcete v8echna pfirozena k = 2 takovd, Ze pro zadnou dvojici (m,n)

riiznych kladnych celych ¢isel, nepievysujicich k, nend ¢islo n~1 —mm~1

délitelné ¢islem k. (Swijcarsko)
Soutéz druzstev

5. Necht realna ¢isla z, y, z splituji podminku 22 +y%+22+9 = 4(x+y+2).
Dokazte, ze

ot + oyt + 2 +16(2% + 9% + 2%) 2 8(2 + 3 + 28) + 27,
a urcete, kdy nastava rovnost. (Slovensko)
6. Nechf a, b, ¢ jsou realna ¢isla takova, ze pro kazdé dvé z rovnic
?4+ar+b=0 22+br4+c=0, 2’4+cx+a=0
existuje pravé jedno realné ¢islo, které je jejich spole¢nym fesenim. Urcete

vSechny mozné hodnoty vyrazu a? + b2 + 2. (Slovensko)
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7. Na tabuli jsou napséna ¢isla 0,1,2,...,n (n = 2). V kazdém kroku
vymazeme Cislo, které je aritmetickym primeérem dvou riznych cisel,
ktera jesté na tabuli zustala. Tyto kroky opakujeme tak dlouho, az uz
zadné dalsi ¢islo na tabuli nemtzeme smazat. Bud g(n) nejmensi mozny
pocet ¢isel, kterd na tabuli mohou ztistat. Pro kazdé n urcete g(n).
(Polsko)

8. Kazdé policko hraci desky 2 009 x 2 009 obarvime jednou z n barev (ne-
musime pouzit kazdou z nich). Barvu nazveme souvislou, jestlize existuje
bud jediné policko dané barvy, nebo libovolna dvé poli¢ka jsou vzajemné
dosazitelna posloupnosti tahi Sachové damy takovych, ze kazdy z nich
zaCind i kon¢i na policku dané barvy (Sachova dama se po hraci desce
muze pohybovat vertikalné, horizontalné a diagonalné). Urcete nejvétsi n
takové, Ze pro libovolné obarveni bude alespon jedna barva pouzitd na
hraci desce souvisla. (Polsko)

9. Je dan rovnobéznik ABCD, v némz |«BAD| = 60° a E oznacuje
prusecik jeho uhlopricek. Kruznice opsand trojuhelniku AC'D protina
piimku BA v bodé K # A, ptimku BD v bodé P # D a pfimku BC
v bodé L # C. Pfimka EP protina kruznici opsanou trojuhelniku CEL
v bodech E a M. Dokazte, ze trojihelniky K LM a C AP jsou shodné.

(Slovinsko)

10. Je dan tétivovy ¢tyftahelnik ABCD, v némz |[CD| = |DA|. Body E
a F lezi po fadé na tuseckdch AB a BC tak, ze |<XADC| = 2|<EDF)|.
Usecka DK je vyskou a DM téznici trojihelniku DEF. Necht L je obraz
bodu K ve stfedové soumérnosti podle bodu M. Dokazte, ze pfimky DM
a BL jsou rovnobézné. (Polsko)

11. Naleznéte vSechny dvojice (m,n) celych ¢isel, které spliuji rovnici

(m +n)* = m?n® 4+ m? +n? 4 6mn.

(Chorvatsko)
12. Najdéte vsechna feSeni rovnice
2% 42009 = 3Y5*
v mnoziné nezapornych celych ¢isel. (Litva)
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Reseni tiloh

1. Konstantni funkce f(z) = 0 zfejmé vyhovuje. Pfedpokladejme dale,
Ze existuje a € R, pro néz f(a) # 0. Dokazeme, Ze funkce f je pak prosta.

Necht f(y1) = f(y2) pro né&jakd y1,y. € R. Postupnym dosazenim
Yy = Y1,y = Y2 do dané rovnice a odectenim vzniklych rovnosti dostaneme
y1f(z) = y2f (z) pro vSechna x € R. Po dosazeni = a miizeme nenulové
f(a) vykratit, takze y; = y2 a f je vskutku prosta.

Dosazenim z = 0, y = 1 do dané rovnice ziskame

FO) + £(£(0) + f(1)) = £(0) + f(f(1)),

tedy f(f(0) + f(1)) = f(f(1)) a vzhledem k prostoté f odtud plyne
f(0) + f(1) = £(1) neboli f(0) = 0.

Volbou y = 0 nésledné z dané rovnice dostaneme f(f(z)) = f(z),
odkud opét diky prostoté funkce f plyne f(z) = x pro vSechna z € R.
I tato funkce vyhovuje, o ¢emz se dosazenim snadno presvédcime.

Jedingmi FeSenimi jsou tedy funkce f(z) =0 a f(z) = z.

2. Uvazujme mnohothelnik, jehoz vsechny strany i uhlopricky jsou obar-
veny popsanym zpusobem, miZeme ho tedy povazovat za tplny graf.
Jeho hrany jsou obarveny n barvami tak, ze kazdy trojuhelnik (neboli
uplny podgraf s tfemi vrcholy, tzv. 3-klika) je bud jednobarevny, anebo
trojbarevny. Navic cely graf neni jednobarevny.

Uvedena podminka pro trojuhelniky je vlastné ekvivalentni s nasle-
dujici podminkou: V8echny hrany grafu lze rozdélit do nékolika (alesponi
dvou) jednobarevnych klik (iplnych podgrafi), pticemz kliky téze barvy
jsou vrcholové disjunktni (za kliku povazujeme i podgraf tvofeny dvéma
vrcholy neboli jedinou hranou). Otazkou uz zlstava jen to, jak velké
takové kliky mohou byt a kolik nejvice jich bude jedné barvy.

Kdyby néktera z téchto jednobarevnych klik (feknéme modra) méla
aspon n vrcholti, musel by mimo ni existovat vrchol v, ktery by byl s kaz-
dym vrcholem modré kliky spojen jinou nez modrou barvou, coz vsak
neni mozné, protoze kromé modré barvy mame k dispozici uz jen n — 1
barev. Proto kazda jednobarevna klika méa nejvyse n — 1 vrcholi.

Jeden vrchol lezi nejvyse v n ruznych klikdch (rtizné barvy) a kazda
z nich ma nejvyse n — 2 dalsich vrcholi. Tento vrchol mé tedy nejvyse
n(n — 2) sousedi. Graf m4 tudiz nejvyse f(n) S n(n—2)+1= (n— 1)
vrcholt.

V druhé ¢asti feseni najdeme pozadované obarveni hran tplného grafu
s (n —1)? vrcholy n barvami pro né&jaké vhodné n.
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Z naseho odvozeni odhadt pro f(n) plyne, ze v hledaném ,maximél-
nim“ pfipadé bude kazdy vrchol praveé v n klikich (vSech) riznych barev,
kazda klika bude mit n—1 vrcholt a od kazdé barvy jich bude pravé n—1.
Odtud plyne, ze kazdé dvé kliky ruznych barev budou muset mit spo-
leény vrchol (kupt. kazdy vrchol dané modré kliky je v jiné zluté klice,
takze to jsou v souhrnu vSechny zluté kliky). Budeme-li proto chapat
jednobarevné kliky jako ,pfimky“ o n — 1 bodech (pfislusnych vrcholech
grafu), pak kazdé dvé z téchto ,pfimek“ budou mit vzdjemnou polohu
jako rovnobézky ¢i riznobézky v roviné — podle toho, zda ptjde o kliky
stejné barvy ¢i dvou ruznych barev.

Nabizi se tak moznost umistit vSechny body jedné kliky na primku
jedné barvy. Body kliky jiné barvy budou na pfimce nejen jiné barvy, ale
i jiného sméru tak, aby prusecik téchto dvou primek ptredstavoval spo-
le¢ny vrchol obou klik. Dvé kliky téze barvy pak mizeme reprezentovat
rovnobézkami.

Protoze vrcholt je dohromady (n—1)?%, zkusime je rozmistit do étverce
(vrcholy grafu tak budou vSechny body s celo¢iselnymi soufadnicemi
(i,7), kde 7,5 € M, = {0,1,...,n — 2}) a pospojovat pfimkami riz-
nych smért. Na kazdé pfimce by mélo lezet pravé n — 1 vrchola grafu.
Takovych idealnich primek sice moc nenajdeme, ale pomizeme si tim, ze
budeme s miizovymi body poéitat modulo (n — 1).

Nejprve vrcholy pospojujeme n — 1 svislymi pfimkami prvni barvy
a déale n—1 vodorovnymi primkami druhé barvy. Mezi ptimky tfeti barvy
zafadime hlavni thlopti¢ku s body (k,k) (k € M,,) a déle primky s ni
rovnobézné, tj. (n — 1)-tice bodd (a + k (mod (n — 1)),k) (k € My,),
kde a postupné volime z mnoziny M,, \ {0} (pro a = 0 dostavame ovSem
hlavni thlopricku). To jsou vlastné vSechny ,,primky“ se smérnici 1, které
jakmile ,vybéhnou* vpravo ze ¢tverce ve vysce k, vrati se zleva do ¢tverce
pod stejnym thlem ve vysce k + 1.

Podobné budeme postupovat i dale: kliky dalsi barvy budou tvorit
(n — 1)-tice vrcholt vSech n — 1 rovnobéznych primek se smérnici 2 vy-
chézejicich postupné z vrcholi (0,0),(0,1),...,(0,n — 2) (princip kon-
gruence ted uplatnime nejen vodorovné, ale i vertikalné, tedy na obé
soufadnice): na kazdé z uvedenych pfimek pak budou lezet vrcholy se
soufadnicemi (a + k,2k) (mod (n — 1)), kde k € M,,, a € M,,. Stejny
postup zopakujeme i pro dalsi smérnice A € {3,4,...,n — 2}; jed-
notlivé piimky budou obsahovat vrcholy se soufadnicemi (a + k, \k)
(mod (n —1)).

Popsanou konstrukei jsme ziskali n(n — 1) ptimek n riznych sméru.
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Pfitom jsme v kazdé klice (,,pfimce“) obarvili (";1) hran, celkem tedy

n(n — 1) (”; 1> _n(n— 12;(71 -2) _ ((n _2 1)2)

hran. To vSak je presné pocet hran tiplného grafu s (n — 1)? vrcholy.

Zbyva uz jen zvolit n tak, aby prinikem dvou klik rizné barvy byl
pravé jeden vrchol. K tomu staci, aby p = n — 1 bylo prvoéislo, nebot
pak ma kongruence

(a+k, k)= (b+1,ul) (mod p) resp. (a, k)= (b+1,ul) (mod p)

pro dana cisla a,b, A\, u € M,, pravé jedno feseni. A protoze prvocisel
je nekonecné mnoho, nasli jsme nekonec¢né mnoho riznych n, pro néz
f(n) = (n —1)2. Tim je tloha vyfeSena.

3. Ozna¢me K, L stfedy stran BC, DA. Z vlastnosti stfednich pticek
trojihelniki ABC, ABD plyne EK | AB || LF, piicemz |EK| =
= |LF| = }|AB| (obr.72). Podobné plati FK | CD | LE, pficemz
|FK| = |LE| = }|CD|. A protoze |AB| = |CD|, je EKFL kosoétverec
nebo ctverec. To ovSem znamend, ze trojuhelnik F'EK je rovnoramenny

Obr. 72

(se zakladnou FE), pfi¢emz z rovnobéznosti pricek v uvedenych troj-
thelnicich plyne

|XAGH| = |¥xLFH| = |xLEG| = |xDHG)|.

Jiné FeSeni. Za pocatek soustavy souradnic zvolme priisecik P pfimek
AB a CD (obr. 73). Polohové vektory bodti A, B, C, D ozna¢me postupné
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Obr. 73

a, b, c, d. Potom smérové vektory ptimek AB, C'D jsou a — b, d — c,
a protoze podle zadani maji stejnou velikost, smérovy vektor osy thlu
mezi nimi je
(a—b)+(d—c)

2

[0

Stiedy E, F thlopticek AC, BD maji polohové vektory e = %(a +c),
f = 1(b+d). Z rovnosti |AB| = |CD| plyne

0=(a—b*—(d-c)*=((a—b)—(d—c)) - ((a—b)+(d—c)) =
_4(9tc b+d\ (a—b)+(d—-c)
a ( 2 2 ) 2

=4(e—f) o

(vSechna uvedend nésobeni a druhé mocniny vektort jsou skaldrni sou-
¢iny). Osa uhlu sevieného pfimkami AB a CD je tedy kolma na
primku EF, takze trojuhelnik GH P je rovnoramenny se zakladnou GH .
Protoze body A a D lezi v téze poloroviné urcené piimkou GH, jsou
uhly AGH a DHG shodné (bud jsou oba vnitinimi thly pfi zakladné
rovnoramenného trojihelniku, anebo jsou jejich doplitky do 180°).

4. Podminka v zadéni je ekvivalentni s prostotou funkce
f(m) =m™ ! mod k

v oboru zbytkovych t¥id pfi déleni ¢islem k.
Pro k = 2 a k = 3 snadno zjistime, Ze odpovidajici funkce f prosta je.
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Protoze pro kazdé k pro prislusnou funkci f plati f(1) = 1a f(k) =0,
je pro libovolné sudé k > 2

fk=1)=(k-1)F2=(-1)*2=1=f(1) (mod k),

takze funkce f pro takova k prostd neni.
Jestlize se v rozkladu ¢isla k na prvocinitele vyskytuje liché prvocislo p
aspoll v druhé mocniné, je ¢ = k/p 2 p 2 3, a tudiz

k kya-1 k rkya-3
1G)=G) =#% ()
p p p p
Zbyva tedy vysettit licha ¢isla k > 4, kterd nejsou délitelna druhou
mocninou zadného prvocisla. Vsechny hodnoty

f(k)v f(k_2)’ 1erg f(3)a f(l)

jsou zbytky druhych mocnin ptirozeného ¢isla pfi déleni ¢éislem k, tzv.
kvadratické zbytky. Kromé nich je kvadratickym zbytkem modulo &
i f(4) = 4° = 8% (mod k). Nasli jsme tak celkem 3(k + 1) + 1 kvad-
ratickych zbytku, ale riznych kvadratickych zbytk je nejvyse %(k +1),
nebot a? = (k — a)? (mod k). Aspon dvé ze zminénjch hodnot funkce f
museji byt proto stejné, takze ani pro takova k nemuze byt funkce f
prosta.
Uloze vyhovuji jediné k =2 a k = 3.

0= f(k) (mod k).

5. Danou podminku muzeme pfepsat do tvaru
z(z—4)+yly—4)+2(z2—4)=-9
a zkoumanou nerovnost zase na napadné podobny tvar
23z —4)2 + 4y (y - 4)? +22(z - 4)? 2 27.

Posledni nerovnost dostaneme z Cauchyovy nerovnosti (a + b+ c)? <
< 3(a? + b2 + ¢?) pro hodnoty a = z(z — 4), b = y(y — 4), c = 2(z — 4).
Rovnost v Cauchyové nerovnosti nastane, pravé kdyz

r(z—4) =y(y —4) = 2(z — 4),

coz vzhledem k dané podmince vede na rovnosti (z — 2)? = (y — 2)? =
= (2 — 2)? = 1. Resenim této soustavy je 8 uspotadanych trojic (1,1, 1),
(1,1,3), (1,3,1), (3,1,1), (1,3,3), (3,1,3), (3,3,1), (3,3,3).
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Jiné feSeni. S vyuzitim podminky
P+ + 22 +9=4(z+y+2) (1)
miuzeme danou nerovnost ekvivalentné upravit na tvar
-2+ @y -2+ (2 -2)" 23, (2)
zatimco samotnou podminku (1) pfepiseme na
(x-2)%+(y -2+ (z2—-2)?2=3.
Vidime tedy, Zze nerovnost (2) opét plyne z Cauchyovy nerovnosti
(a+b+c)? < 3(a® + b? + ¢?), tentokrat pro hodnoty a = (z — 2)2,

b= (y—2)?% c = (z—2)2. Rovnost ziejmé nastane, pravé kdy# (z —2)% =
= (y—2)? = (2 —2)? =1, coZ je stejnd podminka jako v prvnim Feseni.

6. Vysetiime dva pripady.
Pokud maji vSechny tfi rovnice jeden spoleény kofen 1, je

z?+ax +b=0, (1)
zi + bz +c=0, (2)
24+ cx; +a=0. (3)

Kombinaci rovnosti (3) — (2) + z1((1) — (3)) a néslednou upravou dosta-
neme

(a—c)(z? =z +1)=0.

Odtud vzhledem k nenulovosti kvadratického trojclenu x% —x1+1 (ma
zaporny diskriminant) plyne a = ¢. Cyklickou zaménou dostaneme ¢ =
= b = a a jedinou kvadratickou rovnici z2 + ax + a = 0, ktera s ohledem
na zadani musi mit dvojnasobny koten. Pro jeji diskriminant tak plati
a? —4a = a(a —4) =0, proto je a = b =c =0 nebo a =b =c=4. Pro
vyraz a? + b* + ¢? tudiz dostavame dvé mozné hodnoty: 0 a 48.

Druhy pfipad, kdy prvni rovnice méa kofeny x1, xo, druhda zo, 3 a treti
x1, x3 (pfiCemz vSechny tii kofeny jsou navzdjem ruzné, jinak bychom
méli predchozi ptipad) je o poznani komplikovanéjsi.

Budeme zkoumat koeficienty mnohoclenu

(2% + az + b)(2z? + bz + ¢)(z* + cx + a), (4)
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o0 némz vime, ze ma tfi dvojnasobné koteny x1, x2, x3, a tedy tvar
(x3 — pz? + qz — )2 (5)
Z Vietovych vztaht pro puvodni mnohocleny navic plyne
2p=2(z1+x2+2x3) = —(a+b+c) = —(r122 + T2w3 + T123) = —¢. (6)

Jestlize ozna¢ime a + b+ ¢ = e, ab+ bc + ca = f, abc = g, dostaneme
roznasobenim totoznych mnohoélent (4) a (5) a porovnanim jejich koe-
ficienti pfi mocninach z°, 2%, 2% a z° postupné

e=-2p, et+f=p"—dp, E—frg=4’-2r, g=r" (7)

Koeficienty pii 22 a x sice nejsou symetrické v proménnych a, b, ¢ (a ne-
daji se tedy vyjadfit pomoci e, f, g), ale jejich soudet symetricky je, proto
jejich porovnanim po tupravé dostaneme

f+ef—3g=4p®+ 6pr. (8)

Spojenim (6), (7) a (8) dostavdme soustavu Sesti rovnic o Sesti ne-
znamych p, q, r, e, f, g. Mizeme ji feSit ruznymi zpusoby. Napfiklad
dosazenim prvnich dvou vztahi ¢ = —2p a e = —2p do tfeti rovnice
dostaneme f = p? — 2p. Spolu s patou rovnici ¢ = r? ted miizeme za
neznamé q, e, f, g dosadit do ¢tvrté a Sesté rovnice vyrazy obsahujici jen
neznamé p a r. Po upravé dostaneme dvé rovnice

(r+p)(r—p+2)=0, 2p°—p?+2p(3r+1)+3r’=0.

Nyni stac¢i vyjadrit » z prvni rovnice a dosadit do druhé. Pro r = —p tak
dostaneme rovnici p(p —1)? = 0, pro r = p—2 rovnici (p+6)(p—1)? = 0.

Pokud by bylo p # 1, dostaneme v prvnim ptipadé p = 0 a také
g =1 =0,coz v (5) vede na mnohoé¢len z%, ktery zfejmé nevyhovuje.
Podobné pro p = —6 vyjde r = —8, ¢ = 12, takze v (5) dostaneme mno-
hoélen (x + 2)¢, ktery rovnéz nevyhovuje. Zbyva tudiz posledni moznost
p =1, odkud ¢ = =2, » = —1, a mnohoclen v (5) ma tvar

(3 — 22 — 2z +1)2. (9)

Snadno nahlédneme, ze mnohoé¢len p(x) = 23 — x? — 2z + 1 opravdu

ma tii rizné redlné kofreny, protoze p(—2) < 0, p(—=1) > 0, p(0) > 0,
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p(1) <0, p(2) > 0. Uz jen dopoéitdme e = -2, f = —1, g =1, a®> + b*> +
+c?2=e2-2f=6.

Odpovéd. Uvedeny vyraz muze nabyvat hodnot 0, 6 a 48.

Poznamka. Pro tplné feseni bychom méli jesté ovérit, ze k trojici ko-
fenl (x1, z2, z3) mnohoclenu (9) skutecné prislusi tii kvadratické rovnice
s koeficienty jako v zadéani. Jednou z moznosti, jak to udélat, je ukazat,
ze prislusné koeficienty a, b, ¢ (které jsou podle Vietovych vztahti kofeny
mnohoélenu 23 —ex?+ fr—g) po dosazeni do (4) daji mnohoélen identicky
s (5). Protoze koeficient pti x° je ziejmé stejny a rovnost koeficientii pii
25, 2%, 23, 20 plyne z toho, ze p, q, 7, e, f, g spliuji (7), staéi ukazat
rovnost koeficientti pfi 22 a x. Na zdkladé rovnosti (8) vSak vime, Ze
soucet koeficientt pfi z2 a x je stejny.

7. Krajni hodnoty 0 a n zfejmé nesmazeme nikdy. Kromé toho snadno
ovérime, ze

g(1)=g(2)=2, ¢g(8)=3, g4) =2

Technika mazani pouzita pro n = 4 se da snadno rozsifit na vSechna
n tvaru n = 2% (struéné feceno, nejprve smazeme vsechna lichd ¢isla
jako aritmeticky pramér dvou sousednich sudych ¢isel, zbyla suda ¢isla
si predstavime jako dvojnésobky ¢isel od 1 do 2¢~! a smazeme vsechny
dvojnéasobky lichych ¢isel atd.), proto je g(2%) = 2 pro vSechna pfirozend
c¢isla a.

Méjme nyni n, které neni mocninou dvou, takze 2¢ < n < 2! pro
néjaké prirozené a. Predstavme si, ze i v tomto pripadé nakonec zustala
na tabuli jen dvé ¢isla (nepochybné 0 a n). P¥i zpétné rekonstrukei (pri-
davame aritmeticky pramér nékterych dvou ¢isel, kterd na tabuli zistala)
dokéazeme piidat vzdy jen &isla tvaru tn/2F, kde t a k > 1 jsou piirozena
¢isla. Takto vSak nikdy nevznikne ¢islo 1, protoze neni-li ¢islo n mocninou
dvou, nemiize ji byt ani zadny jeho nasobek. To je spor.

Naopak pro libovolné takové n dokazeme postupné smazat ¢islan — 1,
n—2,...,2%+1 (éislo n — i je aritmetickym pramérem cisel n a n — 2i;
pokud n = 2% 4+ 1, mazeme pochopitelné prazdnou mnozinu), nacez uz
popsanym zpusobem smazeme vSechna ¢isla mezi 0 a 2¢. Na tabuli tak zu-
stanou jen t¥i ¢isla 0, 2%, n. Proto neni-li n mocninou dvojky, je g(n) = 3.

8. Ukazeme ptiklad obarveni desky k x k (pro liché k = 5) tfemi nesou-
vislymi barvami 1, 2 a 3.

Nejprve obarvime policko (2, k) barvou 1 a policko (3, 1) barvou 2. Na
desce zfejmé existuji pravé ¢tyfi policka (2,1), (2,2), (3,k—1) a (3,k),
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ktera jsou dosazitelnd tahem damy z obou zvolenych poli zaroven (staci si
uvédomit, ze pii bézném cernobilém obarveni poli maji pfi lichém k obé
zvolené pole riznou barvu). Uvedend ¢tyti policka tedy obarvime tfeti
barvou, zatimco vSechna ostatni policka dosazitelnd damou z (2, k) do-
stanou barvu 2 a naopak policka dosazitelnd ddmou z (3,1) barvu 1. Tim
jsme obarvili vSechna policka dosazitelnd jednim tahem damy z policek
(2, k) nebo (3, 1), pfi¢emz ani jedna ze t¥i barev neni souvisla. (Nasledujici
tabulka znéazorfiuje popsanou situaci pro k = 9.)

2|11(3|2(2(2|2(2]|2
21213

2|12 1
2|1 2 1
2|1 2]1
2|1 1
1121 1 2
3111 2
1(3(2(1|1]|1|1|1|1

Obarvime-li dosud neobarvena policka desky libovolné barvami 1 a 2,
zustanou policka (2, k) a (3,1) izolovdna od ostatnich policek své barvy.
Dokazeme nyni, ze pii libovolném obarveni libovolné desky k x m
dvéma barvami bude jedna z barev souvisla. Pfipady k = 1 nebo m =1
jsou jisté trividlni. Budeme proto predpokladat, ze k = m = 2. Tvrzeni
dokazeme matematickou indukci vzhledem k souctu k + m.
Predpokladejme, Ze uvedené tvrzeni plati pro libovolnou desku &’ x m’
spliiujici k' +m/ < k + m. Uvazujme libovolné obarveni desky S s roz-
méry k x m dvéma barvami, napf. ¢ervenou a modrou, a oznac¢me Sy, Sa,
resp. S3 desky, které dostaneme z S odstranénim prvniho sloupce, po-
sledniho sloupce, resp. posledniho fadku. Podle indukéniho predpokladu
je na kazdé ze tii desek Si, S2, S3 aspon jedna ze dvou barev souvisla.
Necht S;, S; jsou ty dvé z nich, jez maji souvislou stejnou barvu, napf.
Cervenou, a oznac¢me dale Ag =5, N S;, Ay =5;\SiaAdy=5;\9,.
Pokud je deska Ay uz jednobarevnd, je zfejmé jeji barva souvisla
i na celé desce S. Predpokladejme tedy, ze v Aj existuje ¢ervené policko.
V takovém pripadé je ovsem cervena barva souvisla v mnoziné S; U S;.
Pfipomenme, ze S;USy = S, S1US3 = S\{(1,m)}, S2US5 = S\{(k,m)}.
Pokud {4, j} = {1, 2}, jsme hotovi. Pokud napt. {7, j} = {1, 3} (obé zbylé
moznosti jsou zfejmé symetrické), nebude cervend barva souvisla v celé S,
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jediné kdyz policko (1,m) bude Cervené a vSechna policka v Ay U Ay C
C S; U S; naopak budou modra. Pak je ovSem modra barva souvisla v S.
Tim je dikaz indukéniho kroku hotov.

Odpovéd. Hledané nejvétsi éislo je n = 2.

9. Protoze AK || CD, je AKCD rovnoramenny lichobéznik, takze troj-
uhelnik BKC je rovnostranny (obr. 74). Podobné je rovnostranny i troj-
thelnik BLA. Oba trojuhelniky jsou tak soumérné podle osy tthlu CBK,
odkud plyne rovnost |AC| = |LK|. Zaroven z rovnosti obvodovych thla
nad tétivou AC mame | APC| = 60°.

Obr. 74

Bod B lezi na chordéle obou kruznic, proto plati
|AB|-|BK|=|DB|-|BP|=|LB|-|BC|=|EB|-|BM|.

Uvazujme proto zobrazeni s, které vznikne slozenim kruhové inverze po-
dle kruznice se stfedem B a polomérem +/|LB|-|BC| a stiedové sou-
mérnosti s tymz stfedem B. V tomto zobrazeni si vzajemné odpovidaji
dvojice boda A, K, C,L, D,P a E, M.

Jednou z vlastnosti kruhové inverze je, ze primku neprochazejici ste-
dem inverze zobrazi na kruZnici stfedem inverze prochézejici (stejnou
vlastnost zfejmé ma i slozené zobrazeni ). Z toho plyne, Ze obrazem
primky obsahujici body A, E, C v zobrazeni s je kruznice opsana troj-
thelniku LM K a prochazejici bodem B, tudiz ¢tyithelnik BLMK je
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tétivovy. Proto
[<xKML|=180° — |« KBL| = 180° — 120° = 60° = |<APC|
a navic (obr. 74)
|xLKM|=|xLBM| = |xADP| = |xACP|.

Trojuhelniky APC, LMK jsou tedy podobné, a protoze (jak jsme uz
ukazali) |AC| = |LK], jsou i shodné. Tim je tvrzeni ulohy dokézano.

10. Jestlize N je obraz bodu A v osové soumérnosti podle DE (obr.75),
potom

|xCDN| = |xCDA| — |xADN| =
= 2|xEDF| - 2|xEDN| = 2|xFDN|

a|ND|=|AD| = |CD|.Bod N je tudiz zaroven obrazem bodu C' v osové
soumérnosti podle DF'. Ze shodnosti dvojic trojihelniki ADE, NDE
a CDF, NDF, jez si v uvedenych osovych soumérnostech vzajemné od-
povidaji, plyne

|XEND|+ |xDNF|=|xEAD|+ |xDCF| = 180°,

proto bod N lezi na tisecce EF.

Obr. 75

Uvédomme si jesté, ze piimka E'F' je v soumérnosti podle DE obrazem
pfimky AB a v soumérnosti podle DF' obrazem piimky BC. Bod D ma
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proto od uvedenych tii primek stejnou vzdalenost, a je tedy stfedem
kruznice k; pfipsané strané EF' trojuhelniku BEF (obr.76), a bod K je
tudiz bodem dotyku ptipsané kruznice se stranou EF.

Obr. 76

Jak znamo, body dotyku vepsané a pripsané kruznice jsou soumérné
sdruzeny podle stfedu prislusné strany trojuhelniku, proto je bod L bo-
dem dotyku kruznice k vepsané trojuhelniku BEF.

Oznac¢me P obraz bodu L ve stejnolehlosti se sttedem v bodé B, ktera

prevadi kruznici k vepsanou trojihelniku BEF na pripsanou kruznici k.
Pak je zfejmé PK prumérem kruznice k1 a DM stfedni pfickou trojihel-
niku PLK. Tim je rovnobéznost ptimek DM a BL dokazana.
11. Jestlize je dvojice (m,n) feSenim, jsou feSenim i symetrické dvojice
(n,m), (—m,—n) a (—n,—m). Pro n = 0 dostaneme rovnici m* = m?
s feSenimi m € {—1,0,1}. Ze symetrie tak plyne, Ze FeSenim dané rovnice
je pét dvojic

(nvm) € {(0, "‘1)7 ("1»0)’ (070)? (07 1)’ (170)}‘

Uvédomme si, ze pro kladna m i n je leva strana fadové vétsi nez
strana prava. V takovém ptipadé, jak hned ukazeme, zadné reseni ne-
existuje:

Bez ijmy na obecnosti necht 0 < n < m. Z dané rovnice ov§em plyne

(m 4+ 1)* < (m+n)* =m?n? + (m +n)? + 4mn < m* + 8m?,
4m?® + 6m? +4m + 1 < 8m?,
2m?(2m —1)+4m+1 <0,
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coz zfejmé nemiize platit pro zadné pfirozené ¢islo m. Resenim tedy neni
zadna dvojice kladnych ¢isel (a ze symetrie) ani zadna dvojice zapornych
Cisel.

Bez Gjmy na obecnosti dale predpokladejme, ze n = —k je zaporné
a 0 < k £ m. Z dané rovnice pak mame

(m —k)* —m?k® = m? + k* — 6mk,
(m? — mk + k?)(m? — 3mk + k?) = m? — 6mk + k?,
(m? —mk + k2)(m2 — 3mk + k% — 1) = —5mk

Odtud plyne, ze
m? — mk + k? | 5mk.

Ozna¢me d = (m, k) nejvétsi spolecny délitel ¢isel m a k a necht k = da,
m = db, kde a, b jsou dvé kladna nesoudélné cisla. Je tedy

b? — ba + a® | 5ba.

Zaroven je vSak ziejmé, Ze Gislo b — ba + a? je nesoudélné jak s a, tak
s b, proto je nesoudélné i se soucinem ab obou nesoudélnych ¢isel. Pro
kladné ¢islo b2 — ba + a® tak mame jen dvé mozné hodnoty: 1 nebo 5.

Jestlize b — ba + a® = 1, ma odpovidajici kvadratick rovnice s ne-
znamou a diskriminant 4 — 3b2, ktery je étvercem piirozeného éisla jediné
pro b = 1, takze a = 1 a n = —m. Dosazenim do dané rovnice ziskdme
dalsi dvé feseni

(nv m) € {(27 _2)v ("27 2)}

Jestlize b2 —ba+a? = 5, piislusny diskriminant 20 — 3b% neni étvercem

prirozeného cisla nikdy. Dana rovnice tedy nema zadna dalsi celoc¢iselna
TeSeni.
12. Snadno nahlédneme, ze musi byt x =2 2 a y + z = 1. Uvazujme danou
rovnici modulo 4, dostaneme tak 1 = (—1)¥ (mod 4), proto y musi byt
sudé. Pokud je y > 0, je (—1)* + 2 =0 (mod 3), takze x musi byt sudé.
Podobné je-li z > 0, mame 2* — 1 = 0 (mod 5), coz pro = znamena
délitelnost ctyfmi. OvSem aspon jedno z ¢isel v, 2 je kladné, proto x musi
byt v kazdém ptipadé sudé.

Necht = = 2t a y = 2u. Protoze 2009 = 72 - 41, je

2% 42009 = 27 € {1,2,4} (mod 7),
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zatimco pro liché z plati
3Y5% = 9%(—2)* € {3,5,6} (mod 7).
Proto musi byt i z sudé, z = 2v. Rovnici nyni mizeme prepsat do tvaru
72.41 = 2009 = (3"5Y — 2%)(3“5Y + 2%).
Ziejmé existuje jen jedna dvojice ¢isel, jejichz soucin je 2009 a rozdil

je mocninou dvou: 41 a 49. Odtud plyne, Ze dand rovnice ma v oboru
nezapornych celych ¢isel jediné feSeni
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