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50. mezinarodni matematicka olympiada

Jubilejni 50. ro¢nik Mezinarodni ma-
tematické olympiddy se uskutecnil
10.-22. cervence 2009 v némeckém
hansovnim mésté Brémy. Poprvé po-
cet zemi, které se zcastnily této nej-
starsi mezinarodni pfedmétové soutéze, prekrocil stovku. Padl zde také
novy rekord v poctu soutézicich — celkové se 50. ro¢niku MMO zucast-
nilo 565 soutézicich ze 104 zemi (pfedchozi 49. MMO ve Spanélsku se
zuastnilo 535 soutézicich z 97 zemi). Nechybéli zde zadni tradiéni Géast-
nici a poprvé se soutéze zucastnila druzstva Mauretanie, Zimbabwe, Syrie
a Beninu.

Ceské druzstvo tvofili v abecednim poradi tito soutézici: David Klaska
z Gymnézia v Brné na tf. Kpt. Jarose, Jan Matéjka z Gymnazia v Ces-
kych Budéjovicich v Jirovcové ul., Josef Ondrej z Gymnézia v Roznové
pod Radhostém, Samuel Rihaz Gymnazia v Brné na ti. Kpt. Jarose, Josef
Tkadlec z Gymnéazia Jana Keplera v Praze 6 a Jan Varihara z Gymnézia
Ladislava Jarose v Holesové. Vedoucim cCeského druzstva a zastupcem
Ceské republiky v mezinarodni jury byl RNDr. Jaroslav Svréek, CSc.,
z Prirodovédecké fakulty Univerzity Palackého v Olomouci, jeho zastup-
cem a pedagogickym vedoucim byl Mgr. Martin Pandk, Ph.D., z Ptiro-
dovédecké fakulty Masarykovy univerzity v Brné.

Vedouci jednotlivych delegaci a dalsi ¢lenové jury se sjeli do Némecka
jiz 10. cervence. Thned po svém pfijezdu do Brém byli vSichni odvezeni
autobusy do pristavniho mésta Bremerhaven, které je od Brém vzdaleno
zhruba 60 km. V hotelu Atlantic, kde byli ubytovani, se konala i vSechna
jednani jury. Zde byla také vybrana Sestice tloh pro vlastni soutéz. Sou-
tézici pricestovali do Brém 13. ¢ervence a byli po celou dobu ubytovani
v rozsahlém, modernizovaném kampusu Jacobs Univerzity v Bréméach.

Slavnostni zahajeni 50. ro¢niku MMO se uskutecnilo den po prijezdu
vSech soutézicich do Brém. V jeho tivodu pozdravila vSechny piitomné
z predtoceného videozaznamu kanclérka Spolkové republiky Némecko
Angela Merkelovd. Osobné vSechny ucastniky privital parlamentni statni
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sekretal ministerstva Skolstvi, védy a vyzkumu SRN Andreas Storm
a dalsi vyznamni predstavitelé spolecenského a politického zivota Né-
mecka vcetné zastupci mésta Brémy.

Vlastni soutéz se konala 15. a 16. ¢ervence ve velkém pavilénu vy-
stavisté v Brémach. Pro nasledujici dva dny pfipravili organizatofi pro
soutézici dva autokarové zajezdy. Prvni do nedalekého Hamburku, kde
navstivili atraktivni vystavu vyznamnych architektonickych zmensenin
(Miniatur Wunderland), Nésledujici den pak soutézici navstivili Univer-
sum v Brémach. Po oba tyto dny probihala zaroven v objektech Jacobs
Univerzity koordinace zakovskych feseni.

U prilezitosti 50. roéniku MMO usporadali organizatoti slavnostni
podvecer, ktery se konal v brémském Divadle hudby. Slavnostni pro-
gram moderovala dvojice vyznamnych soucasnych némeckych matema-
tiki Martin Aigner a Giinter M. Ziegler a vystoupila v ném se svymi
prispévky Sestice vyznamnych svétovych matematik, ktefi v minulosti
ziskali zlaté medaile na mezinarodni matematické olympiadé: Terence
Tao, Béla Bollobds, Timothy Gowers, Stanislav Smirnov, Jean-Christophe
Yocozz a Ldszlo Lovdsz, ktery je v soucasnosti predsedou Mezinarodni
matematické spole¢nosti a byl protagonistou celého podveéera. Uastnici
se od nich nejen dozvédéli mnoho zajimavého o jejich védecké praci, ale
méli navic i ojedinélou prilezitost si s nimi pohovorit.

Zavérecny den olympiady se jiz tradiéné konalo slavnostni zakonceni
spojené s oficialnim pfedanim medaili nejlepsim soutézicim. VSechny pii-
tomné privitala v hudebni sini brémské Komorni filharmonie (die Glocke)
ministryné skolstvi, védy a vyzkumu SRN Prof. Dr. Anette Schavanovd.
Slavnostni ceremonial, jehoz se zUcastnili i dal§i vyznamni predstavitelé
spolecenského zivota v Brémach, zpestfila brémska Komorni filharmonie
provedenim zavérecné ¢asti 1. symfonie Ludwiga van Beethovena.

Je potésitelné, ze mezi ocenénymi byli i vSichni nasi studenti. St¥ibr-
nou medaili ziskal Josef Tkadlec a bronzové medaile Jan Matéjka a Jan
Varihara. Ostatni t¥i nasi soutézici obdrzeli ¢estnd uznani za bezchybné
vytesSeni jedné z uloh.

Na zlatou medaili bylo letos potfeba minimalné 32 bod, na st¥ibrnou
medaili 24 body a na bronzovou medaili stac¢ilo ziskat 14 bodu. Jedini
dva soutézici, Dongyi Wei z Ciny a Makoto Soejima z Japonska, dosahli
maximalniho bodového zisku, tj. 42 bod.

Za zminku stoji, ze nejmladsi ucastnik soutéze, jedenéctilety Rauil
Arturo Chdvez Sarmiento z Peru, ziskal bronzovou medaili se ziskem
16 bodu. Stal se tak zaroven druhym nejmlad$im drzitelem medaile v his-
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torii mezinarodnich matematickych olympiad; tim plné nejmladsim byl

shora jmenovany Terence Tao z Austrélie, jenz postupné ziskal bron-

zovou, stfibrnou a nakonec i zlatou medaili v letech 1986-1988. Dalsi

medaile neziskal zfejmé jen proto, ze jako 13lety nastoupil na univerzitu.
Vysledky nasich studentti shrnuje nasledujici tabulka:

Body za ulohu Body Cena

Umisténi 1 23 456

117.-129. Josef Tkadlec 7T 717 30 25 11
249.-263. Jan Matéjka 6 6 1 02 0 15 II1.
264.-282. Jan Vanhara 6 01 070 14 II1.
296.-313. David Klaska 7100 40 12 HM
314.-334. Samuel Riha 730100 11 HM
335.-353. Josef Ondfej 73 0000 10 HM

Celkem 4020 3 816 0 &7

Pro srovnani uvedme i vysledky slovenskych reprezentanti, ktefi zis-
kali 0 14 bod méné (jejich nejzkusenéjsi reprezentant Michal Spisiak dal
prednost tcasti na Mezindrodni fyzikdlni olympiddé v Mexiku):

Body za tilohu Body Cena

Umisténi 1 23 456
233.-248. Martin Bachraty 711700 16 II1.
314.-334. Jakub Uhrik 731000 11 HM
314.-334. Filip Sladek 721100 11 HM
376.-392. Peter Csiba 710000 8 HM
393.-415. Eduard Eiben 320020 7
190.-197. Michal Hagara 7T 713 20 20 III.
Celkem 3816 411 4 0 73

V neoficidlnim poradi zemi se nasi reprezentanti umistili na konci
¢tvrté desitky (tabulka na nasledujici strané). Ve srovnani s predeslym
rocnikem MMO jsou letosni vysledky naseho druzstva o trochu lepsi.
Nasi reprezentanti privezli domu o jednu bronzovou medaili vic a i ti
nasi soutézici, ktefi na medaili nedosahli, si domu pfivezli aspon cestna
uznani. Zajemce o detailnéjsi informace o prubéhu 50. roéniku MMO
odkazujeme na prislusné oficialni stranky: www.imo2009.de.

Na ptedposledni den pobytu v Brémach pfipravili némecti organi-
zatori pro vsechny ucastniky MMO jednodenni vylet na ostrov Wange-
rooge v Severnim mori, ktery byl pomérné nedavno zaclenén do seznamu
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111 body

CLR
Japonsko
Rusko
Korea
KLDR
USA
Thajsko
Turecko
Némecko
Bélorusko
Italie
Tchaj-wan
Rumunsko
Ukrajina
fran
Vietnam
Brazilie
Kanada
Bulharsko
Madarsko
Velka Britanie
Srbsko
Australie
Peru
Gruzie
Polsko
Kazachstan
Indie
Hongkong
Singapur
Francie
Chorvatsko
Portugalsko
Turkmenistan
Argentina
Azerbajdzan
Makedonie
Belgie
Kolumbie
Ceskd republika
Recko
Uzbekistan
Indonésie
JAR
Tadzikistan
Izrael
Nizozemsko
Svycarsko
Litva
Mexiko
Moldavsko
Sri Lanka
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Slovensko
Mongolsko
Spanélsko
Svédsko
Dénsko
Bangladés
Rakousko
Lucembursko
Bosna a Hercegovina
Lotyssko
Norsko
Arménie
Slovinsko
Novy Zéland
Finsko
Macao

Kypr

Chile (4)
Estonsko
Kostarika (4)
Kyrgyzstan
Maroko
Malajsie (2)
Trinidad a Tobago
Tunisko (5)
Ekvador
Filipiny (4)
Island
Albénie
Honduras (3)
Cerna hora (4)
Portoriko
Kuba (1)
Lichtenstejnsko (2)
Pakistan (5)
Uruguay
Irsko

Nigérie
Guatemala (4)
Kambodza
Paraguay (4)
Salvador (3)
Venezuela (2)
Panama (1)
Bolivie (3)
Mauretanie
Syrie (5)
Zimbabwe (2)
Benin (2)
Kuvajt (4)
SAE (5)
Alzirsko (4)
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prirodnich pamatek UNESCO. Otuzilejsi ucastnici vyuzili béhem vyletu
moznost okoupat se v chladnych motskych vodach, které tento ostrov
obklopuji.

Ustfedni komise MO a vedeni ¢eského reprezentacniho tymu dékuji
nasledujicim firmam a institucim — Hanacké kyselce, a.s., Nissan Kobliha
Car v Pierové a FJFI CVUT v Praze — za jejich nevsedni pomoc pii
zabezpeceni spole¢ného obleceni celého ceského tymu na 50. MMO.

Texty soutéZnich tloh
(v zévorce je uvedena zemé, kterd tlohu navrhla)

1. Necht n je kladné celé ¢islo a ay,...,ar (k = 2) jsou navzajem rizna
celd ¢isla z mnoziny {1,...,n} takova, ze pro kazdé i = 1,...,k — 1 je
¢islo a;(a;41 — 1) délitelné n. Dokazte, Ze ¢islo ag(a; — 1) neni ¢islem n
deélitelné. (Austrdlie)
2. Necht O je stfed kruznice opsané danému trojihelniku ABC' a necht
P a @ jsou po fadé vnitini body stran AC' a AB. Ozna¢me K, L, M
postupné stiredy usecek BP, CQ, PQ a k kruznici body K, L, M procha-
zejici. Jestlize pfimka PQ je te¢nou kruznice k, je |OP| = |OQ)|. Dokazte.

(Rusko)

3. Nechf s, s2, 83, . .. je rostouci posloupnost kladnych celych ¢isel tako-
véa, ze obé jeji podposloupnosti

Ss15 58258835+ & Ssi+4158s541,Ss3+1y -+
jsou aritmetické. Dokazte, ze posloupnost s, s2, s3, ... je rovnéz aritme-
ticka. (USA)

4. Je dan trojuhelnik ABC, v némz |AB| = |AC|. Osy jeho vnitfnich ahli
pri vrcholech A a B protinaji strany BC a C'A po fadé v bodech D a E.
Oznac¢me K stied kruznice vepsané trojuhelniku ADC' a predpokladejme,
7e |¥* BEK| = 45°. Najdéte vSechny mozné velikosti thlu CAB.
(Belgie)

5. Urcete vSechny funkce f z mnoziny kladnych celych ¢isel do mnoziny
kladnych celych ¢isel takové, ze pro vsechna kladna cela ¢isla a, b existuje
nedegenerovany trojihelnik, jehoz strany maji délky

a, f(b), f(b+f(a)—1).

(Trojahelnik je nedegenerovany, pokud jeho vrcholy nelezi v pfimce.)
(Francie)
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6. Necht ay,as,...,a, jsou navzajem rizna kladna celd éisla a M je mno-
zina n — 1 kladnych celych ¢isel neobsahujici ¢islo s = a; +as + ...+ a,.
Luc¢ni kobylka ma skakat podél ¢iselné osy tak, ze zacne v bodé 0 a ve
sméru doprava provede v néjakém poradi n skokt o délkach aq, as, ..., a,.
Dokazte, ze poradi skoku lze zvolit tak, ze se kobylka neoctne na zadném
¢isle z mnoziny M. (Rusko)

ResSeni souté&Znich tiloh
1. Dana cisla ay, as, ..., ar splnuji nasledujici soustavu kongruenci

ajaz = a; (mod n),

azaz = ay (mod n),

ak—1ak = ak—1 (mod n).
Odtud postupné dostavame
a1 = a1a2 = aja2a3 = ... = ajaz ... a; (mod n) (1)
a (vynechanim prvni kongruence)
Az = 203 = a20304 = ... = az...a; (mod n). (2)

Kdyby ¢islo ag(a; — 1) bylo délitelné ¢islem n neboli ara; = ag
(mod n), bylo by zéaroven

102 ...05 = a2 ...axa1 = az ...a (mod n),
coz podle (1) a (2) davd a; = a2 (mod n). Dvé rlizné éisla z mnoziny

{1,...,n} v8ak nemohou pti déleni ¢islem n davat stejny zbytek. Tim je
tvrzeni tlohy dokazano.

Jiné FeSeni. Z kongruenci (1) specialné dostdvame

a1 = (ay...ax—1)ax = arar (mod n).
Protoze dvé ruzna disla aj, ax z mnoziny {1,...,n} nemohou pii dé-
leni ¢islem n davat stejny zbytek, musi byt ajar # ar (mod n) neboli

ak(a; —1) Z0 (mod n).
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2. Use¢ka MK je stfedni piickou trojihelniku QBP, proto |MK| =
= 1|QB| a MK | AB. Z rovnosti stiidavych Ghl& plyne (obr.64)
[<xAQP| = |<xKMQ)|. Protoze PQ je tefnou kruznice k, dostdvame
z rovnosti usekového a obvodového thlu prislusného tétivé M K rovnost
|« KMQ| = |<KLM)|. Dohromady je tedy |<AQP| = |<KLM|.

C

Obr. 64

Podobné je LM stfedni pfickou trojuhelniku C'PQ, takze |LM| =
= L|CP| a LM || CA. To znamena, ze |¥*KML| = |xBAC| a troj-
thelniky PAQ a KM L jsou podobné. Pro poméry odpovidajicich stran
postupné (po dosazeni za délky |K M| a |[LM|) dostavame

PAl QAL [PAl _ |QA|
kM|~ LM QB ijPCl’
QA| - |QB| = |PA| - |PC].

Posledni rovnost znamena, ze body P a () maji stejnou mocnost ke
kruznici opsané trojihelniku ABC (zfejmé oba body lezi uvnitf této
kruznice). Proto maji od jejiho stfedu O stejnou vzdalenost neboli
|OP = 10Q)|.

Jiné feSeni. Oznaéme P;, Q1 body soumérné sdruzené s body P
a @ podle stiedi pfislusnych stran AC, resp. AB (obr.65). Protoze
ML | AC a |[ML| = i|PC| = %|PiA| a podobné i MK | AB,
IMK|= %|QB| = %|Q1A|, jsou trojuhelniky M KL a AQ4 P, stejnolehlé
(s koeficientem 1), tudiz P1Q || LK.
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Obr. 65

Jestlize je PQ tecnou kruznice opsané trojuhelniku M KL, plyne
z rovnosti tsekového a obvodového uhlu prislusného tétive MK rov-
nost |[XKMQ| = |« KLM|, takze je také | <X AQP| = |<xAP;Q1|. To ale
znamena, ze body P, @, P;, @ lezi na jedné kruznici, pfitom stfedem
této kruznice je ziejmé stied O kruznice opsané trojihelniku ABC, ne-
bot osy tsecek PP; a QQ; jsou zaroven osami stran AC' a AB. Proto

|OP| = [0Q).

Jiné FeSeni. Necht PQ je libovolnd piicka stran AC a AB trojthel-
niku ABC. Ozna¢me U stfed kruznice opsané trojihelniku APQ a Oq,
Ui kolmé projekce bodi O a U na pfimku AB (obr.66). Pro kolmou

C
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projekci vektoru OU do pfimky AB ziejmé plati O, U; = %(BA+ AQ) =
= %BQ = KM, protoze KM je stfedni pticka trojahelniku BQP. Po-
dobné zjistime, Ze projekci téhoz vektoru do pfimky AC je vektor LM.
Stejné projekce ma ovsem i vektor M'M urceny primérem MM’ kruz-
nice k (opsané trojuhelniku K LM ). Pfipomenme, ze vektor v roviné je
jednoznacéné uréen svymi projekcemi do dvou nezavislych sméri. Dosta-
vame tak tedy, ze OU = M'M. Protoze UM 1 PQ, je také M'O L PQ.

Pokud je nyni PQ tecna kruZnice k, je M'M 1L PQ a bod O lezi na
téze kolmici k PQ jako body U a M’, coz je ovSem osa tsecky PQ. Tim
je tvrzeni tlohy dokéazano.

Pozndmka. Z predchozich uvah plyne, ze obecné je UOM'M rovno-
béznik (redukovany na tusecku UM’, kdyz je PQ tec¢nou kruznice k),
a protoze UM L PQ, je také M'O L PQ. Oznaéime-li N patu kolmice
z bodu O na PQ, je zfejmé bod N (podle Thaletovy véty) dalsim prisedi-
kem primky P@ s kruznici k. Dokéazali jsme tak vlastné obecnéjsi tvrzeni
(obr. 66):

Je-li O stred kruznice opsané trojuhelniku ABC a P a Q) jsou po Tadé
vnitrni body stran AC a AB, lezi stredy tusecek BP, CQ, PQ a pata
kolmice z bodu O na PQ na jedné kruznici.

Ukéazeme jesté jeden pékny ditkaz tohoto tvrzeni. Necht AA’ je primér
kruZnice opsané danému trojihelniku ABC, takze A’'B 1 AB a A'C L
1 AC. Ozna¢me dale V prusecik vysek trojuhelniku APQ a P, Q2
odpovidajici paty vysek (obr.67). Je-li M’ stied tsecky VA’, oznac¢me M,
a Mj jeho kolmé priméty do stran AB a AC, potom je M’M; stiedni

C
M, ‘,
. ] 4
"L A
P - 'z
Q2 |\, -
z I\O.
% — L K
L VN 4
A\ P, Q M B
Obr. 67
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ptickou lichobézniku V Py BA" a nutné na ni lezi i stted K tsecky PB. Je
tudiz M'K 1 MK apodobnéi M'L 1 ML, cozznamend, ze MK M'L je
t&tivovy ¢tytfihelnik, tedy M M’ je priimérem kruznice k. Nyni uz vidime,
ze OM’ je stfedni ptickou trojuhelniku AA'V| a protoze AV L PQ, je
také M'O L PQ. Pata N této kolmice zfejmé lez{ na kruznici k.

3. Oznacme D diferenci aritmetické posloupnosti sg,, Ss,, Ssss--. @ pPro
kazdé prirozené i oznacme d; = s;41 — s;. Chceme dokazat, ze hodnota d;
je pro vSechna ¢ stejna.

Nejdrive ukdzeme, ze mnozina hodnot d; je ohrani¢ena. Protoze dana
posloupnost je rostouci, je d; = 1 pro kazdé i. Kazdé dva po sobé jdouci
¢leny posloupnosti (s;) zfejmé lezi mezi nékterymi dvéma sousednimi
¢leny posloupnosti 1, ss,, Ssy, Ssgs - - -, Proto s;41 — 8; < max{D, s, }.

Ozna¢me m nejmensi a M nejvétsi z hodnot d; (jejich existence plyne
z ohranicenosti). Sta¢i dokazat, ze m = M. Pfedpoklddejme naopak, Ze
m < M.

Necht n je libovolny takovy index, Ze d,, = m. Tedy sp11 — 8, = m,
odkud

D =85,y — 85, = Ssptm — Ss,, =

=ds, +ds,41+...+ds,sm1 SEM+M+...+M=mM. (1)

m-krat

Podobneé je-li N libovolny index takovy, ze dy = M, je sny4+1 — sy = M,
tedy

D= Ssnt1 — Ssn = Ssy+M T Ssy =
=dsy +dsy41+ ... +dsysm—1 Z2m+m+...+m=Mm. (2)
| ——
M-krat

Z (1) a (2) plyne, ze D = Mm, a aby platila rovnost, nutné d,, =
= dsn+1 =...= dsn—{—m—l =M a dsN = d5N+1 =...= d5N+M-1 =m.
Specialné mame

ds, = M a dsy = m. (3)

Z toho, ze posloupnost (s,) je rostouci, plyne s, = n. Navic dokonce
sp > n, nebot kdybychom méli s,, = n, bylo by podle (3) m = d,, =
=ds, = M, coz odporuje pfedpokladu m < M. Stejné mizeme ukazat,
ze sy > N.

Polozme ny = n. Tedy d,, = m a podle (3) plati d;, = M. Dale
zvolme ny = s,, > ni. Protoze d,, = M, mize ny vystupovat v po-
zici N, takze podle (3) méame d

sn, = ™ & zaroven Sn, > ng. MiZeme
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proto zvolit n3 = sp, a z (3) (protoze ng muze vystupovat v pozici n)
dostaneme ds,, = M. A tak pomoci predpisu n;41 = $p, postupné se-
strojime rostouci posloupnost ni,ns,ns, ... takovou, ze

ds, =M, d =M, d

Sy Sng = My A, Sy =My - (4)

Pfitom posloupnost ds,, ,ds,,,... je podposloupnosti posloupnosti ds,,
ds,, ... Ta ma cleny, které jsou rozdily cleni aritmetickych posloupnosti
Ssy4+1sSsatly--- @ Ssyy Ssyy -« -, j€ tedy rovnéz aritmetickou posloupnosti.
Podle (4) se v ni nekone¢nékrat opakuje hodnota m (i M), coz pfim < M
ziejmé neni mozné.

Protoze nas predpoklad vede ke sporu, nutné musi byt m = M.

Jiné feSeni. Pfedevsim si uvédomme, Ze obé uvazované aritmetické
podposloupnosti museji mit stejnou diferenci. Posloupnosti (ss,+1 — Ss;)
a (85,4, — Ss;+1) jsou obé jako rozdil dvou aritmetickych posloupnosti
rovnéz aritmetické a navic s opacnymi diferencemi. Protoze jsou vSak
zaroven obé nezaporné, museji byt jejich diference nulové (a tudiz jsou
obé ,rozdilové“ posloupnosti konstantni).

Ozna¢me tedy d spole¢nou diferenci obou posloupnosti (ss,) a (Ss,+1)-
Pro ostfe rostouci posloupnost (s;) nepochybné plati |j — k| < |s; — s/,
proto 0 < sgpy1 — Sk = S5y, — Ss, = d, takZe posloupnost spy1 — sk je
ohranicend, a nabyva tak pro néjaké N svého maxima syy1 — sy = M
a pro néjaké n minima s,4; — s, = m. Pritom

SSsN+1 — SSSN = d(sN+1 - SN) =dM = (55N+1 . SSN)M'
Levou stranu této rovnosti mizeme zapsat jako soucet sy, — 85, sCi-
tancti tvaru s;4 1 — s; < M, takze museji byt vSechny rovny M, coz
specidlné v pfipadé toho posledniho znamend, Ze ss, 41 — ss,, = M.
Jak ale vime z tivodniho odstavce, je posloupnost (ss,+1 — Ss,) konstant-
ni, tudiz s, 41 — Ss; = M pro vSechna prirozena .

Uplné stejné (jen misto N a M budeme psat n a m) ukdZeme, Ze
Ss;4+1 — 8s; = m pro vSechna i. Je tudiz M = m a tvrzeni ulohy je tak
dokazano.

4. Ozna¢me I stied kruznice vepsané trojuhelniku ABC a F jeji bod do-
tyku se stranou AC. Pokud F' = F, tedy osa thlu pii vrcholu B je zaroven
vyskou trojuhelniku ABC), je trojuhelnik ABC rovnostranny a jeho thel
pri vrcholu A tak ma velikost 60°.
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V kazdém pripadé je usecka [F obrazem tusecky ID v soumérnosti
podle osy C1, takze I'F je te¢nou kruznice vepsané trojuhelniku ADC.
Piimka K F je tedy osou pravého thlu a | IFK| = 45°.

Pokud jsou body E a F rtzné a |<IEK| = |[<xBEK| = 45° (obr.68),
lezi body K, E, F, I na (Thaletové) kruznici s primérem I E. To zname-
né, Ze trojuhelnik ETK je rovnoramenny pravouhly, tudiz [« KTE| = 45°.
Protoze KIF je zaroven vnégjsi ihel rovnoramenného trojuhelniku BC1T,
je |XABC| = |xBCA| = 2|xIBC| = |xKIE| = 45°, tudiz thel pfi
vrcholu A ma velikost 90°.

Obr. 68

V obou piipadech snadno ovérime, ze thel BEK ma velikost 45°.

Jiné FeSeni. (Podle Martina Bachratého, Slovensko.) Ozna¢me I stied
kruznice vepsané trojuhelniku ABC' (je to spoleény bod piimek AD,
BE, CK) a uvazujme kruZnice ki, ke opsané trojihelnikim IKF,
IKD (obr.69). Obé maji nad spolecnou tétivou I K obvodovy thel ve-

A
ky
E
I 45°
k?g 45° //K
B D FE' C
Obr. 69
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likosti 45°, nebot K lezi na ose pravého tthlu ADC. Proto jsou obé
kruZnice shodné a odpovidaji si v osové soumérnosti podle pfimky C1I.
V téze osové soumérnosti si odpovidaji i primky AC, BC, takze prise-
¢iky kruznice kp se stranou AC' se zobrazi na priseciky kruznice ko se
stranou BC'.

Protoze jednim ze spole¢nych bodi kruznice k; a pfimky AC' je bod E
a jednim ze spoleénych bodu kruznice ko a pfimky BC' je bod D, mohou
nastat dva pripady.

Je-li obrazem bodu F v osové soumérnosti podle piimky C'I bod D,
je thel CEI pravy, coZ znamenad, ze v trojihelniku ABC je osa thlu pri
vrcholu B zaroven vyskou. Z toho plyne, ze trojuhelnik ABC' je rovno-
stranny, takze |<xCAB| = 60°.

Pokud kruznice ko protind primku BC ve dvou ruznych bodech D
a F', pficemz obrazem bodu E v osové soumérnosti podle pfimky C1I je
bod E’, je kruznice ks opsdna pravothlému trojihelniku IDE’ (obr. 69;
bod E’ lezi uvniti usecky DC, protoze trojihelnik DK je ostrouhly —
soucet dvou jeho ostrych thlt je totiz 45° + 90° — £[xBCA| > 90°),
takze tthel E'K I je rovnéz pravy. Pro vnéjsi ihel EIK rovnoramenného
trojuhelniku BCT tak dostavame

|XEIK| = 45° = |xBCA].
Odtud uz snadno dopoéitdme |<CAB| = 180° — 2|x<xBCA| = 90°.

Snadno ovérime, ze jak v rovnostranném, tak v pravouhlém rovnora-
menném trojihelniku je |xBEK| = 45°.

Jiné FeSeni. Oznacme [ stfed kruznice vepsané rovnoramennému
trojuhelniku ABC a jeho thly ozna¢me obvyklym zptsobem, takze
B =v=90°— %a. Bod K je prusecikem os thli trojuhelniku ADC,
proto '
|¥*ECK|=|xKCD|=18=45°-ta a |xCDK|=|xKDA|=45°.
Z trojuhelniku BEA plyne (obr. 70)

|¥*BEA| = 180° — a — 1,
takze

|xKEC| =180° — 45° — |xBEA| = a + 38 — 45° = 3a.
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FE
4593
4a
45° K ; 45° — 1o
/X450 58
B D C
Obr. 70

Pro jednodussi poc¢itani oznac¢me z = %a. Z vlastnosti osy thlu DK
v trojihelniku DCT méme
|KI|  |DI

= =tg|xDCI| = tg(45° —
KC| ~ iDpo| | | = tg( z)
a pomoci sinovych vét v trojuhelnicich KEI a K EC dostaneme

|KI| |KI|-|EK|  sin45° sin(45° — x)
|[KC| ~ |EK|-|KC| sin(90° —2z)  sin3z

Spojenim obou rovnosti po zkraceni vychazi
cos(45° — ) - sin45° = cos 2 - sin 3.
Levou i pravou stranu upravime pomoci vzorecku
sin(u + v) + sin(u — v) = 2sinu cosv,
takze po zfejmych upravach dostavame

sin(90° — z) + sinz = sin 5z + sinx,
cosz + sinz = sin 5z + sinx,
cosz = cos(90° — 5z).
Protoze 0° < a = 4z < 180°, je bud z = 90°—5z neboli o = 60°, nebo

x = 52— 90° neboli a = 90°. Pro obé tyto hodnoty plati |[x BEK| = 45°,
jak snadno ovéfime.
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5. Predevsim si uvédomme, ze pokud maji tii prirozena cisla 1, m, n
spliiovat trojihelnikovou nerovnost, musi byt m = n.

Ozna¢me m = f(1) — 1. Pro a = 1 tak dostavame tii ¢isla 1, f(b),
f(b+ m), ktera pro libovolné pfirozené b spliuji trojuhelnikovou nerov-
nost, jediné kdyz f(b) = f(b+ m). Pokud by vsak bylo m > 0, byla
by funkce f periodickd s periodou m, a nabyvala by tudiZ jen koneény
pocet hodnot f(1), f(2),..., f(m). V takovém piipadé je ovSem ziejmé,
ze pro dostatecné velké prirozené ¢islo a (vétsi nez dvojnasobek maxima
uvedenych hodnot) nemohou ¢isla a, f(b), f(b+ f(a) — 1) spliiovat troj-
thelnikovou nerovnost. Nutné tedy m = 0 neboli f(1) = 1.

Pro b =1 odtud hned dostavame, ze ¢isla a, 1, f(f(a)) pro libovolné
prirozené ¢islo a splnuji trojuhelnikovou nerovnost, takze podle ivodniho
pravidla

f(f(a)) =a pro vSechna pfirozena ¢isla a. (1)

Z vlastnosti (1) navic plyne, ze funkce f je prosta. Je-li totiz f(z) = f(y),

pak nutné z = f(f(z)) = f(f(y)) = v.

Ozna¢me k = f(2). Protoze f(1) = 1 a f je prostd, je k = 2. Navic
f(k) = f(f(2)) =2. Proa=2,b=k tak mame, ze ¢isla 2, 2 a f(2k —1)
splnuji trojuhelnikovou nerovnost, proto

If(2k —1)—2| <2,  takze f(2k—1)€ {1,2,3}.

Ponévadz f(1) =1, f(k) =2a2k—1 ¢ {1,k}, z prostoty funkce f nutné
plyne f(2k — 1) = 3.
Nyni podobné pro a = 2, b = 2k — 1 dostavame

If(3k—2)—3| <2,  takie f(3k—2)e{2,3,4};

a protoze 2 = f(k),3 = f(2k—1) a 3k — 2 ¢ {k,2k — 1}, musi byt
f(3k — 2) = 4. Matematickou indukei tak snadno odvodime, ze

f(nk—(n—1))=n+1
plati pro vSechna pfirozena cisla n. Specialné pak pro n = k—1 dostavame
f((k—=1Dk—(k—2)) =k,

coz vzhledem k prostoté funkce f dava (kK — 1)k — (k — 2) = 2 neboli
k(k —2) = 0. Je tedy k = 2, takze indukci odvozeny vztah je tvaru

fln+1)=n+1 pro vsechna prirozend ¢isla n.
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To spolu s rovnosti f(1) = 1 znamen4d, ze jedinou vyhovujici funkei je
identita f(z) = z.

Snadno ovétime, Ze tato funkce vyhovuje, nebot |[a —b| <a+b—1<
< a + b pro libovolna dvé pfirozend ¢isla a, b.

Jiné FeSeni. Stejné jako v predchozim feseni zjistime, ze f(1) =1 a ze
funkce f je involutorni, tj. f(f(a)) = a pro libovolné pfirozené a, coz
zaroven znamena, ze funkce f je prosta.

Polozme k = f(2) — 1, k = 1. Z predpokladii tlohy plyne, Ze pro
libovolné pfirozené ¢islo b spliuje trojice ¢isel 2, f(b), f(b+ k) trojiahel-
nikovou nerovnost |f(b + k) — f(b)| < 2. ProtoZe f je prosta, musi byt
|f(b+ k) — f(b)| =1, coz znamena, ze f(b) a f(b+ k) jsou dvé sousedni
prirozena cisla. Zaménou b postupné za b + k, b + 2k, ... zjistime, ze
stejnou vlastnost maji i dvojice ¢isel f(b+ k) a f(b+ 2k), f(b+ 2k)
a f(b+ 3k), ... Navic posloupnost éisel

f(b), f(b+k), f(b+2k), f(b+3k), ... (2)

musi byt rostouci, protoze funkce f je prostd (klesajici byt nemuze, pro-
toZe je to nekonecna posloupnost pfirozenych éisel). Tak dochazime k za-
véru, ze (2) je posloupnost vsech (po sobé jdoucich) ptirozenych éisel
poc¢inaje ¢islem f(b). Pro b = 1 tak dostavame vSechna pfirozena ¢isla,
proto v takovém pfipadé mezi argumenty funkce f ve (2) nesmi zadné
pfirozené ¢islo chybét. Je tedy k = 1 a f(n) = n pro kazdé ptirozené n.
Zaroven je ziejmé, ze tato funkce ma pozadované vlastnosti.

6. K dikazu vyuzijeme matematickou indukci. Pro n = 1 je tvrzeni tri-
vialné splnéno. Budeme tedy predpokladat, ze n > 1 a ze tvrzeni ulohy
plati pro vSechna pfirozend ¢isla mensi nez n.

Bez ijmy na obecnosti pfedpokladejme, ze a3 = max (a1, az, ..., ay),
a ozna¢me m = min M. Rozebereme dva pripady: m < a; a a; < m.

Pokud m < a; a zdroven a; ¢ M, zaéneme skokem délky ai, kterym
preskoc¢ime m, a pouzijeme indukéni predpoklad na zbylych n — 1 skoki
a nejvyse n — 2 ¢isel z mnoziny M\ {m}, jez lezi v intervalu (ay, ).

Pokud m < a; € M, uvazujme n—1 dvojic as,as+ax, ..., an,an+ay.
To je celkem 2n — 2 ruznych c¢isel, z nichz nejvyse n — 2 muze patfit do M
(v M je ay, které mezi nimi urcité neni). To znamena, ze z n ¢isel, ktera
v M nelezi, aspon dvé tvofi jednu z uvedenych n — 1 dvojic, feknéme
ai,a; + a1, 2 < i < n. Budou-li prvni dva skoky kobylky a;, a;, pfeskoci
m ia; z M a zbylé n — 2 skoky najdeme podle indukéniho predpokladu
(v mnoziné M zbyla nejvyse n — 3 ¢isla k preskocent).
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Pokud a; = m, uvazujme posloupnost skokli a; = ag(1),as(2),-- -,
ag(n), kde o je n€jakd vhodnd permutace ¢isel 1,2,...,n takova, Ze ko-
bylka neskoé¢i na zadné ¢&islo z M \ {m}. Takovou permutaci o doka-
zeme najit podle indukéniho predpokladu (mame k dispozici n — 1 skokii
as,...,a, anejvyse n — 2 ¢isel z M vétsich nez m, ktera lezi v intervalu
(a1,5)).

Je-li nyni m = a;, staci prohodit prvni a druhy skok, tj. skoky délek
ai a Gqs(2)-

Pokud v nalezené posloupnosti skokt néktery z nich vede do cisla
m > ay, je tedy m = a1 + ... + a,(;) pro n&aké i € {2,3,...,n — 1}
(obr.71), prohodime prvni a (i 4 1)-ni skok, tj. skoky délek a; a ay(it1)-
Tim dosdhneme toho, ze ¢islo m kobylka preskoci a ostatni ¢isla, do nichz
vedou jeji skoky, se zméni pouze v intervalu (0,m), kde vSak zddné ¢islo
z M nelezi.

a . Bo(i) Qo(it1) ‘
0 ai m S

Obr. 71

Tim je tvrzeni ulohy dokazano.
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