58. ro¢nik matematické olympiady na stfednich Skolach

Mezinarodni stfetnuti ¢esko-polsko-slovenské

In: Karel Horak (editor); Martin Mares (editor); Peter Novotny (editor); Martin
Panak (editor); Jaromir Sim$a (editor); Jaroslav Svréek (editor); Pavel Topfer
(editor): 58. ro¢nik matematické olympiddy na stiednich Skolach. Zprava o
feSeni dloh ze soutéze konané ve Skolnim roce 2008/2009. 50. mezinarodni
matematicka olympidda. 21. mezindrodni olympiada v informatice. (Czech).
Praha: Jednota ¢eskych matematika a fyzikda, 2011. pp. 143-155.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/405180

Terms of use:

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic
delivery and stamped with digital signature within the project
DML-CZ: The Czech Digital Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/405180
http://dml.cz

Mezinarodni stfetnuti cesko-polsko-slovenské

V ramci zavérecné pripravy pred MMO se uskutecnilo jiz devaté mezina-
rodni st¥etnuti mezi tymy Ceské republiky, Polska a Slovenska. Jednotlivé
zeme reprezentovala Sestice ucastniki, ktefi si vybojovali ve svych zemich
postup na 50. MMO v Brémach.

Soutéz se uskutec¢nila 21.-24. ¢ervna 2009 na fakulté PEDAS Zilin-
ské univerzity. VSechna tfi reprezentacni druzstva pricestovala na misto
konani jiz v nedéli vecer 20. 6. 2009. Organizace a pribéh soutéze zustal
zachovan z predeslych ro¢niki — je ptizpusoben stylu III. kola nasi MO
a podminkam na MMO. Soutézicim byly ve dvou dnech predlozeny dvé
trojice soutéznich tuloh, pfitom za kazdou z tloh mohli ziskat nejvyse
7 bodt, tj. celkové (stejné jako na MMO) 42 body. Na kazdou trojici
uloh méli soutézici vyhrazeno 4,5 hodiny.

Poradi| Jméno Zemé | body |Soucet
1. | Jakub O¢wieja POL 777777 | 42
2. | Tomasz Kociumaka |POL |770777 35
3. | Damian Orlef POL |707774 32
4.-6. | Tomasz Pawlowski [POL |707770 28
Josef Tkadlec CZE 607771 28
Jakub Witaszek POL |770770 28
7.-8. | Martin Bachraty SVK |701770 22
David Klaska CZE |170770 22
9.-12. | Mikoti Fraczyk POL (401754 21
Michal Hagara SVK [700770 21
Jan Matéjka CZE |[700770 21
Filip Sladek SVK 601770 21
13. | Samuel Riha CZE |600770 20
14. | Ladislav Baco SVK |701730 18
15. | Eduard Eiben SVK [401750 17
16.-17. | Jakub Uhrik SVK [401070 12
Jan Varnhara CZE (200460 12
18. | Josef Ondrej CZE |701300 11
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Néavrh vsech Sesti uloh (a jejich vzorova feSeni) pfipravili kolegové
ze Slovenské republiky (s vyuzitim jedné polské tlohy), feseni tiloh koor-
dinovala mezinarodni porota, kterou tvorili RNDr. Jaroslav Svréek, CSc.,
a Mgr. Martin Panak, PhD., z Ceské republiky, dr. Malgorzata Bednar-
ska a Barttomiej Bzdega z Polska, Mgr. Peter Novotny, PhD., a doc.
RNDr. Pavel Novotny, CSc., ze Slovenska. Organizacné soutéz zabezpe-
¢il doc. RNDr. Vojtech Balint, CSc.

Nejvic se uz tradicné dafilo polskému druzstvu, ac¢ tento rok neobsa-
dilo (na rozdil od poslednich dvou) prvnich Sest pficek — v prvni Sestici
mélo pét studentt. Nase druzstvo tak soutézilo predevsim se slovenskym,
coz byl opét souboj velmi vyrovnany.

Texty soutéZnich tloh

1. Ozna¢me R* mnozinu vsech kladnych realnych ¢isel. Najdéte viechny
funkce f: RT — R*, které pro libovolna z,y € R spliiuji podminku

(1+yf(x)(1-yf(z+y)) =1
(Frantisek Kardos)

2. Pro dana kladna celd ¢isla a, k je posloupnost (a,)52; definovéna
vztahy

a1 =a a Gpy1 = ap +k-o(a,) pron=1,2,...,

kde o(m) znadi souéin vsech &islic zépisu ¢isla m v desitkové soustavé
(naptiklad p(413) = 12, 0(308) = 0 apod.). Dokazte, ze existuji takova
kladné celd ¢isla a, k, Ze posloupnost (a,)52; obsahuje pravé 2009 ruz-
nych ¢isel. (Peter Novotny)

3. Necht k je kruznice prfipsanéd strané BC daného trojuhelniku ABC.
Zvolme piimku p rovnobéznou se stranou BC, ktera protina usecky
AB, AC po fadé v bodech D, E. Kruznici vepsanou trojihelniku ADE
oznac¢me [. Teény ke kruznici k z bodi D a E, které neprochazeji bo-
dem A, se protinaji v bodé P. Teény ke kruznici [ z bodu B a C, které
neprochazeji bodem A, se protinaji v bodé Q. Dokazte, ze pfimka PQ
prochazi pevnym bodem nezavislym na volbé ptimky p. (Tomas Jurik)
4. Je dana kruznice k a jeji tétiva AB, ktera neni jejim pramérem. Uvnitt
delsiho oblouku AB kruznice k zvolme libovolné bod C. Oznac¢me K
bod soumérné sdruzeny s bodem A podle primky BC a L bod soumérné
sdruzeny s bodem B podle ptimky AC. Dokazte, ze vzdalenost stfedi
usecek KL a AB nezavisi na poloze bodu C. (Tomds Jurik)
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5. Je dana n-tice celych cisel ay, ..., a, spliujici nasledujici podminky:
(1) 1§a1<a2<...<an§50,
(ii) pro kazdou n-tici kladnych celych éisel by, ..., b, existuje kladné

celé c¢islo m a takova n-tice kladnych celych ¢isel ¢1, ..., c,, Ze
m-b;=c" proi=1,...,n.
Dokazte, ze n < 16 a uréete pocet vSech rtiznych n-tic ay,...,a, spliu-
jicich dané podminky pro n = 16. (Peter Novotny)

6. Necht n = 16 je pfirozené ¢islo. Uvazujme mnozinu

G={(z,y): z,y€ {1,2,...,n}}

tvofenou n? body roviny. Je-li A libovolna podmnozina mnoziny G ob-
sahujici asponi 4n+/n prvki, dokazte, ze existuje aspoti n? konvexnich
¢tyttuhelniki, které maji vrcholy v A, a pfitom vSechny jejich thlopticky
prochéazeji jednim bodem. (Polsko)
Reseni tiloh
1. Postupnymi tpravami zadané podminky dostavame
1+yf(z) —yflz+y) -y f@)fz +y) = 1,
yf(@) —yf(z+y) = y*f(@)f(z +y).

Posledni rovnost miZzeme vydélit hodnotou y # 0. Po dalsich apravach
(vSechny vyrazy, kterymi budeme délit, jsou evidentné nenulové) tak pro
libovolna x,y € R* dostaneme

f@) = flx+y) =yf(x)f(z+y),

f(@)
flz+y)= m,

R S O
faty) VT f@)y

a tedy i
1 1
fly+z) 7 fly)
Odtud
+ ! =T+ !
e f@)
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pro vsechna kladna z, y. Dosazenim y = 1 dostaneme

f(lz):x—i—f(ll)—l:x—f-c, tedy f(w):x-li—c’

kde ¢ je konstanta. Protoze f(z) > 0 pro kazdé = > 0, musi byt z+¢ > 0
pro kazdé x > 0, tedy ¢ = 0.

Snadno ovéfime, ze kazda funkce f(z) = 1/(z + ¢), kde ¢ 2 0, vyho-
vuje:

(1+ Y )(1_ Y )_:c+c+y.:c+y+c—y
T +c r+y+c T +c rT+y—+c

Jiné FeSeni. Dosadme do zadané podminky z = 1. P¥i oznadeni a =
= f(1) > 0 tpravami postupné dostavame

(I4+ay)(1-yfly+1)) =1,
ay —yf(y+1)(1 +ay) =0,
fy+1) =1

Jestlize nyni do dané podminky dosadime y = 1 a f(z+1) = a/(1+ ax),
vyjde

Q+f@) (- =) =1,

- 1+ ax
l+ax—a a
@) l+az  1l4az’
a 1 1
fla) = - -

l+axr—a x+1/a—1 z+c

Podobné jako v prvnim feSeni musi byt ¢ 2 0 a snadno ovérime, ze kazda
takova funkce vyhovuje.

Pozndmka. ReSeni se d4 zapsat i ve tvaru

a

f(m):m7

kde a = f(1) € (0,1) je redlny parametr.
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2. Posloupnost (a,,)%; je evidentné rostouci az po prvni ¢len, v jehoz
zapise se vyskytne ¢islice 0, a pocinaje timto ¢lenem je uz konstantni.
Nasim cilem je tedy najit hodnoty a, k, pro néz se ¢islice 0 poprvé vy-
skytne v ¢lenu aggoe. Ulohu vyfesime obecné — uvedeme piiklad hodnot
a, k, pro néz se cislice 0 poprvé vyskytne v ¢lenu a,,, pricemz m > 4 je
dané celé cislo.

Vezméme
102m—5 -1
o= ———=11...1, k=10m"34+4=100...04.
9 S—— N e’
2m—>5 jednicek m—4 nul

Postupné mame

g=a=11...1,
—
Q(a1):1, 2m—>5
ay=a1+k=a;+100...04=11...1211...15,
Q(a2):10, m—4 m—3 m—4
as3 =as + 10k =as+100...040 =11...12211...155,
Q(a3):100, m—4 m—4 m—>5

a; =a;—1+10%k=11...122...211...155...5,
] N e N e e N e
o(a;) =101, m—i-1 i-1 m—i—-2 -1

Um—2 = Gm_3 + 10" 4k =122...255...5,
o(am—2) = 10m_3, m-3 m-3

A1 = Am—2 + 10" 3k = ay_o +100...0400...0 =

=22...2655...5, m—4 m—3
N—— N —
m—3 m—3

o(am_1) =6-10m3,
Am = Am—1 4+ 6-10™ 3k = a;_1 +600...02400...0 =

=822...25055...5, m—>5 m—3
m—>5 m—3
o(am) =0.

Zdver. Posloupnost obsahuje pravé 2009 riznych éisel napiiklad pro
a = (104013 — 1), k = 102006 4 4,
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Jiné FeSeni. Zvolme

1
Y 6
2007 2007 2007
Potom
ap =611...1,
\__V__/
2007
o(a1) =6, ko(a;) =200...04,
2007

ag =2611...15,
——
2006
Q(GQ) = 607

az =22611...155,
——
2005
o(az) = 600,

ag = 222611 ...1555,
—
2004
o(as) = 6000,

ai+1 = 22...2611...155.

ko(az) =200...040,

2007

ko(as) =200...0400,

2007

ko(as) =200...04000,

2007

..5,
——

i 2007
o(aiy1) =60...0,

i

ag007 = 22...26155...5,

2006 2006
Q(a2007) = 6 0 sue 0,
2006

o008 = 22...2655...5,

2007 2007
Q(azoog) =60.. .0,
2007

a2009 = 22230555,
2007 2007
o0(az000) = 0,

kg(a2007) = 20004000,
2007 2006

ko(asoes) = 200...0400...0,
2007 2007

ko(az009) =0

a dale samoziejmeé as009 = G2010 = G2011 = - - -

148



Pozndmka. Na vyteseni tlohy staci najit takové hodnoty a, k, aby po-
sloupnost obsahovala aspori 2009 riznych ¢isel a zaroven neobsahovala
nekoneéné mnoho ruznych ¢isel. Jestlize totiz uvedena posloupnost obsa-
huje pravé m ruznych ¢isel, pricemz m > 2 009, tak posloupnost s prvnim
¢lenem a,,, 2008 bude obsahovat praveé pozadovanych 2 009 riznych ¢isel.

3. Necht T} je bod, v némz se kruznice k dotyké strany BC a T} je bod,
v némz se kruznice [ dotyka strany DE. Ukazeme, ze hledanym pevnym
bodem je bod T}.

Nejdrive dokazeme, ze body Tk, T; a P jsou kolinearni. Oznacme
body dotyku kruznice k s primkami EP, DP postupné U, V, pruseciky
strany BC' s témito pfimkami postupné M, N a body dotyku kruznice k
s poloprimkami AB, AC postupné Ty, T5.

Protoze BC' || DE, jsou trojihelniky DEP a NM P podobné a stej-
nolehlost H se stfedem P a (zdpornym) koeficientem opa¢nym k ¢islu
q = |MN|/|ED| zobrazi usecku DE na usecku NM. Na kolinearnost
bodu T}, T;, P staci dokazat rovnost

INT|  |DTY|’
je-li totiz splnéna, zobrazi se ve stejnolehlosti H bod 7; do bodu T.

Obr. 57

Oznacme a, b, ¢ délky stran trojihelniku DEP tak jako na obr. 57.
Daéle necht |AD| = e, |AE| = d. Pfipometime znamé vztahy pro délku
useku mezi vrcholem trojuhelniku a dotykovym bodem vepsané, resp.
pripsané kruznice: V trojuhelniku XY Z je vzdalenost vrcholu X od do-
tykového bodu vepsané, resp. pfipsané kruznice (leziciho na strané XY)
rovna 1 (|XY|+|XZ| - |YZ|), resp. 2(| XY |+ |[YZ| — |X Z]).
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Kruznice k je pripsanou kruznici ke strané N M trojuhelniku NM P.
Proto

| MTy| _ %(|MN|+|NP|_ |M P|) - qa + qc — gb B a+c—>b @)

INT.| ~ 1(IMN|+|MP|—|NP|) qa+gb—qgc a+b—c

Kruznice [ je kruznici vepsanou trojihelniku DEA. Proto

[ETi| _ 3(DE|+|AE|~|AD) a+d—e

= . 3
|DTi|  i(|DE|+ |AD|-|AE|) a+e—d )

Jestlize z néjakého bodu vedeme ke kruznici dvé tecny, vzdalenost obou
dotykovych bodi od daného bodu je stejna. Opakovanym pouzitim to-
hoto faktu dostavame

e+c+|PU|l=e+c+|PV|=e+|DTy| = |AT1| = |AT,| =
=d+ |ETy| =d+b+|PU|,

tedy e+ ¢ = d+b. Proto ¢ — b = d — e a dosazenim do (2), (3) okamzité
dostavame

IMTy| a+(c—b) a+(d—e) |ET]
INT.| a—(c—b) a—(d—e) |DT|’

coz je pozadovand rovnost (1). Bod P tedy lezi na pfimce 7;T}.

Podobné dokazeme, ze i body Tk, T; a @ jsou kolinedrni. Oznac¢me
body dotyku kruznice [ s pfimkami CQ, BQ postupné U’, V', priseéiky
strany DFE s témito pfimkami postupné M’ N’ a body dotyku kruznice [
se stranami AD, AE postupné T7, T5. Dale necht a’, V', ¢’ jsou délky stran
trojahelniku BCQ, |AB| = €', |AC| = d’ (obr. 58).
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Analogickymi Gvahami jako v prvni ¢dsti dostavame (tentokrat jsou
obé kruznice pfipsané)

IM'TY| o+ =V CT| o +¢ —d

IN'T)| o' +¥ —c’ |BTx| o +d —e'

Porovnavanim délek (obr.58) mame
¢ ¢~ |QU'| =€ ~ ¢ ~ IQV'| = ¢ ~ | BI{| = |AT}| = |AT}| =
=d —|CT3| =d -V - |QU’,
tedy ¢ — b = ¢’ — d’' a nasledné

(M'Ti| _ |CTy|
IN'Ti|  |BTk|

Ze stejnolehlosti trojuhelniki BCQ a N’'M’(Q nakonec dostavame, ze
bod @ lezi na ptimce T;Tk.

Piimka PQ (zfejmé P # Q) je tedy totozna s piimkou T; T}, a prochézi
bodem T}, ktery na poloze primky p nezavisi.
4. V trojuhelniku ABC oznacme S stied strany AB a P, () paty vysek
z vrcholi A, B. Stted tsecky K L ozna¢me M. Body P, () jsou samoziejmeé
stiedy tsec¢ek AK, BL (obr.59). Proto QS je stfedni pri¢kou trojihelniku
LAB a M P stfedni ptickou trojihelniku LAK. Odtud

QS| = 3|LA|=|MP| a QS| LA| MP,

tedy SPMQ@ je rovnobéznik (to zfejmé plati i v ptipadé, jestlize néktery
z trojuhelniki LAB, LAK je ,degenerovany“).
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Body P, Q lezi na Thaletové kruznici nad prumérem AB, proto
|SP| = |SQ| = 3|AB|. Rovnobéinik SPMQ je tedy kosoétverec a délka
jeho strany nezavisi na poloze bodu C. Abychom dokéazali, ze ani délka
jeho thlopticky S M nezavisi na poloze bodu C, stac¢i dokazat, ze velikost
uhlu, ktery sviraji jeho strany SP, SQ, je pro libovolnou polohu bodu C'
na kruznici k stejna (vSechny mozné kosoétverce SPMQ, a tedy i jejich
uhlopricky SM jsou pak navzdjem shodné).

Obr. 60 Obr. 61

Jestlize je thel a trojuhelniku ABC ostry, lezi bod @ uvnitf stra-
ny AC (ahel v je podle zadani ostry vzdy) a tthel PSQ je stfedovym
uhlem k obvodovému thlu PAQ nad tétivou PQ Thaletovy kruznice
nad primérem AB (obr. 60). Je tedy

|xPSQ| = 2|xPAQ| = 2(90° — 7) = 180° — 2.

Stejné vyjadreni dostaneme i v pripadé, ze uhel o neni ostry; tehdy
je totiz ostry thel § a muzeme namisto uhlu PAQ pouzit obvodovy
uhel PBQ (obr.61):

|xPSQ| = 2|xPBQ| = 2(90° — v) = 180° — 2.

Protoze pfi pohybu bodu C' po kruznici k se velikost thlu + neméni
(je to obvodovy thel nad pevnou tétivou AB), neméni se ani velikost
thlu PSQ, coz jsme chtéli dokazat.

Jiné feSeni. Oznacme «, (3, v velikosti vnitfnich thla trojihelniku
ABC. Budeme predpokladat, ze tihel « je ostry; ptipad, kdy a neni ostry,
je analogicky (tehdy je ostry thel ). Necht S, M, U, V jsou postupné
sttedy usecek AB, KL, AL, BK a H je prusecik pfimek AK a BL
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(obr. 62 a obr. 63). Ctytiuhelnik USVM je rovnobéznik (SU || BL | MV,
SV || AK || MU). Ziejmé
|SV|=|AB|sin, |MV|=|SU|=|AB|sinaq,
|xSVM|=|xAHL| = |xACB| = .
Pouzitim sinové véty v trojihelniku ABC' mame

|[ACl 1 JAC| _ 1 |BC| _ |BC|
|SV|  |AB| sinf  |AB| sina |[MV]|’

trojuhelniky SV M a ACB jsou tedy podobné (strany svirajici stejny
uhel maji délky v stejném poméru). Jestlize opét pouzijeme sinovou vétu
v trojuhelniku ABC, dostaneme

|SV| |AB|?sin  |AB|?siny

M| =|AB|- = =
|SM] = |AB |AC| |AC| |AB|

= |AB]|sin~,

coz je vyraz, ktery zfejmé nezavisi na poloze bodu C.

Obr. 62 Obr. 63

5. Nejdrive dokazeme, zZe c¢isla aj, ..., a, jsou navzajem nesoudélna.
Kdyby tomu tak nebylo, méli bychom (a;,a;) = d > 1 pro néjaké i # j.
Necht a; = u-d, aj = v - d. Zvolme b; = 1, b; = 2. Podle podminky (ii)
existuji m, ¢; a c; takova, ze

U)d.

m-b;=c" a m~bj=c;”, tedy m=(c*)? a 2m = (cj

Odtud 2(c¥)? = (c;.’)d, coz neni mozné, protoze exponent prvocisla 2
v prvociselném rozkladu pravé strany je nasobkem ¢isla d a v prvodisel-

ném rozkladu levé strany neni nasobkem ¢isla d.
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Predpokladejme, ze Cisla aq,...,a, jsou navzajem nesoudélna. Uka-
Zeme, ze potom je podminka (ii) splnéna. Necht by, ..., b, je libovolna
n-tice prirozenych ¢isel a p1, ..., pr jsou vSechna prvodcisla nachéazejici se
v prvociselnych rozkladech cisel by, ..., b,. Hledejme m ve tvaru

(o3 (o3
m=pi"-..ppk.

Prokazdéi =1,...,n oznacme [3; ; exponent prvocisla p; v prvociselném
rozkladu b;. Aby ¢islo m - b; bylo a;-tou mocninou, staci, aby pro kazdé
j=1,...,k bylo a; + 3; ; ndsobkem a;. Kazdou hodnotu «; tedy staci
zvolit tak, aby platilo

aj = —p1; (mod a1), «;=—02; (modasz), ...,
a; = —f; (mod ay,).
Existence takového «; plyne z ¢inské zbytkové véty (Cisla aq,. .., a, jsou

navzajem nesoudélnd).

Dokézali jsme, ze podminka (ii) je splnéna, pravé kdyz jsou d¢isla
ai,...,a, navzajem nesoudélna. Mezi ¢isly 1,2,...,50 je pravé patnact
prvocisel. Kdyby bylo n = 17, existovala by mezi ¢isly 2 < as < az <
< ... < a, < 50 urdité aspon dvé ¢isla majici v prvociselném rozkladu
stejné prvocislo, byla by tedy soudélna. Proto nutné n < 16.

Jestlize n = 16, musi byt a; = 1 a kazdé z patnacti cisel as, as, ..., ag
musi byt mocninou jiného prvocisla. Vypisme, které mocniny prvocisel
muzeme pouzit:

p=2 2.4,8,16,32,
p=3 3,9,27,
p=5 5,25,

p="T 7,49,
p=11: jen p.

Celkovy pocet vyhovujicich Sestnactic je tedy 5-3-2-2 = 60.

6. Ozna¢me |A| = m = 4n+/n. Necht S je mnozina vSech tsecek majicich
krajni body v A. Ziejmé |S| = (). Soufadnice stiedu kazdé usecky z S
jsou celé nasobky cisla % a lezi v konvexnim obalu mnoziny G. Takovych
bodt je (2n — 1)2, tedy méné nez 4n?. Proto existuje bod B, ktery je

sttedem aspon (') /(4n?) tsedek z S. Nechf P je mnozina viech usecek
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z S, jejichz stfedem je B. Potom

P| > (3) _m(m-1)
= 4n? 8n? =
4 - 3
ny/n(4ny/n — 1) _ l6n dn/n P 1 S on 1,
8n? 8n? 2\/n

v

tedy |P| = 2n.

Rozdélme P na tfidy tsecek lezicich na jedné ptrimce. Ozna¢me k
pocet téchto tiid a a; pocet tsecek v i-té t¥idé pro i = 1,..., k. Kazda
usecka mezi a; tseckami jedné t¥idy ma krajni body v G a vSech 2a;
krajnich bodt (které jsou ziejmé riizné) tsecek jedné tiidy lezi na jedné
pfimce, proto 2a; < n. Pritom kazdé dvé tsecky z P jsou thlopfickami
rovnobézniku, pravé kdyz nelezi na jedné pfimce. Pro pocet ruznych rov-
nobézniku s thloptickami patficimi do P tak dostavame
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Existuje tedy vice nez n? konvexnich ¢tyftahelnikii (dokonce rovnobéz-
nikl) s pozadovanou vlastnosti.

155



