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2. stfredoevropska matematicka olympiada

EUROPEAN

Druhy roénik Stfedoevropské matematické
olympiddy se uskute¢nil 4.-10. zaii 2008
v Olomouci pod zéstitou rektora Univerzity —
Palackého prof. RNDr. Lubomira Dvotdka, ; Q;;
CSc. Soutéz probihala v prostorach Priro-
dovédecké fakulty Univerzity Palackého a %O
zuCastnili se ji 52 studenti stfednich $kol \3&
z deviti zemi. Kazdéa zemé mohla vyslat nej- OLOMOUC

vySe Sest soutézicich, ktefl se nezucastnili CZECH REPUBLIC 2008
uplynulé MMO ve Spanélsku a v poéinajicim kolnim roce 2008/09 jesté
zustavali studenty stfednich kol

Organizaci tohoto ro¢niku St¥edoevropské olympiady byl Ustiedni ko-
misi MO povéten RNDr. Jaroslav Svréek, CSc., z P¥irodovédecké fakulty
Univerzity Palackého v Olomouci, ktery celou soutéZ jako predseda orga-
niza¢niho vyboru ridil. P¥ipravu a uzsi vybér uloh z doslych névrhu vzal
na sva bedra doc. RNDr. Jaromir Simsa, CSc., pfi¢em? definitivni vybér
dvou ¢&tveric tlloh pro soutéze jednotlivel i druZstev odsouhlasila mezina-
rodni jury (sloZend z vedoucich ziucastnénych zemi) jesté pred zahdjenim
olympiady elektronickou cestou. Jedndni mezinirodni jury béhem sou-
téze pak ridil a moderoval RNDr. Karel Hordk, CSc. Mezi vybranymi
soutéznimi tlohami byla také jedna ceska tloha, jejimz autorem byl by-
valy aspésny olympionik Marek Pechal.

Ustiedni komise MO vybrala pro Stfedoevropskou matematickou
olympiadu Sestici stfedoskolakl sestavenou z uspésnych fesiteld ustied-
niho kola 57. roéniku MO kategorie A, ktefi spliiovali podminky souté-
7e. Ceské reprezentaéni druZstvo tak v abecednim pofadi tvorili: David
Klaska (G Brno, ti. Kpt. Jarose), Jiri Marek (G Brno, t¥. Kpt. Jarose),
Van Nhan Nguyen (G Praha 6, Nad Aleji) Tomds Pavlik (G Jana Keple-
ra, Praha), Hana Sormovd (G Brno, ti. Kpt. Jarose) a Jan Varihara
(G L. Jarose v Holesové). Vedoucim deské delegace a jejim zdstupcem
v jury byl Mgr. Martin Pandk, Ph.D., z P¥irodovédecké fakulty Masary-
kovy univerzity v Brné.
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Vlastni soutéz se konala ve dvou soutéznich dnech, a to v sobotu
6. zafi (soutéz jednotlivel) a v nedéli 7. zafi (soutéZ druzstev). Po oba
soutézni dny tesili jednotlivcei, resp. reprezentacni druzstva po 4 tlohéach,
na jejichz vypracovani byl vzdy vyhrazen ¢as 5 hodin. Kazd4 uloha byla
pfitom hodnocena (podle pfedem schvaleného systému hodnoceni) celo-
¢iselnym poc¢tem bodu v rozpéti od 0 do 8.

Koordinace zakovskych feseni probihala stejnym zptisobem jako na
MMO. Na zavéreéném jednani jury 8. zari byly stanoveny hranice pro
udéleni zlatych, st¥ibrnych a bronzovych medaili a dile bylo potvrzeno
oficidlni potradi v soutézi druzstev. Vzhledem k tomu, Ze pét soutézicich
Bertram Arnold z Némecka, Andrds Eles, Ddniel Nagy a Gergely Szics
z Madarska a Jakub Oéwieja z Polska ziskalo v soutézi jednotlivet plny
pocet bodt, bylo o osudu pfipravenych zlatych medaili rozhodnuto. St¥i-
brné medaile se pak udélovaly za 11-24 bodl a bronzové za 16-23 bodii.

Zisk jedné stfibrné a jedné bronzové nasimi ucastniky sice nevypada
zle, ale jejich celkové vysledky a zejména pak vysledek v soutézi druzstev
nas prilis nepoteésily. Jako jednotlivei nasi soutézici dopadli takto:

Body za ulohu Body Cena

Unmisténi 1 2 3 4
11.-16. David Klagka 8 8 0 8 24 stiibro
37.-38. Jifi Marek 5 8 0 0 13 HM
45.-47. Van Nhan Nguyen 4 1 0 0 5
24. Tomas Pavlik 3 1 8 7 19 bronz
45.-47. Hana Sormova 5 0 0 0 5
44. Jan Vamnhara 0 7 0 O 7
Celkem 25 23 8 15 71

Ptrehled vysledkt vSech zemi v soutézi jednotlivet je v druhé tabulce.
Zemé jsou v ni sefazeny podle soué¢tu bodu celého druzstva podobné jako
pri neoficidlnim potadi zemi na MMO (&islo v zavorce oznacuje mensi
pocet ucastniki).

I II III body I II IIT body
Madarsko 3 3 0 171  Rakousko 0 0 3 86
Polsko 1 4 1 170 Ceskd republika 01 1 73
Némecko 1 3 1 134  Chorvatsko 0 0 3 69
Slovensko 0 0 2 105  Slovinsko (4) 0 0 0 25
Svycarsko 0 0 3 89

V soutézi druzstev ziskaly prvenstvi soucasné tymy Madarska, Polska
a Némecka s plnym bodovym ziskem. Tato t¥i druzstva byla o t¥idu lepsi
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nez ostatni. Vzhledem k tomu, Ze tak byly rozdéleny tii zlaté medaile,
st¥ibrna ani bronzova se uz neudélovaly. Cesky tym skonéil se ziskem
22 bodt1 na 7. misté&, coz predstavuje ve srovnani s minulym ro¢nikem, kdy
nase druzstvo skoncilo na 3. misté, vyrazné zhorSeni (na prvni olympiadé
ovsem chybéli Némci i Madafi). Celkové vysledky soutéZe druzstev jsou
uvedeny v nésledujici tabulce.

Body za tlohu Body Cena

Umisténi 1 2 3 4
1.-3. Madarsko 8 8 8 8 32 zlato
Némecko 8 8 8 8 32 zlato
Polsko 8 8 8 8 32 zlato
4. Rakousko 8 2 8 8 26
5. Slovensko 6 3 8 8 25
6. Svycarsko 5 3 8 8 24
7. Ceskd republika 8 6 0 8 22
8. Chorvatsko 3 2 8 8 21
9. Slovinsko 3 2 4 0 9

Organizatofi pfipravili bohaty priivodni program. Béhem svého po-
bytu se soutézici seznamili s pamétihodnostmi Olomouce a blizkého okoli
(v patek navstivili Svaty Kopecek, v pondéli byl pro vsechny vylet s pro-
hlédnout Javoti¢ské jeskyné a hrad Bouzov).

Slavnostni zakonéeni soutéZe spojené s ocenénim nejlepsich jednot-
livet a druzstev se uskuteénilo v reprezentativnich prostorach Konviktu
Univerzity Palackého v Olomouci za pfitomnosti rektora prof. RNDr. Lu-
bomira Dvorédka, CSc., povéfenych zastupcti Ministerstva Skolstvi a dal-
§ich vyznamnych ptedstavitelt Univerzity Palackého.

Tteti roénik MEMO se bude konat v Polsku v zaii 20009.

Texty soutéznich tloh
(v zavorce je uvedena zemé, kterd ulohu navrhla)
Soutéz jednotliven

1. Bud (a,),., posloupnost pfirozenych &isel takovd, Ze an, < ani1
pro vSechna n = 1. Pfedpoklddejme, Ze pro libovolnou étvefici indexti
(4,5,k,0), kde 1Si<j<k<lai+1l = j+ k, plati ostrd nerovnost
a; + a; > aj; + ai. Urcete nejmensi moznou hodnotu ¢lenu aggos.

(Rakousko)
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2. UvaZujme Sachovnici nxn, kde n > 1 je pfirozené ¢islo. Kolika zptsoby
na ni muZeme rozmistit 2n — 2 identickych kameni (kazdy kdmen lezi
na jiném poli) tak, Ze zZddné dva kameny nelezi na stejné diagonéle?
(Dva kameny lezi na stejné diagondle, jestlize pfimka spojujici stfedy
odpovidajicich poli je rovnobézna s nékterou z thlopfi¢ek Sachovnice.)

(Svijcarsko)

3. Je dan rovnoramenny trojuhelnik ABC s rameny BC a AC. KruZnice
mu vepsand se dotyka stran AB a BC po tfadé v bodech D a E. Pfimka
ruaznd od AFE a prochéazejici bodem A protiné kruZnici vepsanou v bodech
F a G. Ptimka AB pak protind pfimky EFF a EG po fadé v bodech K
a L. Dokazte, ze |DK| = |DLJ. (Madarsko)

4. Najdéte vsechna celd cisla k takova, Ze ¢isla 4n + 1 a kn + 1 jsou
nesoudélna pro libovolné celé n. (Madarsko)

Soutéz druzstev

5. Necht R znad¢i mnozinu vsech realnych éisel. Naleznéte viechny funkce
f: R — R takové, ze

zf(z +ay) = zf(z) + F(z*)f(y)

pro vSechna z,y € R. (Svycarsko)

6. Bud n = 2 pfirozené ¢islo. Na tabuli je napsdno n ¢isel. V kazdém
kroku vybereme na tabuli dvé ¢isla a kazdé z nich nahradime jejich soué-
tem. Urcete v8echna n, pro kterd vidy mizeme po koneéném pocétu kroku
dostat n stejnych cisel. (Slovensko)

7. Je dan ostrouhly trojuhelnik ABC a body E, D tak, Ze body B
a F lezi v opacnych polorovinidch uréenych pfimkou AC a bod D lezi
uvnitf Gsecky AE. Déle necht |xADB| = |xCDE|, |xBAD| = |<xECD|
a |KXACB| = |xEBA]|. Dokaite, ze body B, C a E lezi v p¥imce.
(Slovinsko)

8. Jestlize je soucet kladnych déliteli kladného celého ¢isla n mocninou
disla 2 s celodiselnym mocnitelem, pak je i jejich po¢et mocninou cisla 2
s celociselnym mocnitelem. Dokazte. (Ceskd republika)
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Reseni tiloh

1. (Podle Jaromira Simsi.) Podle zadéni pro kazdé n = 1 a &tvefici in-
dext (n,n + 1,7+ 1,n + 2) plati

An42 — Gn41 2 (an+1 - an) + L

ProtoZe as —a; 2 1, jednoduchym pouzitim matematické indukce dosté-
vadme an11 —an, 2 npron 2 1. Je tedy ant1 = n+a,. Odtud s vyuzitim
nerovnosti a; = 1 opé&t trividlni matematickou indukci odvodime nerov-
nost

an 2 3(n* —n+2).

Pfitom posloupnost a, = %(n2 — n + 2) podminky zadéani spliiuje.
Nerovnost a; + a; > a; + ax je totiz pro ni (pfi rovnosti i +1 = j + k)
ekvivalentni s nerovnosti i2 4 12 > j2 4 k2, ktera po substituci i = d —y,
l=d+y,j=d—-z,k=d+z (kde 0 £ z < y) pfejde ve zfejmou
nerovnost 2d? + 2y% > 2d? 4 222

Zavér. Nejmensi moZzna hodnota ¢isla aggos je %(2 0082 —2008 +2) =
= 2015029.

2. Mnozinu k poli¢ek umisténych od jednoho okraje Sachovnice po druhy
ve sméru nékteré thlopficky (pfifemz 1 £ k < n) nazyvejme k-diagonala.
Pocet disjunktnich diagonal v jednom sméru je 2n — 1 (obr.55), mezi
2n — 2 zvolenymi policky vSak nemohou byt najednou obé policka na 1-
-diagonélach (protoZe ty jsou obé& souéésti n-diagonaly ve druhém sméru).
Proto na kazdé k-diagonale pro k& > 1 musi byt zvoleno pravé jedno
policko a pravé dvé policka museji byt zvolena v rozich (ne vSak v téch
protilehlych).

;
>
,
7
R
X

Obr. 55

Uvazujme mnozinu P vSech takovych dvojic (z,v), Ze z je zvolené
poli¢ko a v je volné (tedy nezvolené) policko na téze diagonéle jako z.
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Na $achovnici je pravé n? — 2n + 2 volnych poliek, pficemz dvé z nich
jsou rohova. Kazdé ze zbylych n? — 2n volnych polidek v lezi na dvou
k-diagonalach pro k > 1, existuji k nému proto pravé dvé policka z
takova, ze (z,v) € P. Celkovy pocet p dvojic v mnoziné P je tedy

p=2(n*—2n)+2=2n%-4n+2, (1)

piicemz +2 je piispévek dvou volnych rohovych polidek (kazdé z nich ma
jediné prislusné zvolené policko v protilehlém rohu).

Jestlize zvolené policko z lezi na pruniku k;-diagonély a ky-diagonaly
pro ki,ks > 1, je poet volnych poli¢ek v takovych, ze (z,v) € P, roven
k1 + ko — 2. Totéz plati i pro rohova policka, pro kterd {ki,ko} = {1,n}.
Ztejmé pro kazdé zvolené policko z plati ky + ko = n+1, pFicemz rovnost
nastane, pravé kdyz se policko naléza na kraji Sachovnice. Pocéet takovych
volnych policek v, Ze (z,v) € P, je tedy aspon n — 1. Odtud

p=(2n—2)(n—1)=2n—4n+2.

Podle (1) vime, Ze v predeslé nerovnosti plati rovnost, proto vSechna
zvolend policka museji lezet na kraji Sachovnice.

Jestlize zvolime libovolnd poli¢ka (tieba i zddné) z prvni fady Sa-
chovnice, zbyla okrajova policka (lezici mimo prvni fadu), kterd musime
zvolit, jsou jednoznaéné urlena. Pro rohova policka je to zfejmé, pro
zbyla policka staci pro kazdé k = 2,3, ...,n—1 uvazovat obdélnik tvoreny
dvéma k-diagonalami v jednom sméru a (n+1—k)-diagonalami v druhém
sméru (v kazdém takovém obdélniku museji byt mezi zvolenymi policky
dva protilehlé rohy, obr.56). Celkovy podet ruznych vybértu policek je
tedy stejny jako pocet rtiznych podmnozin n-prvkové mnoziny (tvorené
policky prvni fady), tedy 2.

XX XXX

Obr. 56 Obr. 57
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Jiné YeSeni. (Podle Bernda Mulanského, Némecko.) Dva rtzné sméry
diagonal oznaéme A a B. Z tuvodu prvého feSeni vime, ze na kazdé
k-diagonale pro k > 1 je zvoleno pravé jedno poli¢ko a pravé dvé policka
jsou zvolena v neprotilehlych rozich. Kazdy vyhovujici vybér policek mu-
Zeme vytvorit nasledujicim postupem sestévajicim z n kroki:

> Krok 1: Zvolime poli¢ko na jedné ze dvou 1-diagonal sméru A.

> Krok £ (2 £ k £ n—1): Zvolime dvé policka, kazdé na jedné ze dvou
k-diagonal sméru A.

> Krok n: Zvolime poli¢ko na n-diagonale sméru A.

Ztejmé pro kazdé m = 1,2,...,n—1 po m krocich (takovych, ze Zadna
dvé zvolen4 policka nejsou na téze diagondle sméru B) se na kazdé mezi
2m — 1 nejdel$imi k-diagondlami sméru B (tj. £ 2 n + 1 — m) naléza
zvolené policko (obr. 57). Jestlize m < n — 1, v nésledujicim kroku m + 1
museji byt obé policka zvolena na kraji obou (m + 1)-diagonél sméru A
(zbyla policka téchto dvou diagondl lezi na uz ,obsazenych“ diagonélach
sméru B), coz se d4 udélat pravé dvéma zpusoby. Podobné je to v pripadé
m+1 = n. Mame tedy dvé moznosti v kazdém z n kroki a celkovy pocet
raznych vyhovujicich vybért je 2.

Jiné fesSeni. (Podle Pavla Novotného, Slovensko.) Obarvéme policka
sachovnice jako obyc¢ejné, pfi¢emz levy horni roh bude éerny. Z podobné
uvahy jako v uvodu prvého feSeni plyne, Ze musime zvolit n — 1 bilych
a n — 1 Cernych poli¢ek. Pocet p, vSech vyhovujicich vybéra 2n — 2
poli¢ek na Sachovnici n X n se rovna souéinu b, - ¢,,, pfi¢emz b,, a ¢, jsou
pocty vyhovujicich vybéra n — 1 bilych, resp. ¢ernych policek. Ziejmé
by = bz =2, co = 2 a c3 = 4. Snadno ukdZeme, Ze pro kazdé n = 4 plati
bn = an_g,l Cp = 2bn_1,2 takze Pn = bncn = 4bn_2bn_1 = 2Cn_1bn_1 =
= 2p,—1, odkud uz triviadlné plyne p,, = 2™.

3. Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze |AF'| < |AG|. Rozeberme
nejprve situaci, kdy je G na kratsim oblouku DE.

Ozna¢me J dotykovy bod vepsané kruznice se stranou AC. 7 vlast-
nosti souhlasnych, usekového a obvodovych thlt mame |XxCAB| =
= |[XCJE| = |xJDE| = |xJFE| (obr.58), takze AJFK je té&tivovy
¢tyfuhelnik. Proto z obvodovych, vrcholovych a tsekového thlu dosta-

! Odstranime dvé bilé 2-diagonaly v jednom sméru a dvé bilé (n — 1)-diagonaly
v druhém sméru; zbyla bilad policka vytvareji stejné diagonaly jako bila policka
Sachovnice (n —2) x (n — 2).

2 Odstranime jednu ¢ernou n-diagonalu; zbyla ¢erna policka vytvareji stejné diago-
naly jako bila poli¢ka Sachovnice (n — 1) X (n — 1).
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vame |xAJK| = |xAFK| = |XEFG| = |xGEB| = |<xLEB|, trojthel-
niky AJK a BEL jsou tedy shodné. Protoze K a L jsou vnitini body
usecky AB, z rovnosti |AK| = |BL| plyne |DK| = |DL].

Jestlize bod G lezi na delsim oblouku DE (mezi body E a J), lezi
body K, A, B, L na pfimce v tomto poradi a tétivovym ¢tyithelnikem
je AKJF. Zbylé argumenty jsou stejné jako v predchozim piipadé.

C
E
X
G
A K D L B
Obr. 58 Obr. 59

Jiné FeSeni. (Podle Tomdse Pavlika.) Ozna¢me X prusecik pfimky AF
se stranou BC' (obr.59). Z mocnosti bodu X k vepsané kruznici plyne
| XE|?> = |XF|-|XG|, tedy

|XG| |XE| (1)
| XE|  |XF|
Podle Menelaovy véty pro trojuhelnik ABX a pfimky FG a EF mame
|AL| ' |BE| . | XG| i |AK | (|BE| |XF| _ 1
|LB| |EX| |GA| |[KB| |EX| |FA|
coz muzeme piepsat (pouzitim (1) v pfipadé prvni rovnosti) na
| XE] ' |AL|-|BE| _ L a | XE| . |KB|-|FA| 1
|XF| |LB|-|GA|l | XF| |AK|-|BE|
Odtud postupné
|AL|-|BE| |KB|-|FA|
|LB|-|GA|  |AK|-|BE|’
: . 2
|AK|-|AL| - |BE| _ L @)

|KB|-|LB|-|FA|-|GA|
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Z mocnosti bodu A k vepsané kruznici (ta je diky symetrii stejné jako
mocnost bodu B) plyne |AF| - |AG| = |AD|?, odkud dohromady se ztej-
mymi rovnostmi |[AD| = |BD| = |BE| mame |AF|-|AG| = |BE|?.
Spojenim s (2) dostavame

|AK|-|AL| = |KB| -|LB|.

V zavislosti na poloze bodu G lezi body K a L bud oba uvnitf, anebo
vné tsecky AB. Podle toho pro nékteré znaménko plus nebo minus plati

|AK|-(|AB|£|BL|) = |AK|-|AL| = |KB|-|LB| = (|AB| +|AK])-|BL|.

V obou piipadech vyjde po upravé |AK| = |BL|, coZ je ekvivalentni
s rovnosti |[DK| = |DL|.

4. Protoze ¢islo 4n + 1 je liché, z rovnosti k —4 = k(4n + 1) — 4(kn + 1)
vidime, Ze 4n + 1 a kn + 1 jsou nesoudélna, jestlize k — 4 nema zadného
lichého délitele p > 1, tj. jestlize k — 4 = £2™ pro néjaké nezadporné celé
¢islo m.

Na druhé strané jestlize k¥ — 4 méa lichého délitele p > 1, snadno
najdeme nasobek p tvaru 4n+1 (je jim naptiklad ¢islo p? anebo jednoduse
jedno z dvojice ¢isel p, 3p). Pro kazdé ¢islo 4n + 1, které je nasobkem p,
z rovnosti uvedené na zac¢atku feSeni plyne p | kn+1, tedy 4n+1 a kn+1
nejsou nesoudélné.

Odpovéd. Hledanymi ¢&isly jsou k = 4 £ 2™, pfidemz m = 0,1,2,...

5. Dosazenim = = y = 0 do dané rovnosti

af(z +ay) = zf(z) + f(2*) f(v) (1)
dostaneme f(0) = 0. Po dosazeni y = —1 do (1) tak mame
zf(z) + f(=*)f(~1) = 0. (2)

Rozeberme postupné pfipady f(—1) =0a f(—1) #0.

Necht f(—1) = 0. Z (2) potom plyne f(z) = 0 pro vSechna x # 0.
Protoze uz vime, ze i f(0) = 0, dostavame konstantni nulovou funkci
f(x) =0, ktera zfejmé vyhovuje.

Necht f(—1) # 0. Dosazenim 2 = —1 do (2) dostavame f(1) = 1. Diky
tomu po dosazeni z = 1 do (2) mame f(—1) = —1, takze (2) miZeme
prepsat na

zf(x) = f(=?). (3)
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Dosadme nyni do dané rovnosti (1) y = z — 1. Dostaneme

:cf(zz) =zaf(z)+ f(acQ)f(:v -1)

a po dosazeni z (3) ziskdme po Upravé rovnost

f@)(f(@—1) = (z—1)) =0, (4)

Predpokladejme, Zze f(a) = 0 pro né&jaké a # 0. Potom podle (3)
méme f(a?) = 0, takZe po dosazeni = a do dané rovnosti (1) dostaneme
af(a+ay) =0, tedy f(a+ay) = 0. ProtoZe y muze byt libovolné, nutné
i f(=1) = 0, coz odporuje ptipadu, ktery pravé rozebirdme. Proto pro
kazdé = # 0 plati f(x) # 0 a zdroveri i f(2?) # 0. Ze (4) pak vychazi
f(zx —1) = 2 — 1 pro kazdé = # 0, takze f(x) = x pro kazdé = # —1.
Protoze z pfedchoziho vime, ze 1 f(—1) = —1, dostavame funkci f(z) = z,
ktera ziejmé rovnéz vyhovuje.

Zdvér. Hledanymi funkcemi jsou f(z) =0 a f(z) = z.

6. Jestlize zacneme s n-tici (2,2,1,1,...,1), pfiemz n = 3, v kazdé
n-tici, kterou z ni po libovolném poctu krokt dostaneme, bude pocet
¢lentt nabyvajicich maximélni hodnotu sudy. Proto nevyhovuje zadna
lich4 hodnota n = 3.

Matematickou indukci dokdZeme, Ze kazdé sudé n = 2 vyhovuje. Pro
n = 2 je to zfejmé. Jestlize je n = 4 sudé, podle indukéniho pied-
pokladu umime libovolnou n-tici po koneéném poctu krokt zménit na
(a,a,...,a,b,b). Jestlize a # b, opakované udélame nékterou z nasledu-
jicich sérii kroki, které vzdy vedou na n-tici tvaru

(ay...,a,b,...,b)
——— N——
k n—k
v ni miiZe mit &k i jinou hodnotu nez pocateéni k = n — 2, stale viak
J P
bude sudé):

série oz (a,...,a,b,...,b) > (2a,...,2a,b,...,b),
—— ———— N——

——

série B: (a,...,a,b,...,b) — (a,...,a,2b,...,2b),
S N —

k n—k k n—k
sériey; (k<n—k): (a,...,a,b,...,b) = (a+0b,...,a+b,b,...,b),
——— N — ———— ——
k n—k 2k n—2k

série vo (k2n—k): (a,...,a,b,...,b) — (a,...,a,a+b,...,a+b).
——— N — N —t

k n—k 2k—n 2(n—k)
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Kvli dalsim itvahdm zavedme pro libovolné pfirozené ¢islo ¢ oznaceni
c = 2P N(c), piicemz P(c) 2 0 a N(c) je liché. Na n-tici

(ay...,a,b,....b), a#b,
——
k n—k

pouzijeme

> sérii «, jestlize P(a) < P(b),

> sérii 3, jestlize P(a) > P(b),

> sérii 1 nebo s, jestlize P(a) = P(b) (a tedy N(a) # N(b)).

Pii pouziti sérif « a § se ¢isla N(a), N(b) neméni, zatimco pfi pouziti

Y1 a 79 se zméni pravé jedno z nich, konkrétné

N(a)+ N(b)
2 ’
pfi¢emz m = P(N(a) + N(b)) 2 1, a tedy

N(a);T;N(b) < N(a) ;—N(b) < max(N(a), N(b))

N(a)+ N(b)

anebo N(b) —

(pfipomindme, Ze N(a) # N(b)). Z uvedenych tvah plyne, Ze hodnota
max(N(a), N(b)) nikdy neroste, takze po koneéném poétu kroki zacne
byt konstantni. Od toho okamZiku musime mit stale bud N(a) = N(b),
anebo N(a) < N(b). To vyluéuje z dalsiho pouziti bud sérii v;, anebo
sérii 7y5. VSechny dal$i zmény parametru k jsou potom bud k — 2k,
anebo (n—k) — 2(n—k). ProtoZe toto miizeme zopakovat jen r-krat, kde
2" < n, musime nakonec dostat n-tici (a,...,a,b,...,b), kterou (pokud
a # b) mizeme ménit uz jen sériemi « a 3. Pouzitim série « nebo (3 pravé
|P(a) — P(b)|-krat dostaneme n-tici (a’,...,a’,b’,... V"), v niz P(a’) =
= P(V). Protoze pouZiti v1, v2 jsme uz vylouéili, nutné a’ = V', ¢imz je
indukéni krok ukoncen.

Jiné YeSeni. (Upravené feSeni némeckého druzstva.) Dokdzeme bez
matematické indukce, ze vyhovuje kazdé sudé n = 2k. Nejdfive v po-
¢atecni 2k-tici (aq,...,asx) nahradime kazdou dvojici (ag;—1,a2;) (pro
i = 1,...,k) dvojicl (agi—1 + ag;,a2,—1 + as;). Odted budeme mit na
(2i—1)-té a 2i-té pozici vzdy stejnd &isla. Proto kvili prehlednosti budeme
dale pracovat jen s k-ticemi (z,v, z,...) misto 2k-tic (z,z,y,v, 2, 2,...).
S k-ticemi mizeme délat nasledujici zmény:

> zvolime dvé €isla z, y a nahradime kazdé z nich jejich souétem (to
odpovida dvéma krokim (...,z,z,...,v,9,...) = (...,z +y,z,...,
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z+y,Y,...)— (..,c+y,2+y,...,z+y,r+y,...) provedenym na
puvodni 2k-tici);

> zvolime jedno ¢islo x a vynasobime ho dvéma (to odpovida jednomu

kroku (...,z,z,...) = (...,z+z, x4+ z,...);

> vydélime vSechna ¢isla dvéma (to samoziejmé nema na vysledek vliv;

formalné si miZzeme pamatovat, kolikrat jsme déleni dvéma provedli

a na konci muzeme vSechna c¢isla vynasobit pfislusnou mocninou

dvou).

Nasim cilem je dostat k stejnych ¢isel. Ziskame je opakovanim nésle-
dujictho algoritmu:

1. Dokud existuji aspon dvé riazna lichd ¢isla, najdeme nejmensi a nej-
vétsi liché ¢islo a nahradime kazdé z nich jejich (sudym) souctem.

2. Jestlize po skonceni prvniho kroku zustane v k-tici jedno liché ¢islo,
vynasobime ho dvéma.

3. Vydélime vSechna ¢isla dvéma.

Ziejmé po kazdém provedeni celého algoritmu se nejvétsi ¢islo mezi
vSemi k Cisly bud zmensi, anebo zlistane stejné. ProtoZe timto maximem
je stale prirozené ¢islo, pfestane se po konecném poctu opakovani algo-
ritmu ménit. Jeho hodnotu ozna¢me M a dale ozna¢me N pocet ¢isel M
v nasi k-tici.

Cislo M je zfejmé liché (jinak by se v tfetim kroku algoritmu zmen-
silo). Kdyby bylo N < k, nasli bychom v k-tici asponl jedno ¢islo m
mensi nez M. Je-1i m liché, po provedeni algoritmu se N zmensi. Protoze
N se nemuze nikdy zvétsit, po koneéném poctu krokt uz musi zistat
konstantni a vSechna ¢isla v k-tici mensi nez M museji byt suda. Ale
kazdé sudé m se po provedeni algoritmu zmensi na polovinu a po nékolika
provedenich algoritmu by se nutné objevilo liché ¢islo mensi nez M. Proto
v k-tici nemohou existovat ¢isla mensi nez M, coZ jsme chtéli dokazat.

7. Podminka |XADB| = |xCDE| nabada zobrazit bod B v osové sou-
mérnosti podle pfimky AE do bodu B’ (obr.60). Potom lez body C,
D a B’ v pfimce a |[XEAB’'| = |XEAB| = |xECD| = |xECB'|, takze
B'ACE je tétivovy ¢tyfuhelnik. Odtud |xECA| = 180° — | xEB'A| =
= 180° — |xEBA| = 180° — |x ACB|, tedy |xECA| + |xACB| = 180°,
a tudiz body B, C, E lezi v piimce.

Poznamky. Stejné dobfe miizeme zobrazit bod C' v osové soumérnosti
podle AE do C’ leziciho na jedné pt¥imce s B, D. Tétivovy je potom
¢tyfuhelnik ABEC' a dale |[xECA| = |KxEC'A| = 180° — |xEBA| =
=180° — |XACBY|, tj. opét |XECA| + |<xACB| = 180°.
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Diky dokazané kolinearnosti bodu B, C, E z podminky |« ACB| =
= |<EBA]| plyne |AB| = |AC|, zatimco z podminky ¥ BAD| = | X ECD)|
plyne, Ze ¢tyttuhelnik ABCD je tétivovy. To naznacuje, jak tlohu feSit
jinym zpusobem. Predtim je$té poznamenejme, Ze rozmisténi bodiu po-
psané v zaddni miZe nastat a vSechna takova rozmisténi jsou tohoto
typu: ABC' je rovnoramenny trojthelnik, pficemz |AB| = |AC|, body
B, C, E lezi v pfimce (C mezi B a E) a AE protina kruznici opsanou
trojuhelniku ABC v bodé D.

EI
E

Obr. 60 Obr. 61

Jiné FeSeni. Piedpokladejme, ze B, C, E nejsou kolinearni. Pfimka
vedend bodem B rovnobézné s C'E protina piimky CD a AD postupné
v bodech C” a E’. Protoze | X E'C'D| = |x ECD| = |xBAD|, étyfthelnik
ABC'D je tétivovy (obr.61). Ozna¢me k opsanou mu kruznici. Mame
|XAC'B| = |xADB| = |xCDE| = |xC'DE| = |xABC'|, tj. | < AC'B| =
= |XABC'| (ABC" je tedy rovnoramenny trojihelnik).

Predpokladejme, Ze bod C lezi uvniti dsecky C’D. Potom C' lezi
ve vnitini oblasti kruznice k (v téZe poloroviné uréené primkou AB jako
bod C), proto |xACB| > |<AC'B| = |<xABC’| = |XxABE’| > |<ABE|
(nebot bod E lezi mezi A a E’), coz odporuje rovnosti |[$xACB| =
= |XEBA].

Podobné pokud bod C neleZi na tseéce C'D, lezi ve vnégjsi oblasti
kruznice k (v téZe poloroviné uréené ptimkou AB jako bod C’), proto
|xACB| < |xAC'B| = |¥xABC'| = |xABE’| < |<ABE]| (nebot bod E’
lezi mezi A a E), coz opét odporuje rovnosti [<ACB| = |<xEBA]|.

177



Jiné YeSeni. (Podle Karla Hordka.) 7 danych rovnosti velikosti tthl
plyne, Ze trojuhelniky ABD a CED jsou podobné (obr. 62). Z toho oka-

E

Obr. 62

mzité dostavame, Ze i trojuhelniky ACD a BED jsou podobné (podle
sus; stejné velky thel pfi spole¢ném vrcholu D a timérné strany). Z rov-
nosti thlit BED a ACD potom plyne, Ze soucet velikosti tfi sousednich
uhla BCA, ACD a DCE je roven souctu velikosti thli v trojuhelniku
ABE, body E, C a B jsou tedy kolinearni.

8. Necht prvociselny rozklad ¢isla n je n = pi'p3* ... p;¥, piicemz py, ...,
Pk jsou riznd prvodisla a s; = 1 pro kazdé i. Predpokladejme, Ze soudet
vsech kladnych délitelt ¢isla n, ktery se da vypocitat jako

(I+pr4pi+...+p7)A+p2+p3+...+p52) ... (L+pe+pE+...+Db),
je mocninou dvou. Potom kazdy z ¢initeld
fi=l+pi+pl+... +pf

musi byt téZ netrivialni mocninou dvou, coZ znamena, Ze p; i s; jsou licha.
Je-li s; > 1, je

Protoze f; nema Zadného lichého délitele vétsiho nez 1, sudé celé ¢islo
s;i—1 (o némz predpokladame, Ze je kladné) musi byt tvaru 4k+2, a proto
muzeme provést dalsi rozklad

fi=Q+p)A+pH(A+pf+p8+.. +pi70).
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Obé ¢isla 1 + p; a 1 + p? jsou mocniny dvou, takze 1 + p;. | 1 + p?. To
vsak neni mozné, napf. proto, ze by pak muselo byt ¢islo 1+ p; délitelem
iéisla2 = 1+4p?+ (14 p;)(1—p;). Proto pro kazdé i plati s; = 1 a poet
délitela &isla n je roven 2%.

Pozndmka. Uvedené feSeni lze ukonéit i bez pozorovani, Ze 1 + p;
a 14p? nemohou byt sou¢asné mocninami dvou. Opakovénim postupnjch
rozkladi na soucin totiz dostaneme

fi=Q+p) L+ A+ (L+p]),
takze pro kazdé i je s; = 2%T1 —1 pro n&jaké vhodné t; > 0, proto pocet

délitelt &isla n je roven 2k+ti+tat-+tk (7 yvedeného Yefeni vSak vime,
Ze t; = 0 pro kazdé i.)
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