57. ro¢nik matematické olympiady na stfednich Skolach

49. mezindrodni matematické olympiada

In: Karel Horak (editor); Daniel Kral (editor); Martin Mares$ (editor); Peter
Novotny (editor); Jaromir Simsa (editor); Jaroslav Svréek (editor); Pavel Topfer
(editor): 57. ro¢nik matematické olympiddy na stiednich Skolach. Zprava o
feSeni dloh ze soutéze konané ve Skolnim roce 2007/2008. 49. mezinarodni
matematicka olympidda. 20. mezindrodni olympiada v informatice. (Czech).
Praha: Jednota ¢eskych matematika a fyzikda, 2010. pp. 148-164.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/405160

Terms of use:

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic
delivery and stamped with digital signature within the project
DML-CZ: The Czech Digital Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/405160
http://dml.cz

49. mezinarodni matematicka olympiada

Hlavnimi organizatory 49. mezinarod-
ni matematické olympiddy, kterda se

konala od 10. do 22. éervence v hlav- 2@0

nim mé&sté Spanélska Madridu, bylo M ADRID
Spanélské Ministerstvo Skolstvi a so- 0 TR ATIONAL
cialni politiky a Kralovskd matema- MATHEMATIC AL

OLYMPIAD
ticka spole¢nost Spanélska.

Organizatoti pfipravili pro préci mezinarodni jury, jejimz hlavnim
tkolem je vybrat z pfipravenych navrhi Sestici soutéznich tloh, vynikajici
podminky v kouzelném méstecku San Ildefonso-La Granja v srdci Kas-
tilie nedaleko Segovii (asi 80 km severozapadné od Madridu). P¥ijemnou
nadmotskou vysku v blizkosti krélovského paldce a nddhernych zahrad
jsme dvojnésob ocenili po pfesunu do rozpalenych ulic Madridu, kam se
mezitim sjel rekordni pocet 535 soutéZicich z 97 zemi celého svéta (spolu
s pozorovateli z Beninu a Syrie a zastupci Pakistanu, jejichz studenti za-
stali letos bohuZel doma, kdyZ jim Spanélskd ambasada neposkytla vcas
viza, dosahl pocet formalné zucastnénych zemi stovky).

Letosni olympiadu zahajila cirkusova show za zvuka Fucikova Vjezdu
gladidgtori. Uvodni hrozba moderétora, Ze ,dnes se spoji cirkusovy svét
se svétem matematiky“ snad nasla naplnéni jen béhem tvodniho defilé
s narodnimi vlajkami.

Ceské druzstvo, které bylo vybrano na zakladé vysledki tstfedniho
kola 57. roéniku MO v Ceskych Budé&jovicich a nasledné tydenni pti-
pravy v Kostelci nad Cernymi lesy, tvotili Tomds Hrebejk z 8. roéniku
Gymnézia v Praze 4, Miroslav Klimo§ z 3. roéniku Gymnézia Mikulase
Kopernika v Bilovci, Jan Matéjka ze 7. ro¢éniku Gymnézia v Ceskych
Budgjovicich v Jirovcové ulici, Samuel Riha ze 3. roéniku Gymnézia na
tt. Kpt. JaroSe v Brné, Josef Tkadlec a Jakub Tépfer, oba ze 7. roéniku
Gymnazia Jana Keplera v Praze 6. Vedoucim druzstva byl RNDr. Karel
Hordk, CSc., z Matematického tistavu Akademie véd v Praze a studenty
doprovazel Mgr. Martin Pandk, Ph.D., z Pfirodovédecké fakulty Masa-
rykovy univerzity v Brné.
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Vlastni soutéZ se odehrala v jedné obrovské aule 16. a 17. Cervence,
kdy soutézici jako obvykle fesili vzdy po trojici soutéznich tloh. Na to
méli pokazdé vyhrazeno presné 4,5 hodiny; za kazdou ze Sesti iloh mohli
ziskat nejvyse 7 bodi.

Nasi reprezentanti podali standardni vykon (aZ na jednoho vytesili
vEichni nejlehéi prvni lohu a skoro stejné dobfe se vyporadali i s druhou
z leh¢ich Gloh — tlohou ¢tvrtou). Jediny, kdo si v kazdém soutéznim dnu
poradil se dvéma ulohami, byl Miroslav Klimos, ktery tak po bronzu ze
48. MMO rozsitil svou sbirku o stfibrnou medaili. Dalsi medaili pro nas
tym ziskal Josef Tkadlec, od néhoz jsme vSak po vitézstvi v tstfednim
kole &ekali trochu vic. Vysledky naSich jsou shrnuty v nasledujici tabulce:

Body za lohu Body Cena

Umisténi 1 23 456
424.-447. Tomas Hrebejk 1 00 400 5
64.-70. Miroslav Klimos 77077 0 28 II.
268.—283. Jan Matéjka 72 0 410 14 HM
368.-391. Samuel Riha 700100 8 HM
212.-237. Josef Tkadlec 7106 11 16 I11.
268.-283. Jakub Topfer 7 0700 14 HM
Celkem 3610 029 9 1 &5

Dalsi t¥i nasi studenti se museli spokojit pouze se zékladnim ocenénim,
kterym je tzv. Honorary mention a které se udéluje studenttim bez me-
daile za Uplné vyteSeni alesponi jedné z nelehké Sestice soutéznich tloh;
jejich obtiZnost si koneén& miZete ovéfit sami. Pro srovnani uvedme i vy-
sledky slovenskych reprezentanti, ktefi ziskali jen o par bodd méné:

Body za tlohu Body Cena

Unmisténi 1 23 456
407.-423. Miroslav Balaz 200 400 6
346.-367. Albert Herencsar 500400 9
284.-296. Tomas Kocak 710410 13 HM
238.—267. Filip Sladek 7107 0 0 15 II1.
199.-211. Michal Spisiak 720710 17 II1.
212.-237. Vladislav Ujhéazi 54 07 0 0 16 III.
Celkem 33 8 033 2 0 76

Pocet ziskanych cen a celkovy bodovy zisk jednotlivych zemi vyctete
z pfipojené tabulky (&isla v zdvorce oznacuji nizsi pocet reprezentanti):
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I II III body I II III  body
CLR 5 1 0 217 Bosna a Hercegovina 0 0 3 68
Rusko 6 0 0 199  Slovinsko 0 0 2 68
USA 4 2 0 190  Svycarsko 0 1 1 68
Korea 4 2 0 188 Svédsko 010 67
Iran 1 5 0 181 Dansko 0 20 66
Thajsko 2 31 175  Kostarika 0 0 2 65
KLDR 2 4 0 173  Malajsie 01 0 65
Turecko 31 2 170  Rakousko 0 0 1 63
Tchaj-wan 2 40 168  Norsko 1 0 0 62
Madarsko 2 31 165 Belgie 0 1 1 61
Japonsko 2 3 1 163  Makedonie 0 0 2 61
Vietnam 2 2 2 159  Lucembursko (5) 0 0 2 60
Polsko 2 31 157  Tadzikistan 0 0 1 60
Bulharsko 2 1 3 154  Lotyssko 01 0 58
Ukrajina 2 2 2 153  Macao 0 0 2 58
Brazilie 0 5 1 152 Maroko 0 0 1 58
Peru 1 3 2 141  Arménie 0 0 0 56
Rumunsko 0 4 2 141  Portugalsko 0 0 2 55
Australie 0 5 1 140  Albénie 0 0 1 53
Némecko 1 2 3 139  Chile (3) 011 49
Srbsko 1 30 139  Irsko 0 0 0 45
Kanada 0 2 4 135 Kypr 0 0 1 42
Velka Britanie 0 4 2 133  Novy Zéland 0 0 0 42
Italie 0 3 3 132 Estonsko 0 0 1 41
Kazachstan 1 2 3 128  Finsko 0 0 1 40
Bélorusko 0 3 2 125 Bangladés (4) 0 0 0 33
Izrael 11 2 120 Island (5) 0 01 31
Hongkong 0 3 1 107  Salvador (4) 0 0 0 31
Mongolsko 0 2 1 106  Sri Lanka 0 0 0 29
Francie 01 4 104  Kirgizie (5) 0 0 0 28
Indie 0 0 5 103 Trinidad a Tobago 0 0 1 28
Singapur 01 3 98 Kuba (1) 01 0 27
Nizozemsko 0 2 2 94  Ekvador 0 0 0 26
Uzbekistan 0 0 4 94 Kambodza 0 0 0 25
Litva 01 2 92  Cerné hora (3) 000 24
Indonézie 01 2 88  Paraguay (4) 0 0 1 24
Mexiko 011 87  Filipiny (3) 0 0 1 23
Chorvatsko 0 0 3 86  Uruguay (5) 0 0 0 22
Argentina 01 3 85  Tunisko (4) 0 0 0 20
Ceskd republika 01 1 85  Honduras (2) 0 0 0 17
Recko 0 0 2 85  Guatemala (4) 0 0 1 16
Gruzie 0 0 5 84  Lichtenstejnsko (2) 0 0 0 16
Spanélsko 0 0 3 82  Venezuela (2) 0 0 0 16
JAR 01 0 79  Portoriko (3) 0 0 0 9
Kolumbie 0 2 0 77  Saudskd Arabie 0 0 0 8
Slovensko 0 0 3 76  Bolivie (5) 0 0 0 5
Turkmenistan 0 0 4 76 SAE (4) 0 00 5
Azerbajdzan 0 0 3 74 Kuvajt (5) 0 0 0 3
Moldavsko 010 74

V neoficidlnim pofadi vSech ztdastnénych zemi jsme jen taktak obha-
jili pozici v prvni étyficitce (spolu s Argentinou a Reckem jsme se podélili

0 39.—41. pficku).

150



Vynikajici organizace se projevila i v bohaté naplni volného ¢asu jak
studentl, tak jejich vedoucich. O tom svédci zejména vylety do Segovii
(kterda se kromé jiného muze pochlubit i zbytky nadherného fimského
akvaduktu), El Escorialu a Toleda, v Aranjuez navstéva kulturniho ve-
Cera s vynikajici predstavitelkou tradiéniho flamenca Mercedes Ruiz, pro
studenty pak navic moZnost navstivit v Madridu svétoznamou galerii
Prado a dlouha rada soutézi a aktivit.

Slavnostniho zakonceni olympiady v aule Univerzity Carlose III. se
mimo jiné zaCastnilo i Jeho krélovské veli¢enstvo princ Felipe de Asturias
se svou choti princeznou Letiziou. Spolu s dal$imi predstaviteli rozdali
celkem 267 medaili vSem, ktefi v nelehkém kléani ziskali alesponn 15 bo-
dti. Mezi nimi bylo 100 studentt, ktefi za 22-30 bodu ziskali stfibrnou
medaili, a 47 nejuspésndgjsich, ktefi za zisk alespori 31 bodu byli ocenéni
medaili zlatou. Mezi nimi vynikli t¥i Citiani Xiaosheng Mu, Dongyi Wei
(oba CLR) a Alex Zhai (USA), ktefi bezchybné vyfesili viech Sest tloh.

O maximalni pocet 42 bod banalni chybou v feSeni druhé tulohy
pfiel Madar Lészl6 Miklés Lovasz, ktery tak s 39 body skoncil aZ na
4. misté. Uloha méla dvé &sti a chyba byla, Ze se mlady Lovéasz v té
druhé ¢asti vénoval plné jinym problémum, nez bylo tfeba; pritom sta-
¢ilo poznamenat, ze pozadovanou vlastnost uz vlastné dokéazal v prvni
¢asti. Dodejme, Ze jeho otec Laszlé Lovasz, ktery je dnes prezidentem Me-
zindrodni matematické unie (IMU), ziskal v letech 1963-1966 na MMO
nejprve stiibrnou a poté jesté tii zlaté medaile.

Hostitelskymi zemémi piistich olympidd budou Némecko (jubilejni
50. ro¢nik), Kazachstan a Holandsko.

Texty soutéZnich uloh
(v zévorce je uvedena zems, kterd tlohu navrhla)

1. V ostrouhlém trojuhelniku ABC oznaéme H prisedéik vysek. Kruz-
nice se stfedem ve stfedu strany BC prochazejici bodem H protind
pfimku BC' v bodech A; a A,. Podobné kruZnice se stfedem ve stfedu
strany C'A prochéazejici bodem H protind pfimku C A v bodech By a B,
a kruznice se stiedem ve stiedu strany AB prochazejici bodem H protina
primku AB v bodech C; a Cy. Ukazte, ze body Ay, Ay, By, By, Cy, Co
lezi na jedné kruznici. (Rusko)
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2. (a) Dokazte, zZe

I2 y2 2:2 4

-1 Ty T Go1es

pro vSechna redlné ¢isla z, y, z rizna od 1 a spliiujici rovnost zyz = 1.
(b) Dokazte, Ze v uvedené nerovnosti plati rovnost pro nekonecéné

mnoho trojic racionalnich ¢isel z, y, z riznych od 1 a splnujicich rovnost

zyz = 1. (Rakousko)

3. Dokazte, Ze existuje nekonec¢né mnoho kladnych celych éisel n, pro néz
m4 &islo n? + 1 prvoéinitel véts nez 2n + v/2n. (Litevsko)
4. Najdéte vSechny funkce f: (0,00) — (0, 00) takové, Ze
2 2 9 . 5
(fw) +(f(@)”  w*+a

F@) +f(22) P+

pro vSechna kladna realna éisla w, z, y, z spliiujici rovnost wzr = yz.
(Jizni Korea)

5. Necht n a k jsou kladna celd &sla, pro néz je k — n nezaporné sudé
¢islo. Je ddno 2n lamp oznacenych ¢isly 1,2, ..., 2n, pficemz kazda z nich
muze byt zapnutd ¢i vypnutd. Na pocatku jsou vSechny lampy vypnuté.
Uvazujme posloupnosti kroki: v kazdém kroku jednu z lamp piepneme
(vypnutou zapneme ¢ zapnutou vypneme).

Ozna¢me N pocet vSech takovych posloupnosti k& kroki, jez vedou do
stavu, kdy vSechny lampy 1 az n jsou zapnuté a vSechny lampy n + 1
az 2n vypnuté.

Oznacme M pocet vSech takovych posloupnosti k& krokt, jez vedou
do stavu, kdy vSechny lampy 1 aZ n jsou zapnuté a viechny lampy n + 1
az 2n vypnuté, pricemz zadné z lamp n + 1 az 2n nebyla nikdy zapnuta.

Urcete podil N/M. (Francie)

6. Necht ABCD je konvexni étyfahelnik, v némz |BA| # |BC|. Oznalme
w1 a wy kruznice vepsané trojuhelnikim ABC a ADC'. Predpokladejme,
Ze existuje kruzZnice w, jez se dotykéa polopiimky BA za bodem A, polo-
piimky BC za bodem C a zéaroveini i obou pfimek AD a CD. Dokazte,
Ze spole¢né vnéjsi teény kruznic w; a wy se protinaji v bodé kruznice w.

(Rusko)
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Reseni tloh

1. Osy use¢ek A1 Ay, B1Bg, C1C5 jsou zaroven osami stran BC, CA, AB,
takZe se protinaji v bodé O, jenz je stfedem kruznice opsané trojihelniku
ABC. Proto je O jediny bod, jenZ miZe byt stfedem pozadované kruznice.

Oznaéme strany a thly v trojihelniku standardnim zpisobem. Déle
necht r = |OA| znaéi velikost poloméru opsané kruznice, Cy stied stra-
ny AB a P patu vysky z vrcholu C (obr.51). Dokdzeme, Ze vSech Sest
bodt ze zaddni ma od bodu O stejnou vzdalenost. Pouzitim Pythagorovy
véty ve vicero trojuhelnicich nejprve vyjadfime délku usecky OC; pomoci
jinych délek v trojuhelniku.

A O P C, C, B
Obr. 51
7 pravothlych trojuhelniktt OC,Cy, CoHP,} OACy, HAP méme

l001|2 = IClc()|2 + IOC()’z, 1
|I'IC'0|2 e |HP12+[PC'O|2, 2
|OCy|2 =72 — (%0)2, 3

|HP|? = |AH|? — |AP]. (4

~— — ~— ~—

ProtoZe podle zadani |C1Cy| = |HCy|, dosazenim (2) a (3) do (1) a na-
slednym dosazenim ze (4) dostavame

|OC1|? = |HP*+|PCo|*+r2—(3¢c)? = |AH|*—|AP>*+|PCo|* +r? - 12
Bez ohledu na to, zda bod P lezi na tiseéce AC) ¢i na tseéce CoyB, plati

|PCo|? = |se— |AP||* = (e — |AP|)* = 1% — c|AP| + |AP)*.

1 Jestlize P = Cop, neni Co HP trojuhelnik, ale rovnost (2) i tak trividlng plati.
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Dosazenim do ptredchozi rovnosti tak dostaneme
|OC1|? = |AH|* — |AP|® + (3 — c|AP| + |AP)?) + 1 — ic® =
= |AH> +r* — ¢|AP|.

Koneéné pro délku vysky méme (z pravouhlého trojihelniku CAP)
|AP| = bcos a, takze

|OC1 |2 = |AH|? +r* — cbcos .
Analogicky (jen vyménime tlohu vrcholt B a C') dostaneme

|OB,|% = |AH|? +r? — becos a,

takze |OC;| = |OBj|. Analogicky odvodime i rovnosti |OA;| = |OC,|
a |OB;| = |OA;|. Dohromady s triviadlnimi rovnostmi |OA4;| = |OAs|,
|OBy| = |OBy|, |OCy| = |OC,| dostavame

|OA;| = |0OAs| = |OB;| = |OBs| = |0Cy| = |0OCy|,
tedy body Ai, Ay, By, By, C1, Cy lezi na jedné kruZnici se stiedem O.
Jiné feSeni. Oznacme stiedy stran BC, CA, AB postupné Ag, By, Co
a kruznice zminéné v zadani se sttedy v téchto bodech ozna¢me postupné
ka, ky, k.. Usedka AgBjy, stiedni p¥icka trojuhelniku ABC, je spojnici
stfed kruznic k,, kp. Protoze je rovnobézna se stranou AB, je kolmé

k vysce na stranu AB. A protoZe bod H je prisecikem obou kruZnic, je
piimka CH jejich chordalou? (obr.52).

Obr. 52

2 Chordala dvou nesoustfednych kruZnic je mnoZina bodu, které maji k obéma
kruznicim stejnou mocnost. Je to vzdy pfimka kolma na stfednou (spojnici jejich
stfedll) a obsahuje jejich pfipadné priseciky.
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Protoze bod C' leZi na chordale kruznic k., kp, ma k obéma kruz-
nicim stejnou mocnost, takze |CA;| - |CAs| = |CBj| - |CBsy|. Navic
bod C lezi zaroven vné ¢i uvnitf obou kruznic. To znamena, Ze uve-
dené ¢tyti body Ay, As, By, By lezl na jedné kruznici. Stied této
kruznice pfitom musi byt prusefikem os tusedek A;A,, BiBs, coZ je
zfejmé stfed O kruznice opsané danému trojihelniku ABC. Odtud mame
|OA,| = |OAy| = |OB;| = |OBsy|. Uplné stejné dokazeme (BH je chor-
délou kruZnic kg, k) rovnosti |OA;| = |OAs| = |0OC;| = |OCs|, odkud
plyne, Ze body Ay, Ay, By, By, C1, Cs lezi na jedné kruznici se sttedem O.

Jiné FeSeni. Jak uz vime, jedingm kandidatem na stfed hledané kruz-
nice je stfed O kruznice opsané trojuhelniku ABC'. Staci tedy pro libo-
volny z bodu Ay, As, By, By, C1, Cy ukazat, Ze jeho vzdalenost od pri-
seéiku vysek na volbé bodu nezavisi.

Oznac¢me stfedy stran BC, CA, AB postupné Ay, By, Cy. Podobné
jako v prvnim feSeni vyjdeme z rovnosti

|0C,[? = |C1Co|? + |OCo|? = |[HCy|? + [OCy|*.
Oznacime-li N stied usecky OH, plati dale
|HCo|? +]0Co|? = 1|OH|? + 2|NCy 2.

To jsme jen zapsali znamy vztah délek stran trojuhelniku HCoO a jeho
téznice CoN.? Nyni si staci uvédomit, ze stied N tsetky OH je stfedem
kruznice opsané trojuhelniku 4gByCy (je to tzv. kruznice deviti bodt),
kterd ma polomér rovny poloviné poloméru r kruZnice opsané trojuhel-
niku ABC, jak snadno plyne ze stejnolehlosti obou trojihelnik podle
jejich spole¢ného tézisté. Spojenim uvedenych rovnosti tak dostdvame
|OCy|? = %(|0H|2 +72). Odtud je uZ ziejmé, %e viech Sest uvazovanych
bodii lezi na kruznici se sttedem O a polomérem 1(|OH|? + 72).

Jiné FeSeni. Zvolime-li stfed O kruZnice opsané trojuhelniku ABC za
pocatek souradnicového systému a oznacime jednim pismenem X odpo-
vidajici vektor OX, plati H = A+ B + C (ve stejnolehlosti se stfedem
v tézisti T' daného trojuhelniku, kterd prevadi ABC na AgBoCy, od-
povida totiz ortocentru H bod O, takZe je H — T = 2(T — 0O) neboli

3 Rovnost snadno plyne z kosinové véty a je ekvivalentni s jinou zndmou rovnosti
2(a? +b2) = e? + f2, ktera plati pro rovnobéznik se stranami a, b a uhlopfickami

e, f.
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H = 3T — 20 = 3T). Zaroverti také je A-A=B-B=C-C =72, kde
r oznacuje polomér kruznice opsané trojihelniku ABC'. Pro bod Cy tak
mame

|GoCi|? +0Go|* = [HG* +|0G|* =

:(A+B+C—AL2B)-(A+B+C—¥)+

(5) (55 -

JA+B) (A+B)+C-C+C (A1 B)+ (A+B) (At B)=

1
= Z(ZA-A+ZB-B+4C-C+4A-B+4B-C+4C-A):
=2 +A-B+B-C+C-A,
pri¢emz soudinem - zde pfirozené rozumime skalarni sou¢in piislusnych
vektori. Ze symetrie posledniho vyrazu vidime, Ze vSechny body A;, As,
By, By, C;, Cy maji od bodu O stejnou vzdalenost, takZe lezi na jedné
kruznici.

2. a) Zavedme substituci

tj.
b c
= —— z = "
a—1 Y51 c—1

Chceme dokazat nerovnost a? + b? 4+ ¢? 2 1 pro libovolna realné &isla
a, b, c # 1 spliiujici rovnost

a b ¢
a—1 b—1 ¢—1

L (1)

ktera je pfepsanim podminky zyz = 1. Ekvivalentnimi tpravami z (1)
postupné dostavame
abc=(a—1)(b—1)(c—1),
ab+bc+ca=a+b+c—1,
(a+b+e)?—(@®+b2+c)=2a+b+c—1),
(a+b+e)?—2(a+b+c)=a’+b% 4% -2,
(a+b+tc—1)2=a’+b>+c* 1. (2)

I
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Leva strana posledni rovnosti je vZdy nezdporna, proto opravdu plati
a2+ +c221.

b) Abychom nasli dokonce vsechny trojice raciondlnich cisel x, y, z
rtiznych od 1, jez spliuji vztah zyz = 1 a pro néz v zadané nerovnosti
plati rovnost, staci najit trojice racionélnich ¢isel a,b,c # 1, jez spliuji
jak (1) (coz navic znamend, Ze jsou nenulovd), tak i rovnost a® + b* +
+¢? = 1, a pouZit uvedenou substituci (zachovavajici racionalnost) na
vypoclet x, y, z. Pfitom prvni z rovnosti jsme ekvivalentné upravili na
tvar (2). V oboru racionélnich ¢isel raznych od 0 a 1 tedy feSime soustavu

(a+b4+c—1)2=a?+b> 4?1,
a?+b+c =1,
ktera je ziejmé ekvivalentni se soustavou
a2+ +cf=a+b+c=1.

Vyjadfenim ¢ = 1 — a — b a dosazenim do rovnice a? 4+ b2 + ¢ = 1 tak
dostavame jedinou rovnici

a?+b*+ab—a—b=0.

Jsou-li nyni a,b ¢ {0,1} raciondlni disla, je raciondlni i A = b/a.
Dosazenim b = Aa do posledni rovnice dostavame

a?(14+ 224+ X) —a(l+2) =0,
a protoze a # 0 a A2 + X\ + 1 > 0 pro kazdé ), vychazi
1+ A+ A2 A

TTHA A T I+ T TIxaar

Nasli jsme tak vSechna racionélni FeSeni uvazované soustavy, kterych je

nekoneéné mnoho, nebot Zadnéa ze t¥i nalezenych racionalnich funkci A

nenabyva jen konecné mnoha hodnot. Vylou¢it musime jediné dvé hod-

noty A € {—1,0}, jez vedou k nezddoucim hodnotam 0, 1 &isel a, b, c.
Jestlize se vratime k plvodnim proménnym z, y, z, dostaneme po

jednoduché tpravé trojice

1+ A
__)\Tv Yy = “)\(1+)\), z = —(T:)\—)2,

diikaz je vSak uplny i bez tohoto vyjadreni, nebot riznym trojicim (a, b, ¢)
zfejmé odpovidaji riizné trojice (z,y, z), takZe i jich je nekoneéné mnoho.

a
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Jiné FeSeni. ProtoZe ¢isla x, y, z jsou ruzna od 1, miZeme polozit
r=a+1,y=0b+1,z=c+1 (abc#0). Je tedy

z2 4 22 a+1)2 b+1)? c+1)?

y (@+17 (017 ()

V —— =
e - T & 52 P

1 1 1 1 1 1
=342 )t atpta s
2(ab +bc+ca)  (ab+ bc + ca)? —2abc(a+b+c)
+
abe (abe)?

=3+

Oznacime-li a + b+ c = p, ab+ bec+ ca = q, abc = r # 0, mame zyz = 1,
pravé kdyz p + g +r = 0. Protoze r # 0, mizeme pokracovat
2

2 —2r 2 2
EETE-  e/ JEF PR B () 8
T T T T

2 r 2 2
:3+—q+(g> 4ol (g) +4g+5:<g+2> +121.
r r r r r r

Tim je pozadovana nerovnost dokdzana. Zaroven vidime, Ze rovnost na-
stava, prave kdyz g = —2rap+q+r = 0.

Najdéme (podobné jako v prvnim feSeni) vsechny trojice nenulovych
raciondlnich disel a, b, ¢, které vyhovuji soustavé poslednich dvou rovnic,
jez muzeme prepsat do tvaru

LR S B LR S S

a b ¢ 7 ab ' bc  ca
Vytkneme-li ze dvou zlomki druhé rovnice ¢initel 1/¢, dostaneme v za-
vorce soucet 1/a+1/b, za ktery dosadime jeho vyjadieni z prvni rovnice.
Dostaneme tak

%4—1 (—2—%):1 neboli %-%z(l%—%)z.

Pomoci nezndmé ¢ tak mame vyjadien jak soucet, tak i soucin zlomkl
1/a a 1/b, tato dvé racionalni ¢isla jsou tudiz kofeny t¢; o kvadratické

rovnice 1 1:2
£+ (24 )+ (142) =0
c c

Jeji diskriminant

12 12 4dc+3
(2+—) —4(1+—) =
C C &
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proto musi byt druhou mocninou racionalniho ¢isla, takze pro vhodné
racionédlni p musi platit

p?+3

4c+3=—pu® odkud c=—

Po dosazeni takového parametru ¢ do odvozené kvadratické rovnice
uréime oba jeji racionalni kofeny t; o (rutinni vypocet podle znamého
vzorce preskodime) a rovnou zapiSeme pfislusné hodnoty a a b (v jednom
z pofadi, na kterém ostatné diky symetrii tlohy tolik nezalezi):

1 u?+3 1 u?+3

G=—=————— a b=_—= .

t1 (k—1) ty (k+1)?
Racionélni ¢islo p jako parametr nalezeného popisu vsech vyhovujicich
trojic (a,b,c) zfejmé mize nabyvat jakékoliv hodnoty s vyjimkou u =
= +1. Vratime-li se k ptivodnim proménnym z = a + 1,y = b+ 1,
z = ¢+ 1, obdrzime kyZzené vzorce pro vSechny hledané trojice (aZ na
moznou zaménu z a y) ve tvaru

2(p+1) 2(p—1) -

—— — 9 AR =

=17 7 ur1? i

Snadno se muzeme presvédcit, Ze parametry A a u z obou podanych feseni
popisuji stejnou vyhovujici trojici, plati-li A = —2/(u + 1) (podminka
p # 1 odpovida podmince A # —1).

3. Necht N je libovolné sudé piirozené &islo a p néktery prvodcinitel ¢isla
N2 4+ 1. Oznaéme z zbytek &sla N pii déleni prvocislem p (zfejmé 0 <
< z < p). Potom mame
22 = N? = -1 (mod p) a téz (p—2)?=22=—-1 (mod p).
Vezméme za n mensi z dvojice éisel z, p— z. Plati tedy 0 < n < p/2 (p je
liché prvoéislo) a zaroven p | n? 4 1. Navic
(p —2n)? = 4n® = —4 (mod p),

a protoZe (p—2n)? > 0, dostavame (p—2n)? > p—4. Pro prvocislap > 5
tak po odmocnéni a tipravé mame

p—2n2+/p—4,
pZ2n++/p—4 (1)

Je-1i dokonce p > 20, je /p —4 >4 az (1) plynep > 2n+4 neboli p—4 >
> 2n. Je tedy /p —4 > v/2n a dosazenim do (1) dostavame pozadovanou
nerovnost p > 2n + v/2n.
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Ukézali jsme, Ze pro kazdé prvocislo p > 20, k némuz existuje takové
&islo N, ze p | N2 4+ 1 (tedy pro kazdé prvodislo, mezi jehoz kvadratické
zbytky patii —1) existuje ¢éislo n s pozadovanou vlastnosti. Kdyby bylo
takovych n jen koneéné mnoho, muselo by existovat jen koneéné mnoho
popsanych prvoéisel, z p | n? + 1 totiz plyne p < n? + 1. AvSak prvoéisel
s kvadratickym zbytkem —1 je nekonecné mnoho. Dikazem tohoto znéa-
mého tvrzeni zakoncime feSeni tulohy.

Necht M je libovolné pfirozené ¢islo. Potom libovolné prvoéislo p,
které je délitelem &isla (M!)? + 1, ma mezi svymi kvadratickymi zbytky
Gislo —1. Zéaroven p > M, nebot zfejmé Zadné z cisel 2,3, ..., M neni
délitelem ¢isla (M!)2 + 1. Ke kazdému M tedy existuje prvoéislo p > M
s pozadovanou vlastnosti. Takovych prvocisel je proto nekone¢né mnoho.

Poznamky. Kazdé prvocislo tvaru 4k + 1 mé mezi svymi kvadratic-
kymi zbytky ¢islo —1. Naopak —1 neni kvadratickym zbytkem Zadného
prvodisla tvaru 4k + 3. Prvocisel tvaru 4k + 1 je nekone¢né mnoho.

Prvni tvrzeni plyne z Wilsonovy véty: pro kazdé (liché) prvocislo p
plati (p —1)!+1 =0 (mod p). A protoze i(p — i) = —i% (mod p), mame

(p—1)! = (=1)}-D ((73;_1)!)2 = 1 {mod ),

coz ukazuje, ze pro p = 4k + 1 je —1 kvadratickym zbytkem. Kdyby
naopak pro p = 4k + 3 existovalo z, Ze 22 = —1, dostali bychom
g~ = (22)2(-1) = (=1)2(=1) = _1 co% odporuje malé Fermatové
vété. A konecéné jsou-li p1,pa, ..., p, prvocisla davajici zbytek 1 (mod 4),
je prvodinitel p &isla (p1p2...pn)?% + 1 od prvoéisel py,po,. .., p, rizny,
a protoze ma mezi kvadratickymi zbytky —1, musi byt podle pfedchoziho
jediné tvaru 4k + 1.

4. Predpokladejme, Ze funkce f vyhovuje zadéni. Budeme za w, z, v, z
dosazovat ruzné ¢tverice kladnych ¢isel spliujici wz = yz a stanovovat
tak podminky, které musi f spliiovat a jez budeme dale pouzivat.

Po dosazeni w = z = y = z = 1 mame f(1)?/f(1) = 1, tedy f(1) = 1.
Vezméme libovolné ¢ > 0 a dosadme w = t, 2 = 1 ay = z = /1.
S vyuzitim f(1) = 1 postupnymi tpravami dostavame

f@A?+1 241
2f(t) 2t
tf(t)> +t =2 f(t) + f(2),
tf(t)(f(t) —t) = £(t) - t,
(f@) —t)(tf(t)—1) =0.
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Pro kazdé t > 0 proto plati bud f(t) = ¢, anebo f(t) = 1/t. Pfimym
dosazenim do zadani snadno ovéfime, ze obé funkce

1
f(t)=t provSechnat>0 a f(t)= 7 Pro viechna t >0 (1)

vyhovuji (prvni funkce zfejmé vyhovuje, v pfipadé druhé staci provést
triviadlni Gpravu a pouZit podminku wz = yz). UkdZeme, Ze Zadna jina
funkce podminky zadéani nespliiuje, tj. Ze f nemuZe pro nékteré ¢t # 1
nabyvat hodnotu ¢ a pro né&jaké jiné ¢t hodnotu 1/t.

Piedpokladejme, Ze f neni ani jedna z funkei (1). Tedy pro néjaka
a > 0,b> 0 plati f(a) # a a f(b) # 1/b. Podle odvozenych podminek
potom nutné f(a) = 1/a, f(b) = b. Dosazenim w = a, z =bay =2z =
= v/ab do dané rovnosti po upravé dostavame

a——2 + b2 a2 + b2

2f(ab)  2ab ’
b(a—2 b2
flon) = G 2F) ©)

Vime, Ze f(ab) = ab nebo f(ab) = 1/ab. Jestlize f(ab) = ab, je podle (2)
a"? 4+ b% = a? +b?, odkud @ = 1. Avsak f(1) = 1, coz odporuje predpo-
kladu f(a) # a. Podobné jestlize f(ab) = 1/ab, z (2) mame

a?b?(a™? + b?) = a2 + 17, tedy b2 + a?b? = a? + b2,
odkud b* = 1, tj. b = 1, coZ odporuje piedpokladu f(b) # 1/b.
Dvé funkee (1) jsou tedy jediné funkce, jez vyhovuji zadéani.
Jiné FeSeni. Predpoklddejme, Ze funkce f vyhovuje zadéni, a poloZme

w=s,x =t y=z=+/st. Pro libovolna kladna &isla s, ¢t tak dostaneme

Flo)? + £ = (st L ®)

Pro s =t =1 odtud snadno plyne f(1) =1 a pro s = 1/t pak vyjde

f@ﬁ+f@){=ﬁ+—. (4)

Koneéné dosazenim s = 1 do (3) dostaneme

241

f6)? - —

f)+1=0,
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coz je stejna kvadratickd rovnice pro f(t), jakou jsme dostali v pfedcho-
zim TeSeni. Vidime tedy, Ze pro kazdé t > 0 plati bud f(t) = t, anebo
£t =1/t.

Oznaéme A = {a: f(a) =a} a B = {b: f(b) =1/b}. ZiegmE ANB =
= {1} a AUB = (0,00). Ze vztahii (3) a (4) v8ak navic plyne, Ze obg
mnoziny A i B jsou uzavieny vzhledem k operacim nasobeni a prevracené
hodnoty. Jsou-li nyni a € A, b € B takovd, 7e a # 1, b # 1, nemiZe byt
ani ab € A (jinak by bylo b = a=!.ab € A), ani ab € B (bylo by
a = ab-b~! € B). Odtud plyne, Ze jedna z mnozin A, B je nutné trividlni
(rovna {1}), zatimco druha je rovna (0, 00).

Jediné dvé funkce, jez vyhovuji zadani, jsou funkce (1).

5. Posloupnosti k kroki, které vedou do stavu popsaného v zadani (lam-
py od 1 po n zapnuté, lampy od n+1 po 2n vypnuté), nazvéme vyhovugic.
Vyhovujici posloupnosti, v nichZ navic ani jednou nezapneme zadnou
z lamp od n + 1 po 2n, nazvéme specidlni. Mame tedy N vyhovujicich
posloupnosti, z nichz M je specialnich.

V kazdé vyhovujici posloupnosti je kazda z lamp 1,...,n na konci
zapnutd, takZe celkovy podcet jejich prepnuti je lichy. Naopak kazda z lamp
n+1,...,2n je na konci vypnuté, takze pocet jejich pfepnuti je sudy.

Ziejmé& M > 0, tj. existuje aspon jedna specidlni posloupnost (staéi
jednou zapnout kazdou z lamp od 1 po n a potom zvolit jednu z nich
a pfepnout ji (k — n)-krat, coZ je podle zadani sudé ¢islo).

Necht P je libovolna specidlni posloupnost. Zvolme kteroukoli lam-
pul, kde 1 £ 1 £ n. Oznaéme k; celkovy pocet piepnuti lampy [ (jak
uz jsme zminili, je k; liché). Vyberme mezi nimi libovolnou podmno-
Zinu obsahujici sudy podet prepnuti a nahradme kazdé z nich pfepnutim
lampy 7 + . To mtizeme udélat 2%:~1 zplsoby, protoze kazda kj-prvkova
mnozina ma %2’” = 2k~1 podmnozin se sudou mohutnosti (zfejmé ma
kazd4 mnozina stejny podet podmnozin se sudou i s lichou mohutnosti).

Uvedené zmény prepnuti mizeme udélat nezavisle s kazdou lampou
pro l € {1,...,n}. Protoze k1 + ... + k, = k, je celkovy pocet ruznych
posloupnosti, které dostaneme,

2k1—1 . 2162—1 . X 2k1,,—1 — 2k—n.
V kazdé vytvorené posloupnosti je pocet prepnuti kazdé z lamp od n+1
do 2n sudy a podcet prepnuti kazdé z lamp od 1 do n lichy, jedna se proto

o vyhovujici posloupnost. Z kazdé specialni posloupnosti P umime tudiz
takto vytvofit 25— vyhovujicich posloupnosti.
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Ziejmé kazdou vyhovujici posloupnost Q muzeme vytvorit popsanym
zptsobem. Staci kazdé prepnuti lampy [ (I > n) nachdzejici se v Q nahra-
dit prepnutim lampy | — n. Ve vysledné posloupnosti P nebudou lampy
od n + 1 do 2n prepnuty ani jednou. Protoze v Q byl pocet prepnuti
kazdé lampy [ (I > n) sudy, bude pocet prepnuti kazdé lampy [ (I < n)
v P lichy, tj. posloupnost P bude specialni. Jestlize nyni postup obratime
a vratime prislusnd prepnuti zpét k lampam od n + 1 do 2n, dostaneme
posloupnost Q. Pritom obréceny postup zmény P na Q probiha presné
tak, jak jsme popsali vyse.

Nasli jsme zobrazeni z mnoziny vyhovujicich posloupnosti do mnoziny
specialnich posloupnosti, pfi¢emz vzor kazdé specialni posloupnosti pri

tomto zobrazeni obsahuje 2*~™ vyhovujicich posloupnosti. Proto N/M =
=2k-m,

6. Oznac¢me dotykové body kruznice w a ptimek BA, BC, CD, AD po-
stupné K, L, M, N (obr.53). Pro strany daného ¢tyithelniku plati
|AB| +|AD| = (|lBK| — |AK]) + (|AN| — |[DNY),
|CB| +|CD| = (|BL| - |CL|) + (ICM]| — |[DM]).
Pritom z rovnosti tsekt pfislusnych tecen ke kruznici w plyne |BK| =

= |BL|, |DN| = |DM]|, |AK| = |AN| a |CL| = |CM]|, coZ po dosazeni
do predchozich dvou rovnosti dava |AB| + |AD| = |CB| + |CD|.

K A

Obr. 53

Ozna¢me P a @) odpovidajici body, v nichZ se vepsané kruznice w;, wo
dotykaji strany AC. Podle znamych vzorct pro délky tisektt mezi vrcholy
trojihelniku a dotykovymi body stran a vepsané kruZnice vychazi

|AP| = 3(|AC| +|AB| - |BC|), |CQ|= 3(|AC|+|CD|~|AD)).

163



coz vzhledem k dokazané rovnosti |AB| + |AD| = |CB| + |CD| davéa
rovnost |AP| = |CQ)].

Jak znamo, body dotyku vepsané a pfipsané kruznice jsou soumérné
sdruzeny podle stfedu odpovidajici strany. Proto je bod @ zaroveti i bo-
dem dotyku kruznice pripsané ke strané AC trojtihelniku ABC (obr. 54).
Pfitom ve stejnolehlosti se stfedem B, v niZ se tato pfipsand kruZnice
zobrazi na kruznici wy, je obrazem bodu @ bod P’, v némZ mé kruz-
nice w; dalsi te¢nu rovnobéznou s tecnou AC. Ziejmé je PP’ primérem
kruznice wy, kolmym na AC a body B, P’, Q lezi v pfimce.

Obr. 54

Analogicky je bod P bodem dotyku kruznice pfipsané ke strané AC
trojuhelniku ADC. Navic P # @, nebot |AB| # |BC|. Je-li QQ’ pru-
mér kruznice wy (kolmy na uhlopticku AC), lezi body D, Q’, P rovnéz
v pfimce.

Uvazujme primér kruZnice w, jenZz je kolmy na AC, a oznacme T
ten z jeho krajnich bodu, ktery je blize pfimce AC. Ve stejnolehlosti
se stfedem B, ktera zobrazuje w; na w, se bod P’ zobrazi do bodu T
Podobné ve stejnolehlosti se stfedem D, kterd zobrazuje ws na w, se zas
bod @’ zobrazi do bodu T'. To znamena, Ze bod T je prisedikem p¥imek
P'Q a PQ'. Protoze PP’ || QQ', kruZnice wy, wy s pruméry PP’ QQ’
jsou stejnolehlé se stfedem T'. Protoze bod T nelezi na spoleéné vnitini
te¢né AC obou kruznic, je T' jejich vnéjsim stfedem stejnolehlosti, takze je
zaroven prusecikem vnéjsich tecen kruznic wy, ws, coz jsme chtéli dokazat.
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