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Mezinarodni stfetnuti Cesko-polsko-slovenské

V ramci zavéreéné piipravy pred MMO se uskutecnilo jiZ osmé meziné-
rodni stietnuti mezi tymy Ceské republiky, Polska a Slovenska. Jednotlivé
zemeé reprezentovala Sestice ucastniku, kteri si vybojovali ve svych zemich
postup na 49. MMO v Madridu.

Soutéz se uskutecnila 23.-25.6. 2008 v polské Zwardoni. VSechna t¥i
reprezentacni druzstva pricestovala na misto kondani jiz v nedéli vecer
22.6. 2008. Organizace a prubéh soutéze zustal zachovan z piedeslych
ro¢nikti — je prizpusoben stylu III. kola nasi MO a podminkam na MMO.
Soutézicim byly ve dvou dnech pfedlozeny dvé trojice souté&Znich tiloh,
pfitom za kazdou z tloh mohli ziskat nejvyse 7 bodu, tj. celkové (stejné
jako na MMO) 42 body. Na kazdou trojici tloh méli soutézici vyhrazeno
4,5 hodiny.

Poradi| Jméno Zemé| body |Soucet
1. | Jakub Oéwieja POL |777776 41
2. | Karol Zebrowski POL |777775 40
3. | Szymon Majewski |POL |277777 37
4. | Jakub Konieczny |POL [706717 28
5. | Jacek Jendrej POL |077715 27
6. | Radostaw Burny POL 407770 25
7. | Josef Tkadlec CZE |700771 22
8. | Michal Spisiak SVK |007704 18

9. | Vladislav Ujhazi SVK [073700 17
10. | Miroslav Klimos CZE (070702 16

11.-13. | Miroslav Balaz SVK (007503 15
Jan Matéjka CZE (070701 15

Samuel Riha CZE |070710 15

14. | Toméas Kocak SVK [201710 11

15. | Filip Sladek SVK [002710 10

16.-18. | Albert Herencsar SVK |000700 7
Tomas Hrebejk CZE [000700 7
Jakub Topfer CZE [000700 7
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Névrh vSech Sesti uloh (a jejich vzorové feSeni) pfipravili kolegové
z Polské republiky, feseni tloh koordinovala mezindrodni komise ve slo-
zeni Jaromir Simsa, Jaroslav Suréek a Karel Hordk za Ceskou republiku,
Pavol Novotny, Peter Novotny a Erika Trojdkova za Slovensko a Walde-
mar Pompe, Jerzy Bednarczuk a Andrzej Grzesik za Polsko.

Texty soutéznich tloh
1. Urcete vSechny trojice (x,y, z) kladnych redlnych ¢isel, které vyhovuji
soustavé rovnic
223 = 2y(z? 4+ 1) — 1(2% + 1),
2y* = 3z(y> + 1) — 2(z* + 1),
225 = 4z(22 + 1) = 3(y* + 1).
(Adam Osekowskt)
2. Je dén konvexni Sestithelnik ABCDFEF se shodnymi vnitinimi thly
pfi vrcholech 4, C a E, v némz plati |AB| = |BC|,|CD| = |DE|a |EF| =
= |F'A|. Dokazte, 7e se piimky AD, BE a C'F protinaji ve spole¢ném
bodé. (Waldemar Pompe)

3. Urcete vSechna prvodisla p, pro néz je soucet

pY . (PY P\
(1)« () = (1)
délitelny &islem p3. (Jarostaw Wroblewski)

4. Dokazte, Ze existuje prirozené &islo n takové, Ze pro libovolné celé
¢islo k nema ¢islo k% + k + n zadného prvoéiselného délitele mensiho nez
2008. (Jarostaw Wrdoblewski)

5. V roviné je dan pravidelny pétitthelnik ABC DE. Uréete nejmensi hod-
notu vyrazu
|PA| + |PB|
|PC| + |PD| + |PE|’
kde P je libovolny bod roviny daného pétitthelniku.
(Waldemar Pompe)

6. Najdéte vSechny trojice (k,m,n) pfirozenych ¢isel s nasledujici vlast-
nosti: Ctverec se stranou délky m je moZno roziezat na nékolik pravo-
thelniki o rozmérech 1 x k a pravé jeden Ctverec se stranou délky n.

(Jarostaw Wroblewski)
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Reseni tiloh
1. Predpokladejme, Ze trojice (z,y, z) kladnych redlnych ¢isel je feSenim
dané soustavy. Rozebereme tii pfipady podle toho, které z éisel z, y,
z je nejmensi. Ukaze se, ze v kazdém z téchto pripadi staci uvazovat
jen jednu rovnici soustavy. Vicekrat pouZijeme zndmou nerovnost mezi
aritmetickym a geometrickym prumérem n-tice kladnych redlnych cisel
(v nasem piipadé bude n € {2,3,4}), v niz plati rovnost, pravé kdyz je
vSech n ¢isel stejnych.
Je-li z 2 y, z 2 y, plati zfejmé& nerovnosti

223 4+ (22 + 1) 2 2yx? + (22 + 1) 2 2yx® + 22 2 2yz? + 2y = 2y(2? + 1),

tedy 223 2 2y(z? + 1) — (2% + 1). Pfitom rovnost nastava jen v pfipadg,

kdy 223 = 2yz?, 224+1=22a2z=2y,tedyz =y, 2 = 1 a z = y. Témto

podminkam, a tedy i prvni rovnici soustavy vyhovuje jediné trojice x =

=y = z = 1. Snadno ovéfime, Ze tato trojice spliiuje i zbylé dvé rovnice.
Je-lixz 2 2, y 2 2z, dostadvame

20t +2(x2 +1) 2200 +2- 2z = (¥ + vt +2) + 3z 2
2 (y* + 972" +2) + 32 2 3/y82% + 32 = 32(y* + 1),

tedy 2y* = 32(y%? +1) — 2(z? +1). Rovnost nastava jediné v piipads, kdy

jsou splnény podminky z = 1, y* = y?2%, 2 = z a y* = y?2% = 2. Tomu,

a tedy i druhé rovnici soustavy vyhovuje jediné trojice z =y = z = 1.
Je-liy 2 z, z 2 £, madme podobné jako v predeslém piipadé

22° +3(y2 +1) 222843 -2y = (PP 4+ +y+y)+4y 2
> (P 4+ v 42)+42 2>
> 4V28z4 + 4z = 4z (2% + 1),

tedy 22° 2 42(2% + 1) — 3(y? + 1). Rovnost dostaneme jen pii dodrzeni
podminek y = 1, 2° = 2222, y = z a 2% = 2322 = 2. T¥et{ rovnice
soustavy je tedy splnéna jediné pro trojiciz =y =z = 1.

Jedinym FeSenim soustavy je trojice (1,1,1).

2. Oznac¢me v trojuhelniku ACE velikosti vnitinich thla pfi vrcholech
A, C, FE postupné a, v, €. Trojihelniky ACB, CED, EAF jsou podle
zadani rovnoramenné. Oznac¢me velikosti jejich vnitinich uhlt p¥i zaklad-
nach postupné 3, §, ¢ (obr. 41). Tvrzeni dokdZeme pouZitim Cevovy véty.

136



Proto jesté oznaéme P, @), R pruseéiky ptimek AD, CF, EB postupné
se stranami CE, FA, AC trojihelniku ACE.

Obr. 41

Ze sinové véty v trojihelniku ABR méame

|AR| _|BR|

|BR)| - sin |<xABE|
sin|XxABE|  sinp’ '

sin 8

tedy |AR|= (1)

Ze sinové véty v trojuhelniku ABE mame

A _ _|BE| tedy sin|xABE| =

|AE| - sin(a + B)
sin|xABE|  sin(a+ )’ '

|BE]|

Dosazenim do (1) dostdvame

|BR| - |AE| - sin(a + )
|BE)| - sin 3 '

|AR| =

Zfejmé analogicky (ze sinovych vét v trojuhelnicich CBR a CBE) mu-
Zeme odvodit

|BR| - |CE| - sin(y + B)

ICR| = |BE| - sin 3

Proto
|AR|  |AE|-sin(a+ f)

|CR| ~ |CE] -sin(y + B)’
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Opét analogicky lze vyjadrit poméry

|CP] _ |CA| - sin(y + 0) . |EQ| _ |EC| - sin(e + ¢)
|[EP|  |EA| sin(e +6) |AQ|  |AC| - sin(a + ¢)’

Odtud

|AR| |CP| |EQ| _sin(a+p) sin(y+96) sin(e+¢) @)
|CR| |EP| |AQ| sin(y+pB) sin(e +46) sin(a+¢)

Podle zadani vsak plati p +a+ S =0+v+d = + &+ ¢. Proto
a+fB=e+0, v+d=a+e, cet+to=7+p

a soudin (2) je rovny 1. Podle Cevovy véty se tak piimky AD, BE a CF
protinaji v jednom bodé.

Jiné feSeni. Oznafme P priiseéik os vnitfnich thlt daného Sesti-
thelniku pfi vrcholech B a D (obr.42). DokaZeme, Ze Sestithelniku
ABCDEF lze vepsat kruZnici, jejimz stfedem je bod P. Dané tvrzeni
pak plyne z Brianchonovy véty.!

Obr. 42

Z rovnosti |AB| = |BC| plyne, Ze trojuhelniky ABP a CBP jsou
shodné podle véty sus. Proto |xBAP| = |<xBCP| = a. Obdobné jsou
shodné i trojihelniky CDP a EDP, tj. | xDCP| = |xDEP| = .

1 Uvedena véta Fika, Ze jestlize se strany Sestithelniku ABCDEF dotykaji téze
kuzelosecky, protinaji se pfimky AD, BE a CF v jednom bodé.
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Z uvedenych shodnosti navic mame |AP| = |CP| = |EP|, odkud
dohromady se zadanou rovnosti |AF| = |EF| dostavame podle véty sss
shodnost trojuhelniki AFP a EFP. Proto osa vnitiniho thlu pfi vr-
cholu F' prochazi bodem P a |XFAP| = |xFEP| = ~.

Rovnosti K FAB| = |xBCD| = |xDEF| jsou ekvivalentni s rov-
nostmi vy +a = a+ B = B+ 7, z nichz trividlné vyplyva a = § = 7.
Proto i osy vnitfnich uhlt pfi vrcholech A, C a E prochazeji bodem P
a Sestithelniku ABCDEF lze vepsat kruznici se stfedem P.

3. Necht M = {1,2,...,p — 1} je mnoZina vSech nenulovych zbytkd pfi
déleni p. Pro kazdé k € M je kombinacni éislo

(&) = momw

délitelné prvoéislem p, nebot vSechny ¢initele soudinu k!(p — k)! ve jme-
novateli jsou mensi nez p (a tedy s p nesoudélné), zatimco Ccitatel p!
ziejmé prvocdislem p délitelny je. Kazdy ze séitancti souc¢tu v zadéani je
tedy délitelny ¢islem p? a nasi tlohou je zjistit, pro ktera prvodisla p je

1 p2 1 p2 1 p .
S== — R S
pz(l) +p2(2) - +p2(p--1> @
délitelny p.

Pro kazdé k € M zkoumejme, jaky dava prirozené &islo

o= (i) - (57H) ®

zbytek pii déleni p. Protoze pro libovolné ¢ plati p — i = —i (mod p), je

—k)p-(k+1)...(p—(p-1) =
P *k(k+1)...(p—1) (mod p).

soucet

(p—Fk)!=(p
(_

Upravou vztahu (2) tak dostdvame

((p—1)N? = ar(k!(p — k))? = ap (kN (—=1)P*k(k+1)...(p— 1)) =
— a - K¥((p — 1)1)? (mod p).
Tuto kongruenci mizeme vydélit vyrazem ((p—1)!)?, ktery je nesoudélny

s p. Tedy
1=ay-k? (mod p). (3)
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Jak vime, ke kazdému zbytku k € M existuje pravé jeden zbytek z, € M
takovy, Ze z - k = 1 (mod p); jestlize navic k,l € M jsou ruzné, tak i zy,
2, jsou rtzné.? Mnozina M’ = {z1,22,...,2,-1} ma tedy stejné prvka
jako mnoZina M, a protoZze M’ C M, nutné M’ = M.

7 definice prvku zj dostavime 1 = 12 = (z - k)? = 22 - k? (mod p).
Dohromady s (3) potom ay - k? = 22 - k? (mod p) a po vydéleni k? mame
ar = z2 (mod p). Pro zbytek souctu (1) tedy plati

S=a1+a2+...+ap_1Ez%—}—zg-{—...—i—zg_l:
=12+22+...+(p—-1)2=%p(p—1)(2p — 1) (mod p)

(vyuzili jsme dokazanou rovnost {z1,z2,...,2p-1} = {1,2,...,p — 1}
a znamy vzorec pro soucet druhych mocnin). Snadno pfimym dosazenim
ovéfime, Ze vyraz ép(p—l)(2p— 1) neni pro p = 2, 3 ndsobkem p. Naopak,
kazdé prvoéislo p = 5 je nesoudélné s &islem 6, je tedy p délitelem déisla
p-gp—1)(2p—1).

Dany soucet je délitelny ¢islem p* pro vSechna prvoéisla vétsi nez 5.

4. Uvazujme prvocislo p a podivejme se, jaky zbytek pfi déleni p muze
déavat &islo k2 + k. Na to stadi za k postupné dosadit ¢isla 0,1,...,p — 1,
dale se uz budou zbytky periodicky opakovat. Pro p = 2,3,5,7 tak do-
staneme zbytky uvedené v tabulce:

k0123456
2 (00

3 1020

5 102120

7 10265620

Vidime, Ze v uvedenych posloupnostech se nékteré zbytky neobjevuji.
Napiiklad pro p = 2 nedavé k2 +k nikdy zbytek 1, pro p = 3 nedostaneme
zbytek 1, pro p = 5 zbytek 3 ani 4 atd. Abychom to dokazali pro obecné p,
staci ovéfit, Zze néktery zbytek se v této konetné posloupnosti objevi aspon
dvakrat. Pocet raznych zbytku je totiz p a délka posloupnosti je rovnéz p,
proto jakmile se v posloupnosti néjaky zbytek zopakuje, nebude uz v ni
dost mista pro vSechny mozné zbytky.

2 Existence zbytku zp vyplyva z existence celych éisel a, b takovych, Ze ak +bp = 1.
Jednoznacnost je zfejma: jestlize 1 = zx - k = z, - k (mod p), pak vydélenim k
méme z;, = z;, (mod p). Riznost triviadlné vyplyva z jednoznacnosti a z vlastnosti
2z, = k: jestlize 2, = 2, tak k = 2, = 2z, =L
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Opakujicim se zbytkem je napiiklad 0, plati totiz
0240=0 (modp) i (p—1)*+(p—1)=p*—p=0 (mod p),

takZe zbytek 0 dostaneme pro k = 01ipro k=p— 1.

Necht {p1,p2,...,pm} je mnoZina vSech prvocisel mensich nez 2 008.
Pro kazdé j = 1,2,...,m ozname rp, libovolny ze zbytkl pfi déleni
prvoéislem p;, pro ktery k? + k # Tp; (mod p;) pro vSechna celd Cisla k
(uz jsme dokézali, Ze takovy zbytek existuje). Abychom vyhovéli zadani,
sta¢i zvolit n, které spliiuje soustavu kongruenci

= —rp, (mod py),

“Tpa (mOd p2)’

Il

n=-—rp, (mod py),

potom totiz k* + k + n = k* + k —r,, # 0 (mod p;) pro viechna

j = 1,2,...,m. Existence pozadovaného n uz piimo vyplyva z cinské
zbytkové véty3, protoze prvodisla pi,ps,...,Pm jSOU navzijem nesou-
délna.

5. Bez Gjmy na obecnosti pfedpoklddejme, Ze pravidelny pétithelnik
ABCDE mé délku strany 1. Potom kaZda z jeho thlopii¢ek ma délku*

1+5
U= —-.

2
3 Podle ni pro navzajem nesoudélna ¢&isla qi, . . ., gm a libovolna celé &isla ay, ..., am
existuje celé &islo z spliujici
z =a1 (mod q1), = = az (mod g2), ..., = am (mod gm).

Tuto vétu lze jednoduse dokazat pfimou konstrukci z: Prvni kongruenci spliuje
z = kq1 + a1 pro libovolné celé k. Jestlize za k dosadime postupné 0,1,...,¢2 — 1,
pro z dostaneme go riznych zbytkt pfi déleni g2 a jeden z nich, k’q; + aj, bude
tudiZ roven az. Abychom tedy splnili i druhou kongruenci, staéi zvolit = = (k' +
+1g2)q1+a1 pro libovolné celé I. Za | dosadime postupné 0,1, ..., g3—1, dostaneme
g3 ruznych zbytkl pfi déleni g3, jeden z nich bude roven as, atd.

4 Délku thlopficky u pravidelného pétiuhelniku ABCDE se stranou délky 1 lze
jednoduse vypocitat napriklad z podobnosti rovnoramennych trojahelnika CAB
a DEX, kde X je pruse¢ik thlopiicek AD a EC. Ctyfuhelnik ABCX je totiz
kosoétverec, takze |[EFX|=u—1,atedy (u—1):1=1:u.
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Pouzitim Ptolemaiovy nerovnosti® pro étyiuhelniky APBE, APBD,
APBC (obr.43), resp. pfislusné étverice bodi, pokud body v uvedeném
poradi netvofii ¢tyruhelniky, dostavame

|PA|-u+|PB|-121-|PE|
|PA|-u+|PB|-u>1-|PD] (1)
|PA|-1+|PB|-u>1-|PC|.

Sectenim téchto nerovnosti uz ziskdavame dolni odhad pro vyraz ze zadani:
(|[PA| +|PB|)- (2u+1) 2 |PC| + |PD| + |PE|,
odkud

|PA|+|PB| 1 )
|PC| + |PD| + |PE| = 2u+1’

Q

P
Obr. 43 Obr. 44

Pfitom rovnost ve vSech nerovnostech v (1), a tedy i ve (2) plati,
praveé kdyz jsou ¢tyfuhelniky APBE, APBD, APBC tétivové (piipousti
se 1 moznost P = A, resp. P = B), tj. jestlize bod P lezi na kratsim

5 Jestlize X, Y, Z, W jsou libovolné ¢tyfi body v roving, pak podle Ptolemaiovy
nerovnosti plati |[XY|-|ZW|+|YZ|- |[WX| 2 | X Z|-|Y W], pficemZ rovnost podle
Ptolemaiovy véty nastane, pravé kdyz body X, Y, Z, W lezi (v tomto pofadi) na
téze kruznici. Je-li XY ZW ctytrahelnik, fika Ptolemaiova nerovnost (resp. véta),
Ze soucet soucinu délek protilehlych stran neni mensi nez souéin délek uhlopticek,
pri¢emz rovnost nastane, pravé kdyz je ¢tyfuhelnik XY ZW tétivovy.
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oblouku AB kruZnice opsané pétitthelniku ABCDE (obr. 44). Nejmensi
mozné hodnota zadaného vyrazu je proto

1 1 1
u+l 2. 1(14+vB)+1  VE+2

6. Ztejmé kazdy pravothelnik, jehoz asponi jedna strana ma délku, ktera

=v5-2.

je nasobkem k, se da rozdélit na pravouhelniky rozmeért 1 x k. Pokusme se
tedy rozdélit ¢tverec m xm na jeden ¢tverec nxn a nékolik pravothelniku
s uvedenou vlastnosti. Samoziejmé ma smysl zabyvat se jen pfipadem
m 2 n.

m—n B m—n—r F
E m—1
n
n A n+r{| C
n D }r
———— S —————
n m—n T m-—r
Obr. 45 Obr. 46

Jestlize k | m — n, mizeme ¢tverec m x m rozdélit tak, jak je znézor-
néno na obr. 45, oba pravouhelniky A, B totiz maji jednu stranu délky
m — n, kterd je ndsobkem k.

Jestlize k | m+n an-+r < m, kde r je zbytek, ktery dava éislo m po
déleni k, da se ¢tverec m x m rozdélit jako na obr. 46. Pravothelniky D, E
maji jednu stranu délky m —r, ktera je nasobkem k. Podminka & | m+n
zabezpecuje, Ze nasobkem k je i ¢islo n + 7, tj. délka jedné se stran v pra-
vothelnicich C, F. Diky nerovnosti n + r < m maji pravouhelniky E, F
stranu nezaporné délky m — n — r, uvedené rozdéleni je tedy vskutku
mozné (strany délky 0 jsou povoleny, v takovém piipadé na pokryti de-
generovaného pravouhelniku rozmérti 0 x [ prosté nepotiebujeme Zadny
pravothelnik 1 x k).

Aby trojice (k, m,n), kde m 2 n, vyhovovala zadéni, stac¢i, aby byla
splnéna aspon jedna z podminek
(a) k|m—mn;

(b) k| m+ n a soucasné n +r < m, kde r je zbytek, jenz dava éislo m

pfi déleni ¢islem k.
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Ukézeme, Ze tyto podminky jsou zaroven i nutné. Nejdiive dokdzeme,
ze jestlize pro trojici (k,m,n), v niz m > n, existuje vyhovujici rozdé-
leni, pak n +r < m (to pfi m > n trividlné plati, jakmile je splnéna
podminka (a), nemusime tedy rozliSovat dva pfipady). Piedpokladejme
proto sporem, ze mame vyhovujici rozdéleni, a pfitom n + r > m. Bez
Gjmy na obecnosti predpokladejme, Ze se ¢tverec n x n nedotyka spodni
strany ¢tverce m x m (obr.47). Protoze m — n < r < k, vSechny jed-
notkové ¢tverecky dotykajici se primétu ¢tverce n X n na spodni stranu
¢tverce m X m (na obr. 47 zndzornéné Sedou barvou) museji byt pokryty
ylezicimi“ pravothelniky 1 x k (tj. takovymi, které maji delsi stranu rov-
nobéznou se spodni stranou étverce m x m); ,stojici“ pravotihelniky 1 x k
je nemohou pokryvat, protoZe by zasahovaly do &tverce n x n.

s e | Bl pee] }é m-n<r<k
e S ol

Obr. 47

Necht p je pocet ,lezicich pravotihelniki 1 x k pokryvajicich zming-
nych n Sedych jednotkovych ctverecku. Protoze tyto pravothelniky po-
kryvaji jen ¢tverecky pfi spodni strané étverce m X m a zaroven pokryvaji
minimalné n Sedych jednotkovych &tverecku, plati n < pk < m. Spolu
s nerovnosti n +r > m dostavame

m—r < pk <m,

coZ je ve sporu s tim, Ze r je zbytek ¢isla m p¥i déleni ¢islem k (mezi éisly
m —r a m nemize leZet Zadny nasobek ¢isla k).

Zbyva dokézat, ze k | m — n anebo k | m + n. Hlavni myslenka
je nésledujici. Do kazdého jednotkového étverecku napiSeme jedno é&islo.
Pritom celé ocislovani udélame tak, aby v kazdém pravoihelniku 1 x k
byl soucet ¢isel roven 0. To znamenad, Ze v kazdém vyhovujicim rozdéleni
bude muset byt soudet vsech ¢isel ve ¢tverci m x m stejny jako soucet
¢isel v mensSim ¢tverci n X n. Porovnanim obou soudtfi stanovime nutné
podminky pro k, m a n.
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Obr. 48

Im‘

Vyhodné bude ocislovani pomoci komplexnich éisel. Oznacme z =
= cos(2n/k) + isin(2n/k). Cislo z je tedy k-t4 komplexni odmocnina
z &isla 1 s nejmensim thlem (obr. 48). Piitom

k
-1 0
P I = =0. (1)
z—1 z—1

Ocislujme ¢tverecky tak, jak je naznadeno na obr. 49, tj. jestlize Ctverec
mXxm je umistén do prvniho kvadrantu soufadnicové soustavy s vrcholem
v pocatku, tak do étverecku, jehoZ levy dolni vrchol ma soufadnice (z, y),
napiseme &islo z2HY:

ZZm—4 ZZ'm.—S ZZm—Z

zZm——4 22m~3

23 . 2m—4
22 | 28

Zl Z2 Z3

ZO Zl 22 23

Obr. 49

Uvazujme libovolny pravouhelnik 1 x k. Neght v jeho &tverecku s nej-
mensi z-ovou (jestlize se jednéd o ,lezici“ pravotihelnik), resp. nejmensi

145



y-ovou (jestlize je to ,stojici“ pravouhelnik) je napsano &islo z'. Potom
soucet vSech ¢isel v ném napsanych je (s vyuzitim (1))

22T R = 0 42 =0,

takové ocislovani tedy spliiuje pozadovanou podminku.
Soucet ¢isel v libovolném ¢&tverci n x n, jehoz levy dolni ¢tverecek ma
&islo zt, je roven (séitame po jednotlivych Fadcich)

(4. .+ ) (P AT+
- (zt+n—1 b o Zt+2n—2) =
=42 TR+ ) =

71_1 2
:zt(zo+zl+...+z"—1)2:zt(z 1).
Z—.

Tento vztah mizZeme pouZit i na vypocet souctu v celém ctverci m x m.
Ten ma v levém dolnim &tverecku &islo 20 = 1, takZe soucet ¢isel v ném
je 2™ —=1)2/(z - 1)2

Jestlize tedy mame vyhovujici rozdéleni, pficemz v levém dolnim &tve-
recku étverce n x n je napsano &islo zt, musi platit

(=) - (G=)

z = .

z—1 z—1

Aby se dvé komplexni ¢isla rovnala, museji se rovnat i jejich absolutni

hodnoty. Diisledkovymi tipravami predeslé rovnosti (vyuzivajice zfejmy
vztah |z| = 1) tak postupné dostaviame

(z—l)‘”’(z—l

| Itlz —1]2 — |Z _112
lz—=12  |z2—1]*"°
2" =1 = [z" ~ 1%,
|z" —1] = |z™ - 1].

Necht 7, s jsou zbytky, které davaji m, n p¥i déleni &islem k. Protoze
2% =1, z¥ejm& 2™ = 2" a 2™ = 2°. Pro kterd ¢islar,s € {0,1,...,k— 1}
maji komplexni éisla 2" — 1, z® — 1 stejnou absolutni hodnotu? Prvni
moznosti samoziejmé je o S V takovém pfipadé davaji m a n stejny
zbytek pti déleni k, takZe k | m—n. Zabyvejme se dale jen piipadem 7 # s.
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Cisla 2", z* lezi v komplexni roviné na jednotkové kruznici se stfedem v 0
(obr. 48), tudiz z" — 1, z° — 1 lezi na jednotkové kruznici se stfedem v —1.
Aby méla dvé razna ¢isla na této kruznici stejnou absolutni hodnotu,
museji byt stejné vzdalena od 0, coz zfejmé nastane jediné v pripadé, kdy
2" — 1, 2° — 1 jsou navzdjem komplexné sdruzend, tj. jestlize r + s = k
(obr.50). V tomto piipadé tedy k | m + n.

Im
- A
Zr—1/

Obr. 50

Pozndmka. Uvedenou metodou éislovani poli étvercové sité komplex-
nimi jednotkami je moZno také (& dokonce pfedevsim) dokdzat nasledu-

jici pozoruhodny vysledek: lze-1i pravouhelnik m x n rozdélit na nékolik
dilt 1 x k, pak k | m nebo k | n.
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