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1. stfredoevropska matematicka olympiada

7 podnétu organizacniho vyboru rakouské EUROPEAN
matematické olympiady (OMO) byly v bé-
hem 47. mezinarodni matematické olym-
piady ve Slovinsku delegace deviti stfedo-

evropskych zemi (Svycarska, Rakouska, Né&-
mecka, Slovinska, Chorvatska, Ceské repub-
liky, Slovenska, Polska a Madarska) sezné-
meny s navrhem vytvofit pro matematicky
talentované stredoskoldky uvedenych zemi

EISENSTADT

novou soutéz. Snahou inicidtori vzniku sou- AUSTRIA 2007

téze bylo umoznit dalsim studentiim zemi

stfedni Evropy porovnat své znalosti z matematiky v mezinarodnim mé-
fitku. Na tomto jednani byly také predbéZné stanoveny cile a pravidla
této nové mezinarodni soutéze. Inicidtofi jejiho vzniku pfitom vychazeli
z pravidel dvojstranné mezindrodni matematické soutéze stredoskolakii
,, Polsko — Rakousko“, ktera existovala az do roku 2006 plnych 29 let.

Prvni ro¢nik Stfedoevropské matematické olympidady (MEMO —
Middle European Mathematical Olympiad) se uskuteénil 20.-26. zafi
2007 v rakouském Eisenstadtu — hlavnim mésté spolkové zemé Bur-
genland. Soutéze se vSak v jejim prvnim roéniku zucastnilo pouze sedm
(z deviti) stfedoevropskych zemi (soutéze se nezucastnilo Némecko a Ma-
darsko).

Kazdou zemi mélo pravo reprezentovat Sest soutézicich, ktefi se ne-
zudastnili uplynulé MMO ve Vietnamu a ve Skolnim roce 2007/08 byli
studenty st¥ednich $kol. Uvodniho roéniku soutéZe se nakonec zuéastnilo
40 studentt (slovinské druzZstvo pricestovalo do Eisenstadtu pouze se
Ctyfmi ucastniky).

Ustiedni komise Ceské MO vybrala pro Stfedoevropskou matema-
tickou olympiddu Sestici stfedoskolakt sestavenou z vitézu, resp. téch
uspésnych fesitelu ustfedniho kola 56. roéniku MO kategorie A, ktefri
spliiovali podminky soutéze. Ceské reprezentaéni druzstvo tak v abeced-

N 2

nim potfadi tvofili tito soutézici: Jan Mdca (G v Trebiédi), Matéj Pe-
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terka (G v Praze 6, Nad Aleji), Alena Peterovd (G Dobruska), Samuel
Riha (G v Brng, t¥. Kpt. Jarose), Tomds Toufar (GMK v Bilovci) a Jan
Varihara (GLJ v Holesové). Vedoucim Ceské delegace a jejim zastupcem
v jury byl RNDr. Jaroslav Svréek, CSc., z Piirodovédecké fakulty UP
v Olomouci, jeho zdstupcem a pedagogickym vedoucim byl Mgr. Martin
Pandk, Ph.D., z brnénského pobocky Matematického tistavu AV CR.

Vlastni soutéZ se konala ve dvou soutéznich dnech, a to v sobotu
22. zaf{ (soutéZ jednotlivell) a v nedéli 23. zafi (soutéz druzstev). Po oba
soutézni dny Fesili jednotlivcei, resp. reprezentacni druzstva po 4 ulohach,
na jejichZ vypracovani byl vzdy vyhrazen ¢as 5 hodin. Kazd4 tloha byla
pfitom hodnocena (podle pfedem schvaleného systému hodnoceni) celo-
éiselnym poctem bodi v rozpéti 0-8 bodu.

Podobné jako na MMO mély jednotlivé zemé moznost zaslat s jis-
tym Gasovym predstihem organizaénimu vyboru navrhy uloh pro soutéz.
Z nich pak mezinarodni jury vybrala dvé ¢tvefice tloh, jednu pro soutéz
jednotliveti a druhou pro soutéz druZstev. Mezi vybranymi soutéznimi
ulohami byly také dvé ceské tlohy. Jedna z nich byla pouzita v sou-
t&7i jednotlivet (autor Marek Pechal) a druhd v soutézi druzstev (autor
doc. RNDr. Jaromir Simsa, CSc.).

Koordinace zakovskych feSeni probihala stejnym zptisobem jako na
MMO. Na zavéreéném jednani jury (24. zari) byly stanoveny hranice pro
udéleni zlatych, stiibrnych a bronzovych medaili a déle bylo potvrzeno
oficiadlni pofadi v soutézi druzstev. O tom, Ze tlohy v 1. ro¢niku sou-
téZe byly pomérné narocné, svédéi i pomérné nizké hranice pro udéleni
medaili v soutézi jednotlivet. Pro zlatou medaili bylo stanoveno bodové
rozpéti 23-32 bodti, pro stfibrnou 13-22 bodu a pro bronzovou medaili
8-12 bodu. Celkové byly udéleny 2 zlaté, 8 stfibrnych a 10 bronzovych
medaili. Nejlepsiho vysledku v soutézi jednotlivet pritom doséhla Joanna
Bogdanowicz z Polska. Vysledky nasich zéki byly nasledujici:

Body za tlohu Body Cena

Umisténi 1 2 3 4
26.-29. Jan Maca 1 0 1 3 3
30.-32. Matéj Peterka 0 2 1 1 4
26.-29. Alena Peterova 0 0 0 5 5
14.-16. Samuel Riha 0 3 0 7 10 bronz
17.-19. Tomas Toufar 0 0 8 1 9  bronz
39.-40. Jan Varhara 0O 0 0 O 0
Celkem 1 5 10 16 33
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O néco lépe si vedli nasi soutézici v soutézi druzstev. Diky dobfe pro-
myslené strategii feseni vSech ¢ty tiloh obsadili po zasluze pékné 3. misto
a domu si tak vSichni pfrivezli bronzové medaile. Lépe dopadlo Polsko
s celkovym ziskem 31 bodi (ze 32 moznych) a Chorvatsko s 25 body.
Druzstva na 3.-5. misté dosahla shodné zisku 21 bodi, ale ceské druz-
stvo (jako jediné z nich) vytesilo bezchybné — bez ztraty bodu — dvé
soutézni tulohy (2. a 3.), proto v koneéném potadi obsadilo 3. pricku
pred Slovenskem a Rakouskem. Celkové vysledky soutéze druzstev jsou
uvedeny v nésledujici tabulce.

Body za tlohu Body Cena

Umisténi 1 2 3 4

1.  Polsko 8 7 8 8 31 zlato
2. Chorvatsko 8§ 6 8 3 25 stiibro
3. Ceskd republika 3 8 8 2 21 bronz
4.  Slovensko 3 7 8 3 21

5. Rakousko 6 4 8 3 21

6. Svycarsko 3 3 8 5 19

7. Slovinsko 3 6 6 3 18

Pro soutézici a ostatni ucastniky 1. stfedoevropské MO pripravili po-
radatelé na posledni dva dny jednodenni vylety, a to k Neziderskému
jezeru (Neusiedler See) a do Vidné, kde si ucastnici soutéze méli moznost
prohlédnout pamétihodnosti hlavniho mésta Rakouska.

Slavnostni zakoné¢eni soutéze se konalo za pritomnosti zastupct poli-
tického zivota zemé Burgenland a ministerstva skolstvi Rakouska v kon-
gresovém séale hotelu Ohr v Eisenstadtu. Pfedseda mezinarodni jury
1. stfedoevropské matematické olympiddy Univ. Prof. Dr. Gerd Baron
predal v8em ocenénym medaile a rovnéz podékoval predsedovi organi-
zacniho vyboru 1. stfedoevropské MO Mag. Thomasi Miihlgassnerovi,
ktery se vyraznym zptisobem zaslouzil o zdarny priibéh celé soutéze.

Texty soutéznich dloh
(v zavorce je uvedena zemé, ktera tlohu navrhla)
Soutéz jednotliveu

1. Necht a, b, ¢, d jsou kladna realna éisla spliiujici rovnost a+b+c+d = 4.
Dokazte, Ze
a’be + b2cd + Pda + d*ab < 4.

(Svijcarsko)
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2. Je dano k sad mict (k je celé ¢islo vétsi nez 1). Kazda sada obsahuje
n midl, které jsou oznaceny Cisly 1,2, ..., n. Kazdy mic obarvime jednou
ze dvou barev (bilou nebo ¢ernou) tak, Ze

a) mice oznacené stejnym cislem maji stejnou barvu,

b) Zadna (k + 1)-prvkovad mnozina micu, které jsou oznaceny (ne nutné
riznymi) &isly a1, aq, ..., ary1 tak, ze plati a1 +as +... +ar = ar41,
neni jednobarevna.

V zavislosti na k uréete nejvétsi mozné éislo n, pro néz takové obarveni
micl existuje. (Slovinsko)

3. Je ddna kruzZnice k a ¢tyfi mensi kruznice kq, ko, k3 a k4 se stiedy po
fadé O1, Oq, O3 a Oy, jez lezi na kruznici k. Pro i = 1,2, 3,4 se kruznice
ki a kiy1 (ks = k1) protinaji ve dvou bodech A; a B;, pfi¢emz body A;
lezi na kruznici k. Pfedpokladejme Ze body Oy, A1, O, Ay, O3, As, Oy,
Ay jsou navzajem rizné a lezi na kruznici k v tomto potradi. Dokazte, Ze
BBy B3 B, je pravouhelnik. (Svycarsko)

4. Urcete vSechny dvojice (z,y) kladnych celych cisel, kterd vyhovuji
rovnici
! +yl =zY.

(Ceskd republika)

Soutéz druzstev

5. Necht a, b, c, d jsou libovolna redlna ¢isla z uzavieného intervalu (%, 2),
ktera vyhovuji podmince abed = 1. Urcete nejvétsi moznou hodnotu

vyrazu 3 ’ . ’
(2 +5) (b D)+ )4+ 2)
(Ceskd republika)

6. Pro libovolnou mnoZinu P péti bodi v roviné (v obecné poloze)
ozna¢me a(P) pocet vSech ostrothlych trojihelnikt s vrcholy v mno-
ziné P. Urcete nejvétsi moznou hodnotu a(P).

(P&t bodt v roving je v obecné poloze, jestlize Zadné t¥i z nich nelezi
na téZze piimce.) (Svyjcarsko)

7. Ozna¢me s(T') soucet délek viech hran ¢tyfsténu 7. UvaZzujme vSechny
CtyTstény, jejichz délky hran jsou navzajem rizné kladna celé ¢isla, pii-
¢emz jedno z nich je 2 a jedno 3. Takové ¢tyfstény budeme nazyvat
MEMO-CtyTstény.
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a) Urdete vSechna kladné celd éisla n, pro néz existuje MEMO-CtyTstén
T s vlastnosti s(T') = n.
b) Urlete poclet navzdjem riznych MEMO-Gtyfstént T, pro néz plati
s(T) = 2007.
Dva ¢&tytfstény povazujeme za ruzné, jestlize jeden nelze prevést na
druhy pomoci slozeni soumérnosti podle roviny, posunuti nebo otoceni.
(Neni nutno dokazovat, ze doty¢éné Ctyfstény nejsou degenerované,
tj. Zze maji kladny objem.) (Rakousko)

8. Urcete vSechna kladnd celd ¢isla k s vlastnosti: existuje celé ¢islo a
takové, ze (a + k)® — a® je nasobkem &isla 2 007. (Rakousko)

Reseni tloh

1. Necht p 2 ¢ 2 r 2 s je nerostouci usporadani prvki uvazované
mnoziny {a,b,c,d} kladnych realnych cisel, jez vyhovuji dané podmince
a+b+c+d = 4. Protoze pqrs = abed = 1, je také pgr 2 pgs 2 prs 2 grs.

Uzitim permutacni nerovnosti® tak dostaneme

a’be + b%cd + ?da + d*ab = a - abe + b - bed + ¢ - eda + d - dab <
Spopgr+q-pgs+r-prs+s-qrs = (pq+rs)(pr+gs).

Dvojim uzitim nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym priamérem
kladnych realnych cisel p, ¢, r, s dale obdrzime

pq+7rs+pr+gs\? 1 2
(pa+rs)(pr +g5) < (B2 2N = S((+9)(g+7)" S
<1<p~|—s+q+r>4_1(a+b+c+d)4_4

=4 2 4 2 -

coz jsme chtéli dokazat.

Jiné FeSeni. Levou stranu dokazované nerovnosti upravime na tvar
a’be + b%cd + c*da + d*ab = ac(ab + cd) + bd(bc + ad) (1)

a vSimneme si, Ze se nezméni pro zadnou cyklickou permutaci usporadané
Ctvetice (a, b, ¢, d). Mizeme tedy bez ijmy na obecnosti pfedpokladat, ze

3 Jsou-lizy S22 £ ... S znyy1 Sy2 £ ... £ yn dvé posloupnosti realnych éisel,

plati pro libovolné usporadani zi, 23, ..., 2 Cisel y1,y2,...,yn nerovnost xiz; +
+ ...+ ZTnzn é T1Yy1+ ... + Tnyn.
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a > c. Podobné lze piedpokladat, Ze b = d: pokud by totiz platilo b <
< d, dostaneme cyklickou zdménou usporadané étvefice (a, b, ¢, d) ctvertici
(a',b',c,d") = (d,a,b,c),vniza’ =d 2 b= asoutasnéb/ =a 2 c=d.
Proa =2 cab 2 dplati (a—c)(b—d) 2 0. Tato nerovnost je ekvivaletni
s nerovnosti
ab + cd 2 be + ad.

Pomoci této nerovnosti a uzitim nerovnosti mezi aritmetickym a geo-
metrickym primérem dvojice kladnych redlnych ¢isel odhadneme pravou
stranu rovnosti (1) nasledujicim zptisobem:

ac(ab + cd) + bd(be + ad) <
< ac(ab + cd) 4 bd(ab + cd) = (ab + cd)(ac + bd) <
(ab+ cd) + (ac+bd)\*> [ (a+d)(b+c)\>
(et (eageray’,
<%(a+b+c+d)2>2:4.

N

2

Tim je pozadované nerovnost dokazana.

2. Bez Gjmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze mice oznacené Cis-
lem 1 mayji bilou barvu. Pfedpoklddejme nejprve, ze mice oznacené Cis-
lem 2 jsou ¢erné. Protoze

14+1+...+1=k,
——— —
k

maji pfipadné mice oznacéené Cislem k podle podminky b) ¢ernou barvu.
Z analogickych divodi jsou pfipadné mice oznadené &islem 2k bilé, nebot

24+24+...+2 =2k
N— ———
k

Piipadné mice oznacené ¢islem k + 1 jsou pak podle podminky b) erné,
nebot
(k+1)+1+...4+1=2k.
N’
k—1

Vzhledem k tomu, Ze

1+... +142k=3k—1=2+...+2+(k+1),
k k—1
] -
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nemohou byt mice oznacené ¢islem 3k — 1 obarveny ani jednou z obou
barev (bilou nebo ¢ernou). Odtud n < 3k — 2.
Predpoklddejme nyni, Zze mice oznacené ¢islem 2 maji bilou barvu.
Z rovnosti
1+1+...4+14+1=k,
1+414+...+1+2=Fk+1,
1+1+...4242=Fk+2,

14+2+...+24+2=2k—1,
242+4...4+2+2=2k
vyplyva, Ze ptipadné mice oznacené ¢isly k, k+1,. .., 2k jsou ¢erné. Z rov-
nosti
k+k+...+k=k
~—_———
k
déle plyne, 7e piipadné mice oznadené ¢isly k? jsou bilé. Protoze vak
14+ +14k2 =K +k—-1=k+k+1D)+...+(k+1),
——————

k—1 k-1

nemohou mit mice oznac¢ené ¢islem k2 +k —1 ani ¢ernou, ani bilou barvu.
Je tudiz n < k2 4+ k — 2.

Protoze k? + k — 2 = 3k — 2 (nerovnost je ekvivaletni s nerovnosti
k* — 2k = k(k — 2) = 0), vidime, Ze uvazované sady mohou obsahovat
nejvyse k? + k — 2 mica.

Nyni ukéZeme, Ze pro n = k% + k — 2 mé k sad n mi¢t, v nichZ mice
s &isly k,k+1,...,k%—1 jsou erné a ostatni bilé (bilych mi¢i je aspoti k),
pozadované vlastnosti:

Soucet ¢isel na libovolnych k ¢ernych micich je aspon k + k + ... +
+k = k? > k? — 1, takZe mnoZina ¢ernych micii spliiuje podminku b).

Uvazujme nyni soucet ¢isel na libovolnych & bilych micich. Jsou-li na
nich pouze ¢isla mensi nez k, je jejich soucet aspon k a zaroven nejvyse

k-1D4+Ek-1D+...+ (k-1 =k -k <k’
Je-li vSak aspoii na jednom z k bilych mi¢t ¢islo alesponi k2, je jejich
soucet roven nejméné
B+l+1l+...+1=k+k-1>n.

Proto i libovolnd mnozina k biljch mic¢a spliiuje podminku b).

Pro libovolné k > 1 je feSenim tlohy ¢&islo n = k? 4+ k — 2.
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3. Oznac¢me O stied kruznice k a o; = [£0;0A4;| = |£0;0A,_1| velikosti
stfedovych ahld priislusnych tétivam O;A; (i = 1,2,3,4, Ag = A4). Pro
jejich soucet zfejmé plati oy + ay + az + aq = 180°.

Nejprve ukazeme, 7ze usecky O103 a 0204 (jejich prisecik oznac¢me S)
jsou navzdjem kolmé. To plyne z rovnosti (obr. 63)
o)+ Qg a3ty

2 2
kterou dostaneme z odpovidajicich stfedovych thla. Trojihelnik O;035
je tudiz pravouhly.

%0,0305] + |£040,03| = =90°,

Obr. 63

Nyni ukdzeme, Ze B1By || O103. Vzhledem k tomu, ze |O3B;| =
= |09 By, stadi ukazat, Ze ptimka 050, je osou tthlu B103Bs. Ze sou-
meénosti kruznic ky, ko dle sttedné O,05 ovSem plyne

|X040,By| = |£040,0;| — |xB10,04| =

]+« « «
= I{O4OQOI| - |§:A10201| = L 4 1 _ _4

2 2
Uplné stejné ukazeme (vlastné jen prohodime role kruznic ki a k3), Ze
také |€£0409Bs| = %oq, a tedy B1Bj || O;05. Podobné dostaneme, Ze
Bng || 0204, B3B4 “ 0103 a B4B1 || 0204. Tim je dikaz uzavien.
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4. Predné si v8imnéme, Ze pro kazdou hledanou dvojici ptirozenych cisel
x, y plati z¥ = z! + y! = 2, z éehoZ plyne = = 2.

Uvazujme nejprve pripad z = 2. Hledame tedy vSechna pfirozena
¢isla y, kterd vyhovuji rovnici 2 + y! = 2Y. Z té plyne, Ze y! je sudé,
proto y = 2 a 2 + y! = 2Y je délitelné 4, coz znamena, Ze y! dava pii
déleni 4 zbytek 2. Muze tedy byt jediné y € {2,3}. Vzhledem k tomu, ze
2!+ 2! =22 a2 + 3! = 23 jsou (2,2) a (2,3) dvojice pfirozenych &isel,
jez dané rovnici vyhovuji.

Nyni uvazujme piipad = > 3. Cislo z — 1 je délitelem &isla 2!, neni
vSak délitelem ¢isla 2¥, nebot ¢isla 2 — 1 a = jsou nesoudélna. Ze zadani
tak plyne, Ze x — 1 nemtize byt délitelem ¢isla y!, proto y < z — 2.

Pro jakéakoli pfirozend ¢isla y < x pfitom plati

oyl =y!l(l+2z...(y+1)),

coz nemuze byt mocnina prirozeného ¢isla x s prirozenym mocnitelem,
protoze Cinitel v zavorce na pravé strané je prirozené éislo vétsi nez 1,
které je s ¢islem x nesoudélné.

Zavér. Dand rovnice mé pravé dvé feseni (z,y) v oboru pfirozenych
Cisel, a to (2,2) a (2, 3).
5. Vzhledem k podmince abed = 1 plati

(14 )05 D) (e 3) (o 5) = RN

=24 ab+cd)(2+bc+ da) =
=4+ 2(ab + bc + cd + da) + (a®bd 4 bca + ¢*bd + d*ac) =
(a+c)(b+d) a?bd + b?ca + c*bd + d*ac

=442 =
" N abed
b d
“*”(f \D(\[ Vi)« G+ G
Uvazujme nyni funkci f(z) = = 4+ 1/x = f(1/x), kterd je rostouci na
intervalu (1;00). Vzhledem k tomu, ze a,b,c,d € (%,2), a s ohledem

na tvar posledniho sou¢tu dostavame pro dany soucin odhad

(o Do D e D 00 a0,

pficemz této nejvétsi hodnoty nabyva napi. pro a/c = b/d = 4. Volbou
a=b=2ac=d= % je pak splnéna jak predesld podminka, tak
i podminka abed = 1 ze zadani ulohy.

162



Nejvétsi moznad hodnota daného vyrazu je tedy 4 + 2(2 + %)2 -
+2(4 + %) = 25. Maximalni hodnoty lze pfitom dosdhnout pro nésle-
dujici étvefice (a, b, ¢, d) redlnych cisel: (2, 2, %, %), (2, %, %, 2), (%, 2,2, %)
a(3,122)
219944

Pozndmka. Nejmensi mozné hodnota uvazovaného vyrazu je pritom
4+42-224+2.2 =16. Tato hodnota je dosaZena pro a = c a b = d, kde
ab = 1, tj. pro kazdou &tvefici (a,b,c,d) = (t,1/t,t,1/t), kde t € (%;2).

6. Libovolnych pét bodi (v obecné poloze) vytvoii v roviné deset troj-
thelniki. UkéZeme, Ze aspor tfi z nich nejsou ostrothlé.

UvaZujme nejprve libovolné ¢&tyti ze zvolené pétice bodt v roviné.
Mezi vSemi trojuhelniky, které tvofi uvazovana Cétverice bodu, je vzdy
aspon jeden, ktery neni ostrouhly. Pokud uvaZzované ¢tyti body jsou vr-
choly konvexniho ¢tyttuhelniku, mé aspon jeden z vnitinich thla takového
¢tyfahelniku velikost aspor 90°. Trojuhelnik uréeny rameny tohoto tthlu
oc¢ividné neni ostrothly.

V opaéném pripadé, kdy jeden z uvazovanych ¢tyf bodu lezi uvnitf
trojuhelniku s vrcholy ve zbyvajicich tfech bodech, existuji dokonce dva
trojuhelniky, jez nejsou ostrothlé. Ziejmé nejvyse jeden ze tii ahla, jejichz
spoleénym vrcholem je vnitini bod tohoto trojihelniku, mé velikost mensi
nez 90°. Zbylym dvéma pak odpovidaji dva tupothlé trojahelniky.

Protoze v libovolné &étverici bodil v roviné lze vzdy najit aspori tii,
jez tvoii trojuhelnik, ktery neni ostrothly, plati totéZ i pro pét navzajem
riznych bodi roviny. Zvolme jednu takovou trojici bod a uvazme étve-
fici bodi, kterd jeden z nich neobsahuje. Mezi nimi zase existuje trojice
bodi, jez tvoii trojuhelnik, ktery neni ostrotihly. Obé& nalezené trojice
maji spole¢ny aspon jeden vrchol (nikoliv vSak vSechny tfi). Uvazujme
koneéné ¢tyituhelnik, jehoz vrcholy tvofi étvefice bodt bez vrcholu, ktery
je obéma nalezenym neostrotthlym trojuhelnikiim spoleény. T¥i jeho vr-
choly tvofi vrcholy dalsiho (tfetiho) trojuhelniku, ktery neni ostrouhly
a od predeslych dvou se lisi pfinejmensim jednim vrcholem.

Nakonec ukazeme, Ze v roviné existuje pé&tice bodd, jez tvoii pravé
sedm ostrouhlych trojuhelnikt. Zvolme v kartézské soustavé souradnic
napf. body A[0; —1], B[3;0], C[1; 3], D[—1; 3] a E[—3; 0]. Tato pétice bodt
tvori vrcholy konvexniho pétidhelniku ABCDE, ktery je osové soumérny
podle osy strany C'D. Trojuhelniky ABE, BCD a CDE jsou tupothlé,
zatimco vsechny ostatni trojuhelniky jsou ostrouhlé. Trojuhelnik ACD
zfejmé ostrouhly je, a vyuzijeme-li soumérnosti uvedeného pétitthelni-
ku, staci ukazat, Ze i trojuheinixy ACFE (s nejdelsi stranou CE), ADE
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(s nejdelsi stranou AD) a BDE (s nedelsi stranou BE) jsou ostrothlé,
tj. stac¢l ukazat, ze uhly FAC, DEA a BDE proti nejdel$im stranam
odpovidajicich trojihelnikti jsou ostré. Podle kosinové véty tak staci do-
kézat nasledujici t¥i nerovnosti

|EA|* + |AC|?® > |CE)?,
|DE|* + |[EA]* > |AD)?,
|BD|? + |DE|? > |BE|?,

které snadno ovéfime vypoctem:

|EAP? +]|AC)? = (32 4+1%) + (12 +4%) =27 > 25 =42 + 3 = |CE|?,
|IDE? + |EAP? = (22 +3%) + (32 +1%) =23 > 17 =12 + 42 = |AD)?,
|BD? + |DE|* = (4% +3%) + (22 4+ 3%) = 38 > 36 = 62 + 02 = | BE|*.

Nejvétsi moznd hodnota funkee a je tedy a({A,B,C,D,E}) =T.

7. Pokud néktera ze stén uvazovaného ¢tyisténu obsahuje hranu délky 2,
lisi se délky obou zbyvajicich hran této stény (podle trojuhelnikové ne-
rovnosti) o 1. Protoze hrana délky 2 je spolecna dvéma sténam ¢tyrsténu,
plyne odtud, Ze mnozina délek vSech Sesti hran uvazovaného ¢&tyfsténu
obsahuje dvé (rizné) dvojice po sobé jdoucich ptirozenych cisel.

Pokud néktera ze stén uvazovaného ¢tyrsténu obsahuje hranu délky 3,
lisi se délky obou zbyvajicich hran o 1 nebo o 2.

Uvazujme nejprve piipad, kdy obé hrany délek 2 a 3 lezi v téze sténé
Ctytsténu. Z predchozich tvah plyne, Ze délka tieti hrany této stény je 4
a délky tti zbyvajicich hran tohoto ¢tyrsténu mizeme oznadit jako a, a+1
a b, kde a a b jsou prirozena ¢isla, a = 5. Ze vsech &ty¥ trojihelnikovych
nerovnosti, které pro stény se spole¢nou hranou délky b mizeme sestavit,
vychazi, ze ¢islo b muze nabyvat jen nékterou z hodnot a —2,a—1, a+2
nebo a+ 3. Ozna¢me vrcholy zkoumaného ¢tyrsténu A, B, C, D tak, aby
bylo |AB| = 2, |BC| = 3 a |CA| = 4. Pro délky zbyvajicich tii hran se
spoleénym vrcholem D tak mame nésledujici mozZnosti: A) a,a+1,a+ 2,
B)a—-2a,a4+1,C)a,a+1,a+3,D)a—1,a,a+ 1, pficemz posledni
moznost D) je zfejmé ekvivalentni moznosti A).

A) a,a+1,a + 2. Jak jsme jiz zminili v Gvodu, musi byt délky hran
AD, BD dvé po sobé jdouci ptirozena ¢isla, proto volbou délky hrany AD
jako a ¢ a + 2 jsou uz délky zbyvajich dvou hran urceny jednoznacné,
jen pro |AD| = a + 1 dostaneme dvé moznosti. Celkem tedy pro kazdé
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a 2 5 dostaneme ¢tyri rizné MEMO-Ctytstény T se souctem s(7T) = 3a +
+12 2 27, pficemz s(T) = 0 (mod 3) (tento poznatek se nam bude hodit
v zavéru feseni tlohy).

B) a —2,a,a + 1. V tomto piipadé je mozné (s ohledem na tvodni
pozorovani) jediné uspotadani délek hran, a to |AD| =a + 1, |BD| = a,
|CD| = a—2,a—2 25 neboli a 2 7, a pro takovy MEMO-Ctyfstén T
vychazi soucet s(T') = 3a + 8 = 29, pficemz (1) = 2 (mod 3).

C) a,a+1,a+3.1v tomto pfipadé dostavame jedinou moznost, a to
|AD| =a, |BD|=a+1a|CD|=a+3,a25,s odpovidajicim souctem
s(T) = 3a + 13 = 28, pticemz s(T') = 1 (mod 3).

Zjistili jsme, Ze pro libovolné n = 27 dokdZeme sestrojit MEMO-
-Ctyfstén, jehoz jedna sténa md hrany délek 2, 3 a 4 a zbylé tii hrany
urc¢ime podle toho, jaky zbytek pfi déleni tfemi dava ¢islo n; podle to-
hoto zbytku zvolime jednu z moznosti A), B) nebo C) a hodnotu ¢isla a
tak, aby bylo s(T") = n.

Pokud hrany délek 2 a 3 nelezi v téze sténé uvazovaného Ctytsténu,
lezi na mimobéznych hranach. Vzhledem k podmince o velikostech hran
ve dvou sténach se spole¢nou hranou délky 2 musi byt délky hran v jedné
z téchto stén a a a + 1, ve druhé pak b a b+ 1, kde a a b jsou vhodna
prirozené &isla (obé vétsi nez 3). Bez Gjmy na obecnosti muzeme pied-
pokladat, ze b > a, coz s ohledem na podminku o délkach hran ve sténé
s hranou délky 3 znamena, ze b = a + 2 (nemuze byt b = a + 1, protoze
ve CtyTsténu by existovaly dvé hrany téze délky). Zbyvajici hrany uvazo-
vaného Ctyfsténu maji tudiz délky a, a+1, a+2, a+3, a = 4. Zvolime-li
oznaceni vrcholt tak, aby |AB| = 2, |AC| = a a |BC| = a + 1, vyjde pro
zbylé hrany |CD| = 3, |AD| = a+2 a |BD| = a+ 3. Existuje proto jediny
typ MEMO-&tyfsténu 7', pro jehoz soucet s(7T) plati s(T') = 4a+ 11 = 27,
pricemz s(T) = 3 (mod 4).

Zjistili jsme, Ze pro kazdé n > 27, které dava pii déleni étyimi zby-
tek 3, dovedeme najit jesté jeden (odlisny) MEMO-Gtyfstén T' se souétem
s(T) =n.

Nyni dovedeme odpovédét i na otdazku b) tlohy. Protoze ¢islo 2007 =
= 32.223 je délitelné tfemi a zaroven dava pii déleni &tyFmi zbytek 3,
existuje celkem 4 + 1 = 5 MEMO-Ctyfstént 1" s vlastnosti s(T") = 2007.
(Ctyii z nich odpovidaji moznosti A z tivodniho rozboru a maji kromé
stény s hranami 2, 3, 4 hrany délek 665, 666, 667 a paty ctyistén ma
kromé mimobé&Znych hran délek 2 a 3 hrany délek 501, 502, 503 a 504.)

Zdvér. Dané tloze vyhovuji vSechna prirozend éisla n = 27 a existuje
pravé pét MEMO-Ctyfsténtt T' s vlastnosti s(7') = 2007.
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8. Pfedné si uvédomme, ze 2007 = 9 - 223, kde 223 je prvocislo. Dany
vyraz upravme na tvar

(a+ k)3 —a® = 3ak(a + k) + k3,

z néhoz je ziejmé, Ze pro délitelnost ¢islem 2 007 je nutné, aby ¢islo £ bylo
délitelné tfemi. V takovém pripadé je ovSem uvaZovany rozdil zaroven
délitelny i deviti.

Nyni ukdzZeme, ze pro kazdé k tvaru k = 3m, kde m je libovolné
pfirozené ¢éislo, existuje celé ¢islo a takové, ze dany rozdil je délitelny
prvocislem 223. Protoze

(a+k)® —a® = 9m(a® + 3am + 3m?),
stadi pro libovolné ptirozené m najit a tak, ze a® + 3am + 3m? je déli-

telné 223.
Pro dané m uvazujme vyraz

4(a® 4 3am + 3m?) = (2a + 3m)? + 3m?.

Cisla 4 a 223 jsou nesoudélna, budeme proto hledat b takové, ze

b% +3m? = 0 (mod 223) (1)
(protoze 223 je prvodislo, snadno pak k nalezenému ¢islu b uré¢ime hledané
¢islo @ tim, Ze vyfeSime kongruenci b = 2a + 3m (mod 223)). K tomu
ucelu vyuzijeme nasledujici rozklad &isla 223 = 196 + 27 = 142 + 3 - 32,
7 uvedeného rozkladu plyne, Ze je

142m2n? + 3m? - 3202 = (14mn)? + 3m? - (3n)? = 0 (mod 223).

Zvolime-li nyni pfirozené ¢islo n tak, Ze 3n = 1 (mod 223), vidime, Ze
pro b = 14nm skuteénég plati (1).

Tim jsme dokézali, Ze poZadovanou vlastnost maji pravé vsSechna
kladna cela ¢isla k délitelna tfemi.
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