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48. mezinarodni matematicka olympiada

V treti dekadé cervence 2007 se sjelo
do vietnamské Hanoje 520 stiedoskol-
skych studenti z 93 zemi celého svéta
na dal$i ro¢nik nejprestiznéjsi soutéze
jednotlived v feSeni matematickych
uloh.

Logotypu této mezinarodni olym-
piady dominuje symbol mista konéni IMO 2007
48. MMO, hlavniho mésta Hanoje HANO! - VIETNAM
(jde o chram literatury, prvni viet-
namskou univerzitu zaloZenou v roce 1076) uprostied dvou kolmic sym-
bolizujicich matematickou soustavu soutradnic a zaroven zemépisny po-
lednik s rovnobézkou.

Obé krivky pak dodéavaji logotypu mocné vnitini pnuti, které symbol
Hanoje obklopuje. Na jedné strané tak predstavuji spole¢né smétrovani,
spojeni, solidaritu a pratelstvi mladych lidi na MMO, na strané druhé
vytvareji predstavu plamene symbolizujiciho odkryty talent a tvofivost
mladi, jez muZe matematiku vyuzit k napliiovani vzneSenych cili lidstva.

Vietnamsti organizatoii se na cely prubéh akce pfipravili velmi dobte
a nachystali soutézicim a jejich vedoucim velmi zajimavy program na ce-
lou dobu pobytu. S podporou statnich organu zajistili vSem ucastnikiim
komfortni hotelové ubytovani a vytecné stravovani, regulérni podminky
pro oba soutéZni dny i naslednou naroénou praci hodnoticich porot. Ko-
ordinacni tymy tvofili velmi erudovani matematici — ucitelé mnoha mist-
nich vysokych skol a védeckych tstavi. Pro chvile odpoc¢inku byl pfipra-
ven bohaty program, takze vSichni i¢astnici méli moznost poznat nejen
pamétihodnosti hlavniho mésta Hanoje a prirodni krasy pfimoiského le-
toviska Ha Long, ale seznamit se pii jedné exkurzi rovnéz s technologii
vyroby hedvabi. Vyznam soutéZze byl umocnén pritomnosti vietnamského
premiéra Nguyen Tan Dunga na slavnostnim zahdjeni v predvecer prv-
niho souté&zniho dne. O tyden pozdéji predaval zlaté medaile nejlepsim
soutézicim osobné prezident VSR Nguyen Minh Triet.
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Vedoucim druzstva CR byl doc. RNDr. Jaromir Simsa, CSc., z Ma-
sarykovy univerzity v Brné. NaSe Sesticlenné soutézni druzstvo, které
doprovazel RNDr. Jaroslav Svréek, CSc., z Univerzity Palackého v Olo-
mouci, bylo jmenovéano na zékladé vysledkt ustfedniho kola 56. roéniku
MO ve Zliné a nasledného tydenniho vybérového soustiedéni v Kostelci
nad Cernymi lesy. Tvorili je Miroslav Klimo$ z 2. roéniku Gymnézia
Mikulase Kopernika v Bilovci, Michal Rolinek ze 4. ro¢niku Gymnazia
Johanna Keplera v Praze 6, Lenka Slavikovd ze 4. roéniku Gymnéazia
v Mnichové Hradisti a trojice studentt z Gymnézia na tf. Kpt. Jarose
v Brné: Zbynék Koneény a Jiri Rihdk ze 4. roéniku a Hana Sormovd
z 2. ro¢niku.

Soutézici jednotlivei jako obvykle fesili ve dvou puldnech vzdy tri
soutéZni tlohy po dobu 4,5 hodiny; za kazdou ze Sesti uloh mohli zis-
kat nejvyse 7 bodd. Vybér soutéznich tloh nebyl pro porotu slozenou
z vedoucich jednotlivych zemi ani letos jednoduchy. V soucasnosti prozi-
vaji riizné narodni i nadnarodni matematické soutéze velky rozmach; je
proto stéle obtiznéjsi posoudit, které z navrhovanych priblizné 30 tuloh
jsou dostateéné puvodni a nepodobné tém, které uz na néjaké soutézi
kdy byly. Diskuse o téchto otazkach jednéni poroty znesnadnuji a ¢asové
protahuji. Také snaha poroty zafadit do vysledné Sestice dvé extrémné
naro¢né ulohy, které by urcily vitéze celého klani, letos nevedla k prilis
stastnému FeSeni. Z celého pole ucastnikl tfeti tlohu vyfesili pouze tii
a Sestou tlohu pouze ¢tyfi soutézici! Proto si mnozi vedouci kladli otéaz-
ku: mélo smysl naplnit tfetinu zadani soutéze pro 520 ucastniki lohami,
které 515 ucastnikt nemélo viibec Sanci vytesit? Po soutézi se navic uka-
zalo, ze Sestd tuloha ani tolik originalni nebyla, protoZze se presné kryla
s obsahem jednoho ¢lanku, ktery v roce 1993 vysel v European Journal
of Combinatorics. Pro nés je ovSem potésitelné, Ze po deseti letech byla
do soutéze vybrana c¢eska tloha. Jejim autorem je Marek Pechal, drzitel
bronzové medaile z predloriské 46. MMO v Mexiku.

Absolutnim vitézem 48. MMO se stal Konstantin Matvejev z Ruska,
ktery ziskal 37 bodi ze 42 moznych. Zaradil se tak do ¢ela 39 nejlepsich
soutézicich, kterym byly za zisk nejméné 29 bodi udéleny zlaté medaile.
Stiibrné medaile si z Hanoje odvezli 83 ucastnici ohodnoceni alespon
21 bodem. Na bronzovou medaili letos stacilo 14 bodu; potésilo nas, ze
mezi 131 drZiteli tohoto kovu je i pét reprezentanttt Ceské republiky
(Koneény, Klimos, Slavikova, Rolinek a Rihdk). Ani Sestd nase sout&zici
Sormovéa nevysla iplné naprazdno, kdy# spolu se 148 dalsimi sout&Zicimi
bez medaili ziskala Cestné uznéni za Uplné vyfeSeni jedné ze Sesti sou-
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téznich uloh. Podrobné vysledky nasich soutézicich ukazuje nasledujici
tabulka:

Body za ilohu Body Cena

Umisténi 1 2 3 4 5 6

197.-225. Miroslav Klimo$ 7 0 0 6 2 0 15 I11.
171.-196. Zbynék Konedny 7007 2 0 16 I11.
226.-253. Michal Rolinek 7 00 6 1 0 14 II1.
226.-253. Jifi Rihak 7007 00 14 IIL
197.-225. Lenka Slavikova 6 0 07 2 0 15 III.
365.-401. Hana Sormova 010700 8 HM

Celkem 34 1 0 40 7 0 82

Pro srovnéani uvadime i tabulku s vysledky slovenskych reprezentanti,
ktefi sice ziskali o jednu medaili méné, v celkovém bodovém souctu nés
vsak o Ctyti body predstihli:

Body za tlohu Body Cena

Umisténi 1 23 456

197.-225. Samuel Hapdk 710700 15 111
226.-253. Ondrej Mikuléas 6 006 20 14 I11.
161.-170. Tomas Rusin 3706 10 17 II1.
322.-343. Michal Spisiak 71 0 0 2 0 10 HM
123.-132. Michal Szabados 6 707 00 20 II1.
322.-343. Vladislav Ujhazi 0107 20 10 HM

Celkem 2917 033 7 0 86

S radosti mizeme konstatovat, Zze nase druzstvo podalo na 48. MMO
lepsi vykon, nez se ocekdval podle vysledkii pfipravnych soustfedé-
ni. V neoficidlnim Zebfi¢ku ztcastnénych statl, které uvadime tabulce
na dalsi strané, nam nas vysledek oproti loniské MMO pfinesl skok
o 10 mist nahoru (pfipadna ¢isla v zavorce uvadgji nizsi podet repre-
zentant nez obvyklych 6). Za povsimnuti stoji, Zze s vyjimkou Polska
a Svycarska podala nedekané vyrovnany vykon druZstva vSech ostatnich
statl, které se pak v zafi 2007 zcastnily prvniho roéniku Stredoevropské
matematické olympiddy (kromé Polska a Svycarska to bylo pofadajici
Rakousko, dale pak Slovensko, Slovinsko, Chorvatsko a Ceska republika,
o ucasti v dalsich ro¢nicich uvazuji i predstavitelé Némecka a Madarska).
Véfime, Ze nova soutéz vzdy na pocatku skolniho roku bude pro jeji per-

138



spektivni c¢astniky dobrym stimulem k intenzivni celoro¢ni p¥ipravé na
nésledujici celosvétovou matematickou olympiddu.

—
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IIT body

11

III body

Rusko
CLR
Korea
Vietnam
USA
Japonsko
Ukrajina
KLDR
Bulharsko
Tchaj-wan
Rumunsko
Hongkong
fran
Thajsko
Neémecko
Madarsko
Turecko
Polsko
Bélorusko
Moldavsko
Italie
Australie
Srbsko
Brazilie
Indie
Gruzie
Kanada
Kazachstan
Velka Britanie
Kolumbie
Litva

Peru
Recko
Mongolsko
Uzbekistan
Singapur
Mexiko
Slovensko
Slovinsko
Ceskd republika
Svédsko
Rakousko
Francie
Norsko
Belgie
Chorvatsko
Argentina
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184
181
168
168
155
154
154
151
149
149
146
143
143
133
132
129
124
122
119
118
116
110
107
106
103
102

98

95

95

93

92
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Arménie
Macao

Izrael

Novy Zéland
Azerbajdzan
Bosna a Hercegovina
Indonézie
Makedonie
Nizozemsko
Estonsko
Albanie
Svycarsko
Lotyssko
Finsko
Portugalsko
Irsko
Turkmenistan
Dansko
Spanélsko
Kirgizie (5)
JAR

Kypr

Trinidad a Tobago
Téadzikistan
Kostarika (5)
Island

Ekvador
Lucembursko (3)
Malajsie
Salvador (4)
Pakistan
Paraguay (4)
Bangladés (5)
Maroko
Kambodza (4)
Sri Lanka
Filipiny
Nigérie
Mongolsko (3)
Kuba (1)
Lichtenstejnsko (2)
Venezuela (3)
Portoriko (3)
Saudska Aréabie
Chile (4)
Bolivie (2)
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Texty soutéznich uloh
(v zévorce je uvedena zemé, ktera tlohu navrhla)

1. Jsou ddna realn4 ¢isla aq, as, . .., a,. Prokazdéi (1 < i £ n) definujme

d; =max{a;: 1 S5 <1} —min{a;: 1 < j S n}

Necht
d =max{d;: 1 £1i < n}.
(a) Dokazte, Ze pro libovolnd realna ¢isla z; < zp £ ... £ z, plati
nerovnost p
max{|z; — a| 1§2§n}§§ (%)
(b) Ukazte, Ze existuji redlnd ¢isla z1 S xp < < zp, pro néz v (x)

nastane rovnost. (Novy Zéland)

2. UvaZzujme pét bodu A, B, C, D, E takovych, ze ABCD je rovnobéznik
a ¢tyfuhelnik BCED je tétivovy. Primka [ prochazi bodem A, ptricemz
protind usecku DC' v jejim vnitinim bodé F a prfimku BC v bodé G.
Predpokladejme, ze plati |EF| = |EG| = |EC|. Dokazte, ze piimka [ je
osou uhlu DAB. (Lucembursko)

3. Neékteri ucastnici matematické soutéze jsou pratelé. Pratelstvi je vza-
jemné. Skupinu soutézicich nazveme klika, jsou-1i kazdi dva z nich pratelé.
(Speciélné libovoln4 skupina slozend z méné nez dvou soutézicich je kli-
ka.) Pocet ¢lent kliky nazveme jejim rozmérem.

Vime, Ze nejvétsi rozmér kliky slozené z tcastniku soutéze je sudé
¢islo. Dokazte, Zze vSechny soutézici je mozno rozesadit do dvou mistnosti
tak, aby nejvétsi rozmeér kliky v jedné mistnosti se rovnal nejvétsimu
rozméru kliky v druhé mistnosti. (Rusko)

4. Osa uhlu BCA trojihelniku ABC' protind jeho opsanou kruznici
v bodé R rizném od bodu C, osu strany BC' v bodé P a osu strany AC
v bodé Q. Stied strany BC ozna¢me K a stied strany AC ozna¢me L.
Dokazte, ze obsahy trojihelniki RPK a RQL se rovnaji.

(Ceskd republika)

5. Kladna celd ¢isla a, b jsou takova, ze &islo (4a —1)? je délitelné 4ab—1.
Dokazte, ze a = b. (Velkd Britanie)

6. Necht n je kladné celé ¢islo. Uvazujme mnozZinu
S = {(z,y,z): z,y,z € {0,1,...,n}, c+y+=z2 >O}
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slozenou z (n + 1)® — 1 bodt t¥irozmérného prostoru. Uréete nejmensi
mozny pocet rovin, jejichZ sjednoceni obsahuje vsechny body z S, neob-
sahuje vSak bod (0,0,0). (Nizozemsko)

ReSeni soutéZnich tloh

1. Kazdé z ¢isel dy,ds, ..., d,, atedy i jejich maximum d se rovna rozdilu
nékterych dvou ¢lent posloupnosti aq,as,...,a,. Existuji proto indexy
P, q takové, ze p < ¢ a d = a, — aq. (Tyto indexy nejsou obecné urceny
jednoznaé¢né, napf. pro neklesajici posloupnost (a;) je zfejmé d = 0 a rov-
nost a, = a, miZe splitovat vice dvojic ¢lenii takové posloupnosti.)

ap
Zq
d z,
_________________ aq
p q
Obr. 51
Necht z1 £ 2z £ ... £ z, jsou libovolna realna &isla. K diikazu

casti (a) staci pracovat s hodnotami x,, x4 (obr. 51). Médme totiz x4 = ),
a tedy

(ap — p) + (zq — ag) = (ap — aq) + (Tq — Tp) 2 ap — ag = d.
Proto plati aspori jedna z nerovnosti a, — z, = %d, Tg—ag 2 %d, odkud
dostavame

max{|z; —a;|: 1 £ S n} 2 max{|z, — ap|,|zq —agl} 2
d

2 max{ap, — Tp, g — ag} = 5
Tim je dokazéna ¢ast (a).
Polozme nyni

N

xkzmax{ai—i:l zgk} pro1l <k <n.

Takova posloupnost je ziejmé neklesajici, z; < zo £ ... < z,,. UkdZeme,
ze pro takto zvolené hodnoty z; plati

d
max{|z; —a;|: 1 £i<n} = 3
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Protoze z7 jsme zvolili tak, Ze |x1 — a1| = %d, staéi ukazat, Ze pro kazdé
i:2,...,nje |a:,-—ai| § %d
Pf¥imo z definice hodnoty :El plyne z; — a; 2 ——d ukézeme tedy, ze
pro libovolné i je také z; — a; < 2d Je-li j < i nejmensi index, pro ktery
x; = x;, je bud j = 1, nebo j 2 2 a zaroveni x;_; < ;. V obou piipadech
zfejmé plati z; = a; — 3d. Mame tedy
d
xr;, = iEj = aj = 5
Z definice hodnoty d samoziejmé plyne, Ze a; — a; < d. Celkem tudiz

plati
d d d
= = S = = = =,
Ti—ai=0=5 =06 S 5=73
Ukézali jsme, ze pro kazdé i = 1,2,...,nplati —3d < =
opravdu |z; — a;| < %d.

a; £ 1d, tedy

Jiné FeSeni. Kdyby pro nékterou neklesajici posloupnost (x;) bylo
max{|z; —a;|: 1 SiSn} < —21-d, dostali bychom pro kazdé i, 1 < i < n,
nerovnost z; — 1d < a; < z; + 3d, neboli

di<(zi+g)—(:vi—g):d.

To odporuje definici ¢isla d.
Oznaéme pro kazdé 7, 1 <1 < n,

M; =max{a;: 1 <j<i} a m; =min{a;: i< 75 S n}.
Obé posloupnosti (m;) i (M;) jsou zfejmé neklesajici, pfi¢emz m; < a; <

< M;. Polozme nyni z; = %(ml + M,), vysledna posloupnost je rovnéz
neklesajici, a protoze d; = M; — m;, plati

di i — M M;—m; d;
——=T—‘—=$i—Mi§$i—ai§Ii—mi=—mZ——-
2 2 2 2

Je tudiz

d;
max{|z; — a;|: l<z<n}<max{2 1514 <n}

A protoze jsme uz dokazali opa¢nou nerovnost pro libovolnou neklesajici
posloupnost (z;), musi pro takto zvolenou posloupnost platit rovnost.
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2. Ziejmé stadl ukézat, ze |CF| = |CG|, protoze z rovnosti souhlas-
nych a st¥idavych thli p¥islusnych piicee [ rovnob&zek AD; BG (obr. 52)
dostaneme |XBAG| = |XCFG| = |xCGF| = |xCGA| = |xDAG]|.

Obr. 52

Predpoklddejme naopak, ze je napf. |CF| < |CG|. Ozna¢me M
a N stfedy tseéek CF a CG. Ziejmé pak plati také |MF| < |[NC]|,
|ME| > |NE| (pravouhlé trojuhelniky FFME a CNE maji shodnou pfe-
ponu), a protoZe pravouhlé trojuhelniky DEM a BEN jsou podobné
(to plyne z rovnosti obvodovych thl nad tétivou EC kruznice k opsané
¢tytahelniku BCED), je také [DM| > |BN| a |DF| = |DM| - |MF| >
> |BN| — |NC| = |BC| = |DA|. Trojahelniky ADF a GCF jsou po-
dobné, takze posledni nerovnost |[DF'| > | DA| je ekvivalentni nerovnosti
|CF| > |CG|. To je opa¢nd nerovnost, nez jakou jsme predpokladali.

Zacneme-li naopak s opacnou nerovnosti, dojdeme samoziejmé na-
prosto stejnym postupem opét ke sporu. Tim je dokézédna rovnost
|CF| = |CG]|, a tedy i tvrzeni ulohy.

Jiné feSeni. Oznacme postupné S, M, N stiedy tsecek CA, CF, CG.
Tyto t¥i body zfejmé lezi na pfimce p, jeZ je obrazem piimky [ ve stejno-
lehlosti se stfedem C' a koeficientem % (obr.53). Usecky EM, EN jsou
vyskami rovnoramennych trojuhelnika EFC, ECG, jsou tedy kolmé na
odpovidajici ptimky CD, BC. TakZe piimka p je Simsonovou piimkou?
bodu E a trojihelniku BCD.

1 Véta o Simsonové primce fikd, Ze v jedné primce lezi paty tfi kolmic spusténych
z libovolného bodu Q kruznice opsané danému trojuhelniku XY Z na pfimky jeho
stran; uvecena primka se nazyva Simsonova pfimka bodu @ a trojuhelniku XY Z.
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Obr. 53

Uhlopficky rovnobézniku se pili, proto je bod S stiedem tsecky BD,
a protoze lezi na Simsonové pfimece p, musi byt zaroven patou kolmice
z bodu E na stranu BD. Bod FE je tak nutné stfedem oblouku BD
kruznice opsané tétivovému ¢tyftuhelniku BCED a plati |[ED| = |EB].

Z obvodovych thli nad tétivou ED plyne |x DBE| = |x DCE|, takze
rovnoramenné trojuhelniky DBE, FCE jsou podobné (jejich ramena
EB, EC sviraji se zakladnami DB, F'C shodné uhly, obr.54). V otoceni

E
‘ﬁ\ ‘/ !
‘\
e C

Obr. 54

okolo bodu E o thel ¢ = |xDEB| = |XFEC]| se bod D zobrazina B a F
na C, proto |DF| = |BC|. Zaroven vsak |BC| = |AD|, odkud vyplyva,
ze trojihelnik AF D je rovnoramenny. Odtud opét vyuzitim shodnosti
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stiidavych thld snadno dostaneme, ze |XDAF| = |xDFA| = |xFAB],
tedy pfimka [ je opravdu osou thlu DAB.

Pozndmka. K diikazu tvrzeni o Simsonové primce staéi vyuzit vlast-
nosti obvodovych thld. P¥i daném oznadeni ukazme, Ze bod S, v némz
piimka M N protind stranu BD trojahelniku BCD, je patou kolmice
z bodu E opsané kruznice na tuto stranu, tj. ze thel ESB je pravy: Z rov-
nosti obvodovych thld nad tétivou DE plyne, ze |xDBE| = |<xDCE|.
Navic |xDCE| = |xMCE| = |xSNE]|, nebot body M, C, N, E leii
na Thaletové kruZnici. To ale znamené, Ze i body S, B, N, E lezi na
(Thaletové) kruznici s pramérem EB.

Jiné YeSeni. Z podobnosti trojuhelnikit ADF a GCF plyne

|[FC| _|CG| |CG|
|FD| ~ |AD| |BC|’

Existuje proto spiralni podobnost, ktera zobrazi tisecku DC na usecku
BG@G, pticemz bod F piejde do bodu C' a stied M tsecky F'C do sttedu N
tsecky CG. Uhel piimek DC a BG uréuje tihel piislusného otoceni, vi-
dime tedy, Ze stfed uvedené spiralni podobnosti musi lezet na kruznici
opsané trojihelniku DBC (tise¢ku DB je z ngj vidét pod tthlem |« DC B|)
a také na kruznici opsané trojuhelniku MCN (i usecku M N je z néj vidét
pod thlem |[XDCB| = 180° — |x M CN|). Spoleénym bodem (rtznym od
bodu C) obou kruznic je pravé bod E, a protoze |EM| = |EN|, jde
o shodnost, takze je také |[DC| = |BG|. Je tudiz i |AB| = |BG| a odtud,

jak uz vime, snadno plyne, Ze ptfimka [ je osou tthlu BAD.

3. Uvedeme algoritmus, jak rozdeélit ti¢astniky do mistnosti. Dvé mist-
nosti, do nichz budeme ucastniky rozdélovat, ozna¢me A a B. Za¢neme
s urcitym rozdélenim, které budeme postupné upravovat posilanim tcast-
nikl z jedné mistnosti do druhé. Béhem algoritmu budeme oznacovat A,
B i mnoziny ucastniki, ktefi pravé jsou v danych mistnostech, a c(A),
¢(B) velikost nejvétsi kliky v pfislusné mistnosti.

1. krok. Necht 2m je rozmér nejvétsi kliky a M je jedna z klik s timto
rozmérem, tj. |M| = 2m. Za¢neme tim, Ze vSechny soutézici z M déme
do mistnosti A a vSechny ostatni do mistnosti B. Zfejmé plati c¢(A) =
— M| 2 «(B).

2. krok. Dokud je ¢(A) > ¢(B), posildme tcastniky po jednom z A
do B (obr.55). (Je-li ¢(A) > ¢(B), mistnost A uréité neni prazdna.)
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Obr. 55

Po kazdém presunu se ¢(A) zmensi o 1 a ¢(B) se nejvyse o 1 zvétsi. Po
kone¢ném poétu presunt tak dosdhneme toho, ze c(A) < ¢(B), a zarover
bude ¢(B) < ¢(A) + 1, protoze dosud zaporny rozdil ¢(B) — ¢(A) nemize
vzrust o vice nez o 2. Pokud je nyni ¢(A) = ¢(B), nas postup uspésné
skoncil.

Pokud ¢(B) = ¢(A) + 1, budeme pokracovat dalsim krokem. Zatim
je stéle jesté A C M klika, proto ¢(A) = |A|, a dokonce plati |A| =2 m,
protoze kdyby bylo ¢(A) = |A] £ m—1, bylo by ¢(B) 2 |BNM| 2 m+1,
atudizic(B)—c(A) 2 (m+1)—(m—1)=2.

3. krok. Oznacme k = c(A), takZze ¢(B) = k + 1 a podle predchozi
uvahy plati k 2 m a zéroven |B N M| < m.

Necht C je néktera klika v B, pro kterou plati |C| = k + 1. Pokud
existuje ucastnik z € (BN M) \ C (obr.56), tak ho posleme zpét do
mistnosti A. V ni ted bude k + 1 ¢lentt M, takze c¢(A) = k + 1, pficemz
velikost kliky C' v B se nezmensila, tudiz ¢(B) = k+ 1 = ¢(A) a nas

v ¥

algoritmus uspésné kondi.

Obr. 56

Pokud pro zadnou kliku C' velikosti k+ 1 takového Gcéastnika z v (BN
N M)\ C nenajdeme, znamena to, Ze v mistnosti B obsahuje kazd4 klika
s rozmérem k + 1 jako podmnoZinu cely prunik B N M.
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4. krok. Dokud je ¢(B) = k+1, volime nékterou kliku C C B velikosti
k+1 a posleme jednoho ¢lena z C'\ M do mistnosti A (obr. 57). (Mnozina
C'\ M nemize byt prazdna, protoze |C| =k +1>m = |BNM]|.)

A B

C( BnM

Obr. 57

Pokazdé, kdyz posleme jednoho ucastnika z B do A, zmensi se ¢(B)
nejvyse o 1. Nakonec tak dosdhneme toho, ze ¢(B) = k. Ptitom v mist-
nosti A méame kliku A N M velikosti |[A N M| = k, takze c¢(A) 2 k.
Ukéazeme, Ze v A uz neni klika s vétSim rozmérem a Ze jsme tim padem
hotovi.

Necht @ je libovolna klika v A. DokaZeme, Ze |Q| < k. V mistnosti A,
a tedy i v mnoziné Q mohou byt dva typy tcastniki:

> Clenové M; protoze M je klika, jsou to pfatelé viech ¢lentt B N M.
> Ugastnici, které jsme do A poslali ve 4. kroku; kazdy z nich byl v klice,

ktera obsahovala B N M, proto je ptitelem vSech élentt BN M.
Vsichni clenové @ jsou tedy pratelé vsech ¢lent B N M (obr.58), navic

Obr. 58

mnoziny @ a B N M samotné jsou kliky, takZe i jejich sjednoceni Q U
U (BN M) je klika. A protoze M je klika s nejvét$im rozmérem, mame

M| 2 |QuU(BNM)|=|Q[+|BNM|=|Q|+|M|~-|AnM]|,
odkud |Q| < [AN M| = k.
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Nakonec jsme tedy i po 4. kroku dostali rovnost ¢(A) = ¢(B). Tim je
tvrzeni ulohy dokéazano.

4. Pokud je |AC| = |BC]|, je trojuhelnik ABC rovnoramenny a soumérny
podle osy thlu pfi vrcholu C, je tedy P = @Q a neni co dokazovat. Pred-
pokladejme proto (samoziejmé bez ijmy na obecnosti), ze |AC| < |BC|.

Protoze C'R je osa uhlu, jsou pravouhlé trojuhelniky QLC a PKC
podobné (obr.59). Kromé jiného to znamenda rovnost thla |[xCQL| =
= [¥xPQO| = |xQPO|, takze trojuhelnik QPO je rovnoramenny a plati
|PO| = |QO|. Ze zminéné podobnosti pak jesté plyne

|PK| |PC|

QLI lQC|’

Vzhledem k rovnosti thlt RPK a RQL tak pro obsahy uvazovanych
trojuhelnikt dostavame
S(RPK) %sin|<):RPK| -|RP|-|PK| |RP|-|PC|
S(RQL) ~ gsin[xRQL|-[RQ|- QL]  |RQ|-|QC] T

nebot tétiva CR je zfejmé soumérné podle stejné osy jako rovnoramenny
trojuhelnik QPO, takze je |RP| = |QC| a |PC| = |RQ)|. Tim je rovnost
S(RPK) = S(RQL) dokazana.
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Jiné FeSeni. Podobné jako v prvnim feseni budeme rovnou predpokla-
dat, ze |AC| < |BC|. Ozna¢me ~ velikost vnitiniho thlu pii vrcholu C.
Z pravouhlych trojuhelnikit QLC a PKC (obr. 60) plyne, ze

|¥CQL| = |[XxCPK| = in— 37,

takze trojihelnik QPO je rovnoramenny s thlem velikosti y pti hlavnim
vrcholu O. Stfedovy uhel stejné velikosti zfejmé prislusi i shodnym téti-
vam AR a BR opsané kruznice (tétivy jsou shodné, protoze C'R je osou
uhlu ACB). Uvazujme proto otoceni se sttedem O o thel v. V ném se
bod A zobrazi do bodu R, bod R do bodu B a bod @ do bodu P. Uve-
dené otoceni tak prevadi trojuhelnik ARQ na trojihelnik RBP (obr.61),
oba trojuhelniky jsou tudiz shodné a maji stejné obsahy. Nyni si staci
uvédomit, ze

S(ARQ) = 2S(RQL) a S(RBP)=2S(RPK),

protoze vzdalenosti vrcholiit A a B od pfimky C'R jsou rovny dvojnasob-
kiim vzdalenosti odpovidajicich stfedii L a K stran AC' a BC od téze
primky.

C

R\
\

Obr. 60 Obr. 61

Jiné FeSeni. Jak jsme zjistili uz v prvnim feseni, prochézeji sttedem O
opsané kruZnice jak osy K P, LQ stran BC, resp. AC, tak i osa o té-
tivy CR (obr. 62). Priise¢iky osy o s pfimkami AC, BC oznaéme po fadé
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U a V. Z vlastnosti osy tsecky plyne |CU| = |RU| a |CV| = |RV|. Plati
i |CU| = |CV|, nebot v trojuhelniku CUV je strana UV kolma k ose
tthlu pfi vrcholu C, kterou je polopiimka CR. Ctyithelnik CURV je
tedy kosoctverec nebo ¢tverec. V osové soumérnosti podle pfimky UV
tak prejde dvojice rovnobézek CU, RV v dvojici rovnobézek RU, CV
pfimka L@ jdouci samodruznym bodem O kolmo k prvni dvojici pfimek

Obr. 62

proto prejde v pfimku jdouci bodem O kolmo k druhé dvojici piimek,
tedy v pfimku KP. Tato pfimka tudiz protne pfimku RU v bodé M,
ktery je soumérné sdruzeny s bodem L. Ze stejného diivodu jsou soumérné
sdruzené i body P, Q (a samoziejmé i body C, R), takZe jsou soumérné
sdruzené i trojuhelniky CPM a RQL. Jesté si povSimnéme dvojice troj-
thelnikt M RC, M RK; také ty maji stejny obsah, nebot CK | MR.
Plati tedy

S(PRK) = S(MRK) — S(MRP) = S(MRC) — S(MRP) =
= S(MPC) = S(RQL).

Tim je dikaz hotov.
5. Jestlize (4a® — 1)? je délitelné ¢islem 4ab — 1, je jim délitelny i vyraz

(4a® — 1)? — 2(4a® — 1)(4ab — 1) + (4ab —1)? =
= ((4a® = 1) — (4ab—1))® = (4a)%(a — b)2.
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A protoze &isla 4a a 4ab — 1 jsou nesoudélna, dostavame, Ze (a — b)? je
rovnéz délitelné ¢islem 4ab — 1. To znamena, Ze

(a —b)* = m(4ab — 1) (1)

pro vhodné pfirozené ¢islo m. Pro m = 0 dostavame a = b. Ukazeme,
ze pro libovolné m > 0 rovnici (1) Zaddnd dvojice ptirozenych cisel a, b
nevyhovuje.

Predpokladejme naopak, ze takové dvojice ¢isel a, b existuji, a vy-
berme mezi nimi dvojici (ag, bp) s nejmensim by. Protoze vztahu (1) zé-
roveti vyhovuje i symetrickd dvojice (bo, ao), plyne odtud by < ao.

Vztah (1) pro a = ag, b = by nyni piepiseme do tvaru

a2 — (2 4 4m)boao + (b3 +m) = 0, (2)
z néhoz vidime, Ze ptirozené éislo 1 = ag vyhovuje kvadratické rovnici
z2 — (24 4m)boz + (b +m) =0

s celoc¢iselnymi koeficienty. Proto i jeji druhy kofen x5 = (b3 +m)/ag > 0,
ktery dostaneme z Vietova vztahu, je pfirozeny. Ziejmé tedy i dvojice
(bo, z2) vyhovuje rovnosti (1), takze vzhledem k volbé ¢isla by plati x5 >
> by neboli m > agby — b2 = by(ag — by). Dosazenim ¢&isel ag, by do (1)
tak mame

(ao — b0)2 > bo(ao — bo)(4a0b0 - 1),

odkud za uvedenych piedpokladii vychazi nerovnost 4b3 < 1, coz nemtize
pro zadné prirozené ¢islo by platit.

Jiné Fedeni. Z podminky 4ab — 1 | (4a® — 1)? a rovnosti pro rozdil
Ctvercu
b?(4a® —1)% — (a — b)? = a(4ab — 1)(4a%b + a — 2b)
plyne
4ab—1| (a —b)%. (3)

Pfipustme, Ze nalezeny vztah spliiuje néjaka dvojice (a,b) ptirozenych
Cisel s vlastnosti a # b. S ohledem na symetrii vztahu (1) miZeme pfed-
pokladat, Ze a > b. Pak rovnost (a — b)? = m(4ab — 1), kde m je vhodné
prirozené cislo, prepiseme do tvaru

(a — b —2mb)? = 4m?b? 4 4mb? — m,
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z néhoz plyne, ze 4m?b? 4+ 4mb® — m = t? pro vhodné celé &islo t > 2mb,
nebot 4mb? — m > 0. S ohledem na t2 < 4m?b? + 4mb? < (2mb + b)?
vSak musi zaroven byt t < 2mb + b, dohromady tedy ¢t = 2mb + b — s,
kde celé ¢islo s splniuje nerovnosti

0<s<b(<a). (4)
Rovnost 4m?b% + 4mb? — m = (2mb + b — s)? upravime do tvaru
m(4bs —1) = (b—s)?, odkud 4bs—1| (b— s)°.

Dvojice (b, s) proto spliiuje stejné jako vychozi dvojice (a,b) vztah (3).
Podle (4) je ovSem nova dvojice (b,s) v kazdé z obou slozek mensi nez
puvodni dvojice (a, b). Protoze slozky uvazovanych dvojic jsou pfirozena
¢isla, muzeme celou proceduru zmensovani slozek zopakovat pouze néko-
likrat; po uréitém pocétu kroku proto dojdeme ke dvojici riznych ptiro-
zenych &sel, k niZ uz neni mozné proceduru uplatnit, a to je spor. Zadna
dvojice riiznyjch piirozenych &isel spliujici vztah (3) proto neexistuje.?

6. Nejmensi mozny pocet rovin je 3n. Snadno najdeme 3n rovin, jez
dané podminky spliuji. Mtzeme naptiklad vzit roviny s rovnicemi z = 1,

y=1,z=1proi=1,2,...,n anebo roviny s rovnicemi z +y + z = k
pro k =1,2,...,3n. UkdZeme, Ze méné nez 3n rovin nestaci.

Nejprve dokazeme néasledujici tvrzeni:

Necht P = P(xy,...,zx) je nenulovy mnohoélen k proménniych.

Jestlize P(0,...,0) # 0 a zdroveri P(xy,...,x;) = 0 pro libovolnd
x1,...,xk € {0,1,...,n} takovd, Ze x1 + ...+ x >0, je st P 2 kn, kde
st P oznacuje stuperi mnohoclenu P, tj. exponent nejuyssi mocniny x ve
vyrazu P(z, ..., x).

Tvrzeni dokdzeme matematickou indukci vzhledem k poc¢tu promén-
nych k. Pro k& = 1 je jeho platnost zfejma: jestlize nenulovy mnoho-
¢len jedné proménné mé n kofenii (v naSem ptipadé jsou kofeny P ¢isla
1,2,...,n), mé stupenl aspoii n.

Predpoklddejme, Ze tvrzeni plati pro k& = m. DokdZeme, ze potom
plati i pro k = m + 1. Kvuli pfehlednosti ozna¢me y = z,, 1. Jestlize P
chapeme jako mnohoclen proménné y, mizeme ho vydélit mnohoclenem

2 O objevu kli¢ového vztahu délitelnosti (1) a skutecnosti, ze 1 za druhym FeSenim
se skryva manipulace s kofeny kvadratické rovnice (2) z prvniho feSeni se doctete
v ¢lanku Jaromira Simsi v Rozhledech matematicko-fyzikalnich 83 (2008), ¢&. 1,
str. 14.
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Q(y) =y(y—1)...(y—n). Pfitom jako zbytek dostaneme mnohoclen R.
Presnéji,
P($11~ e 7$Tnay) = Q(y) : S(Ila' .. 7$m5y) + R(xl,' .. 7:Emay)1

kde st, R < n (tj. stupen zbytku R, pokud ho chdpeme jako mnohoclen

jedné proménné vy, je mensi nez stupeni mnohoclenu Q). Protoze Q(y) =

=0proy=0,1,...,n, madme R(zy,...,Zm,y) = P(z1,...,Zm,y) pro

libovolnd z1,...,zm,,y € {0,1,...,n}, neboli R spliiuje podminky naseho

tvrzeni. Ziejmé st R < st P, stadi tedy dokdzat, ze st R 2 (m + 1)n.
Rozepisme R podle mocnin y:

R(z1,...,Zm,y) = Ru(z1, ..., Zp)y" + Ru_1(z1, ..y zm)y™ 4.+
+R0($1,. ,l‘m)

Ukazeme, ze na mnohoclen R,(zi,...,Z,) mizeme pouzit indukéni
predpoklad.

Uvazujme mnohoélen T'(y) = R(0,...,0,y) stupné nejvyse n. Tento
mnohoélen méa n kotenu y = 1,2,...,n. Na druhé strané 7' neni kon-
stantni nulovy mnohoclen, nebot T(0) # 0. Je tedy stT = n a jeho
vedouci koeficient R, (0,...,0) je nenulovy.

Vezmeme-li libovolna ¢isla aq,...,amn € {0,1,...,n}, kde a1 + ... +
+am, > 0,adosadime z; = a; do R(zy,...,Zn,y), dostaneme mnohoclen
proménné y. Tento mnohoclen je nulovy ve vSech bodech y =0,1,...,n
(tj. m& asponi n + 1 kofenll) a ma stuperi nejvySe n. Proto musi byt
nulovy, neboli R;(ay,...,an) = 0 pro véechna i = 0,1,...,n. Specidlné
R.(ai,...,am) =0.

Mnohoé¢len R, (z1,...,z,) tak splituje predpoklady naseho tvrzeni
a podle indukéniho pfedpokladu dostavame st R,, = mn, prodeZ

stP2stR2stR,+n 2 (m+1)n.

Ted uz feseni snadno dokoné¢ime. Pfedpokladejme, Ze mame N rovin
pokryvajicich vSechny body z S, ale neobsahujicich bod (0,0,0). Necht
rovnice téchto rovin jsou a;x + b;y + ¢;z+d; = 0 (proi = 1,2,...,N).
Uvazujme mnohoclen

P(z,y,z) = (a1z 4+ by + c12 + d1)(a2z + bay + caz + da) . ..
(anx +bny + enz + dn),
jehoZz stupen je zfejmé N. Tento mnohoclen pro libovolné (zg,yo, 20) €

€ S splnuje rovnost P(zo,yo,z0) = 0 a zaroven P(0,0,0) # 0. Podle
dokazaného tvrzeni je tedy N = st P 2 3n.

153



