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Mezinarodni stretnuti cesko-polsko-slovenské

ZWARDON, 20.-22. CERVNA 2005
V rédmci zavérecné pripravy pred MMO se uskutecnilo jiz paté mezina-
rodni stietnuti mezi tymy Ceské republiky, Polska a Slovenska. Jednotlivé
zemé reprezentovala Sestice ucastniki, ktefi si vybojovali ve svych zemich
postup na 46. MMO v Méridé.

Soutéz se uskutecénila ve Zwardoni v polské ¢asti Beskyd, takzZe to ne-
bylo pfili§ daleko ani pro naSe, ani pro slovenské reprezentanty. Vsechna
tri druzstva pficestovala na misto konani jiz v nedéli vecer 19. ¢ervna.
Organizace a pribéh soutéze zlistal zachovan z predeslych roénikéi — je
prizpusoben stylu III. kola nasi MO a podminkdm na MMO. Soutézicim
byly ve dvou dnech predloZzeny dvé trojice soutéznich tloh, pfitom za
kazdou z tloh mohli ziskat nejvySe 7 boda, tj. celkové (stejné jako na
MMO) 42 body. Na kazdou trojici tiloh méli soutézici vyhrazeno 4,5 ho-
diny.

Poradi | Jméno Zemé | body |Soucet
1. | Michat Pilipczuk POL | 72776 36
2. | Frantisek Simancik SVK | 61277 30
3. | Michal Burger SVK | 71275 29
4.-5. | Pavel Kocourek CZE | 07725 28

Tomasz Kulczynski POL | 72075 28
6. | Tomasz Warszawski POL | 61247 27
7.-8. | Frantisek Konopecky |CZE | 07073 24

Marek Pechal CZE | 01574 24

9. | Ondrej Budac SVK | 02077 23

10. | Jaromir Kuben CZE | 07207 22
11.-12. | Jozef Bodnar SVK | 31275 20
Wojciech Smietanka |POL | 61700 | 20

13.-14. | Nadbor Drozd POL | 01074 19
Jakub Zavodny SVK | 02271 19

15. | Jakub Oprsal CZE | 01270 17

16. | Peter Cerno SVK [ 02200 11

17.| Piotr Achinger POL | 01260 10

18. | Jaroslav Hancl CZE | 00030 4
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Hodnoceni vyfeSenych tloh koordinovala mezinarodni komise ve slo-
zeni Jaromir Simsa, Jaroslav Svréek a Karel Hordk za Ceskou republiku,
Peter Novotny a Jdan Mazdk za Slovensko a Waldemar Pompe a Adam
Osekowski za Polsko.

Polsti organizatofi pfipravili kromé obvyklé soutéze jesté soutéz druz-
stev, tzv. Matematicky souboj, ktery probéhl ve stfedu 22. Cervna po vy-
hlageni vysledkii soutéze jednotlivel. Nebojovali pfitom proti sobé jed-
notlivd narodni druZstva, ale vSech 18 ucastniki se rozdélilo do dvou
skupin, jez staly proti sobé. V kazdé skupiné byli studenti ze vsech tii
zemi. Cilem bylo vyfeSit co nejvice z nasledujicich 11 tloh a v rdmci sku-
piny si vzajemné vysvétlit feSeni tak, aby je libovolny zastupce skupiny
(uréeny soupefem) mohl co nejlépe prezentovat dle pfedem stanovenych
pravidel.

Kvili souboji se stfetnuti o jeden den protahlo, a tak na8i ucastnici
odcestovali az ve ¢tvrtek 23. Cervna rano. V dalsim roce se spolecné
pripravné stfetnuti uskuteéni na Slovensku.

Mecz matematyczny

1. Dokazte, Ze existuje nekoneéné mnoho pfirozenych ¢isel n takovych,
e viechna prvodéisla, ktera déli &islo n? + 1, jsou mensi nez n.

2. Rozhodnéte, zda existuji pfirozend disla z, v, z1, 22, . . . , 22005 takova,
Ze pro k = 1,2, 3 plati

k
T +yk=zf+z§+...+z§()05.

3. Necht p a ¢ = p+2 jsou prvodisla. Dokazte, Ze nejvétsi spoleény délitel
&isel p? — p a qP — q je vétsi nez 2p>.

4. Dokazte, Ze pro kazdé pfirozené éislo n je rozdil " délitelny
Cislem 547.

5. Ozna¢me P, Q, R, S, T, U po fadé& stfedy uhlopticek AC, BD,
CE, DF, EA, FB konvexniho Sestitthelniku ABCDEF. DokaZte, Ze ob-
sah Sestitthelniku ABCDEF je ¢tyfikrat vétsi neZ obsah Sestitthelniku
PQRSTU.

6. V roviné je dan konvexni Sestitthelnik. Kazd4 ze t¥i tise¢ek spojujicich
stfedy jeho protilehlych stran déli dany Sestitthelnik na dva pétithelniky
o stejném obsahu. Dokazte, tyto t¥i isecky maji spoledny bod.
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7. Je déna kruZnice w se stfedem O a polomérem 1. Uvazujme vSechny
¢tverce ABCD, jejichz vrcholy A a B lezi na kruZnici w. Jakou nejvétsi
velikost muze mit tsecka OC?

8. Dokazte, Ze pro libovolna kladné redlné ¢isla a, b, ¢ plati nerovnost

30 9a(a +b) Iy 6bc 4
2(a+b+c)? (a+b)la+b+c) '
9. Urlete vSechna pfirozend ¢&isla n = 2 s nasledujici vlastnosti: Pro

vSechna celd ¢isla ay,as,as,...,a,_1, kterd nejsou délitelna &islem n,
existuji indexy 1 < iy < iy <iz <...<ir S n—1 takové, ze déislo

A

Qi +ai2 +ai3+...+aik -1
je délitelné n.

10. Matematickéd spoletnost méa posoudit spravnost dikazu Velké véty
Fermatovy. Po jeho prostudovéni ¢lenové spoleénosti hlasuji. Kazdy jeji
¢len ucini seriézni rozhodnuti se stejnou pravdépodobnosti p € (%, 1).
Rozhodnuti vSech ¢lent jsou nezavisld. Pokud vétsina ¢lenu spoleénosti
rozhodne, ze dilkkaz je spravny, spole¢nost povazuje dtikaz za spravny.
V pripadé, Ze pocet ¢lenu spole¢nosti je sudy a pravé polovina z nich dala
svtj hlas ve prospéch spravnosti diikazu Velké véty Fermatovy, rozhodne
o spravnosti dikazu los pomoci mince.

V zavislosti na p stanovte, ktera ze spolecnosti ucini s vétsi pravdépo-
dobnosti spravné rozhodnuti o bezchybnosti diikkazu — spole¢nost, ktera
ma 2005 ¢lent, nebo spole¢nost, kterd ma 2006 clena?

11. Dokazte, ze pro vSechna kladna realna ¢isla a, b, ¢, d, e plati nerovnost

¢ + b + ¢ + d + ¢ <2
e+a+b a+b+c b+cH+d c+d+e d+e+a

Texty soutéZnich tloh

1. Nechf n je dané ptirozené islo. Urdete vechny n-tice (z1,z2,...,z,)
nezapornych redlnych ¢isel, které vyhovuji soustavé rovnic

i +ritadi4.. 42" =n,

n(n+1)

—

2. Dokazte, Ze stfed O kruznice opsané, stfed I kruznice vepsané a priise-
¢ik P hlopricek libovolného dvojstfedového étyfthelniku lezi v pfimce.

1+ 229+ 33+ ... +nx, =
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3. Uréete vSechna pfirozena &sla n 2 3, pro néz lze mnohoclen
P(z)=2"—-3z""14+2:""%2 46

vyjadrit jako sou¢in dvou mnohoclent, z nichz kazdy je aspon prvniho

stupné a oba maji celoc¢iselné koeficienty.

4. Deviti osobam (A, B, C, D, E, F, G, H a I) rozddme n oznacenych
micki. Kolika zptisoby je mozno micky rozdat za podminky, ze A dostane
stejny pocet micku jako osoby B, C, D, E dohromady?

5. Necht ABCD je konvexni ¢tyfthelnik. Uréete mnozinu vsech jeho
vnittnich boda P, pro néz plati
SpaB - Spcp = Sppc - Sppa,
kde symbol Sxyz znaéi obsah trojihelniku XY Z.
6. Urlete vSechny dvojice (z,y) celych éisel, které vyhovuji rovnici

y(z +y) =z - T2? + 11z - 3.

Reseni soutéznich tloh
1. Predpokladejme, Ze éisla x1, o, ..., x, spliiuji dané rovnice. Potom
O=xz +22+23+.. . 42" —n—
—(z14+2z2+ 323+ ... + nzp — gn(n+1)) =

=(z3-220+2-1)4+ (23 —3234+3-1)+... 4+ (2" —nz, +n—1).
Pfitom vyrazy v zavorkach jsou nezdporné. Pro k 2 2 a z 2 0 je totiz
podle nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym priimérem

frk—1=aF+1+1+... 412k - Vak=kz

s rovnosti, pravé kdyz = = 1. Dostavame tak 2o = 23 = ... =z, = 1
a z prvni rovnice z; = 1. Snadno ovéfime, Ze uvedend n-tice je (jedinym)
fesenim.

2. (Podle Michala Burgera, Slovensko.) Oznaéme A’, B’, C', D' po fadé
dalsi pruseciky poloptimek AI, BI, CI, DI s kruznici k opsanou &tyfthel-
niku ABCD (obr.49). Protoze pfimky AI, BI, CI, DI jsou osy odpo-
vidajicich ahla étyfahelniku ABCD, tvoii usecky A’C" a B’D’ priméry
kruznice £ a jejich prusecikem je stfed O. Zfejmé jsou trojuhelniky I/C A
a ITA’C’ podobné. Navic tato podobnost zobrazuje stfed S; tsecky AC
do stfedu O tsecky A’C’ (obr. 49).
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Obr. 49 Obr. 50

Ozna¢me P; prusecik pfimek OI a AC a ; pruseéik primek S;/
a A'C’. 7 podobnosti trojuhelniki IS;A ~ IOC’ plyne rovnost thl
I1S1A a 10C’, takze ctyfuhelnik Q1051 P; je tétivovy. ProtoZe pru-
mér B’D’ kruznice k je kolmy na tétivu AC, je také P;Q; kolmé na
A’'C’, jinymi slovy S; a @ jsou kolmé priméty bodu P; na praméry
B’D’ a A’C’ kruznice k.

Ozna¢me analogicky So stfed usecky BD, P, prusecik primek Of
a BD a Q, pruseéik piimek SoI a B’D’. Uplné stejné zjistime, ze Q2 a Sy
jsou kolmé priiméty bodu P, na pruméry B’D’ a A’C’ kruznice k. Body
Py i P, lezi na primce OI, ze zfejmé podobnosti pravouhlych trojahelniku
OSIPI ~ OQ2P2 a OQ1P1 ~ OSQPQ (0br.50) plyne, 7e QISI || SQQQ.
Bod I ovsem lezi na obou rovnobéznych primkach! Uvedené trojuhelniky
jsou tudiz shodné a P; = P5 a je to pravé prusecik P piimek AC, BD.
Tim je tvrzeni ulohy dokazano. '

Jiné FeSeni. (Podle Frantiska Simancika, Slovensko.) Stejné jako v pre-
deslém feseni oznacme A’, B’, C’, D’ po fadé dalsi priseciky poloptimek
Al, BI, CI, DI s kruznici k opsanou ¢étyfuhelniku ABCD. Z mocnosti
bodu I ke kruznici £ mame

|[A|-|IA'| =|IB|-|IB'|=|IC|-|IC'| = |ID|- |ID'|.

Existuje tedy kruhova inverze se stfedem I, ktera po slozeni se stfedovou
soumérnosti podle téhoz stfedu I zobrazi body A, B, C, D po fadé na
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body A’, B’, C’, D’. Oznaéme P’ obraz bodu P v tomto sloZeném zobra-
zeni . ProtoZe pfimky PI a P’'I jsou totoZné, stadi ukdzat, ze body O, I
a P’ lezi v pfimce. Zobrazeni » zfejmé zobrazi pfimku AC na kruznici k;
prochézejici body A’, C’, I a pfimku BD na kruznici ko prochézejici body
B', D', I (obr.51). Bod P’ je tudiz druhym prisecikem kruznic ki, k
(raznym od bodu I).

Obr. 51

Ptfimka P’I je chorddlou kruZnic kq, ko. Stadi tedy ukazat, Zze bod O
ma k obéma kruznicim kj, k2 stejnou mocnost. OvSem uz v prvnim feSeni
jsme ukézali, Ze A’C’ a B'D’ jsou priméry kruznice k, takze jeji stied O
lezi na na chordéle kruznic k, k1 i na chordéle kruznic k, ky. Jinymi slovy
bod O mé stejnou mocnost ke vSem tfem kruznicim k, k; a ky. Tim je
tvrzeni ulohy dokdzano.

Jiné FeSeni. Oznacme E, F, G, H po fadé dalsi priseciky polopii-
mek AI, BI, CI, DI s kruZnici k opsanou ¢tyiuhelniku ABCD. Pro-
toze primky AI, BI, CI, DI jsou osy odpovidajicich tihli étyftahelniku
ABCD, tvoti Gse¢ky EG a FH pruméry kruznice k, takZe se protinaji
v bodé O.

Nyni vyuzijeme Pascalovu vétu, ktera fika, ze pokud lezi vrcholy da-
ného Sestithelniku (Sestithelnikem zde rozumime libovolnou uzavienou

141



lomenou ¢aru se Sesti vrcholy) na kruznici a dvojice pfimek, na nichz lezi
protéjsi strany Sestitthelniku (to jsou strany, jez spolu ani nesousedi, ani
nemaji spole¢nou sousedni stranu), se protinaji, pak tyto pruseéiky lezi
v primce.

Ozna¢me X prisecik pfimek CH a BE (obr. 52). Z Pascalovy véty pro
Sestithelnik ACHDBE plyne, ze body P, X a I lezi v pfimce. Podobné
z Pascalovy véty pro Sestitthelnik GCHFBE plyne, Zze body I, X a O
lezi v pfimce. Lezi tedy v pfimce i body O, I a P, jak jsme chtéli dokazat.

Obr. 52

3. Snadno ovéfime, Ze pro n = 3 plati
2 — 322 4+ 224+ 6 = (z + 1)(z% — 42 + 6).
Kdyby pro n = 4 bylo
zt — 323 + 222 + 6 = (22 + az + b) (2 + cz + d),
porovnanim koeficientit bychom dostali
a+c= -3, ac+b+d=2, bd = 6.

Z prvni rovnosti vyplyvé, Ze a a ¢ maji rliznou paritu. Proto z druhé
rovnosti plyne, Ze b a d maji stejnou paritu. To je ve sporu s tfeti rovnosti.
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Piedpoklddejme déle, Ze n 2 5 a Ze existuje rozklad

kde

A(z) = apz® + ap12" T+ + a1z + ao,
B(I) = bn—kzn—k + bn—k—lzk_l + ...+ b1z + by,

jsou mnohoéleny s celo¢iselnymi koeficienty a ar = b,_r = +1. Bez
Gjmy na obecnosti miZzeme piedpokladat, ze k < |n/2] < n—2 (protoze
n 2 5). Porovnanim koeficienti na obou stranich (1) ziskdme rovnosti

aobo = 6,
agby + a1bp =0,

aobr +ajbi_1 + ...+ ax_1b1 + agby = 0.

Nyni dokdZeme indukci, Ze ag déli a,as,...,ar. Pfedpoklddejme, Ze
toto tvrzeni plati pro aj,as,...,q;. Protoze

0= ao(aole +arby+ ...+ ab + al+1b0) =
= ang_l + agaib; + ...+ apgarby + 6a;y1,

je
6ai41 = —(a2biy1 + agarby + ... + agarby).

Vsechny séitance na pravé strané jsou délitelné &lenem a2, proto i leva
strana je jim délitelnd a nutné ag | a;41. ProtoZe v8ak ay = +1, dostavame
ag = *1. Bez Gjmy na obecnosti mtizeme predpokladat, Ze ag = 1; potom
by = 6.

Stejné argumenty nyni zopakujeme i pro koeficienty mnohoclenu B.
Dostaneme, Ze by = 6 déli by, ba,...,b,—3 (pro ! > n — k pfipadné polo-
Zime b; = 0). Dostaneme tak spor (b, = +1) s vyjimkou pfipadu, kdy
n —k > n — 3. Zustali tak dva ptipady.

Pripad k = 2. Porovnanim koeficient pfi mocniné z"~2 v (1) méme

agbp_2 + a1bp_3 4 agb,_4 = 2.
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UZ vime, Ze na levé strané jsou kromé prvniho vSechny ¢leny délitelné
Sesti, tj. jsou sudé, zatimco prvni ¢len je roven +1. Tim dostavame spor.
Pripad k = 1. Uloha se tak zjednoduSuje na nalezeni celoé&iselnych
kofenti mnohoélenu P; snadno vSak nahlédneme, Ze pro n sudé takové
kofeny neexistuji, zatimco pro n liché je vidy P(—1) = 0.
Podminky tlohy tedy spliuji pravé jen liché ¢isla n.

Jiné feSeni. (Podle Pavla Kocourka.) Pro n liché je zfejmé, 7ze P(—1) =
= 0, mnohoc¢len P se tedy da vyjadrit jako soucin dvou mnohoc¢lenii.
Zaroven z vyjadreni

Px)=z""2(z? -3c+2) +6=2""*(z - 1)(z — 2) +6

vidime, Ze pro n sudé nabyva mnohoclen P vné intervalu (1,2) jen klad-
nych hodnot, takZze nemaze mit Zadné celoCiselné kofeny.

Predpoklddejme tedy, Ze pro n sudé 1ze mnohoélen P rozlozit na sou-
¢in dvou mnohoé¢lent P = AB, kde

A)=ao+ a1z + ...+ ap— 121 + a2,

B($)=b0+b1$+ A by g1z by g2 E

jsou mnohocleny s celoéiselnymi koeficienty a 2 < k < n— 2. Zfejmé musi
platit agbp = 6 a arxb,_r = 1.

Bez jmy na obecnosti miZeme predpokladat, Ze ag je sudé a bg li-
ché. Pro j € {0,1,...,n — 2} jsou koeficienty mnohoélenu P u z7 sudé.
Dostavame tak postupné:

arbg +agby = a; je sudé,
asbg + (albl + aobg) = a9 je sudé,

arbo + (ak—1b1 + ...+ aoby) = ax je sudé,

takze koeficienty ag,a,...,ar mnohoclenu A jsou vesmés sudé. Koefi-
cient u z"~! mnohoélenu P je lichy, je tudiz liché i &islo

an_1bo + (@n—2b1 + ... 4+ aobp_1),

to ovSem znamend, Ze stupenn mnohoclenu A je aspon n — 1, takze B
musi byt linedrni mnohoclen. Jak uz vime, takovy rozklad pro sudé n
neexistuje.

Podminky tlohy tedy spliuji pravé jen liché cisla n.
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4. Uvazujme mnohoclen
(z4+2)" = (2 +4z+4)" =
=@l+z+z+z+z+1+1+141)
(> +zr+zt+z+a+1+1+141)...
(*+z+z+z+z+1+1+1+41),

po jehoZ roznasobeni dostaneme 9" séitancti. UkaZeme, Ze je vzajemné
jednoznacné korespondence mezi koeficientem u z™ a poc¢tem zpusobi
rozdéleni micku.

Predpoklddejme, Ze médme pozadované rozdéleni. Jestlize k-ty micek
dostal A, vybereme 2?2 z k-té zavorky. Dostal-li ho B, C, D nebo E, vybe-
reme z k-té zévorky prvni, druhou, t¥eti nebo ¢tvrtou jednicku. Podobné
pro F', G, H, I vybereme z k-té zavorky prvni, druhé, tieti nebo ctvrté z.
Vynésobime-li nyni vybrané éinitele, vidime, Zze vysledek se rovna z™,
pravé kdyz A dostal stejny pocet mickua jako B, C, D a E dohromady.

Pocet rozdéleni, ktery nés zajima, je tedy roven koeficientu u z"
v mnohoé¢lenu (z + 2)%", coz je

2n .on
" .

Jiné FeSeni. Jestlize osoba A dostane k& mickl, miZzeme je vybrat (Z)
zpusoby, ze zbylych n — k mi¢kt muzeme (";k) zpusoby vybrat & mickt
pro osoby B, C, D a E, pficemz mame 4% mozZnosti, jak mezi né micky
rozdélit. Nakonec mame 4™~ 2* moznosti, jak rozdat zbylé micky osobam
F, G, H, I. Protoze viechny uvedené moznosti jsou navzdjem nezavislé,

dostavame pro dané k
n\ (n—Fk\ ok
41’7.
("%

moznosti, jak micky rozdat tak, ze A dostane pravé k mickt. ProtoZe
musi byt 2k < n, bude celkovy podet moZnosti roven souctu

S = Lnfj <Z> (” . k> gFgn—2k, 1)

k=0
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Spoctéme koeficient u ¢lenu 2™ mnohoclenu

n

P(z) = (4 + (4z + x2))n - Z4k(4z I
k=0
n n—k
= >4k ()
k=0 j=0

Tento koeficient dostaneme pro 2j+ (n—k—j) =n, tj.proj =k < n—k,
takZe koeficient u z™ v mnohoclenu P je pravé soudet (1), ktery nés
zajima. Je v8ak zaroven

2n
2n\ .
P(x)= (2?2 +4z+4)" = (z+2)*" = ( ,>x122"—],
(z) = ( )™= ) > ;

=0
koeficient u 2™ v mnohoélenu P je tedy (*")2". To je hledany pocet
rozdéleni.

Jiné TFeSeni. Jak jsme zjistili v pfedchozim feSeni, je hledany pocet
rozdéleni roven souétu (1), ktery miizeme vzhledem k rovnosti 4547 ~2% =
= 27272k ypravit na tvar

[n/2]
__on § : n n—k n—2k

k=0

Suma v predchozi rovnosti je oviem pocet moznosti, jak rozdat n micka
étyrem osobdam A, B, C, D tak, aby jich A i B dostali stejné (stadi
témeéf doslovné zopakovat uvahy vedouci ke vzorci (1)). Zbyva tedy vyfe-
$it ponékud jednodussi tlohu. To provedeme nésledujici kombinatorickou
avahou:

Uvazme dvé fady n poli (oéislovanych 1 az n), kazda dvojice poli nad
sebou reprezentuje jednu z rozdélovanych kulicek. Z téchto 2n poli vybe-
reme n, kterd néjak oznacime, a tomuto vybéru jednoznaéné priradime
rozdéleni kuli¢ek ¢tyfem osobam nésledujicim zptsobem: A dostane ku-
licku j, jsou-li vybréna obé pole s ¢islem j, B dostane kuli¢ku s éislem j,
neni-li vybrano zadné z poli toho éisla, C' dostane prislusnou kulicku, je-li
vybrano pravé jen horni pole toho ¢&isla, a konecné D dostane pfislusnou
kulicku, je-li vybrano pravé jen dolni pole.
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Protoze celkovy pocet oznacenych i neoznacenych poli prislusnych
kuli¢kdm rozdanym B a C je stejny, je stejny i podet oznacenych a neo-
znadéenych poli, podle nichZ rozdavame kulicky osobam A a B. Kazdé ku-
licce (dvéma oznadenym polim), kterou dostane A, tak odpovida kulicka
(dvojice neoznadenych poli), kterou dostane B. Pocet kuli¢ek rozdélenych
osobdm A a B je tedy stejny.

Je ziejmé, Ze kaZzdému rozdéleni kuli¢ek obracené odpovidd néjaky
vybér n poli. Pfitom ke kazZdému vybéru k£ poli v horni fadé, ktery mi-
Zeme provést (}) zptisoby, méme (,,",) moZnosti, jak vybrat zbyvajicich
n — k poli v druhé fad&. To dava dohromady

(0= ()

moznosti, takze hledany pocet S je (**)2".
5. Pokud P lezi na nékteré z tihlopfi¢ek, feknéme na AC, tak
SpaB _ |AP| _ Sppa
Sppc  |PC|  Spep’
pozadovand rovnost tedy plati. Dokézeme, Ze pro body P leZici uvnitf
¢tyftahelniku ABCD mimo uhlopficky danéd rovnost neplati.
Oznac¢me O prusecik thlopfiéek a bez jmy na obecnosti predpokla-
dejme, Ze P lezi uvnitf trojihelniku ABO (obr.53). Oznac¢me jesté Q

Obr. 53

prisecik pfimek BP a AC a R pruseéik pfimek DP a AC. Snadno pak
odvodime rovnosti

Spap _ |AQ| . Sppa _ |AR|

Spec  |QC] Spcp  |RC|’

Protoze @ # R, zkouman4 rovnost nemtiZe platit.
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Odpovéd. Hledanou mnozinou bodd P jsou vnitini body thlopficek
AC a BD.

6. Vynasobenim uvaZované rovnice ¢tyfmi a jednoduchou upravou do-
staneme ekvivalentni rovnici

2y +12)2 =423 - 2722 + 442 — 12 = (1)
= (z —2)(422 — 192+ 6) =
= (z - 2)((z — 2)(4z — 11) - 16).

Vyraz na pravé strané musi byt étverec. Proto z — 2 = ks? pro néjaké
ke {-2,-1,1,2} a s € N (pokud je totiz ¢islo x — 2 délitelné pravé jen
lichou mocninou prvodisla p, pak musi p délit i (z — 2)(4z — 11) — 16,
takze p | 16 a p = 2).

Rozebereme tfi ptipady.

1. Necht k = £2. Z (1) plyne, Ze 422 — 192 + 6 = +2u? pro néjaké
celé ¢islo u, odkud upravou dostaneme

(82 — 19)% — 265 = +32u>.

Tuto rovnost ovSem nespliiuji zZadna dvé celd éisla z, u, protoze leva
strana muze dat pri déleni péti zbytek 0, 1 nebo 4, zatimco prava strana
zbytek 0, 2 nebo 3. Jedinou moznosti tak je zbytek 0, v takovém pripadé
by vsak pravé strana byla délitelnd cislem 25, ale leva ne.

2. Necht k = 1. Potom 422 — 192 + 6 = u? pro néjaké celé &islo u,
odkud po vynésobeni Sestnicti a po Gpravé dostaneme

265 = (8x — 19)? — 16u? = (8z — 19 — 4u)(8z — 19 + 4u).

Snadno ovéfime, Ze = = 6 je jedind mozZnost, pro niz dostaneme vyhovujici
feSeni ptivodni rovnice (staci zvazit vSechny mozné rozklady ¢isla 265 =
=1-265=5-53 = ... a uvazit skuteénost, e x — 2 = s2). Po dosazeni
do (1) tak ziskdme dvojice (6,3) a (6, —9).

3. Necht k = —1. Podobné jako v pfedchozim piipadé mame 422 —
— 192 4+ 6 = —u?, odkud

265 = (82 — 19)2 + (4u)?,

takze u < 4. Ovérime vSechny moZnosti. Pro u = 0, 1, 2 neziskdme Zadné
feSeni. Pro u = 3 dostaneme (8z — 19)2 = 121 = 112, odkud z = 1;
ziskdme tak dvojice (1, 1), (1, —2). Nakonec pro u = 4 mame (8z—19)2 =
=9 =32 tj. x = 2, odkud ziskdme dvojici (2, —1).

Danou rovnost spliiuji dvojice (6,3), (6,-9), (1,1), (1,—-2) a (2,-1).
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