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44. mezinarodni matematicka olympiada

«

d~< soutéze usporadala
j%apan za podpory ja-
ponského Ministerst% J gdy a technologie, Ja-
ponské matematické spoleg ) ] osti pro matematické
vzdéldvani v hlavnim mést} g kiydobé od 7. do 19. Cervence
2003. Kazdou zemi reprezeﬁﬁeyz We Sest soutézicich; letosniho
roéniku MMO se ztcastnilo 457 studentt z 82 zemi.

Vibér soutézicich za Ceskou republiku byl proveden v Kostelci nad
Cernymi lesy na zavéreéném soutéZnim soustfedéni deseti nejlisp&sné;j-
§ich acéastnikl celostatniho kola. Vybrani soutézici se pak jeSté zucast-
nili trojutkani ve slovenské Ziliné mezi Ceskou republikou, Slovenskem
a Polskem, kde soutéZili reprezentanti zGc¢astnénych zemi za podminek
podobnych jako pfi soutézi na MMO. Po této pripravé odjela do Japon-
ska tato Sestice soutéZicich: Pavel CiZek z Gymnézia v Kralupech nad
Vltavou, Vitézslav Kala, Marek Krédl a Jaromir Kuben z Gymnazia na
t¥. Kpt. Jarose v Brné, Pavel Kocourek z SPSST v Panské ulici v Praze 1
a Jan Moldéek z Gymnazia J. K. Tyla v Hradci Kralové. Vedoucim ceské
delegace byl RNDr. Karel Hordk, CSc., z Matematického tstavu Akade-
mie véd v Praze, zastupcem vedouciho byl doc. RNDr. Jaromir Simsa,
CSc., z Masarykovy Univerzity v Brné. Vedouci delegace pficestoval do
Tokia kvili vybéru tloh jiz 7. ervence, ostatni cesti Géastnici pak o ¢tyfi
dny pozdéji.

Téméf vse se odehravalo v modernim arealu budov Ndrodniho olym-
pijského strediska, postaveném pro obdobna sportovni, kulturni a vzdéla-
vaci setkani v misté, kde se v roce 1964 konaly letni olympijské hry. Jen
zaCatek soutéze od priletu soutézicich az do odpoledne druhého soutéz-
niho dne stravila mezinarodni jury slozena z vedoucich narodnich tymi
v nedalekém Makuhari.

Den po pfiletu soutézicich se konalo slavnostni zahajeni. Vlastni sou-
téZ pak probéhla v nedéli a v pondéli 13. a 14. Cervence. Kazdy z téchto
dnt fesili soutézici trojici tloh po dobu 4,5 hodiny. Za kazdou tlohu
mohli ziskat maximalné 7 boda.

V poradi jiz 44. ro
spolec¢nost Mathem
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O néroc¢nosti soutéZnich tloh svédci i nizké hranice pro zisk medaili:
na bronzovou medaili stacilo 13 bodd, st¥ibro se udélovalo za 19-28 bodu
a zlato za alespon 29 z mozného pocétu 42 boda. Vysledky nasich jsou
uvedeny v nasledujici tabulce:

Body za ilohu Body Cena
Umisténi 123456

269.-291. Pavel Cizek, 710010 9 HM
8. ro¢. gymnazia,
Kralupy nad Vltavou

231.-246. Vitézslav Kala, 700310 11 HM
3. ro¢. gymnazia,
Brno, tf. Kpt. Jarose

179.-196. Pavel Kocourek, 070700 14 II1.
2. ro¢. SPSST,
Panska ulice, Praha 1

269.-291. Marek Krcal, 700200 9 HM
4. ro¢. gymnazia,
Brno, tf. Kpt. Jarose

138.-162. Jaromir Kuben, 710710 16 II1.
1. ro¢. gymnazia,
Brno, ti. Kpt. JaroSe

93.-97. Jan Molacek, 570710 20 II.

3. ro¢. GJKT,
Hradec Kralové

Celkem 3316 026 4 0 79

Jak je z tabulky vidét, zklamali oba na$i maturanti, shodou okol-
nosti prvni dva vitézové letosniho celostatniho kola. Pritom nejlepsi nas
ucastnik, Jan Moldicek z Gymnazia v Hradci Kralové, skoncil v celostat-
nim kole az na 11. misté a do reprezenta¢niho vybéru se dostal jen diky
netcasti nékolika vitézu, kteri dali prednost pripravé na Mezindrodni fy-
zikalni olympiddu. Stejné jako vloni ziskal 20 bodi, kdy to stacilo jen na
bronzovou medaili, tentokrat vSak stejny bodovy zisk znamenal stiibro.
Podobné i Vitézslav Kala témér zopakoval svij lonsky vysledek: ziskal
o dva body méné, a zatimco vloni mu k bronzové medaili chybél jen jeden
bod, letos to byly body dva. V celkovém potadi se vSak posunul o dvé
pricky vyse.

158



Kazdy z naSich sout

Nguyen z Vietnamu.

vy

’

&zici
bodl a ziskal tak Honorary mention (HM), ocenéni, které je zvykem
udélovat od 29. roéniku MMO. Zadny bod neztratili jen t¥i soutézici:
Yunhao Fu z Ciny (ten doséhl stejného tispéchu uz na lofiské 43. MMO
ve skotském Glasgow) a dva soutézici Hung Viet Bao Le a Trong Canh

h vyresil aspon jednu z tloh za plny pocet

I II IIT body I II III body
Bulharsko 6 0 0 227  Norsko 010 62
CLR 5 1 0 211 Arménie 0 0 3 61
USA 4 2 0 188 Bosna a Hercegovina 0 0 2 61
Vietnam 2 31 172 JAR 0 0 3 60
Rusko 3 21 167  Spanélsko 0 0 1 59
Korea 2 40 157  Makedonie 0 0 2 54
Rumunsko 1 4 1 143 Svédsko 0 0 1 52
Turecko 1 3 1 133 Itélie 0 0 1 50
Japonsko 1 3 2 131  Kirgizie 0 0 2 50
Madarsko 1 3 1 128  Lotyssko 0 0 1 50
Velka Britanie 1 2 3 128  Litva 0 0 2 49
Kanada 2 0 3 119  Uzbekistan 0 1 1 49
Kazachstan 1 2 2 119  Estonsko 0 0O 47
Ukrajina 1 2 3 118  Finsko 0 0 1 43
Indie 0 4 1 115 Maroko 0 0O 43
Tchaj-wan 1 2 2 114  Novy Zéland 000 43
fran 0 3 2 112 Macao 0 0 2 40
Némecko 1 21 112 Rakousko 0 0 0 38
Bélorusko 1 2 2 111 Peru (4) 0 0 1 37
Thajsko 11 3 111  Turkmenistén (4) 0 0 1 37
Izrael (5) 0 2 3 103  Island 00 1 33
Polsko 1 2 0 102  Trinidad a Tobago 0 0 0 33
Srbsko a Cernd Hora 0 3 1 101  Nizozemsko 0 0O 30
Francie 0 2 2 95  Uruguay (5) 0 0 0 29
Mongolsko 01 3 93  Dansko (5) 0 0 0 27
Australie 0 2 2 92  Malajsie (5) 0 0 0 26
Brazilie 01 3 92  Svycarsko 0 0 0 26
Argentina 11 2 91  Lucembursko (2) 0 0 1 25
Hongkong 0 2 2 91  Albénie (4) 0 0 0 23
Moldavsko 01 2 88 Kypr 0 0 0 23
Recko 0 1 4 88  Portoriko (3) 0 0 1 23
Gruzie 01 2 86  Portugalsko 0 0 0 22
Chorvatsko 0 0 3 80 Irsko 00 0 21
Ceskd republika 01 2 79  Slovinsko 0 0O 18
Slovensko 0 0 4 77 Kuba (1) 0 0 1 14
Singapur 0 0 2 71  Ekvador 0 0 0 11
Belgie 01 1 70  Venezuela (3) 0 0 0 10
Indonézie 0 0 2 70  Filipiny 0 0 0 9
Kolumbie 0 0 3 67 Kuvajt (3) 0 0 0 8
Azerbajdzan 0 1 1 66  Sri Lanka (4) 0 0 0 4
Mexiko 0 0 3 64 Paraguay (1) 0 0 0 0

Jak je patrno z tabulky zucastnénych stati, na prvni misto v ne-
oficidlnim poradi jednotlivych zemi podle celkového bodového zisku se
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tentokrat vySvihlo Bulharsko, dalsi mista obsadily tradi¢né vyborné druz-
stva Ciny, Spojenych stat{, Vietnamu a Ruska. (P¥ipadn4 &isla v zavorce
upozoriiuji na nizsi pocet reprezentanta.)

Texty soutéZnich tiloh
(v zévorce je uvedena zemé, kterd lohu navrhla)

1. Necht A je podmnozina mnoziny S = {1,2,...,1000000} obsahujici
pravé 101 prvku. Dokazte, ze v S existuji ¢isla tq,ts,...,t100 takova, ze
mnoziny

Aj={z+tj:z€ A} proj=1,2,...,100

jsou navzijem disjunktni. (Brazilie)
2. Urcete vSechny dvojice ptirozenych &isel (a,b) takovych, Ze

a?

2ab2 — b3 +1
je prirozené {islo. (Bulharsko)

3. Je dan konvexni Sestitthelnik, jehoz libovolné dvé protéjsi strany maji
néasledujici vlastnost: vzdalenost jejich stfedt je v/3/2nasobek souétu je-
jich délek. Dokazte, ze vSechny ahly daného Sestitthelniku jsou stejné.
(Konvexni Sestitthelnik ABCDEF mé tii dvojice prot&jsich stran:
AB a DE, BC a EF,CD a FA.) (Polsko)

4. Necht ABCD je tétivovy Ctyrahelnik. Ozna¢me postupné P, Q a R
paty kolmic z bodu D na pfimky BC, CA a AB. Dokaite, ze |PQ| =
= |QR)|, pravé kdyz se osy thli ABC a ADC protinaji na piimce AC.

(Finsko)
5. Necht n je pfirozené &islo a x1, x2,. .., T, realna &isla takova, Ze z; <
Sz L. .Sz,
(a) Dokazte, ze
n n 2 n n
2(n?-1) 5
(XX i—ml) s 22305
i=1 j=1 i=1 j=1
(b) UkaZte, ze rovnost plati, pravé kdyz z;, s, ..., z, je aritmetickd po-
sloupnost. (Irsko)

6. Necht p je prvodislo. Dokazte, ze existuje prvocislo ¢ takové, Ze pro
z4dné celé n neni ¢éislo n? — p délitelné q. (Francie)
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Reseni tloh

1. Vytvofme mnozinu v8ech rozdila D = {x —y: z,y € A}. ProtoZe A ma
101 prvkd, obsahuje D kroms nuly nejvyse 2 - (') = 101-100 = 10100
dalsich (kladnych i zdpornych) ¢isel. VSimnéme si, ze dvé z uvazovanych
mnozin A;, A; jsou disjunktni, pravé kdyz = + t; # y + t; pro libovolna
z,y € A, tedy pravé kdyz t; — t; ¢ D. Nasim tkolem je proto vybrat
Cisla t1,ta,...,t100 € S tak, aby zadny jejich rozdil nepadl do ,zakdzané“
mnoziny D.

Zminény vybér provedeme induktivné. Prvni éislo ¢; vybereme v S
libovolné. Pfedpokladejme, Ze jsme jiz pro nékteré k < 99 vybrali &isla
t1,ta,...,tx € Stak, Ze t; —t; ¢ D pro libovolnd riznd 4,5 € {1,2,...,k}
(pro k = 1 je to splnéno trividlng). Cislo tx+; musime v S zvolit tak,
aby platilo tx41 — t; ¢ D pro kazdé ¢ € {1,2,...,k}. Pro pevné i tak
ma &islo tx41 pravé tolik ,zakadzanych®“ hodnot ¢; + d, kolik je vSech cisel
d € D. Téch je, jak vime, nejvyse 1 + 101 - 100 = 10101. Pro vSechna
i € {1,2,...,k} tak dostaneme celkem nejvySe k - 10101 zakazanych
hodnot, coz je nejvyse 99 - 10101 = 999999 ¢isel. V mnoziné S je vSak
108 &isel, takze vybér &sla ty4; je moZny.

Pozndmka. Hodnota |S| = 106 je zbyte¢nd velk4 (v predchozim reseni
jsme zanedbali skutec¢nost, ze v mnoziné D lezi s kazdym cislem i ¢islo
opaéné). D4 se ukézat, Ze pro libovolnou k-prvkovou podmnozinu A mno-

ziny S = {1,2,...,n} plati: je-li m p¥irozené &islo takové, ze
k
n>(m-—1) 9 +1],
existuji v mnoziné S &isla tq,1a, ..., tn takovd, Ze mnoziny A; = {x +¢;:

z € A} (j = 1,2,...,m) jsou navzajem disjunktni. (Pro k¥ = 101 stai
tedy uvaZzovat mnozinu S = {1,2,...,500051}.)

2. (Podle Jana Moldcka.) Ukazeme, Ze feSenimi jsou pravé viechny dvo-
jice (a,b) tvaru (8k* — k, 2k), (k,2k) a (k,1), kde k € N je libovolné.
Hleddme pfirozena Cisla a, b, n, pro kterd plati

a2

2ab? — b3 +1 )

Rovnost (1) 1ze upravit do tvaru kvadratické rovnice s nezndmou a:
a? — 2nb%a +n(b® — 1) = 0.
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Jejimi kofeny jsou ¢isla

arz = nb? 1/ (n82)? — (6 — 1). D)
Protoze jeden z kofenl a;2 je roven hledanému pfirozenému dislu a,
odmocnénec ve vzorci (2) musi byt ,aplny kvadrat®, tedy tvaru

(nb?)® —n(* —1) = d (3)
pro vhodné celé d = 0. Takové &slo d zarucené existuje, pokud b = 1
(pak b% — 1 = 0, takZe d = nb?). Zabyvejme se viak nejprve obsazn&jsim
pripadem, kdy b > 1. Ukazme, Ze pro takové b z (3) plynou odhady

nb2-?—gl<d<nb2-—§;. (4)

ProtoZe oba krajni vyrazy jsou kladné, mizeme obé nerovnosti umocnit;
po dosazeni d? a snadnych algebraickych tGpravich dostaneme dvojici
nerovnosti

(b+1)2<4n@®®+1) a (b-1)2+4n(d*-1)>0,
které zfejmé plati, nebot n 2 1 a b > 1. Tim jsou odhady (4) dokazany.
Vsimnéme si nyni, Ze rozdil obou krajnich vyrazi v (4) je roven jedné.
Pro liché b by se tyto vyrazy dokonce rovnaly dvéma po sobé jdoucim
pfirozenym ¢islim, takZe by zZadné celé d spliujici podminku (4) neexis-
tovalo. Cislo b je proto sudé, tedy b = 2k pro vhodné k € N; jediné celé d
vyhovuyjici nerovnostem (4) je pak tvaru

b

d=nb2——2- = 4nk? — k.

Pro takova b a d pfejde rovnost (3) do tvaru
(4nk?)? — n(8k® — 1) = (4nk® — k)2,

ze které snadno plyne n = k?; vzorce (2) pak davaji vyjadreni

a1:8k4—k a ay =k
Protoze obé vypoctené hodnoty a; 2 jsou prirozend &isla (pro kazdé k €
€ N), dostdvidme dvé (nekone¢né) skupiny Feseni (a,b) = (8k* — k, 2k)
a (a,b) = (k,2k), kde k € N.

Zbyvé rozebrat pripad, kdy b = 1. Tehdy ma zlomek ze zadéani tlohy

tvar

a? a® a

22 -3 +1 2a 2
takZe je roven pfirozenému éislu, pravé kdyz a = 2k pro vhodné k € N.
Tteti (a posledni) skupinou fegeni jsou tedy dvojice tvaru (a,b) = (k,1),
kde k € N.
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3. Oznaéme A, B, C, D, E, F vrcholy daného Sestithelniku a uvazujme
t¥i Ghlopficky AD, BE a FC. Nékteré dvé z nich nutné sviraji thel aspon
60°. Bez Gijmy na obecnosti predpokladejme, ze jsou to uhlopficky AD
a BE. Oznacme P jejich pruseCik a M, N stiedy protéjsich stran AB
a DE (obr. 37).

E

N
D
F
A M B
Obr. 37 Obr. 38
Protoze |XAPB| = |XxEPD| 2 60° lezi bod P uvnitf kruz-

nice opsané rovnostrannému trojahelniku ABP’ (obr.38), takZze plati
IMP| £ |MP'| = 1V3|AB| s rovnosti, pravé kdyz P = P’, neboli
pravé kdyz je trojihelnik ABP rovnostranny. Podobné odvodime, Ze
|INP| £ 1/3|DE| s rovnosti, pravé kdyz je trojahelnik D EP rovnostran-
ny. Pro vzdalenost stfed obou protéjsich stran AB, DE tak dostdvame
odhad

IMN| < |MP|+|NP| £ 1V3(|AB| + |DE)).

Z predpokladi ulohy tedy plyne, Ze oba trojihelniky ABP a DEP jsou
rovnostranné a uhlopficky AD, BE sviraji thel 60°.

Zbyvajici thlopficka CF musi s jednou z thlopfi¢ek AD, BE svirat
thel aspon 60°. Opét mizeme bez jmy na obecnosti predpokladat, Ze se
jednd napft. o thlopricku AD, prusecik Ghlopficek CE, AD oznatme Q.
Uplné stejné jako v predchozim piipadé zjistime, Ze trojihelniky FAQ
a CDQ jsou rovnostranné. Oznacime-li nakonec R pruseéik thlopficek
BE a CF, které dle pfedchoziho sviraji nutné ahel 60°, zjistime, Ze i troj-
thelniky BCR a EF'R jsou rovnostranné. Odtud plyne tvrzeni tlohy.

Jiné feseni. Oznacme A, B, C, D, E, F vrcholy daného Sestithelniku
aa= AB,b = BC,...,f = FA vektory urcené jeho stranami, pfitom
a+b+...4+f=0.Oznatime-li M, N stfedy proté&jsich stran AB, DE,
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A M a B
Obr. 39

miizeme piislusny vektor MN vyjadrit dvéma zptisoby (obr. 39):
MN=1a+b+c+id a MN=-la-f-e—id,

odkud
MN =1(b+c—e—f). (1)

Podle predpokladu plati

3 3
|M~|=‘§|a+d|z§|a—d1. (2)

Polofme x =a—d,y=c—f,z=e— b, z (1) a (2) tak dostaneme

ly — 2| 2 V3|x|
a podobné

|z - x| 2 V3yl,

x - y| Z V3|2|.

Pravé uvedené nerovnosti muZeme pomoci skalarnich soucint ekviva-
lentné prepsat jako

yI* = 2(y,2) +|z* 2 3|,
|21 = 2(z,x) + |x|* 2 3|y,
XI? = 2(x,y) + |y[* 2 3|z|*.

Sectenim vSech tfi nerovnosti vyjde
—|X|2 - |y‘2 - |Z|2 - 2(y,Z) - 2(Z,X) - Z(X’y) z 0,
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neboli —|x + y + z|> 2 0. Odtud ovSem plyne, 7e x +y + z = 0 a ze ve
vSech predchozich nerovnostech plati rovnost. Je tedy jednak

ly — 2| = V3|x|,
|Z - Xl = \/glyla
Ix -yl = V3],

jednak diky rovnosti v (2) a v dalSich dvou analogickych nerovnostech
ialld|xcl|fllyelb]|z

Sestrojime-li trojihelnik PQR tak,7e PQ = x, QR =y, RP = z (coz
miZeme diky rovnosti x + y + z = 0), bude néktery z jeho vnit¥nich hld
mit velikost asponi 60°. Necht je to napf¥. thel PRQ (obr.40). Pro stied
M strany PQ pak plati [MR| = |y — z| = 3V3|x| = IV3|PQ), coz
znamena, ze trojuhelnik PQR je rovnostranny. Pro vnitini thly daného
Sestitthelniku to vzhledem k dokazané rovnobéznosti jeho protéjsich stran
s odpovidajicimi vektory x, y a z znamen4, Ze vSechny jeho vnitini thly
maji velikost 120°.

Obr. 40

Pozndmka. Z uvedeného reSeni je ziejmé, ze libovolny Sestitthelnik spl-
nujici predpoklady tlohy dostaneme tak, Ze z nékterého rovnostranného
trojahelniku ,jodfizneme* pfi kazdém jeho vrcholu shodny rovnostranny
trojahelnik.

4. Oznacme po fadé X;, X» priseCiky osy thlu ABC a osy uhlu ADC
s Ghloptickou AC daného tétivového Ctyfthelniku ABCD (obr.41). Ze
znamé vlastnosti osy thlu plyne jednak |AX;|/|CX:| = |AB|/|CB|
(v trojihelniku ABC), jednak |AX,|/|CX2| = |AD|/|CD| (v trojthel-
niku ACD). Osy thlt ABC a ADC se tedy protnou na thloptiéce AC,
pravé kdyz X, = X, neboli pravé kdyz |AD| - |CB| = |AB|-|CD|.

165



Obr. 41

Podle Thaletovy véty lezi paty P a @ na kruznici s primérem CD,
takze pro velikost tétivy PQ této kruznice plati

|PQ| = |CD|sin |xPCQ| = |CD|sin~,

kde v = ¥ ACB (bez ohledu na to, zda pata P padne dovnit¥ strany BC
& nikoli). Podobné lezi paty R a @ na kruZnici s prumérem AD, takZe
pro velikost tétivy QR této kruznice plati

|QR| = |AD|sin |xRAQ| = |AD|sina,

kde o = ¥ BAC. Vidime tedy, Ze rovnost |PQ| = |QR)| je ekvivalentni
rovnosti |CD|siny = |AD|sin a, coZ je podle sinové véty pro trojihelnik
ABC ekvivalentni s rovnosti |AD| - |CB| = |AB| - |CD|. Tim je tvrzeni
tlohy dokazano.

Jiné FeSeni. (Podle Marka Krédla, bohuZel az po soutézi.) Ozna¢me M
a N body, v nichZ osa thlu ABC, resp. osa thlu ADC protne kruznici k
opsanou danému tétivovému ¢&tyfthelniku ABCD (obr.42). Vzhledem
k tomu, Ze kazdy z bodi M, N puli pfislusny oblouk AC kruznice k, je
M N osou thlopricky AC a zadroven prumeérem kruznice k. Oznaéme O
stfed tsecky AC. Bez ijmy na obecnosti predpokladejme, Ze ithel BAD
neni tupy (jinak bychom prohodili oznaceni vrcholi A a C), takZe pata P
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kolmice z bodu D na BC padne mimo usecku BC'. Z vlastnosti tétivového
Ctyftahelniku plyne |xDCP| = |xBAD| a z rovnosti obvodovych Ghla
nad tétivou BD rovnost [ xBMD| = |<xBAD)|. Jsou tedy trojihelniky
ARD a CPD podobné.

Obr. 42

Predpokladejme, ze prusecik X obou zminénych os dhli lezi na
pfimce AC. Protoze M N je prumér kruZnice k, je podle Thaletovy véty
|« XDM| = |[xNDM| = 90°, takze ¢tyfuhelnik OXDM je tétivovy.
Je tedy také |xXOD| = |xXMD| = |xBMD| a vidime, Ze trojihelnik
0OQD je podobny trojuhelnikim ARD a C PD. UvaZzujme spiralni podob-
nost, jez vznikne slozenim otoceni kolem stfedu D o Ghel 90° — |<BAD|
a stejnolehlosti se stfedem D a koeficientem |DR|/|DA|. Tato podobnost
zobrazi bod A do bodu R, bod C do bodu P a bod O do bodu Q. Pro-
toze O je stied Gsecky AC, je jeho obraz v této podobnosti, tedy bod Q
stfedem tsecky PR, jeZ je obrazem usecky AC.

Obréacené, je-li Q stred tsecky PR, je obrazem bodu O v uvedené
podobnosti, takze trojuhelnik OQD je podobny trojihelnikim ARD
a CPD (ty jsou podobné vzdy). Oznaéime-li nyni jako X priisecik pfimky
BM s tuhloptickou AC, bude XDMO tétivovy, a tudiz velikost thlu
X DM bude 90°. Odtud plyne, Zze bod X lezi na ND, ose tthlu ADC.
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5. Obé strany dokazované nerovnosti nezméni hodnotu, kdyZ ode vsech
Clend z; odecteme totéz Cislo c. Vybereme-li za ¢ aritmeticky primér
dané n-tice ¢lent z;, bude ,posunutd“ posloupnost ¢lent z; := z; — ¢
splhovat podminku

i=1

Dodejme, Ze zminéné ,posunuti“ zachova rovnéz usporadani &isel z; po-
dle velikosti a nezméni ani nic na tom, zda dotyéna n-tice tvofila arit-
metickou posloupnost ¢i nikoliv.

Za predpokladu (1) upravime oba souéty z dokazované nerovnosti:

ZZI%—%IJ S (a5 - )

=1 j=1 1<1<]<n
_22 ((1+. —(14...+ 1))z =
- (i— 1) krat (n—i‘)rkra’\t

= 2i(2i —n—1)z;,
i=1
2:2:(.1:5—3%)’2 :nix? —Zixizn:zj+niz? .
3 i=1 i=1 j=1 j=1
= 2n2n:zf
i=1

Po dosazeni a kraceni ¢tyfmi zjistime, Ze mame dokazat nerovnost

(Xnﬁ(% -n- 1)xi)2 < (—’ﬁ;—l)" Zm2 (2)

i=1 i=1

Ukazme, Ze (2) je Cauchyova nerovnost

n 2 n n
(zxy) <S a2y 3)
i=1 i=1 i=1
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pro n-tici €lent y; = 2i —n — 1,4 = 1,2,...,n. Skutecné, pro takovou
n-tici plati

ny Z(2z—n—1 —422 —4(n+1) Zz+nn+1)
=1 =1 1=1 =1
1 1
_ (n?=1)n
—s

Tim je dikaz nerovnosti (2) hotov.
Jak je dobfe zndmo, rovnost v Cauychové nerovnosti (2) nastane,
pravé kdyz existuje realné ¢islo p, pro které plati n-tice rovnosti

z; =pyi=pRi-n—-1) (i=12,...,n). (4)

Ovéime, Ze tuto podminku za pfedpokladu (1) spliiuji pravé ty kone¢né
posloupnosti z1,Ts2,...,ZT,, jéz jsou aritmetické. Skuteéné, plati-li rov-
nosti (4), je koneéné posloupnost z1, za, . . . , T, aritmeticka s diferenci 2p.
Obréacené, je-li posloupnost z1, za, ..., x, aritmeticka a znadi-li d jeji di-
ferenci, pak pro kazdé ¢ = 1,2,...,n plati rovnost z; = z1 + (i — 1)d
a soucet vSech ¢lent z; je dan vzorcem

Z‘” n(zy +xn)
i = .

Podminka (1) tudiZ znamena, ze 1 +z, = 0, neboli z; + 21+ (n—1)d =
= 0. Odtud dostavéme z; = $d(1 — n), proto leny z; maji pro kazdé i
vyjadreni

dl-n) . (1-n+2i—2d (2i—-n-1)d
= = ]. d = e ’
‘ g Ti-1 2 2
coz je (4) pro p=d/2.
6. Pfipomenime nejdiive vlastnosti mocnin n',n2,... n*, ... p¥i déleni

prvodislem ¢: je-li n celé &islo nesoudélné s ¢, pak n?9~! = 1 (mod q)
(tzv. mald Fermatova véta), navic mnoZina téch pfirozenych k, pro ktera
n* =1 (mod g), je tvofena vSemi nasobky nejmensiho z nich (coz je bud
¢islo ¢ — 1, nebo néktery jeho délitel).
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UvaZujme proto rozklad
pPP—1=(p-1)S, kdeS=p" 14+pP2+... +p+1, (1)

a za ,kandidata“ na vhodné prvocislo ¢ vyberme nékteré z prvocisel
délicich soucet S (v pravou chvili upfesnime, jakou dopliujici vliastnost
prvocinitele g ¢isla S budeme jesté potfebovat a pro¢ takové g vibec
existuje). Protoze ¢ | S a S| (p?» — 1), plati ¢ | (p? = 1), tj. p» = 1
(mod q).

Pfipustme, Ze pro vybrané ¢ tvrzeni Glohy neplati, tedy existuje celé
n s vlastnosti n? = p (mod ¢). Umocnénim této kongruence na p dosta-
neme n?’ = pP (mod q), coz spolu s kongruenci ze zavéru predchoziho
odstavce znamena, Ze n?’ =1 (mod q). Cislo n je tedy nesoudélné s &is-
lem g a podle poznatkt pfipomenutych v vodu feSeni vime, Ze nejmensi
pfirozené k s vlastnosti n* = 1 (mod ¢) musi byt délitel &sla p?, tedy
jedno z ¢&isel 1, p, p?. Toto &slo musi byt zaroven délitelem ¢&isla ¢ — 1
(mal4 Fermatova véta), takze to nebude &islo p?, nebude-li &slo p? délit
&slo g — 1, tedy pokud ¢ Z 1 (mod p?). To je pravé ona dopliwujici vlast-
nost prvodisla g, o které jsme se dfive zminili; odlozme na chvili dikaz
existence takového prvocisla ¢ a dokon¢eme ivahy o mocninach éisla n.

Pokud tedy ¢ # 1 (mod p?), plati kongruence n* = 1 (mod q) pro
k =1 nebo pro k = p, v obou pfipadech mame n? = 1 (mod ¢). Porov-
nénim s kongruenci n? = p (mod ¢) pak dostaneme p = 1 (mod q), takZe
kazd4 z p mocnin p’ ze soutu S je kongruentni s &islem 1 (modulo q),
tudiz S = p (mod q). ProtoZe v8ak ¢q | S, plati S =0 (mod q). Porovna-
nim vychéazi p = 0 (mod ¢), coz je spor s tim, Ze p = 1 (mod g). Proto
zadné celé n s vlastnosti n? = p (mod ¢) neexistuje, spliuje-li prvocislo ¢
podminku ¢ Z 1 (mod p?). Existenci takového prvocinitele ¢ (z rozkladu
¢isla S) nyni dokdZeme.

Uréeme zbytek sou¢tu S pii déleni &slem p?: protoze p? | p? (j 2 2),
plati

S=pP 4 pP 24 . 4+p+1=0+0+...+0+p+1 (mod p?),

tedy S = p+1 # 1 (mod p?). Odtud jiz plyne, 7e aspoi jeden z prvo-
Ciniteld g; ¢isla S = qiq ... g, neni kongruentni s 1 (modulo p?). (Vy-
nasobenim r kongruenci ¢; = 1 (mod p?) bychom totiz dostali S = 1
(mod p?).)

Dikaz je hotov a tloha vyfeSena.
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