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Kategorie B

Texty uloh

B-1-1

Do tabulky 4 x 4 jsou vepsana kladna realna ¢isla tak, Ze soucin v kazdé
pétici tvaru Eﬁj je rovny 1. Zjistéte maximalni pocet ruznych ¢isel zapsa-
nych v tabulce. (P. Cernek)

B-1-2

Urcete, kolik ¢isel mizeme vybrat z mnoziny {1,2,3,...,75599, 75600}
tak, aby mezi nimi bylo ¢éislo 75600 a aby pro libovolnd dvé vybrana
Cisla a, b platilo, ze a je délitelem b nebo b délitelem a. (Uvedte vSechny
moznosti.) (J. Féldes)

B-1-3

Necht k je polokruZnice sestrojend nad prumérem AB, kterd lezi ve
¢tverci ABCD. Uvazujme jeji te¢nu t; z bodu C (rtiznou od BC)
a ozna¢me P jeji prusecik se stranou AD. Necht t5 je spole¢né vnéjsi tena
polokruznice k a kruZznice vepsané trojuhelniku CDP (riiznd od AD).
Dokazte, Ze pfimky t; a t jsou navzdjem kolmé. (J. Svrcek)

B-1-4

Pokud mame n (n 2 2) prirozenych ¢isel, miizeme s nimi provést nasledu-
jici operaci: vybereme nékolik z nich, ale ne vSechna a kazdé z vybranych
¢isel nahradime jejich aritmetickym primérem. Zjistéte, zda je mozno
pro libovolnou poc¢atecéni n-tici dostat po kone¢ném poctu krokt vSechna
Cisla stejnd, jestlize se n rovna

a) 2000, b)35 ¢)3, d)17. (J. Foldes)
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B-1-5
Zjistéte, pro kterd realna ¢isla p mé soustava
a’y — 2z =p,
2 _ 2
y'r—2y=2p-p

pravé tfi feSeni v oboru reélnych &sel. (P. Cernek)

B-1-6

Je dan rovnostranny trojuhelnik M PQ@. Najdéte mnozinu vrchold C
vSech trojihelnikt ABC takovych, ze body P, @ jsou paty vySek z vr-
choltt A, B a bod M je stied strany AB. (J. Simsa)

B-S-1
Urcete realné ¢islo p tak, aby rovnice
2% +4dpx + 5p® +6p — 16 = 0
méla dva riizné kofeny 1, 79 a aby soudet 22 + 22 byl co nejmensi.
(J. Simsa)
B-S-2

Uvnitf stran BC, CA, AB daného ostrothlého trojuhelniku ABC jsou
po fadé vybrany body X, Y a Z tak, ze kazdému ze ¢tyruhelniki ABXY',
BCY Z a CAZX lze opsat kruznici. Dokazte, ze body X, Y, Z jsou paty
vy$ek trojuhelniku ABC. (E. Kovdc)

B-S-3

Na tabuli jsou napséana &sla 1, 2, ..., 17. Cisla postupné mazeme, a to
tak, ze z dosud nesmazanych ¢isel zvolime libovolné ¢islo k a smazeme
vSechna ta ¢isla na tabuli, kterd déli k+ 17. Dokazte, Ze opakovanim této
procedury se nam nepodari vSechna ¢isla smazat. (J. Féldes)

B-1Il-1

Najdéte vSechna prirozend Cisla n, kterd jsou mensi nez 100 a maji tu
vlastnost, ze druhé mocniny ¢isel 7n+5 a 4n+3 kondi stejnym dvojéislim.
(J. Simsa)
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B-11-2

V oboru realnych cisel feste soustavu rovnic

(2> + 1)(y2 +1) + 242y = 0
12z 12y

I 1=0.
2 +1 y2+1+

(J. Simsa)

B-11-3

Uvnitf stran AB, BC, CD a D A konvexniho ¢tyithelniku ABC D jsou po
radé zvoleny body K, L, M a N. Oznacme S prusecik ptimek KM a LN.
Je-li mozno vepsat kruznice Ctyfuhelnikim AKSN, BLSK, CMSL
a DNSM, je mozno vepsat kruznici i ¢tyrthelniku ABCD. Dokazte.

(J. Zhouf)

B-11-4

Je dano n nezdpornych ¢isel. Mizeme vybrat libovolna dvé z nich, fek-
néme a a b, a < b, a zaménit je Cisly 0 a b — a. Dokazte, ze opakovanim
této operace lze vSechna dand ¢isla zménit na nuly, pravé kdyz pavodni
Cisla 1ze rozdélit do dvou skupin tak, Ze soucty ¢isel v obou skupinéich
jsou stejné. (J. Féldes)
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Regeni tloh

B-1-1

Oznacme a, b, ¢, d, e, f, g, h, i ¢isla vepsand do levého horniho ¢tverce
3 x 3 tabulky (obr.6). Porovname-li sou¢iny pro pétice tvaru ' a Jf
umisténé v této casti tabulky, musi platit abcde = bde f g, neboli ac = fg.
Analogicky pro pétice fo a cf{ndm vyjde ahfdi = cigdh, neboli af = cg.
Protoze jde vesmés o kladnd ¢isla, plyne z obou rovnosti f =ca g = a.
Zaroven si uvédomme, Ze tuto vlastnost (tj. rovnost ¢isel v protéjsich
rozich ¢tverce 3 x 3) musi mit kazdy ze Cty¥ takovych &tverct, které
v tabulce existuji. To vyuzijeme pii dalsim dopliiovani dané tabulky.

alblc alblc alblcle alblcle
h i h 1 d T
f g f g c alb clelalb
T d

Obr. 6 Obr. 7

Uvazujme opét umisténi v levém hornim rohu dané tabulky s ve-
psanymi Cisly a, b, ¢, d, e, doplime dalsi ¢isla podle pravé dokdzané
vlastnosti a oznaéme z chybé&jici &islo v pétici = (obr. 7). Porovnanim
obou shodnych soucint dostavame abcde = abdex, neboli x = ¢. Kdy-
bychom stejnou avahu udélali pro pétice poli H a BI', jez dostaneme
z uvazovanych pétic preklopenim podle svislé osy dané tabulky, vyjde
nam analogicka rovnost i pro dalsi dvé dvojice poli tabulky (obr. 8).

blc alblcle
b bldly|c
c b clelalbd

c|b ylelbl|d

Obr. 8 Obr. 9

Ted uz mame tabulku vyplnénou celou az na dvé policka, do kte-
rych vepiSeme ¢islo y (obr.9). Porovnanim soucintt v obou vyznadenych
péticich dostdvame abcde = abcdy, neboli y = e. Analogickd rovnost
musi ovSem platit i pro druhd dvé centralni pole tabulky lezici na druhé
uhlopficce, tj. d = a. Stac¢i, abychom celou vahu zopakovali pro pétice
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poli, jez vzniknou z uvazovanych pétic preklopenim podle svislé osy dané
tabulky.

Vsimnéme si ted ve vyplnéné tabulce pétic poli vyznadenych na
obr. 10. Zfejm& musi platit a’bce = abce?, neboli a = e. Vidime, Ze ta-
bulka obsahuje nejvy3e tii rizna &isla a, b, ¢ (obr. 11), pii¢emz a3bc = 1.
Nyni zbyva ovéfit, ze stejny soudin a3bc ma kazda pétice poli tvaru Eﬁ:',
kterou lze do tabulky umistit. ProtoZe vyplnéna tabulka je osové sou-
meérnda podle obou thlopricek, a tedy i stfedové soumérna, staci to oveérit
jen pro ¢tyfi mozné polohy stejné orientovanych pétic (napt. Eﬁj v obvyklé
poloze pismene T).

alblcle alblcle alblcla
blale|c blale|c blajajc
clelald clelalb claja]|b
elc|bla elc|bla ajc|bla
Obr. 10 Obr. 11

Odpovéd. V tabulce jsou zapsana nejvyse tii ruznd kladna &isla a, b,
¢, pricemz a®bc = 1.

B-1-2

Uvazujme mnozinu M, kterd spliiuje podminky ze zadani. Protoze M
obsahuje ¢islo 75600, musi byt aspon jednoprvkova. Déle si vSimnéme,
ze pokud z mnoziny M odstranime néjaké Cislo a # 75600, dostaneme
mnozinu M’ C M, kter4 rovnéz spliiuje dané podminky. Ovéfme to. Mno-
zina M’ i nadale obsahuje ¢islo 75600. Jsou-li z, y libovolnd dvé &isla
z mnoziny M’, plati pro né automaticky, Ze = | y nebo y | x, protoze to
pro né plati jako pro prvky mnoziny M.

Tim jsme vlastné dokézali, ze pokud najdeme mnozinu, kterd mé
m prvki a spliuje podminky zadani, pak existuje k-prvkovd mnoZina
pozadovanych vlastnosti pro libovolné k, 1 < k < m. Stadi tedy najit
vyhovujici mnozinu, kterd ma maximalni mozny pocet prvku.

Je-li a libovolny prvek mnoziny M, je pfedeviim a < 75600. Pokud
a < 75600, musi podle zadani platit, ze a | 75600. MnoZina M tedy
obsahuje jen délitele cisla 75 600.

Prvoéiselny rozklad &isla 75 600 je 75600 = 24-33.52.7. Kazdy délitel
¢isla 75 600 ma tedy tvar 2%-37.57.7° kde0 < a 4,083,054 <
< 2,0 £ 6 £ 1. Kazdy prvek M je proto charakterizovan uspoifddanou
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ctvericl (a, B,7,0) odpovidajicich exponenti v uvedeném rozkladu na
prvocinitele. Jsou-li p a p’ dva rizné prvky M a plati-li napiiklad p < p’,
pak podle zadadni musi soucasné platit « S o/, 8 < B, v<4,6 <,
pfiemz aspon jedna nerovnost musi byt ostra (jinak by platilo p = p'),
odkud plyne nerovnost a+ 3 +v+0 < o' + 3" ++'+4'. ProtoZe v nafem
ptipadé je 0 £ a +  + v+ ¢ < 10, miiZze mnozina M obsahovat nejvyse
11 prvki. Takovou je napf. mnozina

D ={1,2,2%,2324 2%.3,2%.32, 2%.3% 2%.3% .5 2%.3% .52 24.33 .52.7}.
Tim jsme dokazali, Ze z dané mnoziny mizeme (véetné ¢isla 75 600) vy-
brat pozadovanym zpusobem 1,2,...,11 prvka.

B-1-3

Bez (jmy na obecnosti predpokladejme, ze délka strany ¢tverce ABCD
je 1. Oznalme M stied strany AB a U prisecik p¥imek t1, t5 (obr.12).
Dale ozna¢me [ kruznici vepsanou trojuhelniku CDP, S jeji stied a r
polomér. Dale necht @ a R jsou postupné dotykové body primky ¢,
s kruznici [ a polokruznici k. Polozme z = |AP|. V YeSen{ vyuZijeme
znamy fakt, ze vzdalenosti obou dotykovych bodu od pruseciku tecen
jsou stejné. Takto napriklad dostavame
|CP|=|CR|+ |RP|=|CB|+|AP|=1+z. (1)

Regeni provedeme ve tfech krocich, piitom kazdy z nich vyplnime vice
zpusoby:

1. krok. Vypocet délky z.

2. krok. Vypocet poloméru r.

3. krok. Dikaz kolmosti primek t; a t5.

D L C
20N
S
I QLU
R
F k
X tg
A M B
Obr. 12
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1. krok, 1. zpusob.

Uvazujme pravouhly trojihelnik CDP. Délka jeho prepony se podle
(1) rovna 1 + z a délky odvésen jsou 1 a 1 — x Z Pythagorovy véty tedy
dostavame

(1+2)? =12+ (1-2)%
ReSenim této (po tipravé linedrni) rovnice je x = %.
1. krok, 2. zpisob.
Oznalme C’ bod, ktery vznikne oto¢enim bodu C okolo stredu M

0 90° v kladném sméru. Potom bod C' leZi na pfimce p, ktera je obrazem
piimky BC v uvedeném otoceni (obr.13), pfi¢emZz rovnobézné tsecky

D c

-\
c' Ek QU p
i

T 7
B

|
LN

to

A M B
Obr. 13

C'E a AM maji tutéz délku % Protoze primka M P je osou thlu AMR
a primka M C osou tthlu BM R, jsou primky M P a M C navzajem kolmé,
takze bod C' lezi na ptimce M P. Trojthelniky PAM' a PEC' jsou tedy
soumérné sdruzené podle stfedu P, a proto z = |[AP| = 3|AE| = &.

2. krok, 1. zpusob.

Je-li p polomér kruznice vepsané trojuhelniku se stranami a, b, c, je
jeho obsah roven (a+ b+ c)g. Pro pravothly trojihelnik CDP, v némz
zname délky vSech stran, tak dostdvame (pfipomehme, ze |PC| = 1 +
+z=2)

$|CD| - |DP] 1

" l(oD|+|DP|+|PC|) 4
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2. krok, 2. zpiusob.

Necht A”B" je obraz tseCky AB v posunuti ve sméru polopfimky
CB o délku £ (obr.14). Ozna¢me D’ prisecik piimek A”B” at;. Potom
kruZznice, jejiz ¢asti je polokruznice k, je vepséna trojihelniku D'B"C
a navic jsou trojthelniky D'B"”C a CDP podobné. Pomér poloméri je-
jich vepsanych kruznic je tedy roven poméru jejich kratSich odvésen. To

znamena, ze % ir= % : %, neboli r = i—.
D\ C
ty
1 QLT
R
P
k
DI A/I BII
Obr. 14

3. krok, 1. zpusob.

Podle 2. kroku vime, Ze primér kruznice ! je roven poloméru polo-
kruZnice k. Proto pfimka p (osa tseky AD) je spoleénou vnitini te¢nou
polokruZnice k a kruZznice [ (obr. 15). Pfitom pfimka p je kolm4 na p¥imku
AD, ktera je jejich vnéjsi spolecnou te¢nou. V osové soumérnosti podle
stfedné SM obou kruZnic je obrazem vnéjsi teCny AD vné&jsi teéna to
a obrazem vnitini teény p vnitini te¢na t;. Jsou tedy navzijem kolmé
iteCny t; a to.

3. krok, 2. zpusob.

Oznaéme V prusecik piimky to se stranou C'D. Protoze délky obou
spole¢nych wvnéjsich teCen (pokud je bereme jako tsecky, jejichz kraj-
nimi body jsou dotykové body) polokruznice k a kruZnice [ jsou stejné,
tj. |AT| = |A'T"|, dostdvame na zakladé shodnosti délek te¢en z bodu P
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s\
ty
ol 2
& QLU o
L/
R !
F k
to
A M B
Obr. 15

ke kruznici [ a shodnosti délek tec¢en z bodu U k polokruznici k

|AT| = |AP| +|PT| = |AP| + |PQ| = 2|AP| + |RQ),
|A'T'| = |A'U| + [UT'| = |RU| + |UQ| = |RQ| +2|UQ),

coz znamend, ze |UQ| = |AP| = 1. Déle z rovnosti délek tecen z bodu C
k polokruZnici k a kruZnici [ dostdvame |RQ| = |CR| —|CQ| = |CB| —
—|CW| =1-3 = 1. To znamen4, ze |PU| = 3 = |PD|, takZe ¢tyiuhelnik
PUVD je deltoid, a tedy |[<<PUV| = |<xPDV| = 90°, tj. pfimky t; a t,
jsou navzajem kolmé.

Tim je dikaz hotovy.

B-1-4

Rozeberme nejprve pfipad a), tedy n = 2000. Vyberme tisic ¢isel a pro-
vedme s nimi danou operaci. Potom vezméme zbylych tisic ¢isel a rovnéz
s nimi provedme danou operaci. Dostaneme tisic ¢isel rovnych a a tisic
¢isel rovnych b. Pokud a = b, je uloha vyfeSena. Pokud a # b, tak po-
stupné vybirejme &islo rovné a a ¢islo rovné b a nahradme je primérem
%(a + b). Takto mizeme vybrat 1000 dvojic a vSechna ¢isla nahradit
C¢islem %(a + b). Tedy pro n = 2000 existuje posloupnost krokt, ktera
prevede libovolnych 2 000 cisel na stejné Cisla.

Pripad n = 35 budeme resit podobné. Vyberme 7 disjunktnich pétic
a v kazdé z nich provedme operaci popsanou vyse, pfi¢emz v kazdé do-
staneme stejné ¢isla. Z kazdé nové vytvorené pétice vyberme ted jedno
¢islo. Dostaneme 7 ¢isel, s kterymi opét provedeme danou operaci. Podob-
nym zpusobem vyberme dalsi sedmice a vytvorme odpovidajici primeéry.
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Vsechny sedmice budou stejné, nebot v kazdé pétici mame stejné &isla.
Vsechna ¢isla budou tedy stejna. I v tomto pripadé existuje posloupnost
kroku, ktera prevede libovolnych 35 ¢isel na stejné ¢isla.

Uvazujme n = 3. Uvazujme trojici ¢isel (1,1, 2). Provadét danou ope-

raci s dvéma jednotkami nema smysl, takze po prvnim kroku, ktery zméni

nasi trojici, dostaneme ¢isla (1, %, %) Znovu jsme dostali dvé ¢isla stejna,
kterd se nevyplati ,,pramérovat“. Tedy dalsi krok, ktery zméni nasi troji-
ci, ji neché v tvaru (%, 2, 3). Vsimnéme si, Ze po kazdém kroku je soucet
Cisel stejny. Dokazeme to i v obecném pifipadé: Oznaéme aq,as,...,a,
dand Cisla. Bez 4jmy na obecnosti provedme krok s prvnimi m (m < n)

¢isly. Dostaneme ¢isla

a+ax+...+an a +ax+...+an
yoeoy yAm41y -+, Qn.
m m

'

m-krat

ay+ax+...+a
m
Tim je uvedené tvrzeni dokdzano.

Méame-li tedy dostat z ¢isel (1,1,2) vSechna ¢isla stejnd, tak na konci
Gprav musime dostat vSechna &sla rovnd 2H+1 = 2. Viimnéme si, Ze pfi
postupnych krocich se ve jmenovateli ¢isel objevuji jen mocniny éisla 2.
Dokéazeme to matematickou indukeci.

V prvnim kroku to zfejmé plati. Po k krocich méame tii ¢isla, kterd
maji ve jmenovateli jen mocniny ¢isla 2. V dalsim kroku muzeme vybrat
bud jedno ¢&islo, které nam trojici nezméni, anebo dvé ¢isla. Nahradime-li
je jejich prumeérem, budeme ziejmé délit ¢islem 2. A znovu dostaneme
ve jmenovateli jen mocninu dvojky. V kazdém kroku dostaneme tedy
do jmenovatele jen mocniny dvojky, ale na konci Gprav tam méme mit
¢islo 3, coz je spor. Zjistili jsme, Ze pro n = 3 neexistuje pro kazdou trojici
¢isel posloupnost kroki, kterd zmeéni vSechna ¢isla na stejna.

Pripad n = 17 dokdzeme podobné jako pripad n = 3. Ukézali
jsme d¥ive (pro obecné n), ze v kazdém kroku zlstiva zachovan sou-
Cet Cisel. Vezméme tedy néjakou 17-tici prirozenych ¢isel, jejiz soucet
neni délitelny 17. Na konci mame dostat 17-tici stejnych ¢isel rovnych
a; +as+ ...+ air

17
ném kroku v8ak nedostaneme do jmenovatele ¢islo 17. Toto tvrzeni znovu
dokézeme indukci. Prvni krok je ziejmy. Po k krocich dostaneme 17-tici
¢isel, v jejichz jmenovateli neni ¢islo 17. Z téchto Cisel vezméme m < 17

Jejich soucet je m - =t ami1 ...+ an=a1+...+an.

, priemz tento zlomek je v zakladnim tvaru. V zad-
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a sectéme je. Podle indukéniho predpokladu dostaneme ve jmenovateli
nejmensi spoleény néasobek jmenovatelt vybranych ¢isel. Ten podle in-
dukéniho predpokladu nebude délitelny 17. Pokud ted tento soucet vy-
délime ¢islem m < 17, nedostaneme ve jmenovateli ¢islo délitelné 17.
Tudiz ani po k+ 1 krocich nedostaneme ve jmenovateli ¢islo délitelné 17.
Protoze na konci musime dostat ¢isla, ktera maji ve jmenovateli 17, dostéa-
vame spor. Pro nékteré 17-tice prirozenych ¢isel tedy nedokazeme najit
posloupnost kroki, kterd z nich vytvori stejna ¢isla.

B-1-5

Pokud vynasobime prvni rovnici neznamou y a druhou nezndmou z, do-
staneme na levé strané obou rovnic z?y? — 2zy. Porovnanim pravych
stran méme

py =p(2-p)z. (1)
Pokud p = 0, vypada dané soustava takto:
zly — 22 =0,
v’z —2y =0,
pricemz po jednoduché upraveé je
z(zy —2) =0,

ylzy —2) =0.

Vidime, zZe soustava méa nekone¢né mnoho feSeni: je jim kazda dvojice
(z,y) redlnych cisel takovd, ze zy = 2. (Kromé téchto dvojic je feSenim
pouze dvojice z =y = 0.)

Pokud p = 2, dostaneme soustavu

y(zy —2) =0,
kterd mé jediné reseni y =0, v = —1.

Vratme se ted k rovnici (1), pfi¢emZ budeme dale piedpokladat, ze
p ¢ {0,2}. Rovnici vydélime ¢&islem p:

y=(2-p. (2)
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Dosazenim tohoto vztahu do prvni z danych rovnic dostavame (p # 2)
kubickou rovnici

(2-p)2®-2c—p=0. (3)

Reseni kubické rovnice obecné neni tak jednoduché jako fegeni kvad-
ratické rovnice. V nasem piipadé vSak mizeme uhodnout jeden jeji kofen
2 = —1. Potom mtizeme polynom (2 — p)a® — 2z — p beze zbytku vydélit
kofenovym c¢initelem x + 1. Vydélenim dostavame

2-pa® -2z —p= ($+1)((2—p)1,‘2+(p-—2)x—p).

Staci tedy vyresit kvadratickou rovnici
2-p2*+(p-2)x-p=0. (4)

Uvédomme si, ze neznama y je jednozna¢né urcena neznamou x pomoci
vztahu (2). Mé-li tedy mit dana soustava pravé tii feSeni, musi mit rov-
nice (3) tfi navzajem riznd reSeni. To znamend, Ze rovnice (4) musi mit
dvé rizna reseni, kterd se navic nerovnaji —1. Budeme zkoumat, kdy je
diskriminant D rovnice (4) kladny. Jednoduchym vypoctem dostadvame

D=(p-2°-42-p)(-p)=2-p)Bp+2).

Odtud vidime, ze D > 0, pravé kdyz p € (—%,2). Dosazenim z = —1
snadno vidime, Ze rovnice (4) méa kofen —1 jen pro p = 45. Rovnice (3)
m4 proto t¥i riizné FeSeni, pravé kdyz p € (—3,0) U (0,3) U (3,2).

Obrécené, mé-li rovnice (3) tfi rizna feSeni, ma t¥i riiznd feSeni i sou-
stava (2), (3), kterd je vSak pro p # 0 a p # 2 ekvivalentni s danou
soustavou.

Odpovéd. Dané soustava méa v oboru redlnych ¢isel pravé tii feSeni,
pravé kdyz p € (—2,0)U (0,3) U (3,2).

Pozndmka. Ulohu je moZno Fesit vice zpiisoby — napiiklad z prvni
rovnice vyjadrit nezndmou y pomoci z a to dosadit do druhé rovnice,
anebo prvni rovnici vydélit  a druhou y a ziskané rovnice odeéist. Oba
tyto zpisoby opét vedou na kubickou rovnici (3).

B-1-6

Uvazujme trochu obecnéjsi ulohu. Predpokladejme jen, ze trojihelnik
MPQ je rovnoramenny se zdkladnou PQ, pficemz |<XPMQ| = .
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Ozna¢me standardné «, 3, v vnitini thly trojihelniku ABC. Body P, Q
jsou paty vySek z boda A, B, takze body A, B, P, @ lezi na kruznici se
sttedem M (jde o Thaletovu kruznici nad primérem AB). To znamena,
ze IMA| = |[MB| = |[MP| = [MQ)|, a tedy trojihelnik AMQ (pokud
A # Q) je rovnoramenny; analogicky trojuhelnik BM P. Potom plati

|<c AMQ| = 180° — 2| <M AQ),
|<BMP| =180° — 2|<MBP|,  |<PCQ|=1. (1)

Déle rozeberme nékolik pripadi podle toho, zda ma byt trojuhelnik ABC
ostrouhly, pravoihly, anebo tupothly.

Pripad 1. Trojthelnik ABC' je ostrothly (obr.16). Ziejmé body M
a C lezi v opaénych polorovinidch uréenych pfimkou PQ. Navic plati
| XMAQ| = o, |<XMBP| = (3 a |[<XAMQ| + ¢ + |<BMP| = 180°,
odkud po dosazeni (1) dostdvame v = 180° — a — f = 90° — %go.

Pripad 2. Trojihelnik ABC mé pfi vrcholu A pravy thel (obr.17).
Ziejmé body M a C lezi v opacnych polorovinach urcenych pfim-
kou PQ. Dile A = Q a |*xBMP| = 180° — ¢. Z (1) potom vyplyva
B = |<<MBP| = }¢, a tedy v = 90° — £¢. Pokud je pravy thel pii
vrcholu B, analogicky dostaneme v = 90° — %cp.

Obr. 16 Obr. 17

Pripad 3. Trojihelnik ABC' mé pii vrcholu A tupy thel (obr.18).
Zrejmé body M a C lezi v opac¢nych polorovinach urcenych pr¥imkou
PQ. Pritom |<<MAQ| = 180° — a, |<xMBP| =  a ¢ — |[XAMQ| +
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+ |<xBMP| = 180°, odkud po dosazeni (1) dostavame v = 180° — a —
—B=90°— %cp. Pokud je tupy thel pfi vrcholu B, analogicky dostaneme
7 =90° - 1.

Pripad 4. Trojuhelnik ABC mé pii vrcholu C' tupy thel (obr.19).
Ztejmé body M a C lezi ve stejné poloroviné urcené primkou PQ. Déale
z pravouhlych trojuhelniki ABQ a ABP dostavame |<XMAQ| = «,
|XMBP|=pa|xAMQ|+|<<BMP| =180°+¢. Z (1) potom vyplyva
v =90° + %Lp.

Obr. 18 Obr. 19

Ztejmé trojihelnik ABC nemuze mit pti vrcholu C pravy thel, jinak
by body C, P, @ splynuly. Celkové jsme tedy dostali, ze pokud bod C
lezi v poloroviné opacné k poloroviné PQM, je |<xPCQ| = 90° — %g&,
a pokud bod C lezi v poloroving PQM , je | PCQ| = 90°+1¢. Mnozinou
vSech takovych bodi C je tedy kruznice, ozna¢me ji k, nad tétivou PQ
s vyjimkou bodi P, @ (kde vétsi oblouk kruznice k je ¢asti mnoziny
viech bodi X takovych, ze | X PXQ| = 90° — o).

Obrécend necht C € k\ {P,Q} a M PQ je rovnoramenny trojithelnik
se zékladnou PQ). Potom si snadno uvédomime, jako bychom sestrojili
body A, B. Bod A lezi na ptimce C'Q a na ptimce, kterd je kolma na C' P
a prochazi bodem P. Analogicky dostaneme bod B. V takovémto troj-
ahelniku ABC budou body P, @ patami vysek z vrcholt A, B. Stadi tedy
dokézat, ze M je stted AB. Ozna¢me N stred strany AB. DokéZeme, Ze
M = N. Oznatme ¢ = |[<<PNQ)|. Zfejmé bod N lezi v poloroviné PQM
a je stfedem kruznice, na které lezi body A, B, P, Q, takze trojihelnik
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N PQ je rovnoramenny se zakladnou PQ. Pfitom z vySe uvedenych tivah
vyplyvé, ze pokud bod C lezi v poloroviné opacné k poloroviné PQM, je
v =90° — 14, a pokud bod C le# v poloroviné PQM, je v = 90° + $1).
To znamend, ze 1) = . Navic oba body M a N lezi na ose tsecky PQ.
Takze nutné M = N, a tedy M je opravdu stred strany AB.

Odpovéd. Hledanou mnoZzinou vSech vrchola C' je kruznice k s vyjim-
kou bodu P, Q. Specialné pro ¢ = 60° je k kruznice soumérné sdruzena
s kruznici opsanou trojuhelniku M PQ podle primky PQ.

~iv s

feSeni. Opét si uvédomme, Ze body A, B, P, @ lezi na kruznici se stie-
dem M. Vzhledem k tomu, ze M je stied tsecky AB, lezi aspon jeden
z bodtt A, B nutné v poloroviné PQ M . Bez ijmy na obecnosti necht je to
bod B. Potom z véty o obvodovych tihlech vyplyvé, Ze |<QBP| = $¢.
Déle

|<BCQ| = 90° — |<QBC| = 90° — |<<QBP| = 90° — %.

Pokud v < 90°, lezi bod C v poloroviné opac¢né k poloroviné PQ M a plati
v = |<xBCQ| =90°— %(p. Pokud v > 90°, lezi bod C v poloroviné PQM
a plati v = 180° — | BCQ| = 90° + 1 ¢.

Dalsi postup je uz analogicky jako v prvnim FeSeni.

Diskusi pripadid v obou FeSenich muizeme castecné obejit. Staci si
uvédomit nékolik fakti. Pokud V je prusecikem vySek v trojihelniku
ABC, je bod C pruseéikem vySek v trojuhelniku ABV . Proto trojuhelnik
ABC mé vlastnost ze zadani tlohy, pravé kdyZz ji ma trojihelnik ABC’,
kde C' = V. Znamena to, Ze mnozina vrchold C vSech vyhovujicich
trojuhelniki je totoznd s mnozinou jejich prusecikia vysek V. Protoze
body C, V lezi vidy v opacnych polorovinach urcenych primkou PQ
a plati |<xPV Q|+ |<xPCQ| = 180°, staci najit mnozinu vrchola C jen
v jedné ze zminénych polorovin (jak uz vime, je ji kruznicovy oblouk),
v druhé poloroviné touto mnozinou pak musi byt doplnék toho oblouku
do celé kruznice.

B-S-1

Pro kofeny x;, zo dané kvadratické rovnice (pokud existuji) plati podle
Vietovych vztaht rovnosti

T1+xo=—-4p a x179 = Sp2 + 6p — 16,

53



ze kterych vypocteme zkoumany soucet

z + x% = (z1 + 12)° = 21172 = (—4p)? — 2(5p® + 6p — 16) =
=6p® —12p+32=6(p—1) + 26.

Odtud plyne nerovnost #? + 23 = 26, pfitom rovnost miize nastat, jen
kdyz p = 1. Zjistime proto, zda pro p = 1 ma dand rovnice skute¢né dvé
riizn4 fedeni: jde o rovnici 22 + 42 — 5 = 0 s kofeny 1 = —5 a 25 = 1.
Tim je tloha vyteSena.

Dodejme, zZe vétsina feSiteld patrné nejprve zjisti, pro kterd p ma dana
rovnice dva ruzné koreny. ProtoZe pro jeji diskriminant D plati

D = (4p)? — 4(5p* + 6p — 16) = —4p® — 24p+ 64 = —4(p + 8)(p — 2),

jsou takova p pravé ¢isla z intervalu (-8, 2).
Odpovéd’: Maximélni hodnota sou¢tu z? + z3 (rovna 26) odpovida
jedinému ¢islu p = 1.

B-S-2

V tétivovém Etyfahelniku ABXY oznaéme ¢ = |XAXB| = |<AY B|
velikost obou shodnych obvodovych thli nad spole¢nou tétivou AB
(obr. 20). Podobné ozna¢me ¢ = |xBZC| = |[XBYClaw = |XCXA| =

c

A Z B
Obr. 20

= |<xCZA| velikosti shodnych obvodovych Ghli nad tétivami BC a CA
v tétivovych ¢tyfahelnicich BCY Z a CAZ X . ZapiSeme-li postupné rov-
nosti pro kazdou ze tii dvojic vyznacenych sousednich hld ve vrcholech
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X,Y a Z, dostaneme pro neznamé velikosti ¢, 1 a w soustavu tii linear-
nich rovnic

p+yY=r,
Y4+w=m,
wt+e=m

kterd ma jediné feseni p =¥ = w = %n, jak snadno zjistime napt. odecte-
nim libovolnych dvou rovnic a dosazenim. Tim je tvrzeni tlohy dokdzano.

Poznamka. Jsou-li naopak body X, Y a Z paty vysek trojuhelniku
ABC, jsou ¢tyruhelniky ABXY, BCY Z a CAZX tétivové podle Tha-
letovy véty.

B-S-3

ProtoZze pro zvolené é&islo k vidy plati 18 < k + 17 < 34 a mezi Cisly
18,19, ...,34 m4 kazdé z ¢isel 12,13,...,17 pouze jeden ndsobek (totiz
dvojnéasobek), libovolné ¢islo m € {12,13,...,17} smazeme pouze pii
volbé jediného ¢isla k (pfi kterém k + 17 = 2m). Napiiklad ¢islo 15
smazeme pouze volbou k = 13, ¢islo 13 pouze volbou k = 9. Ke smazani
obou ¢isel 15 a 13 tedy musime nékdy vybrat £ = 13 a nékdy pozdéji
k = 9. Pak ale v okamziku vybéru ¢isla k = 9 je uz smazano jak ¢islo 10
(smazali jsme ho nejpozdé&ji pfi vybéru k = 13), tak ¢islo 1 (to jsme
smazali hned pfi prvnim vybéru). Pfi zddném dal$im vybéru uz proto
nesmazeme Cislo 9, protoze Cislo k + 17 je délitelné deviti pouze pfi vy-
bérech £ = 1 a k = 10. Dokazali jsme, Ze opakovanim dané procedury
nelze smazat vSechna tii ¢isla 15, 13 a 9, tim spiSe nelze smazat vSechna
¢isla od 1 do 17.

Jiné feSeni. Pfipustme, Ze vSechna ¢isla lze smazat po n vybérech ¢isla
k (spojenych s mazanim vSech délitelu ¢isla k+17) a ze kazdym vybérem
se néco umaze (jinak je takovy vybér zbytecny). Posledni mj. znamen4,
ze kazdé ¢islo je vybrano nejvyse jednou. Ziejmé n > 1 a pro posledni
vybrané &islo k, musi platit k,|(k, + 17), tj. k, = 17 (moZnost k, =
= 1 je vylouCena tim, Ze ¢islo 1 je smazano hned pfi prvnim vybéru).
Pred poslednim vybérem jsou na tabuli jen délitelé ¢isla 34, tedy kromé
¢isla 17 pripadné ¢islo 2. Kdyby tam ¢islo 2 nebylo, muselo by opét platit
kn—1 | (kn—1 + 17), coz uz mozné neni. Proto nutné k,_; = 2. Takova
volba je ale zbytecna, protoze ¢islo 2 + 17 je prvocislo.
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B-1I-1

Protoze ¢islo 4n + 3 je liché, musi byt liché i ¢islo Tn + 5, takze ¢islo n
musi byt sudé: n = 2k pro vhodné celé k.

Pozadovanou vlastnost lze vyjadiit takto: rozdil D = (7n + 5)% —
— (4n + 3)? je délitelny ¢islem 100. S vyuZitim rozkladu

D= ((Tn+5)— (4n+3))((Tn+5) + (4n + 3)) = (3n + 2)(11n + 8)

po dosazeni n = 2k dostaneme vyjadieni D = 4(3k+1)(11k+4). Zajiméa
nés tedy, kdy je soudin (3k+1)(11k +4) délitelny ¢islem 25. Oba ¢initelé
3k + 1 a 11k + 4 nemohou byt ndsobky péti zaroven, protoze pro jejich
nejvétsi spolecny délitel vychéazi

nsd(11k+4,3k+1) = nsd(3k+1,2k+1) = nsd(2k+1, k) = nsd(k,1) = 1.
Zjistime proto, kdy plati 25 | 3k + 1 a kdy plati 25 | 11k + 4. Z vyjadreni
3k+1=3(Kk—-8)+25 a 11k+4=11(k—11)+125

vidime, ze 25 | 3k + 1, pravé kdyz k = 25t + 8, zatimco 25 | 11k +4, pravé
kdyZz k = 25t + 11 (pismeno ¢ znaci v obou ptipadech celé ¢islo). Hledana
¢isla n = 2k jsou proto ¢isla tvari n = 50t 4+ 16 a n = 50t + 22, v rozmezi
od 1 do 99 jsou to tudiz pravé cisla 16, 22, 66 a 72.

Jiné FeSeni. Nejprve zjistime posledni &islice &isel (7Tn+5)% a (4n+3)?
v zéavislosti na posledni ¢islici ¢isla n:

n o[1]2[3]4a]5]6]7[8]9
m+5 |5(2[9]6|3|o[7[a]1]8
(mm+52[5]4]1]6|9]o]9]6|1]4
an+3 [3|7]1]s|ol3]7]1]5]9
(an+32lolof1ls|1]o]e9]1]|5]1

(Vypocet celé tabulky se zkrati na polovinu, kdyz si predem jako v pred-
chozim Fefeni uvédomime, Ze n musi byt sudé.) Vidime, ze &isla (7n +5)?2
a (4n + 3)? kondi stejnou ¢&islici, pravé kdyz &slo n konéi ¢islici 2 nebo
6. Kazdé hledané n < 100 je tedy bud tvaru n = 10a + 2, nebo tvaru
n = 10a + 6, kde a je neznama cislice. I kdyz by stacilo otestovat vech
2 - 10 = 20 takovych ¢isel n, zvolime jiny postup.
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(i) Pro n = 10a + 2 plati

(Tn + 5)? = (70a + 19)? = 4900a® + 2 660a + 361,
(4n + 3)% = (40a + 11)? = 1600a® + 880a + 121.

Vidime, 7e &islo (7n + 5)? m4 na misté desitek stejnou &slici, jakou mé
¢islo 6a + 6 na misté jednotek; &islo (4n + 3)? zase ma na misté desitek
stejnou Cislici, jakou ma ¢islo 8a + 2 na misté jednotek. Hleddme tedy
Cislice a, pro které rozdil (8a +2) — (6a+ 6) = 2(a — 2) kondi ¢islici nula;
ziejmé to plati pouze pro a = 2 a a = 7, kterym odpovidaji feseni n = 22
an=72.

(ii) Pro n = 10a + 6 plati

(Tn 4 5)? = (70a + 47) = 4900a® + 6 580a + 2 209
(4n + 3)% = (40a + 27)? = 1600a® + 2 160a + 729.
Tentokrat jsou pocty desitek v téchto ¢islech stejné jako pocty jednotek
v Cislech 8a a 6a + 2. Rozdil 8a — (6a + 2) = 2(a — 1) kondi ¢&islici nula
jediné pro a = 1 a a = 6. Odpovidajici feSeni jsou n = 16 a n = 66.
B-1l-2
Protoze pro libovolna redln é&isla z, y jsou obé &isla (22 + 1) a (y? + 1)

nenulova (totiz kladnd), mizeme prejit k novym nezndmym

x a v y
U= —-> =
2%+ 1 Y2+ 17

ve kterych méa zrejmé puvodni soustava rovnic tvar
1+24uv=0 a 12u+12v+1=0.
Odtud napriklad pro nezndmou u snadno dostaneme kvadratickou rovnici

240> +2u—1=0

s kofeny u; = & a up = —3, kterym ,symetricky* odpovidaji hodnoty
v; = —1 a vy = §. Protoze (kvadratické) rovnice
s 1 N 1
s2+1 6 t2+1 4

57



maji feSeni
s12=3%V8 a t15=-2+3
mé piivodni soustava pravé osm fedeni, a to dvojice tvaru (z,y) = (3 +

+v8,-2+3) a (z,y) = (-2 + V3,3 + V/8), kde znaménka jsou kom-
binovana libovolné.

B-1-3

Predpokladejme, ze zminénym ¢tyrem ¢tyrahelnikim lze vepsat kruznice.
Body dotyki téchto kruznic s prislusnymi stranami ¢tyfihelnik oznac¢me

jako na obr. 21. Ze soumérnosti teCen sestrojenych z jednoho bodu k téze
kruznici plynou rovnosti

|APy| = |AP{|, |BP,| = |BP,|, |CPs| = |CF3|, |DPy| = |DPy| (1)

1SQ1] = [SQ1l, [SQ2| = 1SQs3|, [SQs| =[SQs3], 1SQa| = [SQ4|-  (2)
Ze soumeérnosti spoleénych vnéjsich tecen dvou kruznic zase plynou rov-

nosti ) ) ) ,
|PLP| = |Q1Q2|, |P2Ps| = |Q5Qs],

3
PP = [Q4Qul, PPl = |Q4@1l. ®)
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Podle zndmé poucky lze konvexnimu ¢tyfthelniku ABCD vepsat kruz-
nici, pravé kdyz délky jeho stran spliuji podminku

|AB| + |CD| = |BC| + |DA|,
kterou lze s ohledem na (1) upravit do tvaru
|PLP;| + |PsPy| = |P2Ps| + | Py Py|. (4)
Vsimnéme si, ze podle (2) a (3) plati rovnosti '

|PLPy| = |Q1Q2| = |Q1S] +|SQ2| = |SQ1] +[SQ2,
|P, P3| = |Q5Qs3]| = |Q3S| +SQs| = [SQ2| +|SQs],
|Ps Py| = |Q3Q4| = |Q5S] + SQ4| = |SQs| +|SQ4l,
|PyP| = |Q4Q1| = |Q4S| +|SQ1| = |SQa| + |SQul.

Obé strany (4) se tudiz rovnaji souttu [SQ:| + |SQ2| + |SQs| + |SQ4|
a dikaz je hotov.

B-1l1-4

Poznamenejme nejdrive, Ze popsanou operaci nemé smysl provadét s dvo-
jici Cisel (a,b) obsahujici ¢islo nulu, nebot takova dvojice se operaci ne-
zméni.

(i) Predpokladejme nejdfive, ze danou skupinu n nezapornych ¢isel
1ze rozdélit na dvé podskupiny A a B se stejnym souctem ¢isel. Ukazme,
ze v tomto pripadé lze opakovanim operace zménit vSechna ¢isla obou
skupin A a B na nuly. Obsahuje-li néktera ze skupin A, B aspon jedno
kladné ¢islo (jinak jsme hotovi), plyne z rovnosti soucti ¢isel v obou
skupinach, ze kladné ¢islo existuje v obou z nich. Vyberme tedy kladné
¢islo a € A akladné ¢éislo b € B a provedme operaci pravé s témito dvéma
Céisly. Je-li napiiklad a £ b (v pfipadé a 2 b je Gvaha obdobna), zméni
se ¢islo a ve skupiné A na nulu a &slo b ve skupiné B na é&islo b — a,
takze se celkovy soucet ¢isel ve skupiné A zmensi o a, stejné jako celkovy
soucet cisel ve skupiné B. Proto budou po provedené operaci soucty ¢isel
ve skupindch A a B opét stejné, pritom se celkovy pocéet nul v AU B
zvétsi o 1 (pokud bylo a # b) nebo o 2 (pokud bylo a = b). Opakovanim
popsané operace s kladnymi ¢isly a € A a b € B se proto po kone¢ném
poctu krokid dostaneme do situace, kdy v zadné ze skupin A, B jiz nebude
kladné ¢islo.
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(ii) Pfedpokladejme nyni, Ze z dané n-tice nezépornych ¢isel jsme
dostali vhodnym opakovanim operace n-tici slozenou ze samych nul.
Dokazme indukci, Ze pfed provedenim kazdé jednotlivé operace bylo
mozné aktudlni n-tici Cisel rozdélit na dvé podskupiny A a B se stej-
nym sou¢tem. Pred provedenim posledni operace musela mit aktudlni
n-tice Cisel tvar {a,a,0,0,...,0}, takZe vhodné rozdéleni bylo A = {a}
a B = {a,0,0,...,0}. Pfedpoklddejme nyni, Ze po provedeni nékteré
operace s Cisly (a,b), a < b, existovalo rozdélen{ ¢isel do podskupin A
a B se stejnym souctem, a ukazme, ze i pred provedenim této operace
takové rozdéleni existovalo. Jisté mizeme predpokladat, Ze nova &sla 0
a b — a nepatii do stejné z obou podskupin A a B (jinak prehodime &slo
0 do druhé podskupiny, coz nezméni soucty ¢isel v podskupinéch), necht
tedy naptiklad 0 € A a b — a € B. Potom ¢islo 0 v A zaménime ¢&islem
a a Cislo b — a v B zaménime c¢islem b; dostaneme tak vhodné rozdéleni
aktudlnich ¢isel pred uvazovanou operaci.
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