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Kategorie C

Texty tloh

C-1-1

Dokazte, ze existuje jedind ¢islice ¢, pro kterou lze najit jediné piirozené
¢islo n kondici ¢islici ¢ a majici tu vlastnost, ze ¢islo 2n + 1 je druhou
mocninou prvodéisla. (M. Koblizkovd)

C-1-2

Ve ¢tyrahelniku ABCD se uhlopricky protinaji v bodé P, thlopricka
AC je rozdélena body P, N a M na ¢tyfi shodné aseky (|AP| = |PN| =
= |NM| = |MC]) a thloptitka BD je rozdélena body L, K a P na ¢tyfi
shodné tseky (|BL| = |LK| = |KP| = |PD|). Uréete pomér obsahti
Ctyfthelnikt KLMN a ABCD. (J. Zhouf)

C-1-3
Urlete v8echny dvojice (x,y) celych éisel, které jsou feSenim nerovnice
6 5
2, 6 WY
VT ooyvT oy
(J. Zhouf)
C-1-4

Josef se vracel z vyletu. Nejdiive jel vlakem a pak pokracoval ze za-
stavky na kole. Celd cesta mu trvala presné 1 hodinu 30 minut a urazil
pti ni vzdalenost 60 km. Vlak jel primérnou rychlosti 50 km/h. Urcete,
jak dlouho jel Josef na kole, kdyZ jeho rychlost v km/h je vyjadiena
prirozenym cislem stejné jako vzdalenost méfend v km, kterou na kole
ujel. ’ (E. Kovdc)
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C-1-5

Sestrojte rovnoramenny trojihelnik ABC se zakladnou BC dané délky a,
je-li dan stfed P strany AB a bod Q (Q # P), ktery je patou vysky
z vrcholu B. (J. Svrcek)

C-1-6

Jisty panovnik pozval na oslavu svych narozenin 28 rytifu. Kazdy z rytira
mél mezi ostatnimi pravé tii nepratele.
a) Ukazte, ze panovnik mize rytife rozesadit ke dvéma stolim tak, aby
kazdy rytit sedél u stejného stolu s nejvyse jednim nepritelem.
b) Ukazte, ze v pripadé libovolného takového rozesazeni sedi u kazdého
stolu nejvyse 16 rytiru.
(Nepratelstvi je vzajemny vztah: Je-li A nepfritelem B, je i B nepri-
telem A.) (J. Simsa)

C-S-1

Do sportovniho krouzku chodi 21 chlapcti. Na poslednich dvou schiizkach
nikdo nechybél, chlapci se pokazdé rozdélili do tii druzstev po sedmi
hracich. Dokazte, ze nékteri tii chlapci byli obé schizky spolu v jednom
druzstvu. (J. Simsa)

C~8§-2

V roviné je dan pravouhly trojuhelnik ABC takovy, Ze kruznice
k(A;|AC|) protind preponu AB v jejim stfedu S. Dokazte, ze kruznice

opsana trojuhelniku BC'S je shodné s kruznici k. (J. Svréek)
C-S-3

Uréete viechny dvojice prvocisel (p, q) takové, ze p > ¢ a ¢islo p? — ¢®> ma

nejvyse ¢tyfi délitele. (P. Calabek)
C-1n-1

Urcete pocet dvojic (a,b) prirozenych ¢isel (1 < a < b < 86), pro které
je soucin ab délitelny tremi. (J. Zhouf)
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C-1-2

Necht kruznice sestrojené nad rameny lichobézniku jako nad pruméry
maji vnéjsi dotyk. Dokazte, ze dotykovy bod téchto kruznic lezi na ose

Ghlu, ktery obé ramena lichobézniku sviraji. (J. Surcek)
cC-1n-3

Najdéte vSechna celd ¢isla z, pro kterd jsou obé ¢isla (z —3)% — 2,

(x —7)? + 1 prvodisla. (J. Simsa)
C-1n-14

V roviné jsou dany body C, V', U takové, ze |CV| = 3cm, |VU| = 3,5cm
a |[CU| = 4,5cm. Sestrojte ostrothly trojihelnik ABC' tak, aby byl V
prusecik jeho vysek a bod U byl soumérné sdruzeny s bodem A podle
stfedu kruznice opsané trojuhelniku ABC. (P. Leischner)
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Regeni tloh

C-1-1

Necht (liché) ¢&islo 2n + 1 je druhou mocninou prvoéisla p, pak p je rov-
néz liché &islo. Ze vztahu p? = 2n + 1 vyplyva, ze n = $(p* — 1) =
= L(p—1)(p+1). Sestavme tabulku nékolika prvnich lichych prvocisel
p a jim odpovidajicich ¢isel n:

pl 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43
n| 4 12 24 60 84 144 180 264 420 480 684 840 924

Cislo n je ziejmé sudé, dokonce je (jak prozrazuje i tabulka pro nékolik
hodnot p) délitelné ¢ty¥mi. To je vidét z toho, ze souéin (p — 1)(p + 1)
dvou po sobé jdoucich sudych ¢isel je vzdy délitelny osmi. Z tabulky navic
vidime, Ze se mezi Cislicemi, kterymi n kon¢i vicekrat, vyskytuji ¢islice 0
a 4, jen jednou cislice 2, nevyskytuji se 6 a 8.

Podivejme se, jakou ¢islici kon¢i ¢islo n v zavislosti na ¢islici a, kterou
kondi ¢Cislo p. Je-li p = 10k + a, kde k je celé nezdporné cislo a a licha
Cislice, pak pro jednotlivdi mozné a dostaneme:

o Je-lia=1,jen=10k(5k + 1), takze ¢islo n kon¢i ¢islici 0.
Je-li a = 3, je n = 10k(5k + 4) + 4, takze Cislo n kon¢i ¢islici 4.
Je-li a = 5, je n = 10(5k% + 5k + 1) + 2, tak¥e &islo n konéf &slici 2.
Je-lia=7,jen=10(5k* + Tk + 2) + 4, takze ¢islo n konéi &islici 4.
Je-lia =9, jen=10(k+ 1)(5k + 4), takze &islo n kon¢i ¢éislici 0.
Je-li 2n + 1 druhou mocninou lichého prvocisla (lichého &isla), mize
¢islo n koncit jediné cislicemi 0, 2, 4. Jedinym kandidatem na hledanou
Cislici tak ztstava 2.

Pokud 2n + 1 je druhou mocninou prvocisla a n kon¢i ¢islici 2, prvo-
Cislo p se dé vyjadrit ve tvaru 10k + 5 = 5(2k + 1), je tedy délitelné péti.
Jediné prvocislo, které je délitelné péti, je cislo 5.

Hledanou ¢islici je tedy ¢ = 2; pro ni existuje jediné prirozené ¢islo
n = 12, které kon¢i ¢islici ¢, pri¢emz 2n+1 je druhou mocninou prvocisla.

C-1-2

Trojuhelniky APD a NPK jsou soumérné sdruzené podle stfedu P
(obr.1), AD a NK jsou tudiz rovnobézné a |AD| = |N K|. Z rovnosti pii-
slusnych tsecek déle plyne, ze trojihelniky K NP, LM P a BCP jsou po-
dobné, proto NK || ML || BC a navic |LM| = 2|KN| a |BC| = 3|KN|.
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Oznacime-li s obsah trojihelniku APD, je obsah trojthelniku N K P ro-
ven s a obsah trojihelniku MLP je 4s (ma dvakrat vétsi visku z vr-
cholu P nez trojthelnik NKP z téhoz vrcholu a jeho strana ML je
dvakréat vétsi nez strana NK'). Obsah lichobézniku KLM N je proto 3s.

C

B
Obr. 1

Strana AP trojahelniku APD je ¢tytikrat mensi nez strana AC troj-
uhelniku ACD, vysky z vrcholu D jsou v obou trojthelnicich stejné,
proto je obsah trojuhelniku ACD roven 4s. Strana PN trojihelniku
PNK je ctyfikrat mensi nez strana AC trojuhelniku ACB, kdezto vyska
trojuhelniku PN K z vrcholu K je tfikrat mensi nez vyska trojihelniku
ABC' z vrcholu B, proto je obsah trojuhelniku ACB roven 12s. Obsah
¢tyruhelniku ABCD je roven souctu obsaht trojahelnikit ABC a ACD,
tedy 16s.

Pomér obsahti ¢tyttuhelniki KLMN a ABCD je roven 3 : 16.

C-1-3

Ze zadani plyne, Ze x a y jsou nutné pfirozena Cisla. Vynasobenim obou
stran nerovnice kladnym &islem y+/z pfejdeme k ekvivalentni nerovnici

zy + 6 < 5/zy.

Jeji tpravou dostaneme

(vVay = 3)(Vay - 2) <0,

coz plati, pravé kdyz 2 < /zZy < 3, neboli 4/z <y < 9/z.

Protoze z a y jsou pfirozend c¢isla, z posledni nerovnosti plyne, zZe
staci uvazovat jen z < 9. Lehce pak ur¢ime vsechny dvojice (z,y) celych
Cisel, které jsou fesenim posledni nerovnice, a tedy i dané nerovnice, kterd
je s ni ekvivalentni: (1,5), (1,6), (1,7), (1,8), (2,3), (2,4), (3,2), (4,2),
(5,1), (6,1), (7,1), a (8,1).
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C-1-4

Oznaéme v vzdélenost v kilometrech, kterou Josef ujel na kole, a r jeho
rychlost v km/h. Podle zadani jsou r a v pfirozend ¢isla a v < 60. Na
kole jel Josef po dobu v/rh. Vlakem ujel vzdélenost (60 — v) km a tuto
vzdalenost ujel za (60 — v)/50 h. Proto podle zadani plati

60—v v
50

+223
ro 2
Tato rovnice je ekvivalentni s rovnici
50v — 157 —rv =0,
kterou jesté upravime na tvar
(50 —r)(v+15) =15-50 = 2- 3 - 53,

Odtud plyne, ze 50 — r je pfirozené ¢islo mensi nez 50 a v + 15 pfirozené
Cislo vétsi nez 15, jez nepfevysSuje 75, a navic, ze soucin (50 — r)(v + 15)
je délitelny ¢islem 53. Mohou nastat ¢étyti ptipady.
e 53| 50 — r. To neni mozné, protoze 1 < 50 — r < 50.
e 52|50 -7 a5 | v+ 15. Cislo 50 — 7 je proto rovno 25, odtud r = 25
av=15.
e 5|50—7ab?|v+15. Cislo v+15 je tudiz prvkem mnoziny {25,50},
odtud dopocitame dalsi dvé moznosti r = 20, v = 10 ar = 35, v = 35.
e 53| v + 15. To neni mozné, protoze 15 < v + 15 < 75.
Mozné ¢asy Josefovy jizdy na kole (v minutach) proto jsou 15-60/25 =
=36, 10-60/20 = 30 a 35-60/35 = 60.
Vycétem vSech moznosti jsme zjistili, ze pokud Josef cestoval podle
zadani tlohy, pak jel na kole bud 30, nebo 36, anebo 60 minut.

C=1=5

Uhel BQA je bud pravy, nebo Q = A. Proto bod Q lezi na Thaletové
kruznici sestrojené nad primérem BA. (Na obr.2 je zndzornén piipad
ostrothlého i tupothlého trojihelniku ABC'.) Protoze P je stied tsecky
AB, je | PQ)| velikost poloméru této kruznice, proto velikost priméru | AB|
této kruznice je rovna 2| PQ)|. Trojihelnik ABC' ma délku ramene 2| PQ),
a protoze zname velikost zakladny, je tim jednoznacné urcen.
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Obr. 2

Odtud jiz plyne konstrukce. Nejdrive sestrojime trojihelnik A’ B’'C’
shodny s trojihelnikem ABC o velikostech stran |A'B'| = |A'C'| =
= 2|PQ| a |B'C’'| = a, ktery potom premistime tak, aby se stfed strany
A'B’ zobrazil na bod P a pata vySky z vrcholu B’ na bod Q. To lze
provést jednoznacné az na osovou soumeérnost podle primky PQ. Pokud
tedy trojuhelnik A’ B’C" existuje, ma tloha dvé feSeni soumérné sdruzena
podle osy PQ.

Diskuse je zfejma. Trojuhelnik ABC' lze setrojit pravé tehdy, kdyz
lze sestrojit rovnoramenny trojthelnik A'B’C’, tj. kdyz a < 4|PQ)| (troj-
uhelnikové nerovnosti), v tomto piipadé ma tuloha pravé dvé (shodna)
feseni. Navic pro a < 2v/2|PQ| bude trojihelnik ABC ostrotihly, pro
a = 2v/2|PQ| pravoihly a pro 2v/2|PQ| < a < 4|PQ)| tupouhly. Diikaz
spravnosti plyne z rozboru tlohy.

Jiné feseni. Oznacme R stfed strany BC, ten je zaroven patou vysky
z vrcholu A. Oba body @ a R tedy lezi na Thaletové kruznici nad pramé-
rem AB se stfedem P, proto |PQ| = |PR| = }|AB|. Jelikoz thel BQC
je pravy, lezi bod @ na Thaletové kruznici nad primérem BC se stre-
dem R, takze |[RQ| = 3|BC| = %a. Trojhelnik PQR je proto podobny
trojihelniku ABC (koeficent podobnosti je 3).

Pti konstrukci nejdiive sestrojime trojihelnik PQR. Na pfimce rov-
nobézné se stiedni prickou PR prochazejici bodem ) najdeme bod
C # Q@ tak, aby |RC| = %a. Body A a B pak uZ sestrojime snadno.

Pro dané body P, @ muzeme sestrojit tieti vrchol R trojihelniku
PQR dvéma zpusoby. Diskuse je tedy stejnd jako v predchazejicim feSeni.
Driikaz spravnosti plyne z rozboru dlohy.
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C-1-6

a) Rozesadme v prvnim kole rytife ke stolim libovolnym zpisobem.
Oznaéme n; pocet nepratel prvniho rytife u stolu, u kterého sedi, potom
n1 £ 3. Podobné ozna¢me ny < 3 pocet nepiatel druhého rytiie u stolu,
u kterého sedi, atd. Potom pro ,hladinu nepratelstvi®

Ni=ny+no+...+nog

v prvnim kole plati 0 £ N; £ 3 -28 = 54, pficemz N je celé nezdporné
Cislo.

Predpokladejme, Ze existuje rytif, ktery sedi u stolu s alesponn dvéma
neprateli. Pak ho presadime ke druhému stolu. Tim vznikne nové roze-
sazeni. Zkoumejme nyni hladinu nepratelstvi No po tomto druhém kole.

Pokud presazeny rytif r sedél puvodné u jednoho stolu se viemi tfemi
neprateli a, b, ¢, po jeho presazeni se pocet nepratel rytife r u stolu,
u kterého ted sedi, snizil o 3 na nulu, a pocet nepfatel rytiti a, b a ¢
u téhoz stolu se snizil o jednu. Pocty neptatel zbyvajicich rytirta u jejich
stoli se nezménily. Tedy No = N; — 6.

Pokud presazeny rytit r sedél ptivodné u jednoto stolu se dvéma ne-
prateli a a b a byl presazen ke stolu s nepfitelem ¢, po jeho presazeni se
pocet nepratel rytife r u stolu, u kterého nyni sedi, snizil o 1 ze dvou
na jednoho, pocet nepiatel rytifi a a b u jejich stolu se o jedna snizil,
a pocet nepratel rytife ¢ u stolu, u kterého sedi, se zvysil o 1. Pocty
nepratel zbyvajicich rytifa u jejich stoli se nezménily. V tomto pripadé
je tedy N2 — Nl — 2.

V obou pripadech vychazi No < Nj.

Pokud jesté po tomto kole existuje rytir, ktery sedi u jednoho stolu
s alespon dvéma svymi neptrateli, opét ho pozaddame, aby si presedl k dru-
hému stolu. Pro hladinu nepratelstvi N3 po tretim kole bude ze stejnych
divodi jako vyse platit N3 < Ns.

Stejnym zpusobem vytvorime hladiny nepratelstvi Ny > N5 > ... po
dalsich kolech.

Protoze v kazdém kole je hladina nepratelstvi mensi nez v pirede-
$lém kole, je vyjadiena celym nezapornym ¢islem a hladina nepiatelstvi
v prvnim kole je nejvySe 54, mize se takova situace opakovat nejvyse
Ctyfiapadesatkrat. Pocet kol musi byt tedy koneény a po poslednim kole
uz neexistuje rytir, ktery by sedél u jednoho stolu s alesponn dvéma ne-
prateli. Tim jsme dokézali ¢4st a).
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b) Predpokladejme, Ze rytifi jsou nyni rozesazeni u stolit A a B tak,
ze kazdy sedi u stejného stolu s nejvyse jednim nepritelem. Oznac¢me 74
pocet rytifa u stolu A a rp pocet rytifa u stolu B. Plati

ra+rg=28. (1)

Kazdy z rytirt u stolu A mé u stolu B alespon dva nepiétele a kazdy
z 1ytifd stolu B je nepfitelem nejvySe tii rytifa od stolu A, proto pro
pocet p téch nepratelskych dvojic, jez sedi u riznych stoldi, plati

2ra <p a p<3rp, takie 2ry < 3rp.

Dosadime-li do této nerovnice z (1) rg = 28 — r4, dostaneme po Gpravé
514 £ 84. Vzhledem k tomu, Ze 74 je celé nezdporné ¢islo, musi platit
ra < 16. S ohledem na symetrii situace plati analogicky rg < 16. Tim
jsme splnili ¢ast b).

V &asti b) maZzeme postupovat také sporem: Kdyby u stolu A sedélo
aspon 17 rytifd, méli by dohromady u stolu B aspon 17-2 = 34 nepfitel,
pritom kazdy rytif-nepritel je v tomto ¢isle zapocitan nejvyse tiikrat.
Protoze 3 - 11 < 34, sedi u stolu B aspon 12 rytift, dohromady u obou
stoli A a B je pak aspon 17 4+ 12 = 29 rytifa, coz odporuje zadani.

C-S-1

Uvazujme chlapce H. Sest jeho spoluhra¢t z prvni schiizky je na druhé
schiizce rozdéleno do tii druzstev. Pak jsou bud tfi z nich v jednom druz-
stvu, nebo jsou v téchto trech druzstvech rozdéleni po dvou. Chlapec H
je vsak také ¢lenem nékterého z téchto druzstev, a tedy v tomto druzstvu
se opét nachazi trojice spoluhract z prvni schizky.

Jiné feSeni. Oznalme A, B, C druZzstva sestavena na prvni schiizce,
D, E, F druzstva sestavena na druhé schiizce. Podle zarazeni do druzstev
jsou jednotlivi chlapci nejvyse deviti raznych typt AD, AE, AF, BD,
BE, BF, CD, CE, CF. Kdyby kazdého typu byli nejvyse dva chlapci,
bylo by na schiizkdch nejvyse 2 -9 = 18 chlapci, coz je spor s tim, Ze
jich do krouzku chodi 21. Proto alespon jednoho typu jsou alespon tii
chlapci, a to je hledana trojice chlapci.
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C-S-2

Stred prepony S pravouhlého trojihelniku ABC je podle Thaletovy véty
stfedem kruznice opsané tomuto trojihelniku, plati tedy |CS| = |AS| =
= |BS| (obr. 3). Jelikoz body C' a S lezi na kruznici k, plati |AS| = |AC],
je proto trojuhelnik ASC rovnostranny a velikost thlu C'SB je rovna
120°.

Obr. 3

Je-li M stfed kruZnice opsané trojuhelniku BCS, plati |CM| =
= |SM| = |BM|, a protoze |CS| = |BS|, jsou CMS a SMB shodné
rovnoramenné trojuhelniky se zakladnami C'S a BS. Velikost thlu CSB
je souctem velikosti shodnych ahla CSM a M SB, je proto velikost thlu
MSB rovna % -120° = 60°. Trojthelnik M SB je tedy rovnostranny
a plati |[MS| =|BS|.

Polomér kruznice opsané trojuhelniku CSB je roven |M S| = |BS| =
= |AS]|, coz je polomér kruznice k. KruZnice opsand trojihelniku BC'S
a kruznice k maji stejné poloméry, jsou tedy shodné. Tim je dikaz ukon-
cen.

Pozndamka: Po zjisténi, ze ASC je rovnostranny trojihelnik, je mozno
dokoncit feseni i takto: je-li D bod soumérné sdruzeny s bodem A podle
stfedu C, je trojihelnik ABC ,polovinou“ rovnostranného trojihelniku
ABD, takze stied M jeho strany BD ma od bodu B, S, C stejnou vzda-
lenost rovnou 3|AB.
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C-5-3

Cislo 1 mé& pravé jednoho délitele 1. Uréeme déle vSechna pfirozend
Cisla a # 1, kterd maji nejvyse Ctyri délitele. Takové ¢éislo @ ma dva
trivialni délitele 1 a a, proto muze mit nejvySe dal$i dva netrividlni dé-
litele, takze je délitelné nejvyse dvéma prvocisly. Je-li ¢islo a délitelné
dvéma riznymi prvocisly p; a pa, je délitelné i jejich soucinem p;po,
vzhledem k usporadani déliteld ¢isla a musi tehdy byt a = pips. Je-li
¢islo a dglitelné pravé jednim prvodislem p, plati a = p¥, kde k je pii-
rozené &islo. Jeho netrividlnimi déliteli jsou &isla py, p?, . .. ,p’f_l, proto
k < 3.

Nejvyse ¢tyti délitele tedy maji pouze &islo 1 a &isla tvaru py, p?, p3
a p1p2, kde p; a ps2 jsou raznd prvodisla.

Necht p > ¢ jsou prvodisla a ¢slo a = p? — ¢ = (p— ¢)(p + q)
ma nejvySe ¢tyfi délitele. Pak plati 1 £ p — ¢ < p + ¢ £ a. Rozlisime
nasledujici pripady:

1. p — ¢ = 1. Rozdil prvocisel p, ¢ je liché ¢islo, proto jedno z nich je
sudé a druhé se lisio 1. Tedy p=3,¢=2a¢islo a = 3> — 22 = 5 m4
dva délitele 1 a 5.

2. p—q > 1. Cislo a ma pravé &tyfi riizné délitele 1, p—q, p+g¢, a, proto
vzhledem k Givodni ivaze mohou nastat dvé moZnosti:

a) p— q je prvodislo py a p + ¢ je pi. Pak oviem p; déli p? + p; =
=p+q+ (p—q) = 2p, pfitom p je prvoéislo, takZe p; = p nebo
p1 = 2. Rovnosti p — ¢ = p; je vSak moznost p; = p vyloucena,
proto musi platit p; = 2. Ze soustavy p— ¢ =2, p+ ¢ = 4 oviem
plyne ¢ = 1, coz neni prvocislo.

b) p — q je prvocislo p1 a p + ¢ je prvocislo ps. ProtoZe ps > pi,
je prvocislo py liché. Odtud plyne ¢ = 2, jinak by ¢&islo ps bylo
sou¢tem dvou lichych prvocisel p a g, tedy ¢islo sudé. TTi prvocisla
p1 =p—2,papy=p+ 2 davaji rizné zbytky pii déleni tremi,
takze jedno z nich je rovno 3. Z p = 3 ovSem plyne p; = 1,
z po = 3 zase p = 1, zbyva proto moznost p; = 3, tedy p = 5.
Cislo a = 5% — 22 = 21 mé4 prévé ¢tyti délitele 1, 3, 7, 21.

Vsechny dvojice prvocisel (p, q) vyhovujici zadani tlohy jsou dvojice
(3,2) a (5,2).

Jiné feSeni. Vysvétlime nejdrive, pro¢ ¢ = 2. Pripustme naopak, Ze
q > 2. Pak obé prvodisla p a ¢ jsou lichd, takze (p —q) a (p+ q) jsou dvé
riizna suda &isla, tudiz jejich soucin p? — ¢? je &islo tvaru 4k, kde k = 2.
Takové ¢islo ale ma ¢tyti délitele 1, 2, 4 a 4k, proto se jeho délitel 2k musi
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rovnat ¢islu 4. Plati tedy (p—¢q)(p+q) =8, 0odkud p—g=2ap+q =4,
takZe ¢ = 1, a to je spor. Rovnost ¢ = 2 je dokdzana.

Hledame tedy vSechna prvoéisla p > 2, pro kterd mé &islo p? — 4
nejvyse ¢tyfi délitele. Snadno se presvédcéime, ze vyhovuje p =31ip = 5.
V piipadé p 2 7 je ovSem jedno z ¢isel p+ 2, p — 2 délitelné tfemi (podle
toho, zda prvoéislo p dava pri déleni tfemi zbytek 1 nebo 2), takze ¢islo
p? — 4 mé pét riznych déliteld 1,3, p—2, p+2 a p? — 4.

Uloze tedy vyhovuji dvé dvojice prvoéisel (p,q): (3,2) a (5,2).

cC-1-1

Nejprve spocteme, kolik je viech dvojic ¢isel takovych,ze 1 < a < b < 86,
a pak od tohoto po¢tu odecteme pocet téch dvojic, pro néz soucin ab neni
tfemi délitelny.

Ozna¢me C mnozinu vSech prirozenych ¢isel nejvyse rovnych 86,

C={1,2,...,86}.

Mnozina C mé celkem 86 prvkid. Cislo a z ni miiZzeme vybrat 86 zpt-
soby a ke kazdému takto vybranému ¢islu a existuje 85 Cisel b € C
riiznych od a. Proto pocet vSech usporddanych dvojic (a,b) ptirozenych
Cisel (1 £ a # b < 86) je roven 86 - 85. Tuto mnoZinu mizeme rozdélit na
pary uspofadanych dvojic (a,b) a (b, a), proto pravé pro polovinu dvojic
plati @ < b (druhou polovinu tvofi dvojice, v nichz a > b). Pocet vSech
dvojic (a,b) prirozenych ¢isel takovych, ze 1 £ a < b < 86, je tedy roven
% - 86 - 85 = 3655. (Je to zaroven poclet vSech neusporddangch dvojic
pfirozenych &isel z mnoziny C, coz je kombinaéni &slo (%) = 3655.)

Soucin ab je délitelny tifemi, pravé kdyz je aspon jeden z Cinitela
a, b délitelny tfemi. ProtoZze mezi ¢isly z mnoziny C je pravé 28 cisel
délitelnych tfemi, je v C pravé 86 — 28 = 58 ¢isel, jez nejsou délitelnd
tfemi. Celkem tedy miizeme sestavit % - 58 - 57 = 1653 dvojic riznych
prirozenych éisel (a,b) takovych, ze 1 £ a < b < 86, a pfitom soucin ab
neni délitelny tfemi.

Pocet vSech dvojic (a, b) prirozenych ¢éisel (1 £ a < b £ 86), pro které
je soucin ab délitelny tremi, je roven 3655 — 1653 = 2 002.

Jiné feseni. Oznacme A, resp. B mnozinu vech téch dvojic (a,b) (1 <
< a < b £ 86), ve kterych je ¢islo a, resp. b délitelné tfemi. Mezi ¢isly
v mnoziné C = {1,2,...,86} existuje 28 ¢isel délitelnych tiemi (jsou to
¢isla 3,6,9,...,84). Ke kazdému ¢islu a € C existuje 86 — a ¢éisel b € C
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takovych, ze a < b. Proto pocet vSech prvki mnoziny A je roven

(86 —3)+ (86 —6)+ (86 —9)+ ...+ (86 —84) =
=28-86—-3-(1+2+3+...+28) =

1

=28-86—3- > ((1+28)+ (2+27) + (3+26) +... + (284 1)) =
1

=28-86 352928 = 2408 ~ 1218 = 1190.

Ke kazdému ¢islu b € C existuje b — 1 ¢isel a € C takovych, Ze a < b.
Proto pocet vsech prvki mnoziny B je roven

B-1+6-1)+0O—-1)+...+(B84—1) =
=3-(1+2+...+28)—28=1218— 28 = 1190.

Prinik mnozin A a B obsahuje takové dvojice ¢isel (a, b), v nichZ jsou
obé slozky a i b délitelné tfemi, pricemz a < b. Téchto dvojic je podle
uvahy z vodniho fesSeni % -28-27 = 378. Pocet prvku sjednoceni mnozin
A a B, tj. pocet vSech dvojic (a,b) ptirozenych ¢isel (1 £ a < b < 86), pro
které je soucin ab délitelny tremi, je roven souc¢tu prvkd mnozin A a B
zmenseny o pocet prvku jejich praniku, tj. 1190 + 1190 — 378 = 2 002.

C-n-2

Necht ABCD je takovy lichobéznik se zakladnami AB a CD (obr.4).
Oznacme P stfed ramene AD, @ stfed ramene BC a I dotykovy bod

Obr. 4

36



kruznic sestrojenych nad rameny jako primeéry. Bod P je stfedem kruz-
nice sestrojené nad ramenem AD, proto jsou usecky PA a PI shodné
a API je rovnoramenny trojuhelnik se zdkladnou AI. Odtud plyne, Ze
uhly PAI a AIP jsou shodné. Protoze bod dotyku dvou kruznic lezi
na stfedné téchto kruznic, je I bodem stredni pricky PQ lichobézniku
ABCD, kter je rovnobéna s jeho zakladnami. Uhly PIA a IAB jsou
stiidavé a maji proto stejnou velikost. Tedy thly PAI a I AB jsou shodné
a Al je osou thlu DAB. Bod I lezi na ose tohoto thlu, proto méa stejnou
vzdélenost od jeho ramen AD a AB. Podobné se ukaze, ze IB je osou
thlu ABC a bod I mé stejnou vzdalenost od piimek AB a BC. Odtud
jiz plyne, ze bod I mé stejnou vzdalenost od ramen AD a BC, a lezi
proto na ose uhlu, ktery tato ramena sviraji.

cC-1-3

Obé ¢isla 3 a 7 jsou licha, proto pro libovolné celé ¢islo x maji ¢isla z — 3
ax—7(atedyiésla (z — 3)% a (x — 7)2) stejnou paritu. Cisla —2 a 1
maji riiznou paritu, proto ¢isla (z — 3)? — 2, (z — 7)? + 1 maji riiznou
paritu, jedno z nich je tedy sudé. Protoze jediné sudé prvocislo je ¢islo 2,
je jedno z &isel (z — 3)2 — 2, (z — 7)? + 1 rovno 2.

a) Necht (z — 3)? —2 = 2. Potom (z — 3)2 = 4, tj. + = 5 nebo z = 1.
Pro z = 5 je hodnota vyrazu (z — 7)? + 1 rovna 5, coZ je prvoéislo,
pro x = 1 je hodnota tohoto vyrazu rovna 37, coz je také prvodislo.

b) Necht (z —7)2+1 = 2. Potom (z — 7)2 = 1, tj. = 8 nebo = = 6.
Pro x = 8 je hodnota vyrazu (z — 3)? — 2 rovna 23, coz je prvoéislo,
pro z = 6 je hodnota tohoto vyrazu rovna 7, coz je také prvocislo.
Hledanymi celymi ¢isly @ jsou v8echny prvky mnoziny {1,5,6,8}.

C-1-4

Necht ABC je ostrouhly trojahelnik, S stfed kruZnice k jemu opsané
a V prusecik jeho vysek (obr.5). Necht U je bod soumérné sdruzeny
s bodem A podle S. Bod U lezi na kruZnici k& uvnit¥ toho oblouku BC,
ktery neobsahuje bod A. Usetka AU je priimérem kruznice k, proto podle
Thaletovy véty jsou thly UC A a U BA pravé. Jelikoz vyska BV je kolméa
na stranu AC trojahelniku ABC, jsou usecky BV a UC rovnobé&Zné.
7 podobného divodu jsou rovnobézné i tsecky CV a UB, takze BUCV
je rovnob&znik. Usecky BC a UV maji tudiz spole¢ny stied.
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Obr. 5

Odtud jiz plyne konstrukce. Sestrojime bod B soumérné sdruzeny
s bodem C podle stiedu tsetky UV. Bod A pak urcime jako prisecik
kolmice k p¥imce BU prochazejici bodem B a kolmice k primce CU
prochézejici bodem C.

Ukazme nyni, Ze takto sestrojeny trojihelnik ABC ma vSechny poza-
dované vlastnosti. Bod B je sestrojen tak, ze plati BV || UC a CV || UB.
Bod A je sestrojen tak, ze plati AB L UB a AC' L UC, coz znamena, ze
body B a C lezi na Thaletové kruznici nad primérem AU. Body A a U
jsou tudiz soumé&rné sdruzené podle stfedu této kruznice, kterd je opsana
trojihelniku ABC. Ze vztahtt AC L UC a BV || UC plyne BV 1 AC,
takze bod V lezi na vySce z vrcholu B ke strané AC sestrojeného troj-
dhelniku. Podobné ze vztaht AB L UB a CV || UB plyne, ze bod V
lezi na vysce z vrcholu C ke strané AB. Bod V je tedy prisecik vysek
trojuhelniku ABC.

Uloha m4 za danjch podminek pravé jedno feSeni.
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