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Kategorie A

Texty tloh

A-1-1

V urné jsou jen bilé a ¢erné kulicky, jejichz pocet zaokrouhlen na stovky
je 1000. Pravdépodobnost vytazeni dvou Cernych kulicek je o % vétsi
nez pravdépodobnost vytazeni dvou bilych kulicek. Kolik bilych a kolik
Cernych kuli¢ek je v urné? (Pravdépodobnost vytazeni kterékoli kulicky

je stejna.) (P. Cernek)

A-1-2

Necht a1, as jsou pfirozena Cisla a necht pro kazdé prirozené n 2 2 je
&islo an4+1 0 1 vétsi nez nejvétsi lichy délitel souctu a, + a,—1. Dokazte,

Ze posloupnost ap,as,as,... je od ur¢itého ¢lenu pocinaje periodicka.

Najdéte vSechny takové posloupnosti, jez jsou periodické uz od prvniho

¢lenu. (J. Bdbela)
A-1-3

V roviné je dan ostrouhly trojuhelnik ABC. Paty vySek z vrcholi A,
B oznaéme po fadé A;, B;. Tecny kruznice opsané trojihelniku C A; By
sestrojené v bodech A;, B; se protinaji v bodé M. Dokazte, ze kruznice
opsané trojuhelnikim AM By, BM A,, C A; By prochéazeji jednim bodem.

(J. Svrcek)
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A-1-4

V oboru realnych cisel feSte soustavu nerovnic

sinz + cosy = V2,
siny + cosz 2 V2,
sinz + cosz 2 V2.

(J. Svrcek)

A-1-5

Najdéte vSechny funkce f: R — R takové, Ze pro vSechna realni &isla z,
y plati

2 +y* +2f(zy) = flz+y) - (f(@) + F)).
(E. Kovdc)

A-1-6
Sestrojte lichobéznik ABCD, jsou-li dany délky jeho ramen |BC| =
= 4,5cm, |DA| = 3cm a velikost 75° thlu, ktery sviraji ptimky BC
a AD, plati-li navic |AB| -|CD| = |AC|?. (E. Kovac)
A-S-1
Najdéte vSechna realné cisla p, pro kterd ma soustava nerovnic
254222 < 13y + 10z — p,

25 + 3y% £ 6z + 10z,
254422 <6z +5y+p

s nezndmymi z, y, z FeSeni v oboru reédlnych ¢isel. (J. Svrcek)

A-S-2

Je dan lichobéZnik ABCD se zédkladnou AB délky a, v némz oba thly
ABC, ADB jsou pravé. Na strané AB lezi bod M tak, ze usecka M D
je kolmé na AC a tseCka MC je kolma na BD. Urcete délky ostatnich
stran lichobé&zniku. (J. Zhouf)
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A-S-3
Najdéte vSechna Ctyfmistnd Cisla abed, ktera jsou délitelnd kazdym
z dvojmistnych cisel ab, be, cd, jejichz Cislice a, b, ¢, d jsou liché a ne
viechny stejné. (J. Simsa)
A-11-1
Najdéte nejmensi ¢tyfmistné ¢islo n, pro néz mé soustava

x3+y3+y2x+z2y=n,
?+yi+r+y=n+1

pouze celoéiselna reseni. (J. Zhouf)

A-11-2

Urcete vSechna redlna ¢isla s a t, pro kterd je grafem funkce

2 —4x +s

f(z)=t|a:—1|+:1:+7

lomend ¢ara slozend ze dvou polopfimek. (P. Cernek)

A-11-3

Je déna kruznice k(S,r) a na ni body M, N takové, ze thel MSN je
ostry. Libovolnym bodem X mensiho z oblouki M N vedme rovnob&zku
s piimkou M S a ozna¢me Y jeji prisecik s tsetkou SN. Sestrojte takovy
bod X, pro ktery je obsah trojihelniku SXY maximélni. (P. Cernek)

A-11-4

Urcete vSechny funkce f: R — R takové, Ze pro vSechna redlna &isla x
a y plati

f@+ 1) =@ -y)? flz+y).
(P. Caldbek)
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A-1I1-1
Urcete v8echny mnohocleny P takové, ze pro vSechna redlna ¢isla z plati
(P(z))? + P(—z) = P(2?) + P(z).
(P. Caldbek)
A-1lI1-2
V roviné je dan trojihelnik PQX, kde |PQ| = 3cm, |PX| = 2,6 cm,

|QX| = 3,8cm. Sestrojte pravouhly trojahelnik ABC tak, aby se jemu
vepsand kruznice dotykala pfepony AB v bodé P, odvésny BC v bodé Q

a aby bod X lezel na piimce AC. (J. Simsa)
A-1lI1-3
Najdéte vSechny trojice redlnych Cisel a, b, ¢, pro které je mnozinou reseni
nerovnice
V2z?+ar+b>z—c
s nezndmou z mnozina (—oo,0) U (1, 00). (P. Cernek)

A-lll-4

V jistém jazyce je n pismen. Skupina pismen (napsanych za sebou) je
slovo, pravé kdyz se mezi zadnymi dvéma stejnymi pismeny nenachézeji
dvé stejnd pismena. Urcete pocet vSech slov maximalni délky.

(K. Cernekovd)

A-1l1-5

Z papiru byl vystfizen rovnoramenny lichobéznik Cy AB5Csy s kratsi za-
kladnou B5C5. Patu kolmice ze stifedu D ramena CyCs na zakladnu AC,
oznacime B;. Po pfehnuti papiru podél isecek DB;, AD a AC, se body
C1, Co premistily v prostoru do jednoho bodu C a body B;, By do
bodu B. Vznikl tak model &ty¥sténu ABCD s objemem 64 cm®. Uréete
délky stran pivodniho lichobézniku. (P. Leischner)
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A-I1lI-6

Jsou déana prirozend ¢isla aq,as,...,a, a funkce f: Z — R takova, Ze
f(z) =1 pro kazdé celé z < 0 a

f@)=1-f&-a) f(z - az)...f(z - an) (1)

pro kazdé celé x 2 0. DokaZte, Ze existuji pfirozend &isla s a t takova, ze
pro kazdé celé z > s plati f(z +t) = f(x). (P. Kariovsky)

55



Reseni tloh

A-1-1

Necht je v urné n kuliek, z toho b bilych (a n — b ¢ernych). Potom
pravdépodobnost vytazeni dvou bilych kuli¢ek je rovna podilu

(2) _ -1
(1;) T am-1)

zatimco pravdépodobnost vytazeni dvou ¢ernych kuli¢ek podilu

(n;b>_<n—b)(n—b—1>.

(’;L) n(n—1)

Podle zadani tlohy plati rovnost

(n=bmn->b-1) bb-1) 17

An—1 nm-1 13

kterou lze algebraickymi upravami zjednodusit do tvaru 43b = 13n (pro
n ¢ {0,1} jde o ekvivalentni rovnice). Odtud vzhledem k nesoudélnosti
Cisel 13 a 43 plyne, Ze pfirozena ¢isla n a b jsou tvaru n = 43k a b = 13k,
kde k je vhodné pfirozené ¢islo. Podle zadani pro ¢islo n plati odhady
950 < n < 1050, z nichZ zjistime, Ze k € {23,24}. Pro k = 23 vychézi
n =989 a b = 299 (tehdy n—b = 690), zatimco hodnoté k = 24 odpovida
n=1032 a b= 312 (tehdy n — b = 720).

Odpovéd’: Uloha m4 dvé feSeni — v urné je bud 299 bilych a 690 &er-
nych, nebo 312 bilych a 720 ¢ernych kulicek.

A-1-2
Zvolime-li pfirozend ¢isla a;, ag libovolné, jsou vSechny nasledujici ¢leny
as, a4, ... zkoumané posloupnosti jednoznacné urceny rekurentnim pred-
pisem
An41 =1+(an+an_1)* (n=2,3,...), (1)
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kde a* zna€i nejvétsi lichy délitel prirozeného Cisla a. Vypoctémé pro
nékolik ,,pocateénich® dvojic a1, as tolik prvnich ¢lenid a,, ze kterych
uz bude jasné, kde zaéina a jak vypad4 perioda doty&né posloupnosti.!
Nékolik prikladid uvadime v nésledujici tabulce.

a a2 az Qa4 as Aas ar ag ag aio
1 1 2 4 4 2 4 4 2 4
2 1 4 6 6 4 6 6 4 6
1 2 4 4 2 4 4 2 4 4
1 3 2 6 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
3 1 2 4 4 2 4 4 2 4
1 4 6 6 4 6 6 4 6 6
2 3 6 10 2 4 4 2 4 4
3 2 6 2 2 2 2 2 2 2
4 1 6 8 8 2 6 2 2 2

(Pro vétsi hodnoty a1, as se perioda ¢asto objevi ,,pozdé&ji“, jak ukazuje
priklad posloupnosti 30, 31,62,94,40,68,28,4,2,4,4,2,...)

Posloupnost vytvorend podle pfedpisu (1) je od jistého ¢lenu, Feknéme
an, periodickd, pravé kdyz existuje takovy index m, ze plati

M>N, An =0, & Amtl = Ant1- (2)

Vlastni feSeni tlohy zahédjime tak, Ze dokdZeme Ctyfi tvrzeni (T1) az
(T4), kterd plati pro kazdou zkoumanou posloupnost {a,} a kterd lze
vypozorovat z prikladi uvedenych v tabulce.

(T1) Cislo a, je sudé pro kazdé n = 3.

Dtkaz (T1) je trividlni: protoze je ¢islo a* liché pro kazdé a, je prava
strana rovnosti v (1) suda.

(T2) Nerovnost a, < max{an—1,an-2} plati pro kazdé n 2 5.

Diikaz (T2): ProtoZe pro sudé a plati a* < }a a pro kazdé n 2 5 jsou
podle (T1) obé &isla an—1, an—2 suda, plati pro takové n odhad

N An—1 + Qn—
an =14 (an-1+an—2)*" <1+ L—12—n2 <1+ max{an—1,an—2}

1 Je témé&f nemyslitelné fesit takové neobvyklé Glohy bez podobného tivodniho expe-
rimentovani. Proto experimenty patfi k vyzkumu v matematice stejné jako v jinych
prirodnich védach.
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(nebot aritmeticky pramér dvou ¢&isel nepfevySuje vétsi z nich). Zjistili
jsme, ze sudé ¢islo a, neprevysuje liché ¢islo 1+ max{an—1,an—2}, tudiz
nepievySuje ani ¢islo o 1 mensi, ¢islo max{an,—1,an—2}.

Z dokéazaného tvrzeni (T2) plyne, Ze kazdd zkoumané posloupnost
{a,} mé nejvétsi €len (a ten se navic rovna jednomu z &sel ay, as, as, aq).
Ukazme, jak snadno jiz odtud plyne tvrzeni o periodi¢nosti posloupnosti
{an}: znadi-li M jeji nejvétsi ¢len, je kazda z nekoneéné mnoha dvojic
(@n,ant1) (n = 1,2,3,...) rovna jedné z M? dvojic (a,b), kde a,b €
€ {1,2,...,M}. Proto existuji dva rtzné indexy, feknéme n < m, pro
které plati (an, ant+1) = (@m,@m+1), tj. podminka (2). Pak ovSem indukeci
z (1) plyne, Ze apnt+kx = am+k pro kazdé k 2 0. Proto je posloupnost {a,}
periodickd. Prvni ¢ast tlohy je tak vyfeSena.

Zdtraznéme jesté, Ze tvrzeni (T2) neznamend, Ze posloupnost {a,}
je od nékterého ¢lenu nerostouci (vyvraceji to priklady z nasi tabulky).
Plati ale:

(T3) Emistuje index ng (zdvisly na posloupnosti {a,}) takovy, Ze pro
kaZdé n 2 ng plati rovnost max{an—1,an—2} = max{an,an—1}.

Dikaz (T3): Polozme b, = max{an,an—1} pro kazdé n 2 4. Podle
(T2) pro kazdé n = 5 plati a, £ b,_1, coZ spolu s trividlni rovnosti
an—1 < bp—1 vede k zdvéru, ze b, < b,_1. Posloupnost pfirozenych ¢isel
bs, bs, be, ...je tedy nerostouci, proto je od jistého ¢lenu, feknéme b,,,
konstantni. Dtikaz (T3) je hotov.

(T4) Pro kazdé n = ng, kde ng je index z (T3), plati implikace: jestlize
Qn > Ant1, Pk G — Qpi1 = 2.

Dikaz (T4): Pokud a,, > an+1 pro nékteré n = ng, pak a, 2 ant1+2
podle (T1) a z rovnosti max{ant+1,an} = max{an42,an4+1} obsazené
v (T3) vyplyva, ze a, = ant2, coz podle (1) znamena, Ze a, = 1+ (an +
+ any1)*. Cislo a, — 1 je tedy délitelem (vétsiho) &isla a, + any1, a tak
plati nerovnost a, + any1 2 2(a, — 1), odkud a, < an41 + 2. Protoze
plati i obrdcend nerovnost (viz vy3e), je dikaz (T4) ukoncen.

S pomoci tvrzeni (T3) a (T4) ted dokonéime feSeni dlohy. (Ukéze
se, ze viechny mozné periodické skupiny ¢lent Ize vy¢ist z nasi tabulky.)
Uvazujme i nadéle libovolnou zkoumanou posloupnost {a, } a ji p¥isluny
index ng z (T3). Mohou nastat dva piipady:

i) nerovnost a, < a,41 plati pro kazdé n = no,
= Qn+1 P
(ii) pro n&které n = ng plati a, > any1.
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V pripadé (i) z (T3) plyne indukci, Ze a, = a,, pro kazdé n 2 ng.
Moznou hodnotu ¢ = a,, najdeme podle (1) z rovnosti ¢ = 1 + (2¢)*.
Protoze (2¢)* = c*, dostavame c¢* = ¢ — 1. Cislo ¢ — 1 je viak délitelem
¢isla ¢ zfejmé jen pro ¢ = 2. Zkoumand posloupnost je tedy tvaru

al,ag,...,an0_1,2,2,2,... (3)

V piipadé (i) z nerovnosti a, > an41 podle (T4) plyne a, = 2d
a any1 = 2d—2 pro vhodné celé d > 1 (pfipomenime, Ze a, je sudé podle
(T1)). Podle predpisu (1) pak dostavame

Gnp2 =1+ (2d+2d-2)* =1+ (2d - 1) = 2d,
Gnyz3 =1+ (2d-2+2d)* =1+ (2d-1) = 2d,
nta =1+ (2d+2d)" =1+d".

Pro d > 1 ovem plati 2d > 1+ d 2 1+ d*, a tak ant3 > anyq. To Opé&t
podle (T4) znamend, 7e an+3 — @nts = 2, neboli (2d) — (1 + d*) = 2,
odkud 2d — 3 = d* £ d, takie d £ 3. V pfipadé d = 2 je zkoumana
posloupnost tvaru

a1,as,...,0n-1,4,2,4,4,2,4,4,2,..., (4)
zatimco pro d = 3 ma tvar
al,a2,...,an_1,6,4,6,6,4,6,6,4,... (5)

Dokézali jsme, ze kazZdd posloupnost ze zadani lohy je jednoho z tvart
(3), (4), (5). Odtud jiz plyne, Ze periodické od prvniho ¢lenu jsou pravé
ty posloupnosti, které maji dvojici prvnich ¢lent (a;,as) rovnu jedné ze
sedmi dvojic (2,2), (2,4), (4,2), (4,4), (4,6), (6,4) a (6,6).

A-1-3

Ozna¢me k kruznici opsanou trojuhelniku C'A; B;. V prvni ¢4sti feSeni
ukdzeme, ze bod M z textu ulohy je stfedem strany AB. ProtoZe troj-
thelnik ABC je ostrothly, lezi paty A;, B; pfislu$nych vy$ek uvnit¥
odpovidajicich stran. S ohledem na symetrii dané situace sta¢i uvazovat

59



Obr. 15

jen tecnu t ke kruznici k sestrojenou v bodé A;, oznacit X jeji prisecik
s pfimkou AB a dokézat rovnost |AX| = |BX| (obr. 15).

Oznacme jesté Y libovolny vnitfni bod polopfimky opa¢né k polo-
pfimce A; X. Protoze jsou oba uhly AA; B a BB; A pravé, je Ctyruhel-
nik ABAlBl tétiVOV}", a tak plati l<IABlA1| = 180° — |<IABA1| =
= 180° — 3, kde jako obvykle f = |X ABC|. Proto ma obvodovy thel
A1B;C v kruznici k nad tétivou A;C velikost |XA4;B,C| = 180° —
— |<XAB;A;| = 180° — (180° — B) = p, stejnou velikost mé i pri-
slusny tGsekovy thel Y A;C.? Protoze thly XA, B a Y A;C jsou vrcho-
lové, dohromady dostdvame |IXXA;B| = |[AY A1C| = |X A1 B:C| = 3
(tyto shodné thly jsou na obr.15 vyznaéeny obloucky). Zaroven plati
XX AA| = | XX AA;| = 90°—0. Zjistili jsme, Ze teCna t protne piimku
AB v takovém bodé X, pro ktery jsou trojihelniky BA; X a A; AX rov-
noramenné, tj. |BX| = |4; X]| = |AX]|.

Dokazali jsme, Ze bod M (prisecik tecen ke kruznici k s body dotyku
A; a By) splyva se stfedem strany AB. Ozna¢me nyni k; a ko kruZnice
opsané po fadé trojuhelnikim AMB; a BMA; a Sy, Sy jejich stiedy
(obr. 16). Jednim prisecikem kruznic k; a k2 je bod M, druhy prisecik
oznatme N. Protoze body S;, S lezi v poloroviné ABC, lezi v niibod N,
nebot je soumérné sdruzeny s M podle stiedné S;.5;. Nasi tlohou je
dokéazat, Ze bod N lezi na jedné kruznici s body A;, By a C.

2 K pojmu usekového thlu a jeho shodnosti s obvodovym thlem viz S. Hordk: Kruz-
nice, SMM 16, MF, Praha 1966, str. 3-7.
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B~ 4, C
!
!

Obr. 16

Jak uZ vime, je trojihelnik BA; M rovnoramenny, a protoze
|XBB1M|=90°—a< f=|x<BA; M|

(tato nerovnost je ekvivalentni tomu, Ze y < 90°), lezi bod B; vné kruz-
nice ko. To znamend, Ze kruznice ko musi protinat kruznici k; v tom jejim
oblouku nad tétivou M By, ktery odpovida obvodovému thlu 180° — a.
Analogicky zjistime, Ze bod A; lezi vné kruznice ki, takze prisecik N
lezi na oblouku kruznice ko prislusného tétivé M A; a obvodovému thlu
180° — 3. Protoze zaroven

|XBINM|+ | XA NM| = (180° — a) + (180° — ) =
=360° — (a + 3) = 180° + v > 180°,

musi bod N lezet uvniti trojihelniku A, By M (pfimka A;B; tedy od-
déluje body C' a N). Protoze a + 3 + v = 180° (kde v = | X A1CBs|),
plyne odtud, Ze ve ¢tyruhelniku A;CB; N je soucet vnitinich Ghla u pro-
tilehlych vrcholi C' a N roven 180°, a tak je tento ¢tyithelnik skuteéné
tétivovy.

A-1-4
Sectenim vSech tfi danych nerovnic dostaneme nerovnost

(sinz + cosz) + (siny + cosy) + (sin z + cos z) = 3v/2. (1)
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Na druhou stranu pro kazdé realné ¢islo ¢ plati3
sint + cost = \/5(? sint + gcost> =
= \/§<sin t cos z + costsin z) = (2)
= V2sin <t+ g) <V2,

nebot sin (t + 1) < 1; pfitom rovnost v druhém fadku (2) nastane,
praveé kdyz t + %n = %TE + 2km, neboli ¢t = %n + 2kn pro nékteré celé &islo
k. Settenim t¥i odhadti (2) prot = z,t =y a t = z dostaneme nerovnost

(sinz + cosz) + (siny + cosy) + (sin z + cos z) < 3v/2. (3)

Zduraznéme, ze nerovnost (3) plati pro libovolnou trojici redlnych &isel
(z,y, z), zatimco opa¢nd nerovnost (1) plati pro kaZdé Feseni ptvodni
soustavy. Tak zjistujeme, Ze nerovnost (1) mize byt splnéna jediné jako
rovnost, coz se podle predchoziho stane, pravé kdyz ¢isla x, y, z budou
tvaru

$=§+2k‘17t, y=£+2k2n, Z=£+2k37t (k1,k2, ks € 7).

Dosazenim do ptivodni soustavy se snadno presvédéime, ze kazda takova
trojice Cisel (z,y, z) je skutetné feSenim, plati pro ni totiz

sinz = cosx =siny = cosy =sinz = cosz = 3

(Zminka o zkouSce byla nutné, protoZze nerovnost (1) je pouze disled-
kem zadané soustavy: nemohli jsme vyloucit, Ze pro nékterou trojici ¢isel
(z,vy,2) plati (1), av8ak neplati nékterd ze t¥i pivodnich nerovnosti.)

Pozndmka. Nerovnost (2) mizeme snadno ziskat z nerovnosti mezi
aritmetickym a kvadratickym primérem:

[ 2
sin“t 2¢
sint + cost < [sint| + |cost| £ 2 il ;COS =2.

Provedeme upravu, kterou bézné pouzivame pfi FeSeni rovnic typu asint+bcost =
= c. Jind moZnost je pouZit nerovnost mezi aritmetickym a kvadratickym primé-
rem, viz poznamku na konci feSeni.
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K fteSeni tlohy lze misto (1) vyuZit i jinych dusledki dané soustavy.
Piepisme napfiklad prvni z danych nerovnic do tvaru sinz 2 v/2 — cosy.
Plati-li tato nerovnost, plati i umocn&na nerovnost sin® z 2 (v/2—cos y)2,
nebot v/2 — cosy > 0 pro kazdé y € R. Se¢tenim ti{ nerovnosti

sinz 2 (V2 - cosy)2, siny 2 (V2 - cosz)2, sinz 2 (V2 - cosav)2
dostaneme po upravach nerovnost
02 (1- \/§cosz)2 +(1- \/§cosy)2 +(1- \/icosz)2,

ze které uz plyne vSe potiebné.

Reseni llohy miizeme zah4jit jesté jednim zptisobem. Umocnéme nej-
dfive kazdou ze t¥i danych nerovnic na druhou (jde o disledkovou tpra-
vu, nebot men§i [pravd] strana nerovnice je kladnd) a pak je se¢téme. Po
snadné tpravé vyjde nerovnost

2sinz cosy + 2siny cosz + 2sinz cosz 2 3.

O obecné platnosti opa¢né nerovnosti se presvédéime tak, ze kazdy ze
t¥ ¢lend na levé strané odhadneme shora pomoci ,klasické* nerovnosti
2uv £ u? +v? (jez je ostra v piipadsé u # v):

2sinzcosy + 2sinycosz + 2sinzcosz S
< (sin? z + cos? y) + (sin’ y + cos? z) + (sin® z 4 cos® z) = 3.

(Tak odvodime nutné podminky sinx = cosy, siny = cos z, sin z = cos z,
za kterych je feSeni plivodni soustavy jiz trividlni tlohou.)

A-1-5

VypiSeme prehled vSech vysledkd dosazeni, které budeme déle potiebovat
(pismeno a znadi libovolné redlné ¢islo):

(D1) 2=0,y=0: £(0) = (£(0)),

(D2) z=0,y=a: a® +2/(0) = (@) - (() + £(0),
(D3) z=a,y=a: @ + f(a?) = f(a) - £(2a),

(D4) z=a,y=—a: 2a%+2f(=a?) = f(0)- (f(a) + f(~a)),
(D5) z=1,y=1: 1=f(1)-(f(2)-1).
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Z (D1) plyne, ze &islo f(0) je feSenim rovnice t = t2, je to tedy &islo
t = 0 nebo ¢t = 1. Diskutujme obé moznosti oddélené.

(i) Pripad f(0) = 0. Dosadime-li f(0) = 0 do (D2), dostaneme
a? = (f(a))2, odkud f(a) = a nebo f(a) = —a pro kazdé a € R.
Zdiraznéme, ze zatim nevime, zda pro vSechna x plati stejny z obou
predpist f(z) = = resp. f(z) = —z (vime jen, Ze existuje A C R tak, ze
f(z) =z pro kazdé z € A a f(z) = —z pro kazdé x € R\ A).

Ukazme nejprve, ze predpis f(z) = z plati pro vSechna nekladné z:
dosadime-li f(0) = 0 do (D4), dostaneme rovnost f(—a?) = —a?, takze
f(z) = x pro v8echna ta reélnd &isla z, ktera se daji zapsat ve tvaru z =
= —a? s vhodnym a € R, a to jsou vSechna nekladn4 z. Nyni zd@ivodnime,
pro¢ f(z) = x rovnéz pro viechna kladnd z: kdyby totiz pro nékteré a # 0
neplatilo f(a?) = a?, platilo by podle pfedchoziho odstavce f(a?) = —a?,
a tak bychom podle (D3) méli f(a)f(2a) = 0, coz je ale ve sporu s tim,
ze obé ¢isla f(a) a f(2a) jsou nenulovd (jsou to Cisla +a resp. +2a,
predpoklad ale byl, ze a # 0). Tim je dokdzéano, ze f(z) = z pro kazdé
x. Dosazenim se snadno ovéfi, ze takova funkce je skuteéné FeSenim nasi
ulohy.

(ii) Pfipad f(0) = 1. Po dosazeni f(0) do (D2) dostaneme pro

=1
hodnotu f(a) kvadratickou rovnici (f (a))2 + f(a) — a%? — 2 = 0. Jejim
fesenim zjistime, Ze N

—-1++vV4a2+9 —-1—+4a%2+9
f(a) € "

5 } pro kazdé a € R.

Specialné pro a = 1 a pro a = 2 vychazi

sy e {“““2‘/1—5, - ;m} A f@)e 2.3,

odkud plyne, Ze ¢islo f(1) je iracionélni, zatimco ¢islo f(2)—1 je racionalni
arizné od nuly. Proto je soudin f(1)-(f(2)—1) iracionalni, coZ je ve sporu
s (D5). Hledan4 funkce f spliiujici podminku f(0) = 1 tudiz neexistuje.

Odpovéd’: Danou funkcionalni rovnici spliiuje jedina funkce f: R — R,
a to funkce urcend predpisem f(z) = = pro kazdé z € R.
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A-1-6

Rovnost ze zadani prepiSme jako |AB| : |CA| = |AC| : |CD|. Tato timéra
spolu s rovnosti stiidavych thli BAC a ACD (obr.17) znamen, Ze

Obr. 17

trojuhelniky BAC a ACD jsou podobné podle véty sus. Protoze strany
BC a AD si v této podobnosti odpovidaji a podle zadéani plati |BC| :
: |AD| = 3 : 2, plati rovnéz |AB| : |[CA| =3:2a |AC|:|CD| =3:2.
Vynésobenim poslednich dvou rovnosti dostaneme |AB| : |CD| =9 : 4,
takZe zékladna AB lichobézniku ABCD je delsi nez zdkladna CD. Proto
se protinaji polopfimky AD a BC, jejich prisecik oznacme X. Podle
zadani ma thel C X D velikost 75° nebo 105°.

Trojahelniky ABX a DCX jsou podobné podle véty uu a podle pred-
choziho plati |AB| = $|DC|, proto rovnéz |AX| = 2|DX|. Dosadime-li
sem za |AX| soutet |[AD| + |DX|, vyjde |DX| = §|AD| = 2,4cm. Ana-
logicky |CX| = £|BC| = 3,6 cm.

Konstrukce:

1. Trojahelnik CDX: |DX| = 2/4cm, |CX| = 3,6cm, |[ADXC| €
€ {75°,105°},

2. bod A: A lezi na polopfimce opa¢né k DX, |AD| = 3cm,

3. bod B: B lezi na polopiimce opatné k CX, |BC| = 4,5cm.

Nyni je tfeba ukézat, ze takto sestrojeny Ctyithelnik ABCD méa
v8echny pozadované vlastnosti (tj. provést dikaz sprdvnosti konstrukce).
Predné body 2 a 3 konstrukce zarucuji, ze strany BC' a AD maji pre-
depsané délky. Podle bodu 1 sviraji pfimky BC a AD predepsany thel
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a plati
|AX| =|AD|+|DX|=54cm a |BX|=|BC|+|CX|=81lcm,

a tak je pomér |AX|: |BX| roven 2 : 3 stejné jako pomér |DX]|: |CX]|.
Trojahelniky ABX a DCX jsou tudiZ stejnolehlé, proto jsou usecky AB
a CD rovnobézné. Tak jsme ovéfili, ze ABCD je lichobéznik se zaklad-
nami AB, CD. Z rovnosti poméri |AX|: |BX|=2:3=|CX]|: |AX]|
plyne podobnost trojihelniki ABX a CAX (se spoleénym ahlem pfi
vrcholu X)), takze Ghly ABX a CAX (neboli thly ABC a CAD) jsou
shodné. Protoze jsou shodné rovnéz (stfidavé) thly BAC a ACD, podle
véty uu zjistujeme, Ze jsou podobné trojuhelniky ABC a CAD. Proto
plati |AB| : |CA| = |AC| : |CD|, tudiz |AB| - |CD| = |AC|?. (Posledni
rovnost lze dokazat také tak, ze délky tsecek AB, CD a AC vyjadiime
podle kosinové véty pro trojihelniky ABX, CDX resp. ACX.) VSechny
pozadované vlastnosti sestrojeného ¢tyriahelniku ABCD jsou tak ovéie-
ny.

Druhé fedeni. Zadand rovnost |AB| - |CD| = |AC|? evokuje otazku,
zda nelze lohu resit pomoci zndmého tvrzeni o mocnosti bodu ke kruz-
nici. Ukazme, Ze je tomu skutecné tak.

Predpokladejme nejprve, ze |AB| > |CD| a ozna¢me X pruseéik polo-
pfimek AD a BC. Vhodnym bodem FE zdkladny AB doplhme trojihelnik
ACD na rovnobéznik AECD (obr. 18).* Viimnéme si, Ze v trojihelniku
BCE znéme délky stran BC, EC (|EC| = |AD|) a velikost ihlu BCE

A E\ /B

Obr. 18

4 To je dosti obvykly obrat v situaci, kdy jsou dany délky ramen lichobézniku a thel,
ktery tato ramena sviraji.
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(|XBCE| = | CXD|). Opisme tomuto trojihelniku kruznici a ozna¢me
ji k. Protoze |AE| = |CD]|, lze zadanou rovnost |AB| - |CD| = |AC|? za-
psat jako |AB| - |AE| = |AC|%. To znamen4, 7e pifmka AC je te¢nou
ke kruznici k. Tim je rozbor pfipadu |AB| > |CD| ukonéen. V piipadé
|AB| < |CD| stadi v rozboru provést dvé zmény: bod X je prisecikem
polopfimek DA a CB, bod E lezi na polopfimce opa¢né k BA (nikoliv
na zakladné AB).

Konstrukce:

1. Trojahelnik BCE: |BC| = 4,5cm, |EC| = 3cm, |IXBCE| €
€ {75°,105°},

2. kruznice k opsana trojuhelniku BCE,

3. te¢na t ke kruznici k£ v bodé C,

4. bod A: A€ BENt,

5. bod D: AECD je rovnobéznik.

(Protoze dle zadéni plati |BC| > |EC|, padne bod A pfi konstrukei
podle bodu 4 na polopiimku opacnou k EB. Bod E bude tedy néalezet
sedce AB, takze nastane piipad |AB| > |CD].)

Pri dikazu spravnosti konstrukce opét vyuzijeme mocnost bodu ke
kruznici (v opafném ,sméru“, nez tomu bylo v rozboru): protoze je
piimka AC te¢nou kruznice k, plati rovnost |AB|-|AE| = |AC|?. Zbytek
dtkazu je trividlni.

A-S-1
Sectenim vSech tii nerovnic dostaneme nerovnost
75 + 222 + 3y% + 422 < 16z + 18y + 162,
z niz po ,doplnéni na druhé mocniny* vychézi
2(r—4)2+3(y-3)2+4(z-2)2<L0.

Tato nerovnost, jez je disledkem dané soustavy nerovnic, zfejmé plati
jediné tehdy, kdyz jsou zdklady vSech t¥{ dvojmoci na levé strand nerov-
nosti rovny nule, tedy kdyz x = 4, y = 3, z = 2. Dana soustava ma
proto (pfi zvoleném p) nejvyse jedno FeSeni, a to pravé vypsanou trojici
Cisel. Zjistime nyni, pro kterou hodnotu parametru p se skuteéné jedna
o feSeni. Po dosazeni hodnot z = 4, y = 3, z = 2 do dané soustavy
dostaneme trojici nerovnosti

57<59—p, 52<52, 41<39+p.
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Z prvni nerovnosti vychdzi podminka p < 2, ze tfeti podminka p = 2.
Cislo p = 2 je tedy jedind hodnota p, pro kterou ma dani soustava
v oboru reédlnych ¢isel feseni.

A-S-2

Usetky MC a AD jsou rovnobézné (obé jsou totiz kolmé k tsetce BD,
obr. 19); protoZe jsou rovnob&zné i tsetky AM a DC, je ¢tyithelnik

D , T C
T % x b
A z M a-z B
Obr. 19

AMCD rovnobéznik. Je to dokonce kosoctverec, nebot jeho thlopficky
jsou dle zadani navzajem kolmé. Oznaéme proto z = |CD| = |DA| =
= |AM| = |MC]|, ztejmé a > z. Pak |M B| = a — z a ze shodnosti sou-
hlasnych thld DAM a C' M B plyne podobnost pravothlych trojihelnika
ABD a MCB, takze plati Gméra |AD| : |AB| = |M B| : |MC]|, neboli
z:a= (a—2z): 2. Odtud pro nezndmou délku z vychéazi kvadraticka
V5 -1

5
Tak jsme vypocetli (shodné) délky zakladny CD a ramena AD daného
lichobézniku; zbyva urcit délku ramena BC. Podle Pythagorovy véty pro
trojuhelnik CM B dostavame

rovnice 22 4+ az — a? = 0, kterd mé jediné kladné feSeni z =

|BC| = /IMC|2 — |[MBJ? = /22 — (a — 7)? = y/a(2z — a) =
=a\/\/g—2,

nebot 2z — a = a(v/5 - 2).
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A-S-3

Z vyjadfeni abcd = 100 - ab + cd plyne, 7e podminky d&litelnosti
tisly ab a cd jsou splnény, pravé kdyz cd | 100 - ab a ab | cd,
tedy pravé kdyz cd = k - ab, kde pfirozené &islo k je néktery déli-
tel ¢isla 100. Protoze obé &isla ab a cd jsou dle zadani lichd a dvoj-
cifernd, plyne odtud, Ze bud ¥ = 1, nebo k¥ = 5. RozliSime oba
piipady, pfitom s ohledem na vyjadieni abcd = 10 - bc + (1000a +
+ d) budeme misto podminky bc | abcd zkoumat ekvivalentni pod-
minku

be | (1000a + d). (P)

(Tato tprava neni nutné, jen ponékud zjednodusuje dalsi zépisy.)
a) Je-li cd = ab, plati ¢ = a a d = b, takZe podminka (P) se zapi3e ve
tvaru (10b + a) | (1000a + b). Protoze

1000 - (10b + a) — (1000a + b) = 9999 -b=11-9-101-b

a 101 je prvodislo (tudiz je s ¢islem 10b + a nesoudélné), dostavame ekvi-
valentni podminku (10b + a) | (11 - 9b). Odtud s ohledem na zfejmou
nerovnost 10b + a > 9b plyne, Ze ¢islo 10b + a ma ¢islo 11 ve svém
rozkladu na prvoéinitele. Podminka 11 | (10b + a) je v8ak splnéna, jen
kdy? se ¢islice a a b rovnaji, pak by vSak z rovnosti cd = ab vyplyvalo,
7e &islo abed mé viechny Cislice stejné. O takovych &slech podle zadéni
tlohy neuvazujeme.

b) Z rovnosti cd = 5 - ab ihned uréime (liché) cifry a =1 a d = 5,
po jejich dosazeni po tpravé vyjde rovnost b = 2¢c — 9, takZe jsou t¥i
moznosti:

c=5ab=1, c=Tab=5 c¢c=9ab=0.

Podminka (P) m4 nyni tvar bc | 1005, z &sel 15, 57 a 99 je viak pouze
Cislo 15 délitelem ¢isla 1005 (1005 = 3-5-67), proto nutné b=1a c = 5.

Odpovéd: Hledané éislo je jediné, a to 1155.

A-1l-1

Predpokladejme, Ze parametr n je prirozené ¢islo, a feSme danou soustavu
v oboru reélnych &isel. Levé strana prvni rovnice je rovna (22 +y?)(z+y),
atakproéislas=xz+yat=22+y?platit-s=nat+s=n+1.
Cisla s, t jsou tedy kofeny kvadratické rovnice w? — (n + 1)w +n = 0.
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Z rozkladu w? — (n+ 1)w+n = (w—n)(w — 1) vidime, Ze {s,t} = {1,n}.
Dvojice (z,y) je tedy feSenim ptlivodni soustavy, pravé kdyz je reSenim
jedné ze soustav

r+y=1, T+y=mn,
) g nebo ) ‘Z (1)
Tty =n zt+y =1

V prvnim piipadé jsou &isla z, y kofeny kvadratické rovnice 22 + (1 —
— 2)? = n. Jejim feSenim dostaneme

1++2n-1 1—\/2n—1}. @)

{z,y} ={ 5 ; 5

Podobné z druhé soustavy v (1) plyne, Ze ¢isla z, y jsou kofeny kvad-
ratické rovnice 22 + (n — 2)? = 1. Jeji diskriminant D = 4(2 — n?) je
nezéporny jediné pro n = 1 (pfipomeiime, Ze n je pfirozené), pak jsou
oviem obé& soustavy v (1) totozné, takze zadné dal3i FeSeni kromé& (2)
neexistuje.

Zjistili jsme, ze pro kazdé prirozené ¢islo n jsou vSechna feSeni pu-
vodni soustavy v oboru redingch ¢isel popsana vztahem (2). Jsou to celd
Cisla, pravé kdyz je hodnota 2n — 1 druhou mocninou (lichého) pfiroze-
ného &sla. Je-li ¢islo n ¢tyfmistné, pak n = 1000, a tak 2n — 1 = 1 999.
Protoze 442 = 1936 a 452 = 2025, hledané &slo n uréime z rovnice
2n — 1 =2025. Zfejmé n = 1013.

Poznamenejme, ze v prvni ¢asti feSeni miizeme postupovat i takto: do
prvni rovnice (22 + y?)(x + y) = n lze dosadit za prvni €initel vyjadieni
22 +9?2 =n+1— (z +y) z druhé rovnice. Tak ziskdme pro neznadmou
s = z + y kvadratickou rovnici (n + 1 — s)s = n, jejiz kofeny jsou s; =1
a S =n.

A-11-2

Piedpokladejme, Ze s a t jsou (pevnd) ¢isla pozadované vlastnosti. Graf
funkce f je sjednocenim graf funkci f; a fo, které jsou urceny vzorci

22 —4x+s 2’ —dx+s
Q-t)z+@t+7)’ fale) = t+Dz+(7-1)

fi(z) =

(1)

a maji defini¢ni obory D(f1) = (—o0, 1), D(f2) = (1, 00) (polopfimky bez
jakychkoliv vyloucenych bodd, nebot hodnota f(z) dle popisu grafu f
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existuje pro kazdé = € R). Cisla s a t uréime z podminky, Ze grafy funkci
f1 a fo jsou poloptimky (takZe jde o linedrni funkce). Zfejmé plati ¢ # +1
(jinak by graf jedné z funkci fi, fo byl ¢asti paraboly), proto mizeme
line4drni funkce ze jmenovatel zlomka v (1) zapsat ve tvaru

Q1-tr+@t+7)=01-t)(x—x1), kde z;= %17-, (2a)
* t—7
t+Dz+(7T—-t)=(@+1)(x—2z2), kde zo= R (2b)

Vyhodu téchto rozkladi ocenime pii vyjadfovdni podminky, Zze obé
funkce fi; a fo jsou linearni. Predtim vSak poznamenejme, Ze hodno-
ta fi(x) existuje pro kazdé z < 1 a hodnota f(x) pro kazdé z 2 1, pravé
kdyz &isla x1, z2 z rozkladd (2) spliuji podminku

Ty <1< 2. (3)

Vzorce (1) uréuji linearni funkce f; a fa, pravé kdyz je kvadraticky mno-
ho¢len z? —4x+s délitelny (beze zbytku) kazdym z linedrnich mnoho¢lent
(x — 1) a (z — z3). ProtoZze v8ak podle (3) plati z; # z2, lze podminku
z predchozi véty vyjadrit rovnosti mnohoclenti

r? -4z +s=(z —z1)(z — 73). (4)

Poznamenejme, Ze za podminky (4) budou pfedpisy pro funkce fi, fo
tvaru - .

p— — 2 — 1 .
h@) =3= t+1°

podminka (3) zarudi, ze polopfimky, které jsou grafy f; a fo, nelezi na téze
primce (kdyby lezely, nebyla by grafem f lomend ¢dra): osu z totiz protne
jak polopfimka y = f1(z) (v bodé [z3,0]), tak i polopiimka y = f2(z)
(v bodé [z1,0]).

Podminka (4) je s ohledem na (2) ekvivalentni s dvojici rovnic

a fz(z) =

~J

t+
t—-1

_t4+7 t-7 t2-49
Tt-1 t+1 2-1"

t—7
4= +t+—1 a s

ze kterych uréime nezndmé hodnoty s a t. Upravou prvni rovnice vyjde
t? = 9, mozné hodnoty t jsou tedy +3; podle druhé rovnice jim odpovida

stejnd hodnota s = —5. Je-li t = 3, plati podle (2) z; = 5 a 25 = —1

71



(podminka (3) je tehdy splnéna), je-li t = -3, pak z; = —1 a x5 =
= 5 (podminka (3) splnéna neni). Re$enim tlohy je tedy jedina dvojice
(s,t) = (-5,3).

Prestoze jsme celé feSeni vedli tak, Ze zkouSka nutné neni, provedme
ji jak pro dvojici (s,t) = (-5, 3), tak pro dvojici (s,t) = (=5,—3). Pro
prvni dvojici vychézi

(z+1)(=-5  z+1

2 - (Iél),
0= gt e7 = <_1§_&> \
r—1l+2+ r+1)(x -5 r—35

takze opravdu jde o feSeni (obr.20a); dvojici (s,t) = (-5, —3) odpovida
funkce

(z+1)(z-5) x-5
> -4z -5 4(r+1) 4
“3le—1+z+7 | (@+1)(z-5) z+1

—2(z-5) -~ 2

(—1;£m§ 1)7

fz) =

(5#z21),

jejimz grafem je lomend ¢ara bez dvou bodid (obr.20b), takze dvojici
(s,t) = (=5, —3) nelze povazovat za FeSeni.

Y

A A
\ 1 5 — -171 5
™ \rx

Obr. 20a Obr. 20b

Pozndmka. Podminku linearity obou funkei f; a fo (aniZ zavedeme
&isla z1, x9) mizeme vyjadfit i takto: mnohoclen 22 — 4z + s je délitelny
jak mnohoélenem (1 —t)z + (t+ 7), tak i mnohoclenem (¢ + 1)z + (7 —t),
je tedy délitelny i jejich soudinem, tudiz plati rovnost mnohoclenti

(I-tz+@t+7)(t+Dz+(7T—t) =(1—t*)(2® — 4z + )
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(koeficient (1 — t?) se zjisti porovnanim kvadratickych &lentt). Tento
zaver je v8ak korektni, jen kdyz jsou oba linedrni mnohocleny nesou-
délné; v naSem FeSeni je tato nesoudélnost zarucena podminkou (3).
Soudé&lnym mnoho¢lenim ze jmenovatelt zlomka v (1) odpovida ,feSeni®
(s,t) = (=77,0) s pfislusnou funkci

2 —4x - T7
o=

=x—-11 (z€R, z#-17),

jejiz graf (obr. 20c) je sice slozen ze dvou polopifimek, ale jejich spoleny
pocatek do grafu f nepatii (navic tyto polopfimky sviraji pfimy thel,
takZe jejich sjednoceni neni lomena ¢ara).

s
7 11,/
0 T
=11
Obr. 20c
A-11-3

Ve v3ech feSenich znaéime w = | A MSN]|.

Reseni 1. Z rovnob&znosti ptimek SM a XY plyne rovnost | X SYX| =
= n—w (obr. 21). Proto se viechny uvazované trojihelniky SXY shoduji
nejen v délce strany SX (rovné poloméru r kruznice k) ale i ve velikosti
protilehlého vnitfniho thlu SY X. KruZnice opsané viem trojihelnikiim
SXY maji tedy tyz polomér R (rovny r/(2sinw)), a bod Y lezi vidy
na tom jejich oblouku, ze kterého je tétiva SX délky r vidét pod Gthlem
n—w. Vyska v ke strané SX trojuhelniku SY X tudiZ zfejmé nepievysuje
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vysku kruhové Gisece z obr. 22, pfitom je rovna této vysce, pravé kdyz plati
|SY| = |XY|. Proto m4 ze vSech trojihelniki SXY nejvétsi obsah prévé
ten, ktery ma shodné strany SY a XY. Jeho vnitini thel o u vrcholu S
je shodny s vnitinim dhlem u vrcholu X, a tak plati 2a + (1 —w) =,
odkud a = %u, coz znamend, Ze polopiimka SX je osou uhlu MSN.
Prisecik této osy s kruznici k proto urc¢uje hledany bod X.

S <2 2 X
T
S n /M TR —7

Obr. 21 Obr. 22

Dodejme, zZe maximalni vysku v trojihelniku SXY ke strané SX lze
urdit i jinym postupem (bez Gvah o kruhové Gseéi): ozna¢ime-li Y patu
vy8ky z vrcholu Y, a = | XSY| a 8 = | SXY]|, potom plati

v-cotga +v-cotg B =|SYo| + | XYo| = |SX| =T,
odkud s ohledem na to, zZe @ + 3 = w a Ze funkce cotg je v intervalu
(0, 1n) konvexni, vychazi odhad

r r r

— < =
cotga + cotg B = 2cotg "_2té 2cotg %

T, w
S

Reseni 2. Oznatme p = |XY| a ¢ = |SY|. Podle kosinové véty pro
trojihelnik SXY plati r? = p? +¢% +2pq - cosw, nebot [ASY X| = n—w.
Vypsanou rovnost upravime do tvaru r> = (p — )% + 2pq(1 + cosw),
z néhoz uz snadno odhadneme velikost soucinu pq shora:

_rr-p-9* __ r*

PI= 50+ cosw) = 2(1 + cosw)’

pfitom rovnost nastane, pravé kdyz p = ¢. To je i podminka, za které je
obsah }pgsinw trojihelniku SXY maximélni. Dogli jsme tak ke stejnému
zavéru jako prfi prvnim reSeni.
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Reseni 3. Vyjaddieme obsah trojihelniku SXY jako funkci tihlu o =
= | X XSN]| a zjistéme jeji nejvétsi hodnotu v intervalu 0 < o < w. Pfi
oznaceni z obr. 23 plati | X Z| = |SX|sina = rsin ¢; protoze |ISY X| =

i / M
Obr. 23

=n—wa|ASXY| =w-— q, ze sinové véty pro trojihelnik SXY vychézi

|SY|:|SX|-Sm(w_a) :r.sm(w—a)‘

sinw sin w

Pro obsah P trojihelniku SXY tak dostavame vyjadieni

_|8Y|-|XZ| _r’sinasin(w—a)  r?(cos(2a — w) — cosw)

P =
2 2sinw 4sinw

(vyuzili jsme vzorec 2sinzsiny = cos(z — y) — cos(z + y) pro z = a
ay =w — a). Proto pro hodnotu P plati horni odhad

r2(1 — cosw) 2w
pe i —C080) (T e d
=" 4sinw ( 7' 2)’

pfitom rovnost nastane pravé v piipadé, kdy cos(2a — w) = 1, coZ je

v nasi situaci splnéno jediné pro a = %w (z nerovnosti 0 < a < w totiz

plyne odhad |20 — w| < w).

A-11-4

Predpokladejme, Ze f je libovolna z hledanych funkci. V§imnéme si, Ze
levé strana dané rovnice je suda funkce proménné z. P¥i zdméné Cisla
opa¢nym Cislem —x se proto nezméni ani hodnota pravé strany rovnice:

(z—9)? fl@+y) =(-z-y)? f(-z+y)
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neboli
(z-y)? fz+y) =(+y)? fly—2).

Dosadme sem pfi libovolném ¢ € R hodnoty z = 3(t—1) ay = 2(t +1),
které jsou zvoleny tak, aby platilo x +y = t a y — z = 1. Dostaneme
vztah f(t) = t? - f(1) pro kazdé t € R. Funkce f je tedy nutné tvaru
f(x) = cz?, ptitom nezndmy koeficient ¢ zjistime tak, ze dosadime do
rovnosti ze zadani (a tak vlastné souc¢asné provedeme i zkousku): rovnice
c(x®+cy?)? = (x—y)?-c(x+y)? je ekvivalentni s rovnici c(c+ 1)y (222 +
+ (c = 1)y?) = 0, jez je splnéna pro libovoln4 = a y, pravé kdyz ¢ = 0
nebo ¢ = —1 (napf. dosazeni z = y = 1 vede k podmince c(c + 1)? = 0,
takze nutné c € {0, —1}).

Uloha m4 pravé dvé fefeni: nulovou funkci f;(z) = 0 a funkci fo(z) =

= —z2.

A-1ll1-1

Je-li mnohodlen P konstantni, tedy P(z) = a, pak &islo a spliuje dle
zadani podminku a®+a = a+a, takze a = 0 nebo a = 1. Oba mnoho¢leny
P(z) =0 a P(z) =1 jsou feSenim tlohy.

Je-li stupenn n mnohoclenu P kladny, pak P(z) = az™+Q(z), kde a je
¢islo rizné od nuly a @ je mnohoélen stupné nejvyse n — 1. Porovname-li
v rovnosti

(a2 + Q(x))” + a(—2)" + Q(~2) = az®™ + Q(2?) + az™ + Q(z) (1)

koeficienty u nejvyssi mocniny 22", dostaneme podminku a? = a, ze které
plyne a = 1 (pfipomehme, Ze a # 0). Rovnost (1) po dosazeni hodnoty
a = 1 upravime do ekvivalentniho tvaru

20"Q(z) + (Q())* — Q(@?) = [1 - (-1)"]a" + Q(z) - Q(=2). (2)

Pripustme, Ze mnohodlen @ ma kladny stupei k (k < n). Pak na levé
strané (2) stoji mnohoc¢len stupné alesponr n + k, coZ je sporu s tim, Ze
na pravé strané (2) je mnohoclen stupné nejvyse n. Proto je @ konstantni
mnohoélen, tedy Q(z) = b pro vhodné &islo b. Po dosazeni do (2) dosta-
véme podminku 2bz™ + b — b = [1 — (=1)"]z", kter4 je splnéna pro
kazdé z, pravé kdyz 2b = 1 — (—=1)™ a zaroven b?> — b = 0. Pro sudé n
vychéazi jediné b = 0 (takZe P(z) = z"), pro liché n vyjde b = 1 (takze
P(z) =z +1).
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Odpovéd’: Hledané mnohoéleny jsou konstanty 0 a 1, jednocleny z?2,
4 6

z4, 2% ... advojéleny z+ 1,23 + 1,25+ 1, ...

Jiné Fedeni. Pri¢teme-li P(—z) k obéma strandm dané rovnosti, do-
staneme rovnost (P(av))2 + 2P(-z) = P(2?) + P(z) + P(-x), na jejiz
pravé strané je sud4 funkce proménné x. Proto je sudézi funkce na levé
strané: pro kazdé x plati (P(:c))2 +2P(—z) = (P(-z))" + 2P(z), neboli

(P(z) — P(-x)) - (P(z) + P(-z) - 2) = 0.

Jeden z obou dCiniteld na levé strané posledni rovnosti je tedy nu-
lovy mnohoclen. Pokud plati identicky P(z) — P(—z) = 0, redukuje
se rovnost ze zadani tlohy na (P(av))2 = P(z?); pokud plati iden-
ticky P(z) + P(—z) — 2 = 0, pak pro mnoho¢len @ definovany rovnosti
Q(z) = P(z) — 1 plati Q(—z) = —Q(z) a dosazenim a snadnou tGpravou
zjistime, Ze rovnost ze zadani prejde do tvaru (Q(z))2 = Q(z?).

Shrneme-li tedy oba pripady, zjistime, ze v kazdém z nich mame ur¢it
mnohoélen R, ktery je sudou nebo lichou funkei a spliiuje pro kazdé x
rovnost (R(x))2 = R(x?). Hledejme takova R nejdiive mezi jednocleny:
po dosazeni R(x) = ax™ zjistime, Ze je bud a = 0, neboa=1an 20
libovolné. Pfipustme, ze R neni jedno¢len, tedy R(z) = az™+ba* + S(x),
kde a, b jsou ¢isla ruzna od nuly, n > k a S je nulovy mnohoélen nebo
mnohoclen stupné nejvyse k — 1. Porovname-li v rovnosti

(az™ + ba* + S(2)) - (az™ + ba* + S(z)) = az®™ + ba®* + S()
koeficienty ¢lentt s mocninou z"+*, dostaneme rovnost 2ab = 0, ktera je
ve sporu s tim, ze a # 0 a b # 0. Proto podminku (R(mc))2 = R(z?)

spliiuji pouze mnohoéleny R rovné 0, 1, z, z2, 23, ...

A-1I1ll-2

Oznacme jesté R bod dotyku s odvésnou AC a S stfed zminéné kruznice
(obr. 24). Protoze SQCR je ¢tverec a bod S lezi na ose o tsecky PQ, lezi
bod C na piimce o', kterd je obrazem osy o v otoCeni kol bodu Q o pravy
thel. Vrchol C proto sestrojime jako prisedik pfimky o' s Thaletovou
kruznici 7 nad primérem QX . Zbytek konstrukce je zfejmy.
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A / P B
Obr. 24

Uloha mé (pro dané body P, Q, X) jediné fedeni. I kdyZ osu o miizeme
kol bodu @ oto¢it o pravy thel dvéma zpisoby, jedna z otocenych pfi-
mek o kruZznici 7 viibec neprotne; druhd z nich méa s kruZnici 7 sice dva
spole¢né body, ale jednomu z nich odpovida takovy trojihelnik ABC,
ze misto kruznice vepsané ma pozadované vlastnosti kruznice pripsand
pieponé AB (bod @ jejiho dotyku s pfimkou BC nelezi na odvésné BC,
ale na jejim prodlouZzeni za vrchol B).

A-1lI1-3

Ozna¢me (*) danou nerovnici a K = (—o00,0)U(1, co) pfislu$nou mnoZzinu
(v8ech) feSeni. Z toho, Ze 0 patii do K, plyne pro b podminka b 2 0 a
zéroven Vb > —c. Kdyby viak platilo b > 0, byl by vyraz /222 + az + b
definovan v nékterém okoli bodu z = 0 a z (ostré) nerovnosti (x) pro
x = 0 by plynula jeji platnost i pro malé kladna ¢isla z, coZ je ve sporu
s tvarem mnoziny K. Proto musi byt b = 0 a z nerovnosti v/b > —c plyne
podminka ¢ > 0.

Protoze \/22% + az + b = \/z(2x + a) a protoze mnozina K obsahuje
viechna &isla z > 1, plati pro takovd z nerovnost 2z + a 2 0, kterd
znamend, Ze a 2 —2. Protoze 1 ¢ K, nerovnost /2 + a > 1 — ¢ neplati,

- jeji leva strana v8ak ma diky nerovnosti a 2 —2 smysl. Proto naopak
plati v/2+ a £ 1 — ¢, odkud plyne podminka ¢ £ 1. Kdyby platila ostra
nerovnost v/2 + a < 1 —c¢, nerovnost 1/z(2z + a) < = — ¢ by byla splnéna
nejen pro £ = 1, ale také pro z = 1 + € s dostatecné malym ¢ > 0, coz
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je ve sporu s tim, Ze 1 + ¢ € K. To znamen4, %e v/2 +a = 1 — ¢, odkud
a=(1-¢?-2=c-2c-1.

Shriime vysledky nasich Gvah: zjistili jsme, ze kazda vyhovujici trojice
&sel (a, b, c) je nutnd tvaru (¢ —2¢—1,0,c),kde 0 < ¢ < 1. UkaZme nyn,
7e obracend kazd4 trojice popsaného tvaru méa pozadované vlastnosti.
Resme proto v oboru redlnych &sel nerovnici

2z +a) >z —c, (1)

pro pevné zvolené c € (0,1) a odpovidajici a = ¢ — 2c — 1.

Z nerovnosti 0 < ¢ £ 1 a vyjadienia = (1—c)? -2 plyne,2e —2 < a <
< —1. Pro kazdé z £ 0 tudiz plati 2z + a < 0, takZe leva strana (1) mé
smysl a je nezaporné, zatimco prava strana (1) je pro takové x zdporna
(nebot z — ¢ £ —c < 0). Proto cely interval (—oo,0) patii do mnoZiny
fegeni (1). Nepati{ tam vSak Zadné &slo z z intervalu (0, —%a), nebot
pro n& nemé smysl levéa strana (1). Zbyva tedy vyfesit nerovnici (1) na
intervalu (—%a, 00). Zdivodnime predtim, Ze pro krajni bod —%a plati
odhady ¢ £ —%a < 1. Skuteéné, horni odhad okam?Zité plyne z toho, ze
a 2 —2, dolni odhad se snadno odvodi ze zfejmé nerovnosti c? < 1:

—%a: —%(c2 —2c-1)=c+ %(1 - 2e
Pro kazdé z € (—%a, 00) plati tedy = 2 ¢, a proto jsou obé& strany nerov-
nice (1) nezdporné. Po umocnéni obou stran na druhou a snadné tpravé
dostaneme ekvivalentni nerovnici 22 + (a + 2¢)z — ¢* > 0. Odtud po
dosazeni a = ¢ —2c — 1 vychéazi nerovnice (x —1)(z +c?) > 0, ktera plati
pro pravé ta (kladné) &sla z € (—%a, 00), ktera jsou vétsi nez 1 (zopa-
kujme, ze —%a < 1). Tim je dokédzano, Ze mnoZinou feSeni nerovnice (1)
je skute¢né mnozina K ze zadani alohy.

Odpovéd: Hledané trojice jsou (a,b,c) = (¢ — 2c —1,0,¢), kde c je
libovolné ¢islo z intervalu (0, 1).

A-1lI1-4

V zadném slové ziejmé nemohou byt Ctyfi stejnd pismena. Maximéalni
mozné délka slova uvazovaného jazyka je tedy 3n (skupina n trojic stej-
nych pismen za sebou je zfejmé slovo). Zaroveh je jasné, ze pron = 1
existuje jediné slovo délky 3.

Necht n = 2.

79



1. Kazdé€ slovo zacind dvéma stejnymi pismeny. Kdyby tomu tak ne-
bylo, méli bychom slovo AB...A... A... za¢inajici dvojici raznych pis-
men A, B. Dalsi pismeno B se vSak nemutze vyskytovat mezi prvnim
a druhym pismenem A (jedno uZz tam je), ani za tfetim pismenem A (dvé
A by byla mezi dvéma B). Obé zbyvajici pismena B by tedy musela byt
mezi druhym a tfetim pismenem A, coz také neni mozné.

2. Vypustime-li ze slova mazimalni délky 3n tri stejnd pismena, do-
staneme v jazyce s n — 1 pismeny opét slovo mazimdlni délky 3(n —1).

Pocet slov maximalni délky v jazyce s n pismeny oznacme p,. Zjis-
time, kolik je slov maximalni délky zacinajicich zvolenym pismenem A.
Kazdé takové slovo za¢ind dvéma pismeny A, takZe tfeti pismeno je bud
opét A (takovych slov je zfejmé tolik, kolik je slov maximélni délky ob-
sahujicich n — 1 pismen, tj. p,—1), nebo pismeno B # A. Protoze po
vypusténi vech pismen A dostaneme opét slovo (a to musi zaéinat, jak
uz vime, dvéma stejnymi pismeny), musi pivodni slovo za¢inat skupinou
AABAB (moznost AABB...A zfejmé nepfichazi v tvahu). Takovych
slov je opét p,—1. Celkem je tedy 2p,—; slov maximalni délky zacinaji-
cich zvolenym pismenem A. To znamena, ze p, = 2np,—_1, odkud snadno
plyne, ze

pn = 2" nlp; =27 1nl.

Nalezeny vzorec vyhovuje i pron = 1.

A-11-5

Z rovnosti tsecek, jez v popsané siti odpovidaji tymz hranam vysledného
Ctyfsténu ABCD, dostdvame, Ze |AB| = |AB2| = |AB| = b, |B1Cy| =
= |B2C3| = |BC| = c. Ozna¢me S stfed usecky AB; a Bs patu kolmice
z bodu D na pfimku B>Cjy (obr. 25). Trojahelniky B;C1 D a B3C2D jsou
stfedové soumérné podle bodu D, proto |B3Cs| = |B1C1| = c. Protoze
lichob&znik Cy AB2C> je rovnoramenny, je rovnoramenny i trojahelnik
B1ABy (vzhledem k predchozim rovnostem je dokonce rovnostranny),
a z obdélniku By SB;Bs tak plyne $b = |B1S| = |ByBs| = 2c, takze
b = 4c.

Nyni si uz jen uvédomime, Ze sestaveny ¢tyistén ABC D bude mit dvé
pravothlé stény CDB a ADB s pravymi thly pf#i vrcholu B (obr. 26),
coz znamenad, %e hrana BD bude kolm4 ke sténé ABC. Pfitom vyska v
trojihelniku ABC (neboli trojihelniku ABsC5) na stranu BC je zaroven
vyskou By S rovnostranného trojahelniku By ABs, takze v = %\/gb a za-
roveii [BD| = |ByD| = 1v. Objem V &tyisténu ABCD tedy spolteme
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takze b = v/642cm = 16 cm.

A-1l1-6

Matematickou indukei nejprve dokazeme, ze vSechny hodnoty f(z) lezi
v dvouprvkové mnoziné M = {0,1}. Tvrzeni f(z) € M totiz plati pro
kazdé z < 0; je-li celé &islo z 2 0 takové, Ze f(y) € M pro kazdé celé
y < z, pak v M lezi kazdé z n &éisel f(z —a;) (i = 1,2,...,n), a tedy
i jejich soudin, podle (1) tedy i ¢éislo f(z). Dikaz indukei je hotov.

Ozna¢me nyni A = max{a,as,...,a,}. Pak viechna é&isla z — a;
(t=1,2,...,n) lezi mezi A &isly x — 1,z -2, ..., z — A. Podle (1) to
znamend, ze plati-li pro nékterad nezdpornd éisla p a ¢ nésledujicich A
rovnosti

fle=1)=f(g-1), fl(p-2)=f(g—2), ..., flp—A) = fg—A), (2)

plati rovnéz rovnost f(p) = f(g); matematickou indukeci lze pak ovéfit
rovnost f(p+r) = f(qg+ r) pro kazdé celé r = 0. Dokazeme-li proto
existenci prirozenych Cisel p a g, p < ¢, pro néZ plati soustava rovnosti
(2), bude tvrzeni z textu tlohy platit pro ¢isla s =pat=gq — p.
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Podminku (2) lze vyjadfit jako rovnost dvou usporddanych A-tic

[flp—-1),f(p-2),....flp—- A =[flg—1), flg—2),..., flg — 4)],
které jsou, jak jiz vime, sestaveny vyhradné z ¢isel 0 a 1. Ze dvou riiznych
prvki Ize ale sestavit pouze 24 réznych A-tic, takze napiiklad v nésle-
dujici skupiné A-tic

{{f(z=1),f(z=2),...,f(z— A)]: 2=0,1,...,24}

jsou nékteré dvé A-tice stejné. Tim je diikaz tvrzeni tilohy hotov.
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