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Kategorie B

Texty uloh

B-1-1
Reste v oboru kladnych &isel soustavu rovnic

3z + y10 = 598,6,
T10 + 2y = 7234,

v niz 19 a Y10 oznacuji po radé ¢isla x a y zaokrouhlend na desitky.
(S. Bedndrovd)

B-1-2

Na povrchu krychle ABCDEFGH je sestrojena lomend ¢ara slozena ze
&tyt shodnych tsecek ve sténach ABFE, BCGF,CDHG a GHEF  ktera
vychézi z vrcholu A a konéi ve vrcholu E. Urcete, v jakém poméru déli
tato lomend Cara hranu CG. (J. Zhouf)

B-1-3

Do kazdého pole ¢tvercové tabulky n x n vepiSeme jedno z ¢isel 1,2,...,n
tak, aby v kazdém fadku i v kazdém sloupci byla bud vSechna ¢isla stejné,
nebo v8echna ruznd. Piikladem pro n = 5 je nésledujici tabulka

[N I HYC I
UL || W

B ot [ |-

o [OT N
W W |[WwW | w | w

Oznacme S soucet vSech ¢isel tabulky. Kolik riznych hodnot S pro dané n
existuje? (J. Simsa)
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B-1-4

Necht k je kruznice opsand trojahelniku ABC, D je prusecik téZnice na

stranu AB s kruZznici k. Te¢ny ke kruznici k v bodech A, B, C, D vytvareji

Ctyfahelnik PQRS. Zjistéte, pro které trojuhelniky ABC je ¢tyfthelnik

PQRS tétivovy. (J. Foldes)
B-1-5

Urcete vSechny polynomy P, které pro kazdé redlné &slo x spliuji rovnost
P(2z) = 8P(z) + (z — 2).
(P. Cernek)

B-1-6

Sestrojte trojuhelnik ABC s obsahem 18 cm? a néasledujici vlastnosti:
obvod kazdého pravothelniku K LM N, jehoz vrcholy K, L lezi na tsec-
ce BC abody M, N po radé na useckach AC, AB, je roven tfem pétindm

obvodu trojtihelniku ABC. (S. Bedndiovd)
B-S-1

Najdéte vSechna trojmistné ¢isla n, jejichz druhd mocnina konéi stejnym

trojéislim jako druha mocnina é&isla 3n — 2. (J. Simsa)
B-S-2

Je dan tétivovy étyrthelnik ABCD. Ozna¢me E prisecik primek BC
a AD. Lezi-li priseéik ahlopficek AC a BD na ose Ghlu AEB, je troj-
uhelnik ABFE rovnoramenny. Dokazte. (E. Kovdc)

B-S-3

Urlete mnohodleny P a @ takové, ze pro vSechna redlna Cisla x plati
Q(?) = (z +1)* —z(P(z))”.

(P. Cernek)
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B-1I-1

Uréete viechna redlnd éisla p takova, Ze pro libovolna kladna éisla z, y
plati nerovnost

3 3
Ty > 1.
T+y
(J. Bébela)
B-1Il1-2

Je dén trojahelnik ABC. Sestrojte rovnobéznik K LM N tak, aby jeho
vrcholy K a L leZely na strané AB, vrchol M na strané BC, vrchol N na
strand AC a aby trojihelniky AK N, LBM a NMC mély stejné obsahy.

(J. Simsa)
B-1l-3
Urcete v8echna prirozend ¢isla n, pro ktera je podil
(n*)10
(n10)?
celé Cislo. Zapis z19 znadi Cislo, které vznikne zaokrouhlenim ¢isla z na
desitky. (S. Bedndfovd)
B-11-4

Yvew

s pruse¢ikem vysek trojihelniku PQ R, pfi¢emz body P, @, R jsou po fadé
pruseéiky polopfimek opaénych k polopfimkdm T'A, TB, TC s kruZnici
opsanou trojuhelniku ABC. (J. Féldes)
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Reseni tloh

B-1-1
Necht

.’L':l‘lo'l"m, y:y10+na _Sém,ngsa (1)
a = 3z10 + Y10, b= 210+ 2y10. (2)

Cisla a, b jsou nasobky deseti a ptivodni soustavu rovnic miizeme p¥epsat
ve tvaru
a = 598,6 — 3m, b="7234—2n. (3)

Cisla m, n jsou z intervalu (—5,5), proto a € {590,600,610} a b €
€ {720,730}. Déle ze (2) dostdvame

zo=1(2a~b), o= 1@3b-a). (4)

Vidime, Ze Cisla 2a — b a 3b — a museji byt délitelnd padesati, a proto pfi-
chézeji v Gvahu jen dvojice [a, b] = [590, 730], [a, b] = [610, 720]. Nalezené
hodnoty ¢&isel a, b postupné dosadime do (4) a (3). Pomoci (1) uréime x
ay:

V prvnim piipadé je z10 = 90, y10 = 320, m = £, n = =33,z =
= 1393 = 92,86 a y = 316,7, ve druhém z10 = 100, y10 = 310, m = —3.8,

15
=1,7,z=962ay=3117T.

B-1-2

Oznaéme K, L, M body dané lomené Cary, jez po fadé lezi na usec-
kdch BF, CG, GH. Délku hrany krychle polozme rovnu jedné a patu
kolmice z bodu K na hranu CG ozna¢me P (obr.6). Pravohlé troj-
thelniky AKB, KLP a EMH se shoduji v pfepondch AK, KL a EM
a v jednotkovych odvésnach AB, KP a EH. Jsou tedy podle véty Ssu
shodné a plati |BK| = |LP| = |MH| = u. Z pravothlych trojihel-
niki LMG a ABK (|GL| = 1 — 2u, |GM| = 1 — u) vyjadiime pomoci
Pythagorovy véty druhé mocniny délek jejich piepon a porovname je:
1+u?=(1-u)?+(1-2u)

Rovnice m4 jediny kofen mensi nez 1: u = 1(3 — v/5). Pomér |CL] :
:|LG| = 2u: (1 - 2u) = 3(V/5 — 1) je roven poméru zlatého fezu.

Pro polohu bodu L na hrané CG je jesté jedna moznost, zndzornéna
na stejné ¢asti sité krychle na obr. 7. Zfejmé jsou pak body C a L totozné
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KAP
A B C D A B C=L D
Obr. 6 Obr.7

au = |BK| = |GM| = |[MH| = 3, pfifemz pomér [CL| : |LG| vyjde
nulovy.

B-1-3
Podle zptisobu obsazeni fadkt rozdélime vSechny zkoumané tabulky do
t¥ skupin:

(a) V zaddném radku tabulky neni n stejnych éisel. S¢itanim éisel po
fadcich v této situaci zjistime, zZe

1
S:n(1+2+...+n)=§n2(n+1). (5)
(b) V pravé jednom fadku tabulky je n stejnych isel a. V kazdém

z ostatnich fadkd jsou &isla 1, 2, ..., n, takze S=na+ (n —1)(1 +2 +
+ ...+ n) a po Gpravé

S=na+%n(n2—1), a€{l,2,...,n}. (6)

(c) V nékterém rfadku tabulky je n stejnych ¢isel b a v jiném n stejnych
Cisel c. Pokud je b = c, vyskytuje se ¢islo ¢ v kazdém sloupci aspoil
dvakrat, a tedy pravé n-krat. V tom pfipadé plati

S =n?c, cef{1,2,...,n}. (7)
Pokud jsou b, ¢ rizna ¢isla, jsou i v kazdém sloupci tabulky dvé rtizna
Cisla, a tedy jsou v ném vSechna ¢isla navzajem rizné. S¢itanim po sloup-

cich zjistime, Ze souéet S mé hodnotu (5).
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Dosazenim daného n a postupné vSech moznych hodnot ¢isel a, ¢ do
vztaht (5), (6) a (7) dostaneme celkem 2n + 1 soultd, z toho n souctd
typu (6) je navzajem ruznych a n souctd typu (7) je navzajem raznych.
Musime tedy jesté vySetfit, zda neni mozna pro néjaké hodnoty cisel a,
¢ rovnost souétd (5) a (6), nebo (5) a (7), nebo (6) a (7).

V prvém piipadé z rovnice 2n?(n+ 1) = na+ 3n(n® — 1) zjistime, ze
rovnost nastane pro a = %(n + 1), to znamené, jen kdyZ n je liché.

Ve druhém pfipadé dojdeme analogicky k zavéru, ze (5) a (7) se rov-
naji opét jen pro n liché a c = %(n +1).

Ve tfetim piipad@ upravime rovnici na + %n(n2 — 1) = n% na
tvar 2a — 1 = n(2c — n), z néhoz plyne, Ze pokud takova dvé Cisla
a,c € {1,2,...,n} existuji, je ¢islo n nutné liché a ¢islo 2a — 1 je jeho

nasobkem. Je v8ak 2a — 1 £ 2n — 1, proto miZe byt jeding 2a — 1 =n
a2c—n=10dtuda=}(n+1)=c

Shrnutim vSech t¥ situaci mizeme konstatovat, Ze pro n sudé je vsech
2n + 1 souctt S raznych, kdezto pro n liché se mezi témito soucty vy-
skytuji pravé tii stejné.

Odpovéd: Soulet S vSech &isel tabulky nabyva bud 2n + 1 hodnot
(kdyz n je sudé), nebo 2n — 1 hodnot (kdyz n je liché).

B-1-4

Necht O je stifed kruznice opsané trojiuhelniku ABC. Pfi oznaceni podle
obr. 8 jsou tthly PAO a PDO pravé a velikost stfedového uhlu AOD

S
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je dvojnasobkem velikosti pfislusného obvodového tthlu ACD. Ve ¢tyi-
thelniku APDO je tedy |XAPD| = 180° — 2| ACD]|. Analogicky
| X BRC| = 180° —2| X BAC|. Ctyithelnik PQRS je tétivovy, pravé kdyz
|ASPQ|+ |XSRQ| = 180°, tj. 180° — 2| X ACD| + 180° — 2|XBAC| =
= 180°. Odtud vychéazi pro to, aby ¢tyrtuhelnik PQRS byl tétivovy, nutna
a postacujici podminka | ACD| + |XBAC| = 90°. P¥i oznadeni podle
obr.8 to znamend | X ACE| + |AEAC| = 90°, tj. téZnice CFE je kolmé
na AB, jak je vidét z trojihelniku ACE. Je tedy |AC| = |BC)|, protoze
trojihelniky AEC a BEC jsou shodné podle véty sus.

Zdvér: Ctyithelnik PQRS je tétivovy jen tehdy, je-li trojihelnik
ABC rovnoramenny se zakladnou AB.

B-1-5

Stupeii polynomu P je aspoii dva. Necht nejprve P(z) = ax? + bz + c.
Dosazenim tohoto vyjadreni do vztahu v zadani dostavame

4ax? 4 2bx + c = (8a + 1)z® + (8b — 4)z + 8c + 4.

Porovnéanim koeficientii u stejnych mocnin x na levé a pravé strané do-
staneme 4a =8a+1,2b =80 —4ac=8c+4. Odtuda = -1, b =2,
c=-%.

Je-1i dale stupen n polynomu P vétsi nez dva, zjistime analogicky, ze
jeho ¢len a,x™ s nejvyssi mocninou x spliuje vztah 2"a, = 8a,, tedy
n = 3, pritemz a,, # 0 je libovolné. Koeficienty mnohoc¢lenu P u mocnin
22, 2! a 2° vyjdou stejné jako v predchozi situaci.

Zaver: Uloze vyhovuji viechny mnohoéleny P(z) = ax
kde a je libovolné redlné cislo.

_1,2,2,. 4
T t+3T—7,

3

B-1-6

Uvazujme dva pravothelniky K LM N, K; Ly M; N, vepsané do trojihel-
niku ABC uvedenym zpusobem. Necht |KL| < |K;L;|. Oznatme Z
prisecik rovnobézky s AC vedené bodem N s tseckou NiMi, @ patu
vysky z vrcholu A na stranu BC a X, Y priseciky hranice pravothel-
niku KLM N s tiseC¢kou N7 M; (obr.9). Obvody obou pravothelniki jsou
si rovny, pravé kdyz |N, X| + |[Y M| = |[NX]|. To je ekvivalentni s pod-
minkou [NX| = |N1Z|,nebot | X Z| = |Y M;|. Trojthelniky BCA, Ny ZN
i NM A si jsou podobné, proto a = v,. A protoze S = a - %va = 18cm?,
plyne odtud rovnost a = v, = 6 cm.
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N

B K, K QLL,C

Obr. 9

Obvod pravouhelniku K LM N je 2|NM|+2|KN| = 2|AR|+2|RQ| =
= 2v, = 2a = 12cm. Obvod 2s trojithelniku ABC je proto £ - 12cm =
= 20cm. Odtud b+ c=2s —a =14cm.

Mame tedy sestrojit trojuhelnik ABC, je-li dano a, v,, b+ c.

Uvedeme nékolik postupt feSeni.

1. moznost: Snadno vypolteme s = 10 (cm), s—a=4,s—b=10-1b,
s —c = b— 4. Po dosazeni do Heronova vzorce pro obsah trojihelniku
ABC dostaneme /40 - (10 —b) - (b —4) = 18, coz vede po tupravé na
kvadratickou rovnici 106? — 140b + 481 = 0. Jejim FeSenim obdrzime

3

3 3 3
b=7T4+—, c=7T——, nebo b=7——, c=7+
V10 v10 V10
Obé feseni vyhovuji a snadno je ze znamych délek stran sestrojime. Délku
d = 3/4/10 nalezneme eukleidovsky jako étvrtou geometrickou tmérnou
tak, Ze vztah prepiSeme na tvar d : 1 = 3 : v/10. Nejdiive ovSem sestro-
jime /10 nap¥. pomoci Eukleidovy véty o vysce.

2. moznost: Necht k(O,r) je kruznice vepsand trojahelniku ABC a T
jeji bod dotyku se stranou AC' (obr. 10). Pravouhly trojihelnik AOT mu-
Zeme sestrojit, nebot zndme délky jeho odvésen |AT| =z = s—a = 4 cm,
|TO| = r = S/s = 1,8cm, dale kruznici k(O,r) a nad pfeponou AO
jesté jeden pravouhly trojihelnik s odvésnou AE délky v, — r = 4,2 cm.
(Tento trojihelnik zfejmé existuje — vypoltem délky pfepony trojthel-
niku AOT pomoci Pythagorovy véty lze ovéfit, ze |AO| > v, — r.)
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Use¢ku AE doplnime podle obrazku na tsetku AQ délky v,. Kolmice
na AQ v bodé Q je pfimka t. Jeji priseciky s te¢nami z bodu A ke
kruZnici k jsou hledané vrcholy B, C. Uloha mé4 dvé feSeni. Vzhledem
k jednoznaéné sestrojenému trojihelniku AOT nalezneme sice konstrukei
pomoci Thaletovy véty dva trojahelniky
AOE a AOE;, kazdy z vyslednych troj-
thelnikt AB;C (k =1,2,3,4) se vSak
v souhlasné oznacenych prvcich shoduje
s nékterym z prekryvajicich se trojihel-
nikl ABlcl, ABQCz na obr. 10.

A

U

C, =8B t Q C,=DB,

Obr. 10 Obr. 11

3. moznost: Usetka CU na obr. 11 ma délku b + c. Trojahelnik UBA
je tedy rovnoramenny se zakladnou UB, a proto |{BUC| = %a. Tento
tihel umime sestrojit podle predchoziho postupu, nebot je to ithel OAT
na obr. 10. Sestrojime tedy nejprve trojihelnik CUB, ve kterém znime
|BC|, |CU| a |4 CUB|. Bod A je pak prusetik usecky CU s osou
strany BU. Konstrukce vede opét na dvé reSeni.

B-S-1

v %z

JestliZe ¢islo n vyhovuje podmince tlohy, existuje pfirozené éislo k takové,
ze

(3n — 2)% — n? = 1000k.
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Levou stranu uvedené rovnosti rozlozime na soucin podle vzorce pro roz-
dil ¢tverct a po snadné Gpravé dostaneme

(2n —1)(n — 1) =250k = 2-5° - k.

Cisla 2n — 1 a n — 1 jsou nesoudélnd (je 2n — 1 = 2(n—1)+1),
pfitom prvni z nich je liché, takze druhé musi byt sudé. Hledame
tedy lichd trojmistnd &isla n takové, ze bud n — 1 je ndsobkem 250,
nebo 2n — 1 je lichym nasobkem ¢isla 125. V prvnim pfipadé dosta-
neme n € {251,501,751} a ve druhém vidime, Ze musi byt 2n —
—1 € {375,625,875,1125,1375,1625,1875}, tedy (protoze n je liché)
n € {313,563,813}. Celkem m4 tloha uvedenych Sest FeSeni.

B-S-2

Oznalme F' prisecik thlopficek AC a BD (obr.12). Jestlize je pfim-
ka EF osou uhlu AEB, jsou thly AEF a BEF shodné. Navic jsou

FE
C
D
B
A
Obr. 12

shodné i thly EAF a EBF, nebot jsou to obvodové thly pfislusné téze
tétivé CD. Trojahelniky AF'E a BFE se shoduji ve spoletné strané EF',
jsou tedy shodné podle véty usu, |AE| = |BE|, a trojihelnik ABE je
tudiZ rovnoramenny.
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B-S-3

Piedpokladejme, ze P je mnohoélen stupné n. Cleny polynomu Q(z?)
obsahuji jen sudé mocniny z a polynom z- P%(z) je lichého stupné 2n+1.
Protoze mé platit Q(2?) = (z + 1)* — z - P?(z), vidime, Ze nemiZe byt
2n+1>4.Jetedyn<1la

P(z)=az+b, Q(z?) = (z+1)*—-x(az+b)> (1)

Po tpravé dostaneme Q(22?) = 2* +(4—a?)23 + (6 —2ab)z? + (4—b%)z +1.
Koeficienty pfi lichjch mocninach z jsou rovny nule, proto a,b € {—2,2}
a Q(z?) = 2* + (6 — 2ab)z? + 1. Dosazenim kazdé ze &ty¥ moznych dvojic
Cisel a, b do (1) nalezneme vSechna ¢tyfi rfeSeni Glohy:
P(z)=22x+2aQ(z) =2% -2z +1,
P(z)=2x-2aQ(z) =2%+ 14z + 1,
P(z) = -2z +2aQ(z) =2 + 14z + 1,
P(r)=-2x-2aQ(z) =22 -2z + 1.

B-1l-1

Nerovnost je pro kladné z, y zfejmé ekvivalentni se vztahem
v (py — ) — 2% (y — ) 2 0.
Je-li p 2 1, dostadvame
yi(py — ) — 2}y —2) 2y (y —2) —2*(@y—2) = (2 +y)(y — 2)* 2 0.

Je-li v8ak p < 1, neplati dana nerovnost naptiklad pro z =y = 1.
Zdvér: Dané nerovnost je splnéna pro kazda dvé kladné cisla z, y,
pravé kdyz p 2 1.
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B-1l-2

Predpoklddejme, Ze rovnobéznik KLMN mé pozadované vlastnosti.
V posunuti o vektor NM (obr.13) je obrazem trojihelniku AKN troj-

A Y KD L Y B

Obr. 13

thelnik DLM . Vznikly trojihelnik DBM mé mit (dle zad4ni) dvakrat
vétsi obsah nez trojihelnik NMC a je tomuto trojahelniku podobny
(véta uu). Koeficient k podobnosti, kterd pievadi trojihelnik DBM na
trojihelnik NMC, je odmocninou z podilu obsaht téchto trojihelniki
a zéaroven podilem délek libovolnych dvou v podobnosti si odpovidaji-

ex o 3 = |BM]
cich tsetek: k = V2 = W
LBM,DLM a AK N, jejichz vysky na strany LB, DL a AK jsou shodné,
navic plyne |LB| = |DL| = |AK]|.

Odtud plyne konstrukce: Na tseéce BC sestrojime bod M tak, aby
[BM| : |[MC| = /2 : 1. Rovnobé&zka s piimkou AC vedend bodem M
protne usecku AB v bodé D. Vrchol N nalezneme jako prusecik tsecky
AC' s pfimkou, kterd prochézi bodem M rovnobézné s AB. Bod L sestro-
jime jako stfed usecky DB, bod K je pak obrazem bodu L v posunuti
o vektor MN.

Vysledkem konstrukce je rovnobéznik K LM N (jediny pro kazdy troj-
thelnik ABC'), o némz se snadno presvéd¢ime, ze ma pozadované vlast-
nosti.

. Z podminky rovnosti obsahti trojahelniki

Jiné feSeni. Z rovnosti obsaht trojihelniki AKN a LBM se shod-
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nymi vy$kami na strany AK a LB plyne shodnost téchto stran. Ozna¢me
(obr.13) |AB| = ¢, INM| = |KL| = z, |BM| = m a |[MC| = n
a |LB| = |AK| = y; ziejmé ¢ = 2y + z, takze y = 1(c — z). Trojuhelniky
NMC a LBM maji stejné obsahy, je tedy $znsinf = Jymsin 3 neboli
zn = ym. Po dosazeni za y a Gpravé mame

z(m + 2n) = me. (1)

Z podobnosti trojuhelniki NMC a ABC plyne timéra z : ¢ = n :
: (m + n) neboli

ne = a(m +n), (2)

takze z rovnosti sou¢inu levych a sou¢inu pravych stran vztaha (1) a (2)
BM

dostaneme m = nv/2, tj. |TM_C|| =m : n = V2. Odtud vyplyva konstrukce

podobné jako v predchozim reSeni.

B-1l-3
v ("2)10 . . p ¢ . . P
Polozme m = (102 an = 10k+r, kde k je celé nezdporné a r je posledni
10
Cislice éislan, tj. r € {0,1,2,...,9}. Zfejmé je m celé pro vSechna n, kterd

maji r = 0 a k > 0. Pokud je k = 0 a r € {1,2,3,4}, neni zlomek m
definovan.

100k? + 20k
Necht je k > 0 ar € {1,2}. Pak m = -—T)ﬁ%—t = 1+5—:€-,coi
neni celé cislo. 00K2 4 60K 4 10 o
. 100k*+ 60k +10 _ +1 .
Prok >0ar =3platim = 100kE = Tk Citatel

posledniho zlomku neni na rozdil od jmenovatele délitelny deseti, tedy m
neni celé ¢islo.

. ) 100k? + 80k + 20 4k +1
Je-lik >0ar =4, mamem = 100k =1+ 12 . Odtud
dk+1  4k+1 4k + 1 1

—9 -1 . — = -
m prok=1.Prok > 1 je 52 (4k+k)k<(4k+1)k Pe

a tak m nemize byt celé {islo.
Je-li konetné r € {5,6,7,8,9}, dostdvame

_ 100k* + 20kr + (r?)10 _ 100k* + 200k 4 100 _
- 100(k + 1)2 100(k +1)2

Zdveér: m je celé ¢islo pro vSechna prirozend €isla n, jejichz dekadicky
zapis kondi ¢islici 0, a pro n = 14.
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B-11-4
Pravothlé trojahelniky LRP a KQP na obr. 14 jsou podobné, protoZe

C
L P
Q \]
G 'K
A B
R
Obr. 14

maji spolecny ostry thel pii vrcholu P. Vyuzijeme-li navic, ze obvo-
dové thly prislusné témuz oblouku jsou shodné, dostavame |ICAP| =
= |4CRP| = |<LRP| = |<KQP| = |<BQP| = |<BAP|. Bod E je
stied Gsecky BC, tétivy C P a BP prislusné shodnym obvodovym thlim
ACP a BAP jsou shodné. Trojuhelnik CEP je tedy shodny s trojahel-
nikem BEP podle véty sss, tudiz thly AEB a BEP stejné jako thly
AEB a AEC jsou shodné (a pravé). Odtud plyne i shodnost trojihelnikd
AEC a AEB podle véty sus. Je tedy |AC| = |AB|. Analogicky zjistime,
ze |AB| = |BC|.

Zavér: Danym podminkdm vyhovuji jen rovnostranné trojihelniky
ABC.

Pozndmka. Rovnost |CP| = |BP| lze dokazat i jinak, napiiklad na
zékladé poznatku, ze obrazy ortocentra v soumérnostech podle stran troj-
uhelniku lezi na kruZznici trojuhelniku opsané. Tézisté T trojuhelniku
ABC je zaroven ortocentrem trojihelniku PQR. Proto jsou obrazem
usetky TP v osovych soumérnostech podle piimek PQ a PR po fadé
usecky CP a BP, které jsou tudiz shodné.
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