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Kategorie A

Texty tloh

A-1-1
Necht P, Q jsou kvadratické trojcleny takové, Ze tfi z kofent rovnice
P(Q(x)) = 0 jsou ¢isla —22, 7, 13. Urcete ¢tvrty kofen této rovnice.
(P. Cernek)
A-1-2

Necht K, L, M jsou po fadé vnitini body stran BC, CA, AB daného
trojihelniku ABC takové, Ze kruznice vepsané dvojicim trojihelniki
ABK a CAK, BCL a ABL, CAM a BCM maji vnéjsi dotyk. Pak plati

|BK|-|CL|-|AM| = |CK| - |AL|-|BM|.
Dokazte. (J. Svréek)

A-1-3
V oboru kladnych ¢isel Feste soustavu
VIy + Tz — T = a,

VYZ+ .\ yz —y=b,
VZT+ /2y —z = ¢,

kde a, b, ¢ jsou dand kladna cisla. (R. Horensky)
A-1-4
V roviné je ddno 1999 shodnych trojihelnikii o obsahu 1, které jsou

obrazy téhoZ trojuhelniku v rtiznych posunutich. Je-li prinikem vSech

vy

je obsah mnoziny M alesponi %. Dokazte. (M. Benes)
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A-1-5

Je dana funkce f: N — N takova, ze f(n) = 1, je-li n liché, a f(n) =k
pro kazdé sudé &slo n = 21, kde k je pfirozené &islo a [ &islo liché. Uréete
nejvétsi prirozené ¢islo n, pro néz plati

fO)+ f(2)+...+ f(n) £ 123456.
(S. Trdvnicek)
A-1-6

Je dan ¢tyfboky jehlan ABCDV s podstavou ABCD. Jeho hrany AB,
CD jsou rovnobézné a roviny ABV a CDV vzajemné kolmé. Oznacme
P patu vysky z vrcholu V na stranu AB v trojuhelniku ABV a @Q patu
vysky z vrcholu V na stranu CD v trojihelniku CDV . Dokazte nerovnost

|AV|?> + |BV|? +|CV > +|DV|? Z |PQ|* + 2(SaBv + Scpv + Spqv),

kde Sxyz znadi obsah trojahelniku XYZ. Zjistéte rovnéz, kdy plati rov-

nost. (J. Bdbela)
A-S-1
Urcete, pro ktera realnd ¢isla p ma soustava rovnic
(113 - y)2 = p2a
3 -y3=16
pravé jedno feSeni v oboru realnych cisel. (J. Bdbela)
A-S-2

Je dén trojahelnik ABC. Uvnitf jeho stran BC, CA, AB uvaZzujme po
fadé body K, L, M takové, ze tsecky AK, BL, CM se protinaji v bodé U.
Jestlize trojuhelniky AMU a KCU maji obsah P a trojuhelniky M BU
a CLU obsah @, pak P = Q. Dokazte. (J. Svrcek)

A-S-3

Urcete nejmensi prirozené &islo k, pro které plati: Vybereme-li libovol-
nych k rtznych éisel z mnoziny {1,2,3,...,2000}, pak mezi vybranymi
Gisly existuji dvé, jejichz soucet nebo rozdil je 667. (J. Simsa)
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A-1l1-1
Necht P(z) je kvadraticky trojclen. Urcete viechny kofeny rovnice
P(z?+42-7) =0,

vite-li, Ze mezi nimi je ¢islo 1 a aspon jeden kofen je dvojndsobny.
(P. Cernek)

A-11-2
Je dén rovnoramenny lichobéznik UV ST, v némz 3|ST| < 2|UV|. Se-
strojte rovnoramenny trojuhelnik ABC' se zékladnou AB tak, aby body
B, C lezely na ptimce V.S, bod U na pfimce AB a bod T byl tézistém
trojihelniku ABC. (P. Cernek)
A-11-3

Dokazte, Ze pro libovolna kladnd ¢isla a, b plati nerovnost

</%+§/g§ \3/2(a+b)<211-+%).

Zjistéte, kdy nastane rovnost. (J. Simsa)

A-1l-4

Urcete vSechny konvexni étyfuhelniky ABCD s nasledujici vlastnosti:
Uvnitt ¢tyfahelniku ABCD existuje bod E takovy, ze kazda ptfimka,
kterd prochézi timto bodem a protind strany AB a CD ve vnitfnich
bodech, déli ¢tyfiahelnik ABCD na dvé Casti o stejném obsahu. Svou

odpovéd zdtivodnéte. (P. Cernek, J. Svréek)
A-1l-1

Necht n je pfirozené &slo. Dokaite, Ze soudet 4 - 32" + 3. 42" je délitelny

tfinacti, pravé kdyz n je sudé. (J. Simsa)
A-1l-2

Je dan rovnoramenny trojuhelnik ABC se zékladnou AB. Na jeho vysce
CD je zvolen bod P tak, zZe kruznice vepsané trojihelniku ABP a étyt-
thelniku PECF jsou shodné; pfitom bod E je pruseéik pfimky AP se
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stranou BC a F prusecik ptimky BP se stranou AC. Dokazte, ze i kruz-
nice vepsané trojuhelnikiim ADP a BCP jsou shodné.
(J. Simsa, K. Hordk)

A-111-3

V roviné je dano 2000 shodnych trojihelnikti o obsahu 1, které jsou
obrazy téhoz trojuhelniku v raznych posunutich. Kazdy z téchto troj-

vvew

téchto trojuhelniki je mensi nez 22. (P. Caldbek)

A-1ll-4

Pro které kvadratické funkce f existuje takova kvadratickd funkce g,
Ze kofeny rovnice g( f (a:)) = 0 jsou Ctyfi rizné po sobé jdouci ¢leny
aritmetické posloupnosti a soucasné i kofeny rovnice f(z)g(z) = 07?

(P. Cernek)

A-Ill-5

Monika zhotovila papirovy model trojbokého jehlanu, jehoZ podstavou
byl pravothly trojthelnik. KdyZ model rozfizla podél odvésen podstavy
a podél téznice jedné ze stén, vznikl po rozvinuti do roviny ¢&tverec
o strané a. Uréete objem tohoto jehlanu. (P. Leischner)

A-1ll-6

Najdéte vSechna ctyfmistna cisla abed (v desitkové soustavé), pro néz
plati rovnost
abed + 1 = (ac + 1)(bd + 1).

(J. Zhouf)
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Reseni tloh
A-1-1

Vzhledem k tomu, Ze rovnice P(Q(z)) = 0 mé redlny kofen, ma kva-
dratickd rovnice P(z) = 0 dva realné kofeny 71, ro (nevyluGujeme, Ze
r1 = 72). Mnohoclen P (Q(z)) lze proto zapsat ve tvaru

P(Q(z)) = a(Q(z) - 1) (Qx) = 72),

kde a je redlné &slo a # 0. Rovnice P(Q(z)) = 0 méa podle zadani &tyfi
realné kofeny, proto kazd4 z kvadratickych rovnic Q(z) —r; =0, Q(z) —
—79 = 0 musi mit dva realné kofeny. Z Vietovych vzorcu plyne, Ze soucet
kofentt v obou kvadratickych rovnicich je tyZ, nebot obé& rovnice maji
stejny koeficient u linearniho ¢lenu. Pfitom tfi ze Ctyf redlnych kofent
obou kvadratickych rovnic Q(z) — 1 = 0, Q(z) — 72 = 0 jsou dle zadani
Gisla —22, 7, 13, ¢tvrty kofen ozna¢me g. Ddle mohou nastat tfi moznosti:
(i) Jedna z kvadratickych rovnic ma kofeny —22, 7, druhd mé kofeny
13 a q. Pak plati —22 + 7 = 13 + ¢, tedy ¢ = —28.
(ii) Jedna z kvadratickych rovnic ma koteny —22, 13, druh ma kofeny
7 a q. Pak plati =22+ 13 =7+ ¢, tedy ¢ = —16.
(iii) Jedna z kvadratickych rovnic mé kofeny 13, 7, druhd mé kofeny
—22 a q. Potom vs8ak plati 13 4+ 7 = —22 + ¢, tedy ¢ = 42.

Je zfejmé, ze v kazdém z piipadu (i), (ii), (iii) existuji pfislusné kva-
dratické trojéleny P(z) a Q(z). Ma-li mit jedna z kvadratickych rovnic
Q(z) —r; =0, Q(z) — ro = 0 kofeny —22, 7 a druhd 13, —28, poloZime
Q(z) = 22 + 15z, -1y = (=22) -7 = —154, —ry = 13- (-28) = —364,
P(z) = (z—154)(z — 364) = 2% — 518z + 56 056. Obdobné 1ze postupovat
ve zbyvajicich pfipadech.

Ctvrtym kofenem rovnice P(Q(z)) = 0 muZe byt kterékoli z ¢isel
—28, —16, 42.

Jiné FeSeni. Uvahy o koeficientu u linedrniho ¢lenu s vyuZitim Vie-
tovych vztaht 1ze nahradit nésledujici ivahou o grafech kvadratickych
funkei.

Protoze grafy kvadratickych funkei fi:y = Q(z) — 7 a fory =
= Q(z) — r2 maji tutéz osu soumérnosti a pritom existuji ¢tyfi redlné
kofeny rovnice P(Q(z)) = 0, jsou tyto kofeny na ose z po dvou stfe-
dové soumérné podle priseciku os soumérnosti grafi obou funkei f1 a fo
s osou z. Vzhledem k poloze danych tfi kofent na ose z lze déle uvazovat
tFi moznosti stejné jako v predchdzejicim FeSeni. Napf.
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(i) Stted soumérnostije —7,5 = %(—224—7), ¢tvrty kofen leZi na ose x a je
symetricky s obrazem ¢isla 13 dle stfedu soumérnosti v bodé —7,5.
Ctvrtym hledanym kofenem je tudiZ &islo —28.

Podobné lze postupovat ve zbylych dvou pfipadech a dospéjeme tak
ke stejnému vysledku.

A-1-2

Uvnitf strany BC trojihelniku ABC uvazujme bod K takovy, ze kruz-
nice vepsané trojuhelnikim BK A a CK A maji vnéjsi dotyk v bodé D.
Necht déle (pfi obvyklém oznaleni délek stran trojuhelniku ABC') plati
oznaceni podle obr. 42, tj.

|ADy| = |AD.| = z, |BD.| =y, |CDy| = z, |BK| = y+u, |CK| = z+u.

A

Obr. 42

Z predeslého obrazku snadno vidime, Ze plati nésledujici soustava
rovnic

Y+ z=a-—2u,
z+z =0,
rT+y=-c.

Jednoduchou tpravou odtud dostavame 2y + 2u = a — b + ¢ (analogicky
vyjaddiime 2z + 2u), a tudiz plati

|BK]=y+u=%(a—b+c)=s—b,

|CK|=z+u=%(a+b-—c)=s—~c,
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kde 2s = a+ b+ c. To znaci, ze bod K je bodem dotyku kruznice vepsané
trojuhelniku ABC se stranou BC. Pro body L a M plati vyuzitim ana-
logického postupu nésledujici vztahy:

|CLl=s—-¢, |AL|=s—a, |AM|=s-a, |BM|=s-b.
7 predeslych rovnosti jiz bezprostfedné plyne
|BK|-|CL|-|AM| = (s —a)(s—=b)(s—c)=|CK]|-|AL| - |BM|.

Tim je dikaz ukoncen.

Pozndmka. Usetky AK, BL, CM vyhovujici podminkam ulohy se
tedy protinaji podle Cevovy véty v jediném bodé G, zvaném Gergonnaiiv
bod daného trojihelniku ABC.

A-1-3

7 textu ulohy plyne, Ze neznamé z, y, z jsou kladna ¢isla, 1ze proto danou
soustavu upravit do nasledujiciho tvaru

—VE+ i+ VE =

VE— i+ VE=
VE+ - VE=

%m!@%la

Seéteme-li po dvojicich jednotlivé rovnice predeslé soustavy, dostaneme
tak soustavu

Déle po snadné tupravé

by/zZ + ¢y = 2,/zyz,
/T + ay/z = 2,/7yz,
a\/y + b\/z = 2,/zyz.
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Odeétenim prvni a tfeti, resp. druhé a tfeti rovnice posledni soustavy

by/z + (¢ — a)/y = by/z,
ay/z —a/y= (b—c)y/z.
Obé strany prvni rovnice predeslé soustavy nasobime ¢islem a, obé strany

druhé rovnice pak nasobime Cislem —b. Secteme-li obé takto upravené
rovnice, obdrzime

dale ziskame

a(b+c—a)yy=>b(c+a—0b)/z,

obdobnym zpusobem dostaneme rovnéz

alb+c—a)y/z=cla+b—-c)/z.

Jestlize pro kladnd ¢isla a, b, ¢ plati vztah b+ ¢ —a = 0, pak z predeslych
dvou rovnic plyne, ze také a +b—c¢ = 0, ¢+ a — b = 0. Potom v8ak
a=0b=c=0, coz neni mozné. Je tudiz b+ ¢ — a # 0. Z posledni dvojice
rovnic vyjadiime ,/y a \/z pomoci /Z nasledujicim zptisobem:

_blct+a-1D)
v a(b—l—c—a)ﬁ’
_clat+b-c)
VEs a(b+c—-a)ﬁ'

Odtud snadno vidime, Ze vyrazy b+c—a, c+a—b, a+b— ¢ jsou soucasné
vsechny kladné nebo vSechny zaporné. Po dosazeni /y a ,/z do ptivodni
soustavy rovnic ziskdme (po upravich) feSeni (z,y, z), kde

o a?(b+c—a)
(c+a-bla+b-rc)’

B b*(c+a —b)
Y= brc—a)atb—0)

Zla+b-c)

" (c+a-b)(b+tc—a)

Vzhledem k tomu, Ze jsme k feSeni soustavy rovnic dospéli vyhradné
ekvivalentnimi upravami, neni tfeba zkousku provadét.

Soustava méa pritom vyse uvedené feSeni v oboru kladnych ¢isel, pravé
kdyz soucasné plati b+c—a>0,c+a—b>0,a+b—c >0, tj. pravé
kdyz kladna ¢isla a, b, ¢ jsou délkami stran trojuhelniku.
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A-1-4

Necht A;BCs, kde s € {1,2,...,1999}, jsou trojihelniky vyhovujici
podminkam tulohy. Kazdy z danych trojuhelnikit A;B,C; je prinikem
vzdy t¥i polorovin A;B;Cs, B;CsA; a CsAsBs, proto je (neprazdna)
mnozina M prinikem 3 - 1999 = 5997 takovych polorovin. Vzhledem
k tomu, Ze poloroviny A;B;C;, kde s € {1,2,...,1999}, se navzijem lis
jen posunutim, je jejich prunikem polorovina A; B;C;, kde 7 je pevny index
z mnoziny {1,2,...,1999}. Podobné prinikem v8ech polorovin BsCsAs
je urcita polorovina B;C; A; a prinikem vSech polorovin Cy A¢ B, je urcita
polorovina Cy Ay By, kde j, k € {1,2,...,1999}.

MnozZina M je proto prinikem tii vyse zminénych polorovin A;B;C;,
B;C;Aj a Cy A B, M je tedy trojuhelnik ABC, kde A je prisecik piimek
A;B; a Cr Ay, B je prusecik primek A;B; a B;C; a konecné C' je prusecik
pfimek B;C; a Ci Ag. Tento trojihelnik je podobny vSem trojuhelnikiim
AsB;Cs, ptifemz pro pomér podobnosti A plati 0 < A < 1. (Pfipad
A = B = C lze dle textu ulohy vyloudit.)

Vzhledem k tomu, Ze obsah trojuhelniku ABC je A2, stadi dokazat,
e A > % Ozna¢me v vysku z vrcholu C; na stranu A;B; v trojihelniku
A;B;C;. Protoze pfimka A;B; je totozna s primkou AB, je vzdalenost

tézisté T; trojuhelniku A;B;C; od pfimky AB rovna %v. Podle zadani
obsahuje mnozina M t&zi§té vsech trojuhelnikti A;B;C, musi tudiz ob-
sahovat tézisté T; trojuhelniku A;B;C;.

Vzdalenost vrcholu C trojuhelniku ABC od jeho strany AB je tedy
alespon %v. Porovnanim velikosti vysek z vrcholu C; a C' v podobnych
trojthelnicich A;B;C; a ABC dostavame jiz pfimo zadanou nerovnost
A= 1 tj. A2 2§, co jsme chtéli dokézat.

A-1-5

Oznaéme

Sn) = 1) + f2) + ... + f(n).

Ze zadani plyne S(1) = 1. ProtozZe f(n) 2 1 pro vSechna pfirozena Cisla
n, je S: N — N rostouci funkce. Je-li n piirozené &islo tvaru n = 2%, kde
k je pfirozené, uréime soucet S(n) néasledujicim zptisobem: Poéet lichych
&isel, ktera nejsou vétsi nez n, je 281, Kazdé liché &islo se na soudtu
S(n) podili hodnotou 1. Pocet sudych ¢isel, ktera nejsou vétsi nez n, je
rovnéz 2~1 pfitom kazdé sudé &islo se na souétu S(n) podili hodnotou
minimélné 1. Je-li navic toto &islo délitelné ¢tyfmi, podili se na souctu
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dalsi 1. Je-li déale &islo délitelné osmi, podili se dalsi 1, atd. (Hodnotu
S(n) tak tvofime nacitdnim hodnot 1 ,po vrstvach®). Celkem je tedy
k k=1 | ok—1 | ok—2 ko1, 281
5(2)22 +2 +2 +...+24+1=2 +ﬁ=
=2k k-1 _1=3.2k1_1,

Necht p je pfirozené &islo, které lze zapsat ve tvaru p = 2™s, kde m
je celé nezaporné &islo a s liché pfirozené &islo. Necht k je prirozené ¢islo
takové, Ze p < 2* (tedy m < k), a necht [ je liché pfirozené é&islo. Pak

F@*14p) = f@M 4+ 27s) = F2m@ T+ ).

Cislo 2¥=™l+s je liché, proto f (2™ (2"™I+s)) = f(2™s) = f(p). Celkem
tedy dostavame f(2%1 + p) = f(p).

Jsou-li k, m nezaporna celé &isla, k > m, a [ liché ¢islo, plati podle
predchézejiciho odstavce

S2Fl+2™) = fF)+ fF@)+ ...+ )+ fRR I+ D) + f(2R1+2) +
+...+ f2Fl+2m) =
=fO)+f@)+...+FCD+ O+ F2)+...+ f(2™) =
= S(2*1) + S(2™).

A odtud jiZ matematickou indukci lehce dokdzeme, Ze jsou-li k1 > ko >
> ... > k; nezdpornd celd éisla, pak plati

S(2kr 4 2% 4 2Ry = 5(2M) + S(2) + ...+ S(2k).

Nejvétsi nezéaporné celé &islo ki takové, ze 3-2k1-1 —1 = §(2k1) <
< 123456, je k; = 16. Pfitom S(2'¢) = 98 303.

Nejvétsi nezaporné celé &islo ko takové, ze 3 - 2%21 — 1 = §(2k2) <
< 123456 — 98 303 = 25153, je k = 14. Pfitom S(2!4) = 24575.

Nejvétsi nezaporné celé &islo k3 takové, ze 3 - 2531 — 1 = §(2ks) <
< 25153 — 24575 = 578, je k3 = 8. Pfitom S(28) = 383.

Nejvétsi nezaporné celé &islo ky takové, ze 3 - 2%4—1 — 1 = §(2k4) <
< 578 — 383 = 195, je kg = 7. Pfitom S(27) = 191.

Nejvétsi nezaporné celé &islo ks takové, ze 3 - 2Fs—1 — 1 = §(2ks) <
<195 — 191 = 4, je ks = 1. Pfitom S(2!) = 2.

Nejvétsi nezaporné celé &islo kg takové, ze S(2%¢) < 4 -2 = 2, je
ke = 0. Pfitom S(2°) = 1.
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Tedy

5(82307) = S(21 +2M +28 4+ 2"+ 24+ 1) =
= S5(2'%) + S(2M) + S(2%) + S(2") + S(2) + S(1) =
= 123455 < 123 456.

Pfitom S(82308) = S(82307) + f(82308) = 123455 + 2 = 123457 >
> 123 456.
Nejvétsi pfirozené ¢islo n, pro néz plati S(n) < 123456, je n = 82 307.

Jiné FeSeni. Na zakladé tvahy o nacitani hodnot ,po vrstvach® jako
v predeslém feSeni zjistime, ze

n n n
Sey=nt |2 2]+ [ 2]+
(n) * 4 + 8 + 16 +
Pfitom |r] znamend celou ¢ast redlného ¢isla r, coz je nejvétsi celé &islo,
které neni vétsi nez r.
Protoze pro kazdé realné ¢islo r plati |r| < r, plati téz
n o on n on 1 1 n 3n
S(n) < —+—-+4...=—4—(1l4+=+-4+...) == = —.
(n)_n+4+8+ 2+2(+2+4+ ) 7 tn=-
Nejvétsi prirozené Cislo n, pro néz plati, ze %n < 123456, je n = 82 304.
Pritom

4 8 16
82304 82 304 B
M {65536‘1 * {131072J e
= 82304 + 20576 + 10288 + 5144 + 2572 + 1286 +

+ 643 + 321 + 160+ 80440420+ 10+ 5 +
+24+1404+04...=

S(82304)=82304+[82304J [82304J {82304J

= 123452.
Dale
5(82305) = S(82304) + f(82305) = 123452 + 1 = 123453,
5(82306) = S(82305) + f(82306) = 123453 + 1 = 123454,
5(82307) = S(82306) + £(82307) = 123454 + 1 = 123455,
5(82308) = S(82307) + f(82308) = 123455 + 2 = 123 457.
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Nejvétsi piirozené éislo n, pro néz S(n) < 123456, je tedy n = 82 307.

A-1-6

Primka AB je prusecnici roviny ABV s rovinou podstavy ABCD ¢tytbo-
kého jehlanu ABC DV, podobné primka CD je prusecnici roviny CDV
s rovinou podstavy ABCD uvazovaného jehlanu. Vzhledem k tomu, ze
obé priiseénice jsou dle zadani rovnobézné, je rovnéz prusecnice s rovin
ABV a CDV s nimi rovnobézné (obr.43). Rovina kolma k piimce s,
prochéazejici vrcholem V' daného jehlanu, protina primky AB, CD po
fadé v bodech P, Q, které jsou patami vySek z vrcholu V po fadé na
strany AB, CD v trojuhelnicich ABV, CDV. Roviny ABV a CDV jsou
podle zadéni vzdjemné kolmé, trojihelnik PQV mé proto pravy thel
u vrcholu V. Pata M vysky z vrcholu V' na pfeponu PQ je pfitom to-
toZzna s patou télesové vysky z vrcholu V jehlanu ABCDV'. Pro polohu
bodii P a Q na piimce AB, resp. CD, je tfeba dale rozlisit tfi pfipady:
(i) Oba body P a @ lezi na odpovidajicich hrandch AB, CD.
(ii) Jeden z bodu P, ) lezi na odpovidajici hrané, druhy na prodlou-
zeni odpovidajici hrany.
(iii) Zadny z bodt P, Q nelezi na odpovidajici hrang.

Obr. 43

Dokéazeme dale nerovnost z textu ulohy pro ptipad (i). Zavedme ozna-
¢eni ve shodé s obr. 43, tj.

|AP| =z, |BP| =y, |CQ| =z, |DQ|=u, [VP|=p, [VQ|=gq.
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Vyuzitim Pythagorovy véty v pravouhlych trojahelnicich APV, BPV,
CQV, DQV a PQV dostavame postupné vztahy:
|AV]2 =2® +p?, |BV]P=3y*+p%, |CVPP =22+,
|DV|2 — u2 + q2’ |PQ|2 :p2 + q2‘

Pro obsahy trojihelniki ABV, CDV a PQV plati vzorce

2S5y = (z+y)p, 2Scpv =(z+u)q, 2Spqov = pq.

Dosadime-li nyni za |AV|2, |BV |2, |CV |2, DV |?,|PQ|? a 2SaBv, 2Scpv,
2Spgy do nerovnosti v textu tlohy, dostavame po snadné upravé

2+ + 224w+ p P+ ¢® 2 ap+yp+ 2q + ug + pq.

Nyni dokazeme, Ze predesld nerovnost plati pro libovolnd nezdporna
realnd cisla z, y, z, u a libovolnd kladna ¢isla p, ¢. Vynasobenim rozdilu
levé a pravé strany této nerovnosti ¢islem 4 dostavame po upravé

(42 — dap + p°) + (49° — dyp + p?) + (42° — 42q + ¢°) +
+ (4u® — dug + ¢%) + 2(p* — 2pq + ¢°) =
=2z -p)?+ y—p)*+ (22— q)* + (2u—q)* +2(p — g)> 2 0.

Vzhledem k tomu, Ze vSechny provedené tpravy byly ekvivalentni, plati
téZ nerovnost uvedena v textu ulohy, coz jsme méli dokazat.

Podobné lze postupovat i v pfipadech (ii) a (iii). Odli$né je zde pouze
vyjadfeni hodnot 254y a 2Scpv.

Rovnost miize nastat pouze v pfipadé (i), ve zbylych dvou pfipadech
je vyloudena. V pfipadé (i) pfitom rovnost nastavé, pravé kdyz plati

20 =2y =2z=2u=p=q,
tj. pravé kdyz podstavou daného ¢tyrbokého jehlanu ABCDYV je obdélnik
ABCD, pata M vysky VM uvazovaného jehlanu je prusecikem thlopfi-
éek AC a BD v obdélniku ABCD a soucasné plati

|AB| : |BC|: VM| =2:2V2: V2.
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A-S-1

Prvni rovnice je splnéna, pravé kdyz plati x = y + p nebo 2 = y — p. Po
dosazeni do druhé rovnice dané soustavy dostaneme po Gpravé v prvnim
pripadé kvadratickou rovnici

3py® + 3p”y + p® — 16 = 0,
v druhém pripadé pak kvadratickou rovnici
3py® —3p°y+p° +16 =0

o neznamé y. Dana soustava rovnic bude mit pravé jedno feseni v oboru
realnych ¢isel, pravé kdyz jedna ze dvou predeslych kvadratickych rovnic
bude mit jediny (dvojndsobny) kofen a druhd z nich nebude mit zadny
realny kofen nebo bude mit stejny dvojnasobny kofen jako rovnice prvni
(mtzeme pfedpoklddat, Ze p # 0, protoze pro p = 0 dand soustava
zfejmé nemd FeSeni). Prvni kvadratickd rovnice mé diskriminant D; =
= 3p(64 — p3), druh4 m4 diskriminant Dy = —3p(64 + p*). Hleddme tedy
ta p # 0, pro néz je jedno z éisel Dy, Do rovno nule a druhé zaporné
(pfipad Dy = Dy = 0 pro p # 0 totiZ nenastane).

Je-li Dy =0,jep=4a Dy <0.Pokud Dy =0, jep=—-4aD; <O0.
Hodnoty p = 4 a p = —4 jsou tedy jediné, které maji pozadovanou
vlastnost.

Dana soustava rovnic ma pfitom pro obé uvedené hodnoty parametru
p jediné redlné feseni (z,y) = (2,—2).

Jiné TeSeni. Z prvni rovnice mame |z — y| = |p|, z druhé rovnice
viak vidime, Ze z® > 33, coZ je ekvivalentni s nerovnosti = > y (je
23—y = (z— y)(2? + 2y + v?) a 22 + 2y + y? > 0 pro libovolnd
redlnd z, y s vyjimkou pfipadu z = y = 0). Je tedy z = v + |p|, |p| > O.
Po dosazeni do druhé rovnice soustavy (pro jednoduchost pisme ¢ misto
|p|) dostaneme pro y kvadratickou rovnici

3¢y +3¢°y +¢> 16 =0
s diskriminantem D(q) = 3¢q(64 — ¢®) = 3q(4 — q)(16 + 4q + ¢?). M&-li
dana soustava v oboru realnych ¢isel jediné feseni, je nutné diskriminant

D(q) predeslé rovnice roven 0, tj. musi platit (4 — ¢)(16 + 4g + ¢%) = 0
(vime, Ze ¢ = |p| > 0). Protoze pro libovolné reilné q je 16 + 4q +q? > 0,
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musi byt ¢ = |p| = 4, tj. p = 4 nebo p = —4. Zaroveti hned dostdvéame,
iey:~%q:—23x:y+4:2.

Dané soustava rovnic ma pravé jedno realné feSeni, pravé kdyz p = 4
nebo p = —4, a to (z,y) = (2, -2).

Jiné feSeni. Z prvni rovnice médme = = y+ ¢, kde ¢ = p nebo ¢ = —p.
Po dosazeni do druhé rovnice soustavy dostaneme pro y kvadratickou
rovnici

3¢ +3¢%y + ¢ —16 =0

s diskriminantem D(q) = 3q(64 — ¢®) = 3q(4 — q)(16 + 4q + ¢?). Ma-li
dané soustava v oboru realnych ¢isel jediné feSeni, je nutné diskriminant
D(q) pfedeslé rovnice roven 0, tj. musi platit (4 — ¢)(16 + 4q + ¢*) = 0.
Protoze pro p = 0 nemé soustava TeSeni, je ¢ # 0, navic pro libovolné
realné q je 16 +4q+ ¢® > 0, takZe musi byt ¢ = 4, tj. p = 4 nebo p = —4.

Vratme se znovu na poc¢atek naSeho feSeni. ZkouSkou se snadno pre-
svédéime, Ze pro ¢ = 4 ma dand soustava pravé jedno redlné reSeni
(z,y) = (2,—2). Pro ¢ = —4 (po dosazeni za z = y — 4) vSak nemd
rovnice (y — 4)% — y® = 16 zadny realny kofen.

Dan4 soustava rovnic ma pravé jedno redlné feSeni, pravé kdyz p = 4
nebo p = —4, a to (z,y) = (2,-2).

A-S-2

7 rovnosti obsaht trojihelniki AMU a KCU plyne rovnost obsahu
trojuhelniki AMC a AKC. Body K, M maji tedy stejnou vzdalenost
od pfimky AC. Odtud plyne, ze CA || MK a é&tyfahelnik CAMK je
tedy lichobéznik. Podobné dokizZeme, zZe ¢tyituhelnik BCLM je rovnéz
lichobé&znik, kde BC' || LM. Trojihelniky AML a ABC, resp. BKM
a BCA jsou tedy stejnolehlé a plati (obr. 44)

|AL| = kb, |AM| = ke, |BM| = (1 — k)¢, |BK|= (1 - k)a

a dale
|ICK| = ka, |CL| = (1 - k)b, kde k€ (0;1).
Uzitim Cevovy véty pro trojici useCek AK, BL a CM, které se dle textu
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A ke M (1-k}e B
Obr. 44
ulohy protinaji v bodé U, dostavame

ke (1-k)a (1—k)b_1
(1-k)e ka kb

Odtud plyne (1 — k)/k =1, neboli k = % Tyto tsecky jsou tedy téznice
AM a BM jiz plyne rovnost obsahu trojuhelnikic AMU a BMU, tedy
rovnost P = @), coz jsme méli dokazat.

Jiné feSeni (bez uziti Cévovy véty). Stejné jako v prvnim FeSeni ukaze-
me, ze tsecky BC a LM jsou rovnobézné, takze si navzajem odpovidaji
v jisté stejnolehlosti se stfedem U a zaroven i v jisté stejnolehlosti se
sttedem A. Ozna¢me K, K5 po fadé stfedy obou uvazovanych tsecek.
Vzhledem k tomu, Ze body K, K5 si odpovidaji v obou zminénych stejno-
lehlostech, lezi body A a U (stfedy obou stejnolehlosti) na pfimce K7 Ko.
Odtud plyne, ze stted K; strany BC' lezi na pfimce AU, je tedy totozny
s bodem K z textu tlohy. Usetka AK je tudiZ t&Znici trojihelniku ABC.
Podobné dokdzeme, Ze i tsecka BL je téznici daného trojuhelniku. Bod

v

A-S-3

Ukazeme, ze hledanym k je ¢islo 1 001. Rozdélme vSechna ¢isla z mnoziny
{1,2,3,...,2000} do 1000 dvojic

{1,666}, {2,665}, {3,664}, ..., {333,334},
{667,1334}, {668,1335}, {669,1336}, ..., {1333,2000}.
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(Cislo 667 z textu tlohy je rovno souétu é&isel kazdé dvojice v prvnim
rfadku a rozdilu cisel kazdé dvojice v druhém fadku. VSimnéme si, Ze
skutecné kazdé z cisel 1,2,3,...,2000 je zastoupeno pravé v jedné dvo-
jici.)

Cislo 1001 ma pozadovanou vlastnost, protoze pokud vybereme li-
bovolné 1001 &sel z mnoziny {1,2,3,...,2000}, budou mezi nimi obé
Cisla aspori jedné z uvedenych dvojic (mdme vybrano 1001 cisel, ale jen
1000 dvojic). Soucet nebo rozdil ¢isel v nalezené dvojici je vsak 667.

Nyni ukdZeme, Ze zadné ¢islo k£ < 1000 pozadovanou vlastnost nema.
Stadi to zfejmé ukézat pro k = 1000: vybereme-li 1000 sudych ¢isel
2,4,6,...,2000, je soucet i rozdil libovolnych dvou vybranych éisel sudy,
takze se nemuze rovnat lichému ¢islu 667.

A-I1l-1

Ozna¢me Q(z) = z? + 4z — 7, potom 0 = P(Q(1)) = P(—2). Odtud
plyne, ze P(z) = a(z + 2)(z — p), kde a a p jsou redlnd Cisla, a # 0. Je
tedy

a(z® +42-T+2)(2? + 4z -7 —p) =
a(z — 1)(z 4 5)(z? + 42 — 7 — p).

P(Q(z))

To znamenad, ze kofeny dané rovnice jsou kromé ¢isel 1 a —5 jesté kofeny
kvadratické rovnice
244z -7-p=0. (1)

ProtoZe aspoii jeden z kofentt dané rovnice ma byt dvojnasobny, je bud
aspoii jedno z ¢éisel 1 a —5 kofenem rovnice (1), nebo ma tato rovnice
sama dvojnasobny kofen. Pfitom z tvaru rovnice (1) plyne, Ze soucet
jejich kofent je —4 (&islo opa¢né ke koeficientu u linedrniho ¢lenu), takze
tato rovnice ma kofen 1, pravé kdyz ma kofen —5.

Jsou tedy dvé mozZnosti:

a) Rovnice (1) méd dva kofeny 1 a —5 (takze je p = —2) a rovnice
P(Q(z)) = a(z — 1)?(z + 5)® = 0 m4 dva dvojnasobné kofeny 1 a —5.

b) Rovnice (1) ma sama dvojnasobny kofen. ProtoZe soucet jejich
kofenti je —4, je dvojndsobnym kofenem ¢&islo (—4) : 2 = —2. (V tomto
pripadé je p = —11 a P(Q(z)) = a(z — 1)(z + 5)(z + 2)?> = 0.)

Zdvér: Uloha mé dvé feSeni: dana rovnice ma bud dva dvojnasobné
kofeny 1 a —5, nebo mé dva jednoduché kofeny 1 a —5 a dvojndsobny
kofen —2.
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A-11-2

Ozna¢me P stfed zakladny AB hledaného rovnoramenného trojthelniku
ABC'. Protoze vrchol U daného lichobézniku UVST lezi na piimce AB, je
bud U = P, anebo tvoii body T, U, P vrcholy pravouhlého trojihelniku
(obr. 45). V obou pfipadech bod P lezi na Thaletové kruznici k sestrojené

BI

Obr. 45

nad primérem T'U . Oznaéme d vzdalenost vrcholu T" daného lichobézniku
od pfimky VIS. Vzhledem k tomu, Ze T je t&Zistém trojihelniku ABC,
mé jeho vyska z vrcholu A velikost 3d, tudizZ bod P lezi na pfimce p,
kterd je s pfimkou V.S rovnobéznd, mé od ni vzdélenost %d a lezi v po-
loroviné VST. Odtud jiz plyne konstrukce trojihelniku ABC:

1. sestrojime kruznici k s pramérem T'U,

sestrojime v poloroviné VST piimku p || V'S ve vzdéalenosti %d od VS;
sestrojime bod P € kN p;

sestrojime pfimku PBLTP, B € VS,

sestrojime vrcholy A (A € PB, A# B, |AP| =|PB|)aC (C € PTn
nvs).

OLk N

Diskuse: Protoze dle pfedpokladu je ST || UV a 3|ST| < |UV/|, pro-
tne pfimka p stranu TU daného lichobézniku ve vnitinim bodé, bude
tedy seénou kruznice k a protne ji ve dvou rtznych bodech P a P’
(obr. 45). Pro kazdy z nich dostavame jedno FeSeni, trojuhelniky ABC
a A'B'C’. Z konstrukce je dile zfejmé, Ze pokud bude TU L SV, budou
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oba body P, P’ soumérné sdruzené podle osy TU, takze dostaneme dva
shodné (soumérné sdruzené) trojihelniky ABC a A’B’'C’ (obr. 46). Obg

Obr. 46

soumeérné sdruzend feseni splynou v jedno v pfipadé, kdy vyjde A = U.
Pritom bude tézisté T trojihelniku ABC zaroven prusecikem jeho vysek,
takze vysledny trojuhelnik ABC bude rovnostranny (obr.47). To nasta-

ne, pravé kdyz obé ramena daného lichobézniku jsou navzajem kolma

Obr. 47

a navic plati 3|ST| = |UV/], jak plyne z podobnosti trojthelnika UV Q
aTSQ.V tomto jediném pfipadé ma tloha jedno feSeni. Ve vSech ostat-
nich pfipadech méa tloha dvé feseni (kterd jsou pro TU L SV shodna).
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A-11-3

Umocnénim obou stran dané nerovnosti na tfeti dostaneme ekvivalentni

a 3/Q s/b b a b
_ _ — - < — -
b+3\/;+3\/:+a:4+2b+2a
a b a b
—+—+423 vj VC. 1
b+a+ - < b+ a (1)

V predchézejici nerovnosti polozme z = {¢/a/b (z > 0). Po vynésobeni
obou stran nerovnosti (kladnym) ¢islem z* a snadné tpravé obdrzime
ekvivalentni nerovnost

nerovnost

neboli

2% =3zt + 423 - 322 +12>0.

Nejdiive zjistime, zda rovnice z% — 324 + 42® — 322 + 1 = 0 nema4 ce-
lo¢iselny koten. Takovy kofen musi délit absolutni ¢len, takze jsou jen
dvé moznosti, 1 a —1. Snadno ovéfime, Ze uvedenad rovnice ma kofen
z = 1, a po déleni dvojélenem (z — 1) zjistime, Ze jde dokonce o kofen
dvojnéasobny a ze plati rozklad

2® -3zt + 423 - 322 + 1 = (z — 1)3(z* + 22° + 22+ 1).
Pro kazdé z > 0 je 2% + 22% 4 2z + 1 > 0. Plati tedy
28 -3zt +42° - 322 +1= (- 1)%(z* + 223 + 224+ 1) 20,

coz jsme méli dokdzat. Rovnost v pfedchozi nerovnosti pritom nastava,
pravé kdyz x = 1, tj. pravé kdyz plati a = b.

Druhé feseni. Uzitim nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym
pramérem pro trojici kladnych ¢isel a/b, 1, 1 dostaneme

a a
—+1 123§/j
A = 5
b b
—+1+1§3v:
a a

a obdobné
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V obou pfedchozich nerovnostech nastava rovnost, pravé kdyz a = b.
Jejich souctem pak vyjde

a b a b
— 4+ — 442> i/i 3</i
b+a+ =3 b+ a’
1

Treti FeSeni. Podle nerovnosti mezi mocninnymi priméry stupné z
a 1 dost4vame pro kladna &isla a/b, b/a nerovnost!

(va‘/mm)"’g (me)
2 - 2 ’

coz je nerovnost (1).

v niz nastava rovnost, pravé kdyz a/b = b/a, tj. pravé kdyz a = b.

Protoze )
(Ve ia) =eroies)

dostavame odtud po jednoduché tpravé dokazovanou nerovnost, v niz
nastava rovnost, pravé kdyz a = b.

A-1l-4

Necht FE je vnitinim bodem takového konvexniho étyfthelniku ABCD,
ktery vyhovuje podminkam tlohy. Uvazujme pfimky X;Y7, XoY5 a X3Y3,
které prochéazeji bodem E a protinaji po fadé strany AB a CD v bodech
X1 a Yy, Xo aYe X3 a Yz (obr.48). Jestlize vSechny tfi uvaZované

DY3Y2 Y1C

A X1 X2 X3 B

Obr. 48

! Viz napf. J. Herman, R. Kuéera, J. Simsa: Metody feseni matematickych tloh I,
str. 174.
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piimky déli ¢tyfuhelnik ABCD na dvé ¢asti o stejném obsahu, rovnaji se
i obsahy trojuhelnikit EX, X5 a EY1Y5, resp. EX2X3 a EY5Y3. Protoze
tyto trojuhelniky maji vzdy shodné vnitini Ghly pfi vrcholu E, plyne
z rovnosti jejich obsaht rovnost

|EX1| ' |EX2| = iEY1| ’ |EY2I,

resp.
|EX2| - |[EX3| = |EYa| - |EY;).

7 obou predeslych rovnosti dostdvame

[EX| _ |EY;|
|[EXs|  |EYs|

Trojuhelniky EX; X3 a EY1Y3 jsou tedy podobné (podle véty sus) a maji
tyz obsah. Jsou proto stfedové soumérné podle stfedu E a plati tudiz
X1X3 || Y1Y3. Ctyithelnik ABCD mé tedy nutné rovnobézné strany AB
a CD.

Naopak kazdy (konvexni) ¢tyFahelnik ABCD, v némz plati AB || CD,
vyhovuje podminkam ulohy. Za bod E pak zvolime stied usecky spojujici
stfedy rovnobéznych stran AB a CD; pozadovana vlastnost takového
bodu je zfejma.

Zdver: Podminkam tlohy vyhovuji pravé vSechny konvexni ¢tyiahel-

niky ABCD, v nichz AB || CD.

A-1lIl-1

Oznaéme a, = 4-32" +3-42". UkaZeme nejprve, Ze pro kazdé pfirozené
Cislo n je rozdil ay2—ay, délitelny tfindcti. Po tpravach obdrzime rovnost

Any2 —an =4- (812" —3%") 4+ 3. (256" — 42"). (1)
Polozme ve zndmém vzorci
AP — BP = (A— B)(AP"! + AP72B + ... + BP7Y),
ktery plati pro kazdé pfirozené p a pro libovolna dvé redlna &isla A a B,
nejprve p = 2", A = 81, B = 3 a poté p = 2”71, A = 2562, B = 42.
Protoze je 81 — 3 = 78 = 13- 6 a také 2562 — 4% = (256 — 4)(256 + 4) =

= 252260 = 13- 20 - 252, jsou oba séitanci na pravé strané rovnosti (1)
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¢isla délitelna 13. Je proto také rozdil a, 4o — a, délitelny 13. Cislo a;
neni délitelné 13, nebot a; = 84 = 13- 6 + 6, kdeZto ¢islo ag ¢islem 13
deélitelné je (az = 1092 = 13- 84). Uzitim principu matematické indukce
jiz snadno zjistime, ze a, je délitelné 13, pravé kdyz n je sudé. Tim je
ditkaz hotov.

Jiné FeSeni. Sestavme tabulku zbytkd pii déleni &isla a, = 4 - 32" +
+ 342" tfinacti.

n

32 19

VR
4-32" |10]12|10] 12|10
3.-42" | 9| 1

an 0 0

Zbytky obou &isel tvaru N2" uréujeme rekurentnd pomoci rovnosti
N2 = N2" . N2 = (N2n)2. Protoze 32 = 9 a 92 = 81 = 3 (mod 13),
vidime, Ze v druhém i tfetim fadku tabulky se pravidelné stfida trojka
s devitkou, zbytky ¢isla a,, pri déleni tfinécti se tedy (vzhledem k ¢islu n)
rovnéz opakuji s periodou 2. Cislo a,, je tedy délitelné t¥inacti, pravé kdyz
n je sudé.

A-1I-2

Protoze pfimka C'D je osou soumérnosti dvou vrcholovych thla APB
a EPF| lezi stfed I; kruznice vepsané trojuhelniku ABP na tsecce DP
a zaroven stfed Io kruznice vepsané c¢tyrfuhelniku PECE lezi na tsec-
ce CP (obr.49). Navic plati |[I; P| = |I2P|, nebot ob& zminéné kruz-
nice jsou shodné. Stfedy O, Oy kruznic vepsanych trojuhelnikiim ADP
a BCP (obr.50) pak lezi po fadé na tsekach Aly, By, nebot polo-
piimky Al a Bl; jsou osy odpovidajicich thlit DAP a CBP. Z rovnosti
|[LP| = |I3P| navic plyne, Ze trojihelniky API; a BPI>; maji stejny
obsah, protoZe se rovnaji i prislusné vysky |AD| = |BD).

Ozna¢me 71, ro poloméry kruznic vepsanych trojihelnikim ADP
a BCP. Vyjadfime-li pomoci nich oba zminéné obsahy (S(XYZ) znaci
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A D B
Obr. 49

obsah trojthelniku XYZ7), dostaneme
S(API) = S(AO, P) + S(O,PI;) =
= LIAP|-ry+ 0P| = (AP|+ L P),
S(BPI,) = S(BOyP) + S(O4PILy) =
= %IBPI T2+ %iIQP| g = %2(|BP| + |I2P)).

Vzhledem k tomu, ze S(API,) = S(BPI,), |[, P| = |I2P| a|AP| = |BP|,
plyne odtud r; = ro, coZ jsme méli dokazat.

Jiné ¥eSeni. Vzhledem k soumérnosti trojihelniku ABC podle osy C D
staci ukédzat, Ze se shoduji kruznice vepsané trojihelnikim BDP a BPC.

Vnéjsi spolecéné teény shodnych kruznic vepsanych thelnikim ABP
a PECF jsou rovnobézné se sttednou C'D, tedy kolmé na piimku AB.
Uvazujme tu z nich, kterd protina tsecky AD, PF a polopfimku opaé-
nou CB. Tyto pruseciky oznaéme po fadé D', P/, C' (obr.51). Ve stejno-
lehlosti, ktera zobrazi trojuhelnik BD’C’ na trojihelnik BDC, odpovi-
daji trojuhelnikim BD’'P’ a BP'C’ trojihelniky BDP a BPC. Protoze
kruznice vepsané ¢tyftuhelniku PECF je zaroven vepsana i trojuhelniku
BP’C’" a kruznice vepsana trojuhelniku ABP je zaroveil vepsana troj-
uhelniku BD'P’ a obé uvedené kruZznice jsou dle predpokladu shodné,
jsou shodné i jejich obrazy ve zminéné stejnolehlosti, tedy kruznice ve-
psané trojuhelnikim BDP a BPC.
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AN

A D' D B
Obr. 51
A-I1ll-3

Necht trojuhelnik ABC o obsahu 1 je vzorem vsech 2000 trojihelniki
ArBiCy, k € {1,2,...,2000}, v riznych posunutich. Obsahuje-li kazdy
A-T-4, ze prunikem vSech téchto trojuhelnikt je trojthelnik AgByCy,
ktery je podobny trojihelniku ABC, pri¢emz jeho strany AgBy, ByCo,
CpAp jsou po fadé rovnobézné se stranami AB, BC, CA a pro pomér
podobnosti A navic plati A € (1;1).

Je-li ApBiCr (k € {1,2,...,2000}) libovolny z danych trojahelni-
ki, je trojuhelnik AgBoCy jeho ¢asti, proto lezi vrchol Ax v poloro-
viné BoCyAp ve vzdalenosti nejvyse v, od hraniéni pfimky ByCy, kde
v, je velikost vysky trojihelniku ABC ptislugné vrcholu A. Na druhou
stranu je i vzdélenost strany By C} od vrcholu Ay nejvyse v,. Protoze na-
Ay By Cl, nemtze byt vzdalenost strany BxCy od strany BoCy || BrCk
vétsi nez %va. Vzdalenost vrcholu Ag od strany BoCy je Avg, dohro-
mady je tedy vzddlenost obou rovnobéznych pfimek ByCy, BoCp nej-
vyse min(%, 1—A) - v,. Vidime, Ze vSechny dané trojiahelniky lezi uvnitt
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pasu omezeného dvéma rovnobézkami ag || a1 | BoCo (obr.52), jejichz
vzdélenost od ByCy je v, a min(%7 1—A)-v,. Analogické tvrzeni mizeme
vyslovit i pro dalsi dva sméry CyAp a AgBy. Sjednoceni vSech danych
trojuhelnikt musi tedy lezet v pruniku vSech tii odpovidajicich pést.

Obr. 52

Rozlisime nyni dva pfipady podle toho, ¢emu se rovna min(%7 1-N).
1. Necht % <A< % Prinikem odpovidajicich tfi past je Sestithelnik,
ktery vznikne z trojuhelniku 7" ureného trojici pfimek (a1, b1, ¢1) odstra-
nénim tii trojahelnicka T,, Ty, T, urcenych trojicemi ptimek (ao, b1, c1),
(a1,bo,c1) a (ay, b1, co). V obr. 53 jsou vyznaceny nékteré pomérné vzda-
lenosti vzhledem k |AB]|, s jejichz pomoci zjistime, Ze trojihelnik T je

1 1
gy A /_J

Co

o=

C1

ap bo ay

Obr. 53

podobny trojuhelniku ABC' s pomérem podobnosti 1 + A a trojuhelniky
T,, Ty, T, jsou podobné trojiuhelniku ABC' s pomérem podobnosti A — %
7 vypoctenych pomért je zaroven ziejmé, Ze pro A = % se trojuhelniky
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Ta, Ty, T, stdhnou do jediného bodu, takze uvedeny Sestitthelnik se zre-
dukuje na trojuhelnik 7T'.
Pro obsah S(\) vyznaceného utvaru tak pro A < £ platl

(1+/\)2—3()\— %)2 =

Il

S(\)

2 8 8 1 22
N2 el = = =R = 1P = & = T = .
=20 -1 g <z -2 5=

2. Necht 2 < X < 1. Prinikem odpovidajicich tii péasti je opét Sesti-
uhelnik (obr.54), pficemz odpovidajici trojuhelnik 7' je podobny troj-

Obr. 54

thelniku ABC' s pomérem podobnosti 3 — 2A a trojuhelniky T,, T}, T
jsou podobné trojuhelniku ABC' s pomérem podobnosti 1 — A (v tomto
piipadé se Sestitthelnik zredukuje na trojthelnik T pro A = 1).

Pro obsah S(A) v tomto pfipadé plati

SN =(3-202-31-)?2=
=X _-6A+6=(1-3)2-35—-3=22

s rovnosti pro A = %

Zjistili jsme, ze sjednoceni viech trojuhelnikdt ApBiCr (kK = 1,
2,. 2000) je pro A# 2 5 Casti rovinného utvaru, jehoz obsah je mensi
nez . Pro A = 3 je pak casti Sestitthelniku s obsahem 2 . Strana tohoto
sestluhelmku kterd lezi napf. na pfimce ag, muze obsahovat jen konecné

mnoho vrcholit A; danych trojuhelnika A;B;C;, takze v Sestithelniku
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ur¢ité najdeme trojuhelni¢ek kladného obsahu, ktery do uvazovaného
sjednoceni nepatii. Obsah sjednoceni uvazovanych trojtahelniki je proto
i v tomto pfipadé mensi nez %. Tim je dikaz hotov.

A-Ill-4

Ze zadani plyne, Ze kazda z rovnic f(z) = 0, g(z) = 0 ma dva redl-
né korfeny, pfitom vSechny ¢tyfi kofeny obou uvazovanych rovnic jsou
navzajem razné. Oznalme z, xo kofery rovnice f(z) = 0. Plati tedy
f(z) = a(z — 1) (z — z2), kde a je realné &islo, a # 0. Cislo z; je podle
zadani rovnéz kofenem rovnice g(f(fL‘)) = 0, plati tudiz g(f(a:l)) =
= ¢(0) = 0. Odtud vyplyva, ze rovnice g(x) = 0 mé jeden kofen 0.
Oznalme b (b # 0) druhy kofen této rovnice. Je tedy g(z) = cz(z — b),
kde ¢ je realné &islo, ¢ # 0. Cisla 0 a b jsou podle zadani rovnéz kotfeny
rovnice g(f(z)) = 0:

9(f(0)) = cf(0)(f(0) =b) =0 a g(f(b)) =cf(b)(f(b) —b) =0.

Jelikoz &isla 0 a b nemohou byt kofeny rovnice f(z) = 0, plyne odtud
£(0) = f(b) =b.

Na ¢iselné ose jsou proto jak body 0 a b, tak i body z; a x5 soumérné
sdruzené podle z-ové soufadnice vrcholu paraboly y = f(z). Cisla 0, b,
x1 a zo (tvorici dle zadani aritmetickou posloupnost) mohou tedy byt
usporddana dvéma zpusoby:

e Cisla x; a x5 lezi uvnitf intervalu s krajnimi body 0 a b. Pak z; = %b
axy = %b (pti vhodné volbé indextt), tudiz

=10 =a(4)(-2) -2,

9
takze b = —
akze 55 2

a
3 3 , 9 9
f(z) —a<1’— %)<az—a) =ax ——2-a:+2—a.
e Cisla 0 a b lezi uvnitf intervalu s krajnimi body z; a z5. Pak 1 = —b

a o = 2b (pfi vhodné volbé indext), tudiz
b= f(0) = ab(—2b) = —2ab?,
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fior=afe- ) e+ 2) mart+ 3o

Zdvér: Uloze vyhovuji viechny kvadratické funkce f tvaru

9 9 1 1
f(z):az2_§.’1:+§(-l‘ nebo f(;[;):ax2+§x_£7

kde a je libovolné nenulové realné cislo.

A-1IlIl-5

Oznaéme ABCD uvazovany jehlan s podstavou ABC, kde |XACB| =
= 90°. Podle textu tlohy byl model rozfiznut podél obou odvésen AC
a BC podstavy a dale podél téznice z vrcholu D jedné ze stén BCD,
ACD. Pti fezu podél téznice ve sténé ABD by totiz nebylo mozné roz-
vinout model do roviny. Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme dale, ze
fez je veden podél t&Znice DE ve sténé ACD (obr.55), kdy po rozvi-
nuti do roviny vznikne atvar s hranici BCAFE;DFE,C1 B a pravym uhlem
u vrcholu C (obr.56). ProtoZe tento ttvar je ¢tverec (ozna¢me ho C),
jsou thly AE3D a DE,C; pravé (zadny z nich nemuze byt pfimy, nebot
jejich soudet je 180°). Proto je téZnice DE trojuhelniku ACD zaroven
jeho vyskou a body FEp, Es jsou vrcholy ¢tverce C.

D
D E,
A T
A
3z T
E

T
/]
B C E,*C T B *TC

Obr. 55 Obr. 56
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Kdyby vrcholy E; a Ey ¢tverce C byly sousedni, z rovnosti |E;Cy| =
= |E5A| a z toho, ze C ma vrchol C, by plynulo, ze C = CEyE; B, a tak
|BC| = |BE}|, coz ale odporuje rovnosti |[BC| = |BCy| (obr.57). Tak

E, D E,

Y
Cr TA
]
B C
Obr. 57

jsme (sporem) dokézali, ze vrcholy E; a Es ¢tverce C nejsou sousedni,
proto k vrcholim C patfi (kromé bodt Ey, F2 a C) nutné bod D (z tseku
E>DE, hranice BCAE;DE;C1 B).

Popsané body rozdéluji hranici ¢tverce C = CE5 D Ej na tseky, jejichz
délky jsou vyznaceny na obr.56 pomoci vyhodného oznaceni z = %a.
Délky ostatnich hran jehlanu spoéteme podle Pythagorovy véty:

|DC| = |DA| = /(32)? + ()2 = 2V10,
|DB| = +/(32)2 + (22)2 = V13, |AB|=zV5.

Abychom zjistili objem jehlanu ABCD, potiebujeme urcit velikost
jeho télesové vysky.

Oznaéime-li F' stfed hrany AB, vidime, Ze hrana AC je kolmé na
rovinu EF D, nebot AC L BC | EF a AC 1L DE. Rovina EFD je tedy
kolmé na zakladnu ABC.

Télesova vyska jehlanu je proto vyskou (z vrcholu D) trojuhelniku
DEF. Protoze DF tvori téznici trojuhelniku ABD, ze znamého vzorce
pro velikost téZnice dostaneme

9|DF|? = |DAJ* + |DBJ? - %IABF = f‘%;ﬁ,

takze strany trojihelniku DEF maji délky |DF| = %x\/éﬁ, |DE| = 3z
a |EF| = %|BC| = iz. Podle Heronova vzorce je obsah S takového
trojuhelniku roven

2
T
s=ZVEri+ PP R 1oy =

:91”_2 (7+ V41) (7 - V41) (5 + V41) (V41 - 5) = xzf,
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a tak ma jeho vyska v z vrcholu D velikost v = 2S/|EF| = 22v/2. Objem
V jehlanu ABCD je proto roven

2\/' _2v2 .
81

V== 2|AC|-|BC| v

wl»—l
l\’}lr—A

Zdveér: Objem uvazovaného jehlanu je g7 2243

Pozndamka. Ze ¢tverce lze popsanym zpusobem ¢tytstén ABCD po-
zadovanych vlastnosti vytvorit, kdyz je soucet dvou ze t¥i predpokla-
danych sténovych thla pfi vrcholu D vétsi nez thel tieti. Protoze je-
jich soudet je 90°, staci ovérit, ze kazdy z téchto tii thli je mensi nez
45°. Nerovnost |xCDB| < 45° je zfejma, zbylé dvé nerovnosti jsou
dtisledkem vypocth, podle kterych cos|xADB| = 9/v/130 > V2 a
tg|XCDA| = tg2|xC,DE| = 3 < 1.

A-1lI1-6

Rovnost 1000a + 100b + 10c+ d + 1 = (10a + ¢ + 1)(10b + d + 1) lze
upravit na tvar

100a(9 — b) + 10a(9 — d) + 10b(9 — ¢) + ¢(9 — d) = 0.

Pritom kazdy ze Gty scitanct na levé strané je nezéporné celé ¢islo,
proto bude tato rovnost splnéna, pravé kdyz bude kazdy z nich roven
nule. Protoze je a > 0, musi byt b = d = 9 a nasledné i ¢ = 9. V tom
pfipadé rovnici vyhovuje libovolna &islice a, a € {1,2,...,9}. ReSenim
ulohy jsou tedy pravé vSechna nasledujici ¢tyfmistna cisla: 1999, 2999,
3999, 4999, 5999, 6999, 7999, 8999 a 9999.
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