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Kategorie C

Texty tloh

C-1-1

Pti déleni jistého prirozeného ¢isla ¢isly 19 a 99 vyjdou jako zbytky dvé
prvodisla. Soucet obou netplnych podili se rovna 1999. Urcete délené
&islo. (J. Simsa)

C-1-2

Najdéte vsechny pravouhlé trojuhelniky, ve kterych spojnice stiedi ve-
psané a opsané kruznice svird s pfeponou thel 45 stupnt.
(M. Krallova)

cC-1-3

Zjistéte nejmensi pfirozend ¢isla k, pro néz plati jednotlivd tvrzeni a),
b) a c¢): Obsadime-li figurkami libovolnych &k poli Sachovnice 8 x 8, pak
budou obsazena nékterd
a) tfi sousedni pole n&kterého Fadku,
b) tfi sousedni pole nékteré Sikmé Fady,
c) Ctyfi sousedni pole nékterého fadku nebo sloupce.

Sikmou fadou rozumime takovou skupinu poli, jejichz thlopticky jed-
noho z obou smért lezi na jedné a téze primce. (J. Simsa)

C-1-4

Jirka zhotovil papirovy model pravidelného &tyrbokého jehlanu ABC DV
s podstavou ABCD. Kdyz pak model podél étyt hran roziizl, bylo ho
mozno rozvinout (bez ptekryti) do roviny. Kolik riznych siti daného
jehlanu tak mohl Jirka dostat? Ukézalo se, Ze sit, kterou Jirka dostal,
méla tvar (nekonvexniho) sedmithelniku. Vypoététe tthel AVB v boéni
sténé jehlanu. . (P. Letschner)
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C-1-5

V ¢iselném vyrazu

+14+24+3-4-5-6+7+8+9-10-11-12+...+
+595 4 596 + 597 — 598 — 599 — 600),

ve kterém chybi leva zavorka, jsou postupné vypsana vsechna prirozend
éisla od 1 do 600; pfed nimi se pravidelné opakuji tfi znaménka + a tfi
znaménka —. Dopliite levou zavorku do vyrazu tak, aby vySel vysle-
dek 378. (P. Cernek)

C-1-6

Je dan pravidelny Sestitthelnik K LM NOP. Sestrojte pravouhly trojihel-
nik ABC s pfeponou AB tak, aby jeho vrchol C leZel na useéce N P, body
M, O, K lezely po fadé na piimkich AB, BC, CA a aby ptimka NP
rozdélila trojihelnik ABC na dvé ¢asti se stejnym obsahem.

(K. Cernekovd)

C-S-1

Najdéte nejmensi pfirozené &islo k, pro které plati: Vybereme-li libo-
volnych k réiznych é&sel z mnoziny {1,4,7,10,13,...,1999}, pak mezi
vybranymi existuji dvé rizna ¢isla, jejichz soucet se rovna 2 000.

(J. Zhouf)

C-S-2

Ctverec ABCD a obdélnik AEFD maji takovou vzéjemnou polohu, Ze
bod B lezi na kruZnici vepsané trojuhelniku AEF. Vypocététe pomér
délky a sifky obdélniku AEFD. (J. Simsa)

C-S-3

Jestlize celé kladné c¢islo N vydélime ¢islem 19 a ziskany netplny podil
dale vydélime cislem 99, vyjde ndm pii druhém déleni stejny netplny
podil a stejny zbytek, jako kdyz ptuvodni ¢islo N vydélime ¢islem 1999.
Urdéete jak nejmensi, tak nejvétsi takové éislo V. (J. Simsa)
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cC-n-1

Ze dieva je vyrobeno Sest shodnych pravidelnych étyfbokych jehlant
a krychle. Sténa krychle je shodné s podstavami jehlanti. Uréete pomér
povrchu krychle a télesa, které vznikne slepenim podstav jehlant se sté-
nami krychle, je-li pomér objemu téchto téles 1 : 2. (P. Leischner)

C-1-2
Milan zapsal za sebe nékolik prvnich pfirozenych ¢isel, vynechal pfi tom

jen &isla 4, 9, 14, 19, 24, 29, ... Pak mezi zapsana Cisla vepsal sti¥idaveé
znaky minus a plus, takze dostal vyraz

1-243-54+6-74+8-104+11-124+13-15+...

Nakonec jesté vepsal levou zdvorku za kazdy znak minus a stejny pocet
pravych zavorek zapsal az na konec vyrazu:

1-(2+3—-(5+6—(7T+8—(10+11—(12+13— (15+...))))))

Vysledny vyraz mél hodnotu 103. Kolik éisel v Milanové vyrazu bylo?
(Zjistéte viechny moZnosti.) (P. Cernek)

cC-1n-3

Jaky nejvétsi pocet figurek je mozZno rozestavit na jednotliva pole hraci
desky z obrazku tak, aby v Zadné Sikmé fadé nebyla figurkami obsazena

zadna tfi sousedni pole? Nezapomeiite zdtivodnit, pro¢ vétsi pocet figurek
takto rozestavit nelze. (Sikmou fadou rozumime takovou skupinu poli,
jejichz ahlopficky jednoho z obou sméri lezi na jedné ptimce.)

(J. Bdbela)
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C-1-4

V roviné jsou dany body A, L, M takové, ze |AL| = 6,3cm, |[AM| =
=5,6cm, |[LM| = 1,8 cm. Sestrojte lichobéznik ABCD, jemuz lze vepsat
kruznici, ktera se dotyka ramene BC' v bodé L a zdkladny C'D v bodé M
(body dotyku se zdkladnou AB a ramenem AD lichobézniku ABCD
nejsou dany). (J. Simsa)
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ReSeni tloh

C-1-1

Obé déleni hledaného ¢isla N vyjadiime rovnostmi
N=19%+p a N =99b+ q,

kde a, b jsou prislusné netplné podily a p, ¢ prislusné zbytky. Podle zadani
jsou ¢isla p, g prvocisla, pricemz jako zbytky spliuji nerovnosti p < 19
a q¢ < 99. Nezaporna cela ¢isla a, b jsou dle zadani zase takova, ze jejich
soucet se rovna ¢islu 1 999. Proto plati b = 1999 —a a z dvojiho vyjadfeni
éisla IV,

N=19a+p=99-(1999 — a) + ¢,

odvodime rovnost 118a + (p — ¢) = 197 901. Protoze rozdil zbytkt p — ¢
je ,malé“ cislo, presnéji —99 < p — g < 19, je podle posledni rovnosti
¢islo 118a takovy nasobek ¢isla 118, jenz lezi mezi ¢isly 197901 — 19
a197901+99. Délenim 197 901 : 118 zjistime, ze 197901 = 1677-118+15.
Proto nutné plati a = 1677 (takze b = 322) a p — ¢ = 15. Z posledni
rovnosti plyne, ze jedno z prvocisel p, ¢ je liché a druhé sudé, tedy ¢ = 2
a p = 17. Zbyva vypocitat hodnotu N:

N =19-1677+17 =99 - 322 + 2 = 31 880.

Pozndmka. MizZeme také nejprve odhadnout velikost hledaného &is-
la N, napiiklad feSenim ,,pfiblizné“ rovnice N/19 + N/99 = 1999, ktera
ma kotfen N = 31865. Pak pomoci nejblizsich nasobku ¢isel 19 a 99
(19-1677 = 31863, 99 - 322 = 31878, 19 - 1678 = 31 882) urc¢ime jediné
mozné hodnoty netplnych podilii a, b (staci diskutovat pfipady N <
< 31878,31878 < N < 31882 a N > 31882).

Odpovéd': Hledané &islo je rovno 31 880.

C-1-2

Cdst A. Piedpokladejme, Ze kruZnice vepsana obecnému trojuhelniku
ABC se dotyka stran AB, BC, AC po fadé v bodech P, Q a R (obr.1).
7 hodin geometrie Zaci vi o soumérnosti obou tec¢en vedenych z daného
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Obr. 1

bodu k dané kruznici. Usecky AP a AR jsou tudiz shodné stejné jako
usecky BP a B(Q a usecky CQ a C'R. Ukazeme, jak lze délky

z=|AP|=|AR|, y=|BP|=|BQ|, z=|CQ|=|CR]|

vyjadrit pomoci délek stran a = |BC|, b = |AC|, ¢ = |AB|. Podle obr. 1
plati
r+y=c, y+z=a, x+z=0>0,

coZ je soustava t¥i linedrnich rovnic, z niz snadno plynou uziteéné vzorce

b+c—a a+c—b a+b—c
T = _

2 y Y= 2 )y 2= 2

Cidst B. Nyni predpokladejme, ze ABC je pravouhly A
trojuhelnik s pfeponou AB. Oznaéme S stied kruznice
vepsané a @, R jeji body dotyku s odvésnami BC, AC
(obr.2). Protoze SQCR je pravouhelnik, jehoZ sou-
sedni strany SQ a SR jsou shodné (maji délku rov-
nou poloméru p kruznice vepsané), jedna se o ¢tverec

o strané p. Délku useku z = |CQ)| jsme vSak vypocetli R
v casti A. Tak pro polomér o kruznice vepsané pra- S v.)
vouhlému trojthelniku s odvésnami a, b a pfeponou ¢ e BC
dostavame vzorec Q
at+b—c B
-9 Obr. 2

Cdst C. Piedpokladejme konecéné, ze ABC je pravouhly trojihelnik
s preponou AB, ktery spliiuje podminku z textu ulohy. Podle Thale-
tovy véty je stfed O kruznice opsané trojihelniku ABC stfedem pfe-
pony AB. Podle zadéni mé jeden z thla SOA, SOB (kde S je stied
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vepsané kruznice) velikost 45°; necht je to tthel SOB (obr. 3), jinak pro-
hodime oznaceni vrcholt A, B. Bod P, v némz se kruznice vepsand dotyka
strany AB, je pak vnitfnim bodem tusecky OB. Podle ¢asti A plati vzorec
|BP| = §(a+ c—b), takze

a+c—b_ b—a

€
2 2 2

|OP| = |OB| — |BP| =

Vyjadrfili jsme délku odvésny OP pravothlého trojihelniku SOP. Jeho
druhd odvésna SP mé podle &asti B délku |SP| = ¢ = J(a+b— c).
Protoze vsak tthel SOP ma dle predpokladu velikost 45°, je trojahelnik
SOP rovnoramenny:

a a+b-c

bh—
|OP| = |SP|, neboli 5 = 5 neboli 2a = c.

Strany pravouhlého trojthelniku ABC jsou proto v pomérua :b:c =
=1:+/3:2, takZe jeho vnitini ahly jsou, jak je dobfe znamo, 30°, 60°
a 90°. Pro tuplnost je tfeba jesté ukdzat, ze takovy trojihelnik skutecné
pozadovanou vlastnost ma. To 1ze provést obracenim predchoziho postu-
pu: z rovnosti 2a = ¢ se odvodi rovnost |OP| = |SP)|, kterd znamen4,
ze pravouhly trojuhelnik SOP je rovnoramenny, takze uhel SOP ma
skutecné velikost 45°.

A A

B B

Obr. 3 Obr. 4
Strucné fesent podle obr. 4: Usecka SO svira s preponou AB thel 45°,
pravé kdyz |OP| = |SP|. Protoze vSak |SP| = |SR| = |QC| a |PB| =
= |QB|, je rovnost |OP| = |SP| ekvivalentni s rovnosti |OP| + |PB| =
= |QC| + |@QBj, tedy s rovnosti |OB| = |BC|. Podle Thaletovy véty vak
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vzdy plati |OB| = |OC]|, takze rovnost |OB| = | BC| nastane, pravé kdyz
je trojuhelnik OBC rovnostranny, tedy pravé kdyz tthel ABC méfi 60°.

Odpovéd': Pozadovanou vlastnost maji pravé ty pravothlé trojtahelni-
ky, jejichz ostré vnitini thly maji velikost 30° a 60°.

C-1-3

Danou fadu 11 pismen rozdélime nejprve zleva doprava na skupiny po
4, 4 a 3 pismenech. Protoze nikde za sebou nestoji ¢tyii pismena B, je
v prvni skupiné ¢ty pismen obsazeno asporni jedno A, totéz platii o druhé
skupiné ¢tyf pismen. Tak jsme dokazali, Ze v celé fadé 11 pismen jsou
aspoti dvé A. Mohou to byt pravé dvé A, jak ukazuje ptiklad fady BBBA-
BBBABBB. Podruhé rozdélime celou fadu zleva doprava na skupiny po
3, 3, 3 a 2 pismenech. Protoze nikde za sebou nestoji tfi pismena A,
je v kazdé skupiné tfi sousednich pismen asponi jedno B. Protoze jsme
vyclenili tfi takové (disjunktni) skupiny, jsou v celé fadé aspon t¥i pis-
mena B. Jinak feCeno, v celé fadé 11 pismen je nejvySe osm pismen A.
MizZe to byt pravé osm A, jak ukazuje priklad fady AABAABAABAA.
Kdybychom fesili obecnéjsi Glohu o fadé N pismen A a B, ve které nikde
za sebou nestoji ani a pismen A, ani b pismen B, o odpovédi na stejnou
otazku by rozhodovala déleni N : a a N : b (se zbytky).

a) Vsimnéme si, Ze v kazdém Ffadku je mozné obsadit nejvyse Sest poli
tak, aby mezi obsazenymi nebyla zddna t¥i sousedni pole (staéi rozdélit
vSech osm poli fadku na skupiny 3, 3 a 2 sousednich poli a zopakovat
uvahu z predchoziho odstavce). Proto lze na celé Sachovnici obsadit nej-
vyse 8 x 6 = 48 poli tak, aby v zddném fadku nebyla obsazena tfi sou-
sedni pole. Jinak feceno, obsadime-li libovolngch 49 poli, pak obsazena
budou nékterd tfi sousedni pole nékterého fadku. Tento jev nenastane
pro (jediné) obsazeni 48 poli, které vidite na obr.5, kde jsou obsazena
pole vyznadena Srafovanim (zminéna jedineénost plyne z toho, Ze je je-
diné moZné obsazeni Sesti poli v kazdém Fadku). Proto je hledané &islo &
rovno 49.

b) Zkusme postupovat obdobné jako pfi feSeni ¢asti a). Vyberme tedy
jeden z obou sméru Sikmych Fad, napfiklad smér ,zleva zdola napravo
nahoru“ a posuzujme, kolik poli 1ze obsadit v jednotlivych $ikmych fa-
déach vybraného sméru tak, aby v Zddné z nich nebyla obsazena Zadna t¥i
sousedni pole. Pocéty v8ech poli v téchto 15 fadach jsou (shora dolt) 1, 2,
3,4,5,6,7,8,7,6,5,4, 3,2 al; proto v nich lze pozadovanym zptisobem
(pfi pozadované podmince) obsadit po fadé nejvyse 1, 2, 2, 3, 4, 4, 5, 6,
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5,4,4, 3,2, 2 a1l pole (znovu uplatnime tvahu o disjunktnich trojicich
sousednich poli z tvodniho odstavce). Proto lze na celé sachovnici obsadit
nejvyse

1424+24+34+4+4+5+6+5+4+4+3+2+2+1=48

poli tak, aby nebyla obsazena zadnd tfi sousedni pole zadné sikmé rady
vybraného sméru. Obsadime-li s touto podminkou v kazdé z uvazovanych
15 sikmych fad nejvétsi mozny pocet poli vhodnym zptisobem (v fadach
o1, 2,5 a8 polich je toto ,,maximalni“ obsazeni jediné, v fadach o 3,
4, 6 a 7 polich nikoliv, zvolme i v nich obsazeni z pohledu zleva doprava
typu XXOXXO...), dostaneme na celé Sachovnici opét obsazeni 48 poli
z obr. 6. Co je dulezité: pri tomto obsazeni také v sikmych fadach dru-
hého sméru nejsou nikde obsazena tfi sousedni pole! Shriime, co jsme
zjistili:
1. Obsadime-li na Sachovnici libovolnych 49 poli, budou mezi nimi tii
sousedni pole nékteré sikmé fady zvoleného sméru.
2. Na Sachovnici 1ze obsadit 48 poli tak, aby mezi nimi nebyla zadna tfi
sousedni pole zadné Sikmé fady (jednoho i druhého sméru).

Obr. 5

To znamena, Ze pro ¢ast b) tlohy je hledané ¢&islo k£ rovno 49. Dodejme,
Ze existuji pravé Ctyfi rizna obsazeni 48 poli zminéna v (2). Kromé
uplného obsazeni Sesti sloupct z obr. 5 a obsazeni, které je jeho otocenim
0 90° (je tedy Uplnym obsazenim Sesti Fad), je to zajimavé obsazeni
z obr.6 a jeho ,zrcadlové preklopeni®.

DUKAZ. Jak vime, pti kazdém obsazeni 48 poli zminéném v (2) musi
byt v kazdé sikmé fadé Sachovnice obsazen nejvétsi mozny pocet poli
(vycet téchto maximélnich poét jsme uvedli vyse); na obr.7 jsou zné-
zornény fady poli délek 1 az 8, Srafovanim jsou v nich vyznacena praveé
ta pole, kterd jsou nutné obsazena, je-li v celé fadé jakkoliv obsazen pii-
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Obr. 7

sludny maximalni pocet poli (pfipomindme podminku: obsazena nejsou
74dna t¥i sousedni pole); znovu zopakujme, Ze vSechna obsazena pole
jsou vyznadena pouze v fadach o 1, 2, 5 a 8 polich. Odtud plyne, Ze pii
libovolném obsazeni 48 poli zminéném v (2) je nutné obsazeno 36 poli
vyznacenych na obr. 8; dale uz je snadné ukazat, ze zbyvajicich 12 obsa-
zenych poli je tvofeno dvéma Sesticemi poli znacenych na obr. 8 jednou
z dvojic pismen: A a C,B a C, A a D nebo B a D (obr. 5 odpovida dvojici
pismen B a D, obr. 6 dvojici A a D).

EFAAPAACEIA
EAACE AL

Obr. 9

¢) Jako v C4sti b) se zajimame o skupiny poli dvou smért, v tomto
pripadé o fadky a sloupce. Posuzujme naptiklad nejdiive, kolik poli 1ze
obsadit v jednotlivych Fadcich tak, aby v Zddném z nich nebyla obsa-
zena Ctyfi sousedni pole. Jak zjistime pomoci rozdéleni fadku na dvé
Gtvefice sousednich poli, obsazenych poli bude v kazdém fadku nejvyse
Sest. Proto lze na celé Sachovnici obsadit nejvyse 8 x 6 = 48 poli tak,
aby v zddném tadku nebyla obsazena ¢tyfi sousedni pole. Jinak feceno:
obsadime-li libovolnych 49 poli, pak obsazena budou ¢tyfi sousedni pole
nékterého Fadku. (Je zajimavé srovnat tento zavér s obdobnym zavérem
z TeSeni ¢asti a), kde jsme se zajimali nikoliv o ¢tvefice, nybrz o tro-
jice sousednich poli.) Nyni samoziejmé vznika otézka, zda je mozné na
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Sachovnici obsadit 48 poli tak, aby nebyla obsazena ¢tyfi sousedni pole
nejen v zddném tadku, ale ani v zddném sloupci. Takova obsazeni exis-
tuji, dva priklady vidime na obr.9 a 10. Proto i v ¢asti ¢) je hledané
¢islo k rovno 49. Bez dikazu dodejme jesté popis viech obsazeni 48 poli
Sachovnice, kdy mezi obsazenymi poli nejsou ¢tyfi sousedni pole Zddného
fadku ani sloupce: Celou Sachovnici rozdélime na ¢tyfi étvrtiny 4 x 4,
v jedné z nich, napiiklad levé horni ¢asti, obsadime z 16 poli pravé 12
tak, aby v ni ztstalo neobsazeno pravé jedno pole v kazdém ze Ctyt radka
i v kazdém ze ¢tyr sloupct (to je mozné udélat 4-3-2 = 24 zpisoby, jeden
z nich, odli$ny od zpusobt z obr.9 a 10, je na obr.11), a toto obsazeni
shodné preneseme vodorovnymi a svislymi posunutimi o &ty¥i pole do

v’ v

ostatnich t¥{ étvrtin celé Sachovnice.

I%

7
7

77
Z %%l

i
!
%%l%%%l%
zzzmzzznm

Obr. 10

Odpovéd: Hledané éislo k je pro kazdou z ¢asti a)-c) rovno témuz
¢islu 49 (pofadovému ¢islu tohoto roéniku MO).

C-1-4

Pocet ruznych siti daného jehlanu uréime tak, Ze nejprve vSechny mozné
sité nakreslime. Abychom nékterou moznost neopomenuli, méli bychom
do vyctu siti vnést urcity systém. PopiSseme dva pristupy, které takovy
systém vytvareji.

Pristup 1 (,0d sité k jehlanu®). Kazda sit bude slozena z jednoho
Gtverce o strané a a Ctyf rovnoramennych trojahelnikt o stranach a,
b, b, kde a znadi délku podstavné hrany a b délku bo¢ni hrany daného
jehlanu ABCDV'. Piemyslejme tedy o tom, jak takovy étverec a Ctyfi
trojuhelniky ,slepit podél shodnych stran do ,celku“ a zda tento celek
skuteéné vytvori sif jehlanu. Je velmi pfirozené rozélenit feSeni tohoto
ukolu podle poctu stran ctverce, které budou slepeny (mozné pocty jsou
1 az4).
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Pristup 2 (,0d jehlanu k siti“). Pfemyslejme o tom, jak rozfiznout
dany jehlan ABC DV podél étyt hran, abychom po rozvinuti dostali jeho
sit. (Brzy si pfi tom uvédomime jeden obecny poznatek: z kazdého vr-
cholu télesa musi vychézet aspor jedna hrana fezu.) ProtoZze nam jde
o pocet riznych (tj. po dvou neshodnych) siti, s ohledem na symetrii da-
ného jehlanu neni ptili§ vhodné systematizovat ¢tverice hran fezu podle
toho, zda obsahuji nékteré konkrétni hrany (jako napi. hrany AB, AV
apod.). Vyhodnéjsi je rozdéleni téchto étvefic do skupin podle toho, kolik
hran tezu je v jehlanu podstavnych (a kolik bo¢nich).

Protoze oba popsané pfistupy vedou ke shodné systematizaci (je-li
pravé k hran fezu podstavnych, je v prislusné siti pravé 4 —k stran ¢tverce
slepeno s trojuhelniky), popiSeme vycet vSech siti jen podle ptistupu 2:
1. Nelezi-li v podstavé ABCD zadna hrana fezu, je jehlan roztiznut

podél viech ¢tyt boénich hran, pfislusna sit je na obr. 12.

Vs Vi
1% 1%
D C 4 C
Vy Vo Vo
A B A B
v amva
A B Vi A B V3
Obr. 12 Obr. 13

2. Predpokladejme, ze v podstavé ABCD lezi jedina hrana fezu, napii-
klad hrana AD. Z vrcholi B a C musi vychéazet néjaké hrany fezu,
mohou to tedy byt jediné hrany BV a CV. T¥i hrany fezu jsou tedy
AD, BV a CV, s ohledem na symetrii je lhostejno, zda je ¢tvrtou
hranu fezu AV nebo DV, necht je to tedy hrana AV jako na obr.13.

3. Predpokladejme, Ze v podstavé ABCD lezi pravé dvé hrany fezu.
Rozlisme, zda jsou to hrany sousedni (napf. AB a AD), nebo hrany
proté&jsi (napt. AD a BC); pro vétsi prehlednost oba pfipady posudme
v oddélenych odstavcich:

(3a) Je-li podstava roziiznuta pravé podél hran AB a AD (takze fezem
v podstavé je lomend ¢ira BAD), musi byt tfeti hranou fezu
hrana C'V, étvrta hrana fezu je pak jedna z hran AV, BV nebo
DV. S ohledem na symetrii pfipadi, kdy je ¢tvrtou hranou fezu
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BV nebo DV, uvadime jen obrazky pro hrany fezu AV (obr.14)
a BV (obr.15).

Va Wi
1% 1%
B,
As G a1 #
D Vi D Vs
cA B c A B
Y.\ A V.
A B A B
Obr. 14 Obr. 15

(3b) Je-li podstava roziiznuta pravé podél hran AD a BC, je tfeti
hranou fezu jedna z bo¢nich hran AV, DV a ¢tvrtou hranou fezu
jedna z bo¢nich hran BV, CV (nemohou to totiz byt ani obé
hrany AV, DV, ani obé hrany BV, CV). S ohledem na symetrii
stadi rozlisit jen dva pfipady: boéni hrany fezu jsou bud AV a BV
(obr.16), nebo AV a C'V (obr.17).

Vi Va
v v
Al B1 Al
DI c pl ¢
Al—1B A—1B
Ch
Y\ v
A B Vs A i i
Obr. 16 Obr. 17

4. Piedpokladejme, ze v podstavé ABCD lezi pravé tii hrany fezu, na-
priklad hrany AB, BC a CD, takze fezem v podstavé je lomena
éara ABCD. S ohledem na symetrii nyni staci rozlisit jen dva ptipa-
dy: &tvrtd hrana fezu vede do vrcholu V budto z jednoho z obou
krajnich vrcholtt zminéné lomené ¢ary ABCD, napfiklad bodu A
(obr.18), nebo z jednoho z obou prostfednich vrchold, napiiklad
bodu B (obr. 19).
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A
! Ci C
D C D C
v, Vi
o A B c A B
v\ vV B
A B A B
Obr. 18 Obr. 19

Zjistili jsme, Ze dany jehlan ma pravé osm ruznych siti. (Vétsina zdkh
asi spravné vSech osm siti do svych feSeni nakresli, anizZ pociti nutnost
vysvétlovat, proc¢ jiné sité neexistuji. Diskutujme s nimi o této otézce.)

Prejdéme nyni k druhé éasti tlohy, otazce, kdy néktera ze siti daného
jehlanu ma tvar nekonvexniho sedmithelniku. Podle obrazku vidime, ze
kazda sift ma, obecné vzato, osm vrcholt; jejich pocet se snizi na sedm,
pravé kdyz se tihel u jednoho z osmi obecnych vrcholi ,naptimi“, tj. bude
mit velikost 180°. Velikosti vSech dotyénych thla lze snadno vyjadrit
pomoci w = |XAVB| a a = |xBAV|; zjistime tak, popsand situace
nastane, jen kdyz jeden z thla

2a, a4+ 90°, 2a+ 90°, 2w, 3w nebo 4w (%)

bude 180°. Polozme si nyni ponékud obecnéjsi otazku: Jaké hodnoty «
a w jsou pripustné, tj. odpovidaji néjakému jehlanu ABCDV? Oznaéme
S stied ¢tverce ABCD a E stfed hrany AB (obr.20), z pravothlého

V

AW

A E B
Obr. 20

trojahelniku EVS plyne, Ze |[EV| > |ES| neboli |EV| > |AE|, proto
pro thel « v pravothlém trojahelniku AVE plati 45° < a < 90° (pro
« = 45° bychom dostali ,zdegenerovany“ jehlan s nulovou vyskou, pro
a = 90° jehlan“ s nekone¢nou vyskou, tedy hranol). Zarover je jasné,
ze pro kazdé o € (45°,90°) odpovidajici jehlan existuje. Odtud vzhledem
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k rovnosti 2« + w = 180° plyne, ze pripustné hodnoty w zaplni interval
(0°,90°). Proto z hla (%) mohou byt pfimé jediné hly 3w a 4w. Pro
w = 60° maji tvar sedmithelniku sité z obr.15 a 16, pro w = 45° sité
z obr.18 a 19.

Odpovéd': Jirka mohl dostat pravé osm rtznych siti. Uhel AVB mél
velikost 45° nebo 60°.

C-1-5

Rozdélime je do péti etap.
Cdst A. Podle zptisobu opakovani znamének rozdélime dany vyraz
(jesté bez obou zévorek) na 100 Gseki po Sesti Eislech

+14+2+3-4-5-6, +7+8+9—10—11-12,
+13+14+15-16—17—18, ...,
+589 + 590 + 591 — 592 — 593 — 594,
+595 + 596 + 597 — 598 — 599 — 600

(Fikejme jim déle struéné ,useky“). P¥i vypoctu celého vyrazu bude vy-
hodné urcovat ,,dil¢i soucty” pravé po téchto tsecich: po doplnéni chy-
bé&jici levé zavorky se totiz narusi ,celistvost® jediného useku (toho, do
kterého zavorku doplnime).

Ulozte zéktm tukol, aby vypsali ¢isla toho useku, ktery obsahuje dané
&slo x, napiiklad z = 24, = = 100, z = 571 apod. Zaci si tak uvédomi,
jaky vyznam ma pii tom zbytek pti déleni ¢isla x ¢islem 6, a tim se pfi-
pravi na to, aby dokézali zapsat ¢isla v k-tém tseku (k = 1,2,3,...,100)
takto:

6k — 5, 6k — 4, 6k —3, 6k —2, 6k — 1, 6k.

Cast B. Uréeme nyni hodnoty vyrazt tvofenych jednotlivymi tseky.
Po nékolika prvnich vypoctech

1+424+3-4-5-6=-9, 74+8+9-10—-11-12=-9,

dojdeme k zavéru, ze pro kazdy usek vyjde —9. Ovéfme to nasledujicim
algebraickym postupem, pri¢emz prvni ¢islo iseku oznacime pismenem z:

z+(z+1)+(z+2)— (z+3)—(z+4)— (z+5) = (3z+3)— (3z+12) = —9.
(V tomto misté jesté neni dulezité, Ze Cislo z je tvaru 6k — 5.)
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Cdst C. Zjistime nyni mozné hodnoty V zkoumaného vyrazu v piipa-
dé, kdy chybéjici levou zavorku vepiSeme pted Cislo z nékterého konkrét-
niho tiseku, napfiklad toho, ktery obsahuje ¢islo 100:

V=14...4 %97 4+%98 499 —+100 — 101 —*102 +103 + ... — 600)

"
nékam sem doplnime zavorku

Hvézdigkami jsme oznadili moznéa mista pro dopliiovanou zavorku. Snad-
no uréime, Ze pred &slem 97 je 16 tisekl a Ze za Cislem 102 je 83 tseku
(16 + 83 = 99, nezapoditany sty usek je tvofen Cisly od 97 do 102).
Je ziejmé, Ze pokud umistime zavorku na misto pted ¢islo 97, 98 nebo
99, tedy za znaménko plus, prispéje do vysledku V' vsech 100 useki
&slem —9, takze vyjde V = 100 - (—9) = —900. Umistime-li zédvorku
na misto pied ¢islo 100, 101 nebo 102, tedy za znaménko minus, piispéje
16 tseki (pred cislem 97) do vysledku V éislem —9, zatimco 83 tsekt
(za &islem 102) pfispéje &islem —(—9) = 9. Se zavorkou pfed ¢islem 100
tak vyjde

V=16-(-9)+97+ 98+ 99 — 100 + 101 + 102 + 83 - 9 = 1 000,
se zavorkou pred ¢islem 101

V=16-(-9)+97+ 98499 — 100 — 101 + 102 4 83 -9 = 798,
konec¢né se zavorkou pred CGislem 102

V=16-(-9)+ 97+ 98+ 99 — 100 — 101 — 102 + 83 - 9 = 594.

Cidst D. Konkrétni postup z ¢asti C nyni zopakujeme v obecné situaci,
kdy zavorku doplnime do k-tého tiseku, na misto nékteré z hvézdicek:

V =1+...+%[6k — 5] + x[6k — 4] + *[6k — 3] —
— *[6k — 2] — x[6k — 1] — *[6k] + ... — 600)

(vyjadfeni ¢isel jsme zapsali do hranatych zavorek kvili odliseni od vepi-
sované kulaté zavorky). V ¢asti C bylo k rovno &islu 17, nyni je to libo-
volné pfirozené ¢islo od 1 do 100 véetné. Pred &islem 6k — 5 je zfejmé
(k — 1) tseki a za Cislem 6k je (100 — k) useki. Pokud umistime za-
vorku na misto pfed ¢&islo 6k — 5, 6k — 4 nebo 6k — 3, tedy za znaménko
plus, prispéje do vysledku V' vSech 100 tseku cislem —9, takze vyjde
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V' =100- (—9) = —900. Umistime-li zavorku na misto pred &islo 6k — 2,
6k — 1 nebo 6k, tedy za znaménko minus, pfispéje prvnich (k — 1) tsekt
¢islem —9, zatimco poslednich (100 — k) useki pfispéje ¢islem —(—9) = 9.
Se zavorkou pred ¢islem 6k — 2 tak vyjde

V= (k—1)-(-9)+ [6k — 5] + [6k — 4] + [6k — 3] — [6k — 2] + [6k — 1] +
+ [6k] + (100 — k) - 9 = 898 + 6k,

se zavorkou pred Cislem 6k — 1

V= (k—1)-(=9)+ [6k — 5] + [6k — 4] + [6k — 3] — [6k — 2] — [6k — 1] +
+ [6K] + (100 — k) - 9 = 900 — 6k,

konec¢né se zavorkou pred ¢islem 6k

V= (k—1)-(=9) + [6k — 5] + [6k — 4] + [6k — 3] —
— [6k — 2] — [6k — 1] — [6k] + (100 — k) - 9 = 900 — 18k.

Nasli jsme vSechny mozné hodnoty V' zkoumaného vyrazu po doplnéni
levé zavorky.

Cdst E. Zjistime nyni vSechny pfipady, kdy vysledek V méa hod-
notu 378 ze zadani tlohy. Podle ¢asti D stadi fesit rovnice

898 + 6k = 378, 900 — 6k = 378, 900 — 18k = 378

v oboru pfirozenych é&sel k od 1 do 100. Reeni ma pouze druha a tfeti
rovnice, a to k = 87 resp. k = 29. Hodnoté k = 87 odpovida umisténi
zévorky pred ¢islo 6k — 1 = 521, hodnoté k = 29 odpovidd umisténi
zévorky pred ¢islo 6k = 174.

Odpovéd': Uloha mé dvé fedeni; zavorku doplnime budto bezpro-
stfedné pred cislo 521, nebo bezprostiedné pred ¢islo 174.

C-1-6

Jak je tomu u feSeni konstrukénich tloh obvyklé, na¢rtneme nejdiive
do jednoho obrazku dany Sestithelnik K LM NOP i hledany trojtahel-
nik ABC tak, aby jejich tvar i vzajemna poloha aspon priblizné odpovi-
daly zadani (obr.21). Specialni poloha danych boda K, L, M, N, O, P
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Obr. 21

nebude mit na zpusob konstrukce trojihelniku ABC zadny vliv. Proto
je mozné k rozboru tulohy vyuzit i takovy nacrtek, do kterého nejprve
nakreslime pravouhly trojthelnik ABC, teprve pak na primkich AB,
BC, CA libovolné vybereme body M, O, K; koneéné vybér bodu N a P
podiidime pouze tomu, Zze body N, C, P maji v tomto pofadi leZet na
piimce, jez déli trojihelnik ABC na dvé ¢asti se stejnym obsahem; jde
tedy o pfimku CS, kde S je stfed strany AB.

7 obr. 21 je patrné, ze bod C muzeme sestrojit jako prisecik tsecky
NP s Thaletovou kruznici 7 nad primérem OK , nebot tthel OCK je pra-
vy. Jakmile takto nalezneme bod C, sestrojime pfimky a = OC = BC
ab= KC = AC. Viimnéme si nyni trojihelniku SBC. Podle Thaletovy
véty plati |SC| = |SB|, takze pfimka a svird shodné ostré uhly s pfim-
kami PN a AB (tyto uhly jsou vyznaceny na obrizku). Protoze ptimka
a je jiz sestrojena a pfimka PN je uréena zadanim tlohy, mé podle pred-
chozi véty (prozatim neznamad) ptimka ¢ = AB jednozna¢né uréeny smér;
protoZe ma tato primka ¢ navic prochézet danym bodem M, muzeme ji
nyni sestrojit. Pak uz ur¢ime vrcholy A a B jako pruseéiky piimky c
po tadé s pfimkami b a a. Tim je cely postup konstrukce hotov. Dtkaz
spravnosti: vysledkem konstrukce je zfejmé pravouhly trojuhelnik ABC
s pfeponou AB, jehoZ vrchol C' lezi na tiseéce NP a jehoz strany BC,
CA, AB lezi po fadé na primkach a, b, ¢, které prochéazeji po fadé body
O, K, M; zbyva vysvétlit, pro¢ prusecik S pfimky PN s pfeponou AB
je jejim stfedem. To ale plyne z toho, ze podle konstrukce ma trojuhelnik
SBC shodné uhly pti vrcholech B a C.
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Ze vzadjemné polohy usecky NP a kruznice 7 nad primérem OK
plyne, Ze pro kazdy pravidelny Sestitthelnik K LM NOP ma tloha jediné
feseni.

C-S-1

Ozna¢me M = {1,4,7,10,13,...,1999} a vypiSme vSechny soucty dvou
ruznych (to uz nebudeme déle zduraziiovat) ¢isel z M, které se rovnaji
¢islu 2 000:

2000=1+41999=4+41996="T7+1993 = ... =997+ 1003.

S vyjimkou jediného ¢isla 1000 vystupuje kazdé ¢islo z M v préavé jed-
nom souctu (soucet 1000 + 1000 se dle zaddni neuvazuje). Protoze
997 = 1 + 3 - 332, je vypsano pravé 333 soucti. Lze tedy vybrat 334
¢isel z M (po jednom z kazdého vypsaného souctu spolu s é&islem 1000,
tedy napfiklad ¢isla 1,4,7,...,997,1000) tak, Ze soudet zadnych dvou
vybranych ¢isel neni 2000. Vybereme-li v8ak libovolnych 335 &isel z M,
pak nékterd dvé vybrana ¢isla jsou séitanci jednoho z vypsanych soucét
(zopakujme: vypsanych souctt je 333 a chybi v nich jediné c1slo z M).
Proto je kK = 335 hledana hodnota.

C-§-2

ProtoZe oba pravotuhelniky musi lezet ve stejné poloroviné s hrani¢ni
pfimkou AD, lezi bod B na polopfimce AE. Proto se zminéna kruznice
dotykéa strany AE trojuhelniku AEF pravé v bodé B. Body, v nichz
se kruznice dotyka stran EF a FA, ozna¢me po fadé G a H (obr.22).
Oznadme jesté a = |AB| = |EF| a necht |AE| = ka, k > 1. Ze sou-

D 9 F

71
_/

A B E
Obr. 22
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mérnosti dvojic te¢en ke kruznici plynou rovnosti |[AH| = |AB| = a,
|EG| = |EB| = |AE| - |AB| = (k — 1)a, |FH| = |FG| = |EF| - |EG| =
= (2—k)a, tudiz |AF| = |AH|+ |FH| = (3 — k)a. Pythagorova véta pro
trojuhelnik AEF tak dava rovnici (3 — k)? = k2 + 1, jeZ je po tpravé
linedrni a mé (jediny) koten k = 3.

Odpovéd: Hledany pomér je 4 : 3.

C-S-3

Zminéna tii déleni zapiSeme rovnostmi N =19a+b,a =99c+d a N =
= 1999¢+d. Odtud vyplyva, ze 19(99c+d) +b = 1999c+ d, neboli 18d+
+b = 118c. Nejmensi a nejvétsi vyhovujici N najdeme podle nejmensiho
a nejvétsiho mozného netplného podilu ¢ (pfi déleni éisla N &islem 1 999).
Z rovnosti 18d + b = 118c¢ plyne predevsim, ze ¢ > 0 (kdyby bylo ¢ = 0,
bylo by b =d =0, tedy i N =0, ale N je kladné); pro ¢ = 1 z rovnosti
18d + b = 118 usoudime, Ze d = 6 a b = 10 (nebot pro zbytek b pfi
déleni N : 19 plati 0 £ b £ 18). Proto je nejmensi N rovno &islu
1999-1+6 = 2005. Abychom zjistili nejvétsi IV, poznamenejme nejdiive,
%e pro zbytky d a b pfi délenich a : 99 a IV : 19 plati nerovnosti d < 98
a b £ 18, z nichZ plyne odhad 118¢ £ 18- 98 + 18, odkud ¢ £ 15. Pro
¢ = 15 ovSem z rovnosti 18d + b = 118 - 15 vyplyva, Zze d = 98 a b = 6,
nebot 0 < b < 18 a 11815 = 1770 = 18 - 98 + 6. Nejvétsi N je tudiz
rovno 1999 - 15 + 98 = 30 083.

Odpovéd': Nejmensi vyhovujici N je 2 005, nejvétsi takové N je 30 083.

C-H-1

Povrch vzniklého télesa je tvofen vSemi
24 boénimi sténami danych Sesti jehlanu.
Oznacme v vysku téchto jehlani a a délku
jejich podstavné hrany (jez je shodnd s hra-
nou dané krychle). Ze zadani alohy vyply-
vé, ze objem jednoho jehlanu je Sestinou
objemu krychle, tedy 1a?v = $a®, odkud
v o= %a. Boéni sténa jehlanu je rovnoramenny trojihelnik, pro jehoz
vysku w z hlavniho vrcholu (obr.23) plati podle Pythagorovy véty rov-
nost w? = v? + (3a)?, odkud po dosazenli v = %a vychdzi w = 1v2a.

Proto je obsah bo¢ni stény jehlanu roven jaw = %\/iaz. Vysledné téleso

mé povrch 24krat vétsi, tedy 6v/2a?, zatimco povrch krychle je 6a2.
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Odpovéd': Pomér povrcht ptivodni krychle a vysledného télesa je 1 :
V2.

Pozndmka. Za danych predpokladt vznikne slepenim téleso, které
bude mit dvanact shodnjch stén (tzv. kosoc¢tvereény dvandactistén). Uve-
dené shodné jehlany maji totiz v souctu stejny objem jako dané krychle
a dostaneme je, kdyz krychli rozdélime na Sest shodnych jehlani se spo-
le¢nym hlavnim vrcholem ve stfedu krychle.

C-11-2

V daném vyrazu odstranime zavorky a ¢isla sdruzime do &tvetic:

1l =23 eple=T= 8+ 10+

v

+11-12-13+15+16—-17—-184+20+...

(posledni skupina je kratsi, neni-li pofet N vSech ¢&isel ndsobkem &tyf).
Cisla v i-té skupiné (i = 1,2,...) tvoii vyraz (5i—4)—(5i—3) — (5i—2)+54,
jehoz hodnota je zfejmé rovna jedné (nezavisle na indexu 7). Proto je
hodnota V' celého vyrazu v ptipadé N = 4k rovna V = k, v pfipadé
N =4k+1rovna V = k+ (5k+ 1) = 6k + 1, v ptipadé N = 4k + 2
rovna V =k+ (5k+1) — (5k+2) = k— 1 a v pfipadé N = 4k + 3 rovna
V=k+ (5k+1)— (5k +2) — (5k + 3) = —4k — 4. Snadno se zjisti, kdy
V =103:

N = 4k, V =k =103, N = 412,
N =4k + 1, V=6k+1=103, k=17, N =69,
N =4k +2, V=k-1=103, k=104, N =418,

N = 4k + 3, V = —4k — 4 =103, k¢ N.
Odpovéd: V Milanové vyrazu bylo bud 69, nebo 412, nebo 418 ¢&isel.

c-n-3

Priklad z obr.24a ukazuje, Ze je moZno pozadovanym zplsobem roze-
stavit 16 figurek (obsazend pole jsou oznadena kiizky). Vysvétlime nyni,
proc vice figurek rozestavit nelze. Na obr. 24b vidite rozdéleni vSech poli
desky do osmi Sikmych fad po tFech polich, kdyz pole téZze Fady-trojice
jsou oznacena stejnym pismenem. Figurkami je moZno obsadit nejvyse
dvé pole v kazdé fadé-trojici (2 pole A, 2 pole B, ..., 2 pole H), celkem
nejvyse 8 - 2 = 16 poli.
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Tvrzeni o tom, Ze nelze rozestavit vice nez 16 figurek, zdtivodnime
jesté jinak, postupem obdobnym z feSeni tlohy domaciho kola. Sikmé
fady jednoho sméru maji postupné 3, 4, 3, 4, 3, 4, 3 pole, v nich 1ze obsadit
nejvyse 2, 3, 2, 3, 2, 3, 2 pole. Soucet poslednich ¢isel je sice 17, ale kdyby
v kazdé ze tii uvaZovanych rad o 4 polich (fady poli A, poli B a poli C
na obr. 24c) byla obsazena 3 pole, musela by byt obsazena vSechna krajni
pole téchto tii fad, ta vSak tvori dvé sikmé rady-trojice druhého sméru
(krajni sikmé fady ABC na obr. 24c).

x | x Al|B A

x | x A|E|\F|B A B
X X | x X A|G|F|E|H|B A B C
X x | x X C|F|G|H|E|D A B C

x| x C|\H|G|D B C

% ¢ C|\D C

®
o
o

Obr. 24
Odpovéd': Nejvétsi mozny podet rozmisténych figurek je 16.

C-11-4

Ozname k vepsanou kruznici, S jeji stfed a K bod dotyku kruznice k se
zékladnou AB (obr.25). Protoze AB || CD, SK L AB a SM 1 CD, je

D M C
N\ L
S
k
A K B
Obr. 25

K M pramér kruznice k. Proto jsou oba tuhly AK M a K LM pravé,bod K
tudiz sestrojime jako pruse¢ik Thaletovy kruznice 7 nad pramérem AM
s pfimkou p, jez prochazi bodem L a je kolma na LM . Zbytek konstrukce
je snadny: bod S urdime jako stied tsecky K M, sestrojime kruZnici
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k = (S,|SK|) a v bodech L a M po fadé jeji te¢ny b a c. Vrchol B
pak urCime jako pruseéik poloptimky AK s ptimkou b, vrchol C jako
prusecik primek b a ¢, kone¢né vrchol D sestrojime jako priisecik pfimky c
s tenou d kruznice k, jez je soumérné sdruzend s tecnou AK podle
osy AS. Pro trojahelnik ALM ze zadani mé kruznice 7 s pfimkou p

spolené dva body, které jsou na obr.26 oznadeny K, Ko, proto méa
uloha dvé feseni — lichobézniky AB1C1 Dy a AB3C5Ds.

Cy
-
D
1 D2 Cl P
L
2
Ko
A K B,

Obr. 26
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