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37. mezindarodni matematicka olympiada

Symbol olympiddy, ktera se konala v indické Bombaji od 5. do 17. Cer-
vence 1996, predstavuje zajimavou matematickou ulohu z Bhaskarova
spisku Lildvdti (12. stol.), kterou uvadime ve volném ces- e

kém prekladu: Pav stoji na vrcholu devét lokti vysokého > ﬂ '\{;
podstavce, pri jehoZ ipati je dira. Ve vzddlenosti trojnd- § Zno, §
sobku vysky podstavce vidi hada pohybujiciho se smérem g Z §
k dire a sikmo se nan vrhne. Rekni mi rychle, v jaké vzdd- & s
lenosti od diry se oba srazi, pohybuji-li se oba stejnou E ﬁ
rychlosti. K jejimu FeSeni vystalite s Pythagorovou vétou,

e v waqut

jejiz geometricky dikaz naleznete na obrazku zminéného
podstavce.

Tato mezinarodni matematicka olympidda prekonala opét nékolik re-
kordt. Pfitom tentokrat neslo ani tolik o rekordy v poétu ziastnénych
zemi, ktery se v poslednich letech ustalil kolem sedmdesdtky (letoSni
MMO se zGlastnilo 426 studentt ze 75 zemi), ale spi§ v obtiznosti: jak
vybranych tloh, tak celkovych podminek. Tropickd vedra s obcasnymi
prudkymi lijaky pocinajiciho monzunového obdobi, problémy s dietou
(jeden z naSich studentti po celou dobu pobytu v Bombaji téméf nejed],
dva soutézici — nikoli nasi, i kdyz podle vysledkt by to tak mohlo vypa-

“dat — vinou Zalude¢nich obtizi soutéz nedokon¢ili) a nekoneéné presuny
autobusy v precpaném velkomésté. A poslednim smutnym rekordem je
vysledné umisténi ¢eského druZstva v neoficidlnim poradi jednotlivych
zemi.

Z nasich nejlépe dopadli Tomds Bdrta spolu s Michalem Benesem
z prazského gymnazia ve Zborovské ulici, ktefi ziskali shodné 21 bodt,
coz tentokrat stacilo na II. cenu. S nimi jeSté drzel krok David Opéla
z biloveckého Gymnazia MikulaSe Kopernika, ktery za 18 boda dostal
cenu III. Zbyli naSi tfi reprezentanti se uz bohuzel zaradili do druhé
poloviny Géastnikd MMO a zistali tedy bez ceny, i kdyz letos na III. cenu
bylo potfeba pouhych 12 bodi (bylo i hiife: v roce 1971 na 13. MMO
v Ziliné stagilo na III. cenu dokonce jen 11 bodi).

—_MUMBAL INDIA__
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Vlastni soutéz probéhla 10. a 11. Cervence v prostorach Strediska
pro atomovy vyzkum Bhabha. Organizace soutéZe, jakoZ i podminky pro
préaci jury a koordinaci byly vesmés vyborné. Sympatické napf. bylo i to,
Ze se na koordinaci podileli i byvali ispéSni indi¢ti olympionici.

Vysledky nasich zaku:

Body za dlohu Body Cena
Umisténi 123456

81.-93. Tomés Barta, 716 007 21 II.
4. ro€. gymnézia
Praha 5, Zborovska’

81.-93. Michal Benes, 716 007 21 IL.
4. ro¢. gymnéazia
Praha 5, Zborovska

111.-120. David Opéla, 4 17 0v 0 6 18 IIL.

4. roé. GMK
Bilovec
216.-226. Robert Spalek, 105301 10

4. ro¢. gymnézia
Brno, tf. Kpt. Jarose

236.-247. Daniel Kral, 4 21001 8
4. ro¢. gymnéazia
Zlin ' r

290.-324. Jan Spévak, 211100 5

3. ro¢. gymnéazia
Praha 1, Hellichova

Celkem 25 626 4 022 83

O néroé¢nosti tloh dava obvykle dobrou informaci po¢et bodd nutnych
pro ziskani pfisluSné medaile: Prvni cena se udélovala za 28-42 bodd,
II. za 20-27 a III. za 12-19 bodd. Porovnate-li uvedené bodové hranice
s predeslo 36. MMO v Torontu, zjistite posun zhruba o 10 bodid dold.
Na této mezinarodni olympiddé ziskal plny pocet 42 bodt jediny student
Ciprian Manolescu z Rumunska, ktery se tak stal absolutnim vitézem.

Extrémné obtiZna byla p4ta tloha. Jeji zdludnost spoéivala uz v tom,
ze prvni slibné vypadajici ndpad k feSeni nevedl... Koneckoncl o jeji
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obtiZnosti nejlépe svédéi celkovy bodovy zisk: 209 bodi, to pii 424 sou-
t&zicich dava pramérny bodovy zisk 0,49 — méné nez pil bodu!

Trochu nés miize mrzet slaby vysledek na hezké druhé tloze. Ctvrta
tloha snad nebyla tak obtiZzné, nicméné byla (bez znalosti techniky kva-
dratickych zbytkti) poletné naro¢néjsi, coz ve spojeni s ,nedobytnou“
patou tlohou pfispélo k hubenému bodovému zisku. A tak jsme nakonec
druhy den sbirali body jen za Sestou tlohu, kde se nakonec i nasi dva
nejlepsi blyskli velmi péknym feSenim (kazdy jinym).

Neoficidlni pofadi v8ech zicastnénych zemi s poétem ziskanych cen

a celkovym bodovym ziskem:

I II III body II III body

Rumunsko 4 2 - 187 Finsko - = 58
USA 4 2 - 185  Svédsko - - 57
Madarsko 3 2 1 167 Moldavsko - - 55
Rusko 2 3 1 162 Rakousko - - 54
Velka Britanie 2 4 - 161 JAR - - 50
CLR 3 2 1 160 Mongolsko - - 49
Vietnam 3 1 1 155 Slovinsko - - 49
Korea 2 3 - 151 Kolumbie - - 48
fran 1 4 1 143 Thajsko - - 47
Némecko 3 1 1 137 Makedonie - - 44
Japonsko 1 3.1 136 Spanélsko - - 44
Bulharsko 1 4 1 136 Macao - - 44
Polsko - 3 3 122 Dansko - - 44
Indie 1 3 1 118 Brazilie - = 36
Izrael 1 2 2 114 Sri Lanka - - 34
Kanada - 3 3 111 Mexiko -~ = 34
Slovensko - 2 4 108 Estonsko - - 33
Ukrajina 1 - 5 105 Island - - 31
Turecko - 2 3 104 Bosna a Hercegovina - - 30
Tchaj-wan - 2 3 100 Agzerbajdzan - - 27
Bélorusko 1 1. . 2 99  Nizozemsko - - 26
Recko - 1 5 95  Trinidad a Tobago" = = 25
Austrélie - 2 3 93 Irsko - - 24
Jugoslavie -1 3 87  Svycarsko - - 23
Italie - 2.2 86 Portugalsko - - 21
Singapur 1 - 3 86 Kazachstan - - 20
Hongkong - 1 4 84  Maroko = 19
Ceskd republika - 2 2 83 Kuba - (= 16
Argentina 1 3 80 Kirgizie - - 15
Gruzie 1. = "2 78 Albanie - = 15
Belgie -.= = 75 Kypr = - 14
Litevsko - .= = 68 Indonézie - = 11
Lotyssko = - - 66 Chile - = 10
Chorvatsko - - - 63 Malajsie - - 9
Arménie == = 63 Turkménie = oA 9
Francie SR 61 Filipiny = 8
Novy Zéland - == 60 Kuvajt - - = 1
Norsko - =, - 60
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Vedoucim nasi vypravy byl dr. Karel Hordk z Matematického Gstavu
AV CR, pedagogickym vedoucim druzstva byl doc. Jaromir Simsa z br-
nénské pobocky téhoz tstavu.

Texty soutéZnich uloh
(v zavorce je uvedena zemé, kterd lohu navrhla)

1. Necht ABCD je obdélnikova deska o rozmérech |AB| = 20, |BC| = 12.
Deska je rozdélena na 20 x 12 jednotkovych ¢tverci. Necht r je dané
kladné celé éislo. Minci lze tdhnout z jednoho Ctverce na druhy, pravé
kdyz vzdalenost stfedit obou &tverct je /7. Ukolem je najit posloupnost
tahtt minci vedouci ze ¢tverce s vrcholem A do ¢tverce pti vrcholu B.

a) Ukaizte, ze ukol nelze splnit, je-li r délitelné 2 nebo 3.

b) Dokazte, Ze je to mozné pro r = 73.

c) Lze tkol splnit pro r = 977 (Finsko)

2. Necht P je bod uvnitf trojuhelniku ABC, pro ktery plati

|XAPB| - |XACB| = |XAPC| - | ABC|.
Ozna¢me D, E stfedy kruznic vepsanych trojuihelnikim APB a APC.
Ukaizte, ze pfi_mky AP, BD a CE prochézeji jednim bodem. (Kanada)

3. Necht S ={0,1,2,3,...} oznauje mnozinu viech nezapornych celych
¢isel. Najdéte viechny funkce f definované na S, jejichz hodnoty jsou v S,
a takové, ze

f(m+ f(n)) = f(f(m)) + f(n) pro véechna m,n € S:

(Rumunsko)

4. Jsou d4na kladna cel4 &isla a, b takova, Ze obé& &isla 15a+16b a 16a—15b
jsou druhymi mocninami kladnych celych ¢isel. Najdéte nejmensi moznou
hodnotu, kterou mize nabyt minimum z obou druhych mocnin.

' (Rusko)

5. Necht ABCDEF je konvexni Sestitihelnik takovy, ze AB je rovnob&zné
s ED, BC jerovnobézné s FE a CD je rovnobézné s AF. Oznaéme Ry ,
R¢ a R poloméry kruznic opsanych trojuhelnikim FAB, BCD a DEF
a p obvod daného Sestithelniku. Dokazte, Ze

RA+R0+REZ§.

(Armeénie)
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6. Necht n, p, q jsou kladni celad &sla, pro néz n > p + ¢. Necht
T, %1, ---,ZTy jsou celd Cisla, jeZ spliuji nasledujici podminky:

a) zg =z, =0

b) pro kazdé celé ¢islo i, 1 £ i S n, je

bud z; —x;-7 =p, nebo z; —x;_1 = —q.
Ukazte, ze existuje dvojice indexu (4, j) takova, ze i < 7, (4,7) # (0,n)
ax; =zj. (Francie)

Reseni tloh

- 1. Je-li » = m? + n? rozklad é&isla r na soucet dvou druhych mocnin
nezapornych celych &isel, miizeme tdhnout minci o m sloupcii vodorovné
a o n fadku svisle (pokud pfitom ztistaneme na desce). Zvolme soustavu
souradnic tak, aby stifed ¢tverce s vrcholem A lezel v pocatku a stied
¢tverce s vrcholem B mél soufadnice [19,0]. (Stfed ¢tverce s vrcholem D
pak bude mit soufadnice [0, 11].)

a) Je-li r = m? 4 n? délitelné dvéma, je jasné, Ze obé &isla m, n musi
mit stejnou paritu (stejny zbytek mod 2), tj. soucet m+n je sudy. Protoze
obé souradnice po¢atku jsou sudé, neni mozno se dostat do bodu [19, 0],
ktery méa soucet souradnic lichy.

Je-li r = m? + n? délitelné t¥emi, snadno zjistime (vzhledem k tomu,
Ze —1 neni kvadraticky zbytek mod 3), Ze musi byt m =n =0 (mod 3).
Proto ani v tomto pfipadé nelze piejit z pocatku, jehoz obé souradnice
jsou délitelné tfemi, do bodu [19, 0], jehoZ prvni soufadnice 19 ndsobkem
t¥{ neni.

b) Protoze jediny rozklad éisla r = 73 na souéet druhych mocnin je
r = 32 + 82, mame moznost kombinovat tahy charakterizované vektory
(£3, £8) a (8, +3). Dostaneme tak napf. tuto moznou posloupnost poli:
[0,0] — [3,8] — [11,5] — [3,2] — [0,10] — [8,7] — [0,4] — [8,1] —
— [11,9] = [3,6] — [11,3] — [19,0].

Poznamka. K cesté z bodu [0,0] do bodu [19,0] se lze dopracovat
i feSenim neur¢itych rovnic. Oznacme a, b, ¢, d postupné pocet tahi typu
- +(8,3), £(8,-3), £(3,8) a +£(3,—8) (tj. a oznacuje pocet taht danych
vektorem (8,3) minus podet tahi odpovidajicich vektoru (—8, —3)). Do-
staneme tak dvé neurcité rovnice

8(a+b)+3(c+d) =19, 3(a—b)+8(c—d) =0, (1)
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kterym vyhovime napt. tak, Ze polozime a+b=2,c+d=1,a—-b =
= -8, ¢ —d = 3, coz dohromady davi a = -3, b =5,¢c=2,d = —1.
Tak dostaneme pocet taht odpovidajiciho typu, nesmime vSak pfitom
zapomenout, Ze nelze opustit desku. Témto hodnotdm vyhovuje shora
uveden4 cesta, ale i cesta [0,0] — [3,8] — [11,5] — [19,2] — [16,10] —
— [8,7] = [0,4] — [8,1] — [11,9] — [3,6] — [11,3] — [19,0]. Rovnici
(1) oviem vyhovujiia = 5,b=3,c=1ad = 2 s dalsimi moznymi
cestami. :

c) Protoze jediny mozny rozklad ¢isla r = 97 na soucet dvou druhych
mocnin pfirozenych &isel je 97 = 4% + 92, musi kazdy tah odpovidat jed-
nomu z vektort (£9, £4), (£4, £9). Rozdélme mnozinu A vSech moznych
pozic na desce, :

A={li,jle7?:0<i<19,0< <11},
na dvé disjunktni podmnoziny B a C, kde
B={[i,j]€7?:0<i<19,4<j<7}, C=A\B.

Snadno ovéfime, ze kazdy tah typu (£9,+4) vede z bodu mnoziny B
do bodu mnoZiny C a obricend, zatimco tahy typu (+4, +9) jsou mozné
jen pro body z mnoziny C a vedou zpét do C. Kazdy z tahi typu (£9, +4)
méni paritu prvni sodfadnice, takZe na cestu z bodu [0, 0] do bodu [19, 0]
potiebujeme lichy pocet takovych tahi. Kazdy z nich ale vede stfidavé
z mnoziny B do C a zpét; my vSak mame zacit i skoncit v mnoziné C,
k ¢emuz vede jen sudy poCet zminénych tah. Odtud plyne, Ze pozado-
vana posloupnost taht pro r = 97 neexistuje.

Jiné FeSeni Casti c) (podle Michala Benese). Jediny mozny rozklad
Cisla r = 97 je 97 = 42 + 92, Uvazujme orientovany graf, ktery spojuje
vSechny mozné y-ové souradnice, jez dostaneme pri vertikdlni zméné o 4
nebo o 9: ‘

4 <38

il

0

Protoze se mame dostat z vrcholu [0,0] do vrcholu [19,0], je vid&t, ze
v uvedeném grafu musime vykonat cestu z uzlu 0 zpét do uzlu 0, tj. mu-
sime provést sudy pocet vertikdlnich zmén o 4 i sudy pocet vertikalnich
zmén o 9. Protoze ale 19 je liché ¢islo, nelze je dostat jako kombinaci
sudého poétu devitek a sudého poctu ctyrek.

145



2. Sestrojme postupné paty X, Y a Z kolmic z bodu P na strany BC,

Obr. 36

CA a AB (obr. 36). ProtoZe ¢tyfahelniky PXCY, PYAZ a PZBX jsou
tétivové, je
|XAPB| - |<XACB| = |<APB| - (n — | XPY]|) =
=2n—- (|XAPY|+|XBPX|) - n=
=n—(|XAZY |+ |IBZX|) = |2 XZY|
a analogicky
|<APC| - |XABC|=|XXYZ|.
Z predpokladi dlohy tedy plyne, Ze Je |XXZY| = |2 XY Z|, a tedy
|XZ| =|XY]|.
Oznafme déle Q, resp. R priseciky piimky AP s osou uhlu ABP,
resp. ACP. Z vlastnosti osy thlu dostdvame rovnosti
4Q _|AB|  |AR| _|AC|
lQP|  |BP| |RP|  |CP|

|AB| |AC|
|BP| |CP|'
Pro priméry CP a BP kruznic opsanych tétivovym ctyiahelnikim

XY XZ
PXCY a PZBX plati |CP| = l l a |BP| = u Rovnost Q@ = R
sin 7y sin 3
je tudiz ekvivalentni s rovnosti
|AB| - |XY| _ |AC|-|XZ]
sin vy - sin 3

Abychom ukézali, Ze body @ a R splyvaji, staci ukazat, ze ———

K
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ktera diky rovnosti |XZ| = |XY| plyne ze sinové véty pro trojihelnik
ABC.

Jiné feSeni. Oznac¢me X, Y a Z druhé pruseliky polopfimek AP,
BP a CP s kruznici k opsanou trojihelniku ABC. Ziejmé | X APB| —
—|XACB| =|XAPZ| - |4 ACP|+|XZPB| - |XPCB| = |XPAC| +
+ |XPBC| = |IPZX|+ |XPZY| = |XXZY| (obr.37). Analogicky
| XAPC|—-|¥X ABC| = | XY Z|. Odtud plyne, 7e pfedpokladan4 rovnost
|XAPB| — |XACB| = |XAPC| — |XABC] je ekvivalentni s rovnosti
|XXZY|=|xXYZ| atedy is rovnosti |[XZ| = |[XY].

Obr. 37

Protoze trojihelniky APC a ZPX jsou podobné, je
|AC| _|AP| |PC| _ |AP|-|PC| _ |AP|-|PC|
|ZX| ~ |ZP|  |PX| |AP|-|PX| m ’
kde m = |AP|- |PX| = |BP| - |PY| = |CP|-|PZ| je az na znaménko
velikost mocnosti bodu P ke kruznici k. Je tedy
|AC|
|AP| - |PC]|

|XZ|=m
a obdobné :
|AB|
|AP|-|PB|
Protoze | X Z| = |XY|, plyne odtud rovnost
|AB| _ |AC|
|BP| ~ |CP|

|XY|=m
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To znamend, Ze osy thld ABP a AC P déli isecku AP ve stejném poméru.
Tim je tvrzeni tlohy dokazano.

Pozndmka. Bod P, ktery vyhovuje predpokladu tlohy, 1ez1 na oblouku
UB| _

C] b Plyne to ze

Apolloniovy kruznice vSech bodt U takovych, ze ——

zavéru druhého z uvedenych feSeni.

3. Piedpokladdejme, Ze funkce f je feSenim tlohy. Dosazenim m = n = 0
do dané rovnice dostaneme f(0) = 0 a pro m-= 0 dostaneme rovnost
f(f(n)) = f(n) pro viechna n € S. Pokud funkce f neni identicky rovna
nule, ma tedy vzdy nenulovy pevny bod (tj. bod, ktery se zobrazi sdm
na sebe). Ozna¢me a nejmensi kladny pevny bod funkce f. Pokud a =1,
dostaneme pro m = 1 rovnost f(1 + f(n)) = 1+ f(n), odkud indukci
snadno plyne, Ze je f(n) = n pro kazdé n € S.

Pfedpokladejme dale, Ze a > 1. Potom ziejmé plati f(2a) = f (f(a)+
+a) = a+ f(a) = 2a a dale opét indukei f(ka) = ka pro kazdé k 2 1.
Ukéazeme, Ze viechny pevné body zobrazeni f (a tedy i v8echny funkéni
hodnoty) jsou tvaru ka pro vhodné celé k£ = 0: Je-li b libovolny pevny
bod funkce f, dostaneme pro jeho podil ¢ pti d&leni &slem a a p¥islusny
zbytek r (0 £ r < a) rovnost

ag+r=b=f(b) = flag+7) = f(r + f(aq) =
= 1(r) + f(ag) = £(r) + aq.

To znamena, Ze také f(r) = r je pevny bod zobrazeni f, a protbie r<a,
musi byt r = 0. ProtoZze mnoZina {f(n): n € S} je mnozinou pevnych
bodi funkce f, plyne odtud specidlng, Ze f(i) = n;a pro kazdé i < a,
;’)fiéemi ng = 0 a n; € S. Pro libovolné n € S, které vyjadiime jako
n=ka+1i, 0 L1i< a, pak z dané funkcionalni rovnice plyne

f(n) = f(i + ka) = f(i) + ka = n;a + ka = (n; + k)a.
Zbyva ovérit, ze funkce f definovana pravé uvedenym predpisem spl-

nuje danou funkcionalni rovnici, at uz jsou &sla.n; (1 £ 7 < a) v pfipadé
a > 1 zvolena jakkoliv: nech m = ka+i,n =la+j,0 £ i,j < a. Potom

f(m+f(n) = f(ka+i+ fla+3)) = f(k+1+nj)a+i) =
=(k+l+nj+ni)a:f(m)+f(n)_—. ( )
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Odpovéd: Dané funkciondlni rovnici vyhovuji nulova funkce, dale
identick4 funkce f, pro kterou je f(n) = n pro vSechna n € S, a kone¢né
kazda funkce f urcend predpisem

for= (2] +n.

kdea>1any,ng,...,ne_1 €S jsou libovolné konstanty.

4. Oznatme 15a + 16b = 12 a 16a — 15b = s2, kde r,s € N. Odtud
dostavame

rt + s* = (152 4 16%)(a® + b?) = 481(a® + b?).

Cislo 481 m4 prvoéiselny rozklad 481 = 13-37, musi tedy platit r*+s* = 0
(mod p) pro p € {13,37}. Nyni vyuzijeme skutenost, Ze ¢tvrta mocnina
celého cisla nikdy nedavéa zbytek —1 ani modulo 13, ani modulo 37. To
plyne z malé véty Fermatovy, podle niz pro libovolné pryocislo p a pro
kazdé celé = je bud zP~! = 0, nebo zP~! = 1 (mod p). Kdyby tedy pro
né&jaké celé z bylo 2* = —1 (mod 13), bylo by téz z'? = (-1)3 = -1
(mod 13), a to nemtiZe nastat; podobné z kongruence z* = —1 (mod 37)
pro né&jaké celé z plyne 236 = (—1)° (mod 37), coz rovnéz neplati.

Rovnice r* + s* =0 (mod p) tedy nemtze mit feSeni r # 0 (mod p),
s #£ 0 (mod p) (p € {13,37}), protoze pak by pro r’ takové, ze rr' =
=1 (mod p) (podle zmin&né malé véty Fermatovy staci volit ' = rP=2)
platilo =1 = —r*r"* = s*"* = (sr')* (mod p). Proto musi byt r = s =0
(mod p), neboli p|7, p|s, tedy 481 | r, 481 | s, coz znamena, 7e r = 481,
s 2 481. Protoze pro r = s = 481 najdeme dvojici a = 481 - 31, b = 481,
je hledané minimum rovno 4812.

Jiné FeSeni. Stejné jako v predchozim feSeni zavedeme Cisla r a s,
pro né dostaneme dvé kongruence r* + s* = 0 (mod p), neboli r* = —s*
(mod p), kde p € {13, 37}. Kdyby néktera z téchto kongruenci méla feSeni
r # 0 (mod p), dostali bychom umocnénim na liché &islo (p — 1) podle
malé véty Fermatovy

|

1= r’i“l = (r“)%(p_l) = (- 54)%(”"1) = —sP"1 = —1 (mod p),

I

coz neni mozné. Je tedy r = s=0 (mod p) a déle postupujeme stejnd
jako v pfedchozim feSeni.

Jiné feSeni. Oznaéme 15a + 16b = 72 a 16a — 15b = s%, kde r,s €
€ N. Se¢tenim vhodnych nasobki uvedenych dvou rovnosti dostaneme
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- 481a = 15r? + 1652, Uvazujeme-li tuto rovnici modulo 13, dostaneme
2r2+3s%2 = 0 (mod 13). Pokud prozkouméame viechny kvadratické zbytky
modulo 13, zjistime, Ze tato moznost miiZe nastat, jen kdyz 13|r a 13]s.
Obdobné probranim v8ech kvadratickych zbytkt modulo 37 zjistime, ze
rovnici 481a = 15r? + 1652 modulo 37 vyhovuji pouze ta r, s, pro néz
37| r, 37| s. Zavér je stejny jako v prvém reSeni.

5. Ozna¢me obvyklym zptsobem a, b, ¢, d, e a f délky stran daného
Sestitthelniku ABCDEF. Je zfejmé, Ze Sestithelnik méa shodné pro-
t&j§l uhly, « = |I<BAF| = |JXCDE|, B = |XABC| = |<DEF)|
ay = |ABCD| = | EFA|. Opidme Sestitthelniku obdélnik PQRS tak,
aby dvé jeho protéjsi strany obsahovaly dvé protéjsi rovnobézné strany
Sestitthelniku, napft. tak, ze AP 1. BC, AS L EF,DQ 1. BC,DR 1 EF
(obr.38). V takovém piipadé je |F'B| 2 |PS| a zéroven |FB| 2 |QR|,
pficemz |PS| = asinf + fsinv, |QR| = csiny + dsin . Je tedy také

2|FB| 2 (d+a)sinf + (c+ f)siny.
Analogicky dostaneme (opiSeme-li obdélnik dalsimi dyéma zpusoby)

+ 2|BD|z (b+e)sinf+ (c+ f)sina,
2|DF| 2 (d+a)sina + (b+ e)sinn.

Obr. 38

Ze sinové véty pro trojuhelniky FAB, BCD a DEF vychazeji rovnosti

CFB _|BD| . _ IDE|
A~ 2sina’ ¢ 2siny’ E~= 9sinp’
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takze

sin 7y sin 3
> —t
ARAZ (c+ )t +(d+a)
sin ﬂ sin a
4Rc 2 (b+e)m7 (C+f%m7’
sin « sin 7y
4Rp 2 (d+a%nﬂ+4b+e%mﬂ.

Sectenim poslednich t¥i nerovnosti dostaneme

sin sin a sin sin a
L+ 222) 4 (d+a)(3 L )
sin « sm vy sin av s1n I}
sin sin
+b+e)( b 8 1) 2
siny  sinf
22(c+ f+d+a+b+e)=2p,

4R4+4Ro +Rp 2 (c+ ) (32

coZ jsme chtéli dokdzat. Rovnost zfejmé plati, pravé kdyz a = = ~
a FB 1 BC, BD L AB a DF 1 CD, tj. pravé kdyz ABCDEF je
pravidelny (stali si uvédomit, ze trojihelniky FAB, BCD a DEF jsou
rovnoramenné s thly 30° pri zakladné, takze trojihelnik BDF méa nutné
viechny thly Sedesatistupiiové).

6. (Podle Michala Benese.) Predpoklddejme, Ze Cisla p a ¢ jsou nesou-
déln4 (je-li totiz d jejich nejvétsi spolecny délitel, Ize v tloze &isla p, q, x;
zaménit po fadé ¢isly p/d, ¢/d, z;/d; protoze dle zadani plati nerovnost
n > p + ¢, plati samoziejmé i nerovnost n > p/d + ¢/d).

Kazdy Clen z; 1ze psat ve tvaru z; = s;p—t;q, kde cela nezéporn4 &isla
s; at; udavaji, kolik z &isel z; —xg, Ta—T1, ..., T;—T;_1 je TOVNO presp. —q
(takze s; +t; = i), pro ¢ = 0 poloZme sy = to = 0. Dvojice (s;,t;) budeme
interpretovat jako mrizové body v roviné se souradnicovymi osami s a ¢
(budeme predpokladat, Ze osa s je vodorovna, orientovana doprava a osa t
svisl4, orientovana vzhiru). Pro kazdé ¢ jsou miizové body (s;—1,%i—1)
a (si,t;) sousedni, tj. 1ze je spojit Sipkou délky 1 ve sméru né&které ze
soufadnych os. Téchto n Sipek vytvori cestu

To = {(s0,to) = (51,81) = (83,82) = - = (5ms£)}-

(Sipky sméfuji pouze doprava a nahoru.)
Rovnost x; = z; nastane pravé pro ta i < j, pro kterd (t; — t;)q =
= (s; — s;)p, neboli (vzhledem k predpoklddané nesoudélnosti p a q)
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t; =t;+rpas; = s;+rq pro vhodné prirozené r. Tak pro i\= Daj=n
dost4avame, Ze s,, = Rq a t, = Rp pro vhodné pfirozené R. Podle zadani
je n > p+ q, takze z rovnosti n = s, +t, = R(p + q) plyne odhad
R = 2. Proto bude uloha vyfeSena, prokdZzeme-li existenci indext i < j
takovych, Ze s; = s; +qat; =t; +p. '

Pripustme, Ze takové indexy neexistuji. Geometricky to znamena, Ze
cesta I'g nemé spolecny bod se svym ,posunutim*

Iy ={(so+qto+p) = (s1+qti+p) = (s2+qta+p) = ... >
- (Sn+Q7tn +p)}"

Uvazujme dale mfizové body A, = (rq,rp) pro r 2 0. Z naseho pied-
pokladu o vzajemné poloze cest I'y a I'y predeviim plyne, Ze na cesté
Lo, jez spojuje body Ao a Ag, nelezi bod A;, poCatek cesty I';. Necht
tedy cesta I'g prochazi napiiklad ,nad“ bodem Ay (kdyby prochézela
,pod“ timto bodem, stadilo by v néasledujici Gvaze vSude vyménit ,nad“
za ,pod“). Pak oviem (diky vzdjemné poloze obou cest) lezi Iy ,nad*
I'; v celém spoletném tseku ¢ £ s £ Rq. Z toho, Ze cesta 'y prochazi
- ,nad“ bodem A, pro nékteré r =1,2,..., R—1 (jak je tomu pror = 1),
okamzité plyne, Ze ,posunutd“ cesta I'; prochizi ,nad“ bodem Arp
(obr. 39), takZe (diky upfesnéné vzajemné poloze v seku ¢ £ s < Rq)

1]

L
Ar
R ——
p I,
4 Iy Ay
AO q Rq ~s
Obr. 39

ynad“ bodem A,;; prochézi i cesta I'g. Indukei zjistujeme, Ze I'g dochézi
,nad“ bod Ag, coz odporuje tomu, Ze v tomto bodé cesta I'g kon¢i.

Jiné feseni. (Podle Tomdse Bdrty.) Muzeme predpokladat, ze p a ¢

P q
, kde
(p,q (p,9)

jsou nesoudélna isla, protoZe jinak vezmeme p’ = 7 q =
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(p, q) oznaluje nejvétsi spoleény délitel Cisel p a ¢; zfejmé n > p+ ¢ >
>p+q. ‘ :

Bez Gjmy na obecnosti mizeme déale predpokladat (diky symetrii), ze
p > q. Abychom dostali z,, = 0, musime ziejmé kqkrat pricist p a kpkrat
odetist q, takZe n = k(p+ q) 2 2(p + q)-

Budeme dale pocitat modulo p. Pokud z; — ;-1 = p, je z; = x;—
(mod p), a pokud z; —x;_1 = —q, je ; Z ;_1 (mod p). V dané posloup-
nosti o, Z1,...,%, nyni ozname z; vSechny ty indexy, pro které dojde
k odecteni g, tj. dojde ke zméné zbytkové tiidy modulo.p,

O=zp=21=...=2;-1 # T, (mod p), (1)
Ty =0 = Zpp1 Z Tz (= —¢q) (mod p),
(pocet indexti z1,22,... je pravé kp). Zrejmé bude z., = —pg = xo

(mod p). Pfedpokladejme déle, ze v dané posloupnosti neexistuji dvé ¢isla
spliiujici podminky tlohy. V tom piipadé nemuze byt zo < z,, < 7,1,
protoze jinak by bylo z,, rovno nékterému z &isel (1), kterd dle predpo-
kladu tvofi po sobé jdouci ndsobky ¢&isla p, a x., = 0 (mod p). Je tedy
bud z,, > z,-1, nebo z,, < xo.

a) Necht Tz, > Tz -1. Odtud plyne z., , > x.,_1. Je totiz

Tzpt1 e Tzp =4 > Tzy-1 — =T

a nemuze byt
Tz < Tzpt1 § Tzo—-1,
protoze x.,,, = —q (mod p) a viechna &isla s touto vlastnosti mezi z.,
a x,,_1 patii do dané posloupnosti. Snadno ukdzeme matematickou in-
dukci, ze je také
xzp_” > zz,-.H-—lv .7 g Oa

specialné

Drte o iyl B W i Moyl o Tl
Matematickou indukei vyjde x.;, > zo pro kazdé piipustné j > 0, a to
odporuje tomu, ze z,, = 0.

b) Necht z., < zo. Podobné jako v a) odvodime, Ze je z.,,, < z,
(je totiz

Zopps =Tyl —C<T0— ¢S T5y-1 — Q= X5y,
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protoze vSechna &isla z.,,%.,41,...,%2,,,~1 = 0 (mod p) jsou riznd od
nuly, tedy nutné mensi nez zo).

Indukci déle dostaneme, Ze x,,; < ; pro kazdé j 2 0 a specidlné
Tz, < Tz, < To, T;, < To pro kazdé piipustné j > 0, coz opét odporuje
tomu, ze zo = 0.
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