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Kategorie A

Texty tloh '

A-1-1

Sloupce Sachovnice 8 x 8 oznafme zleva doprava Cisly 1,2,...,8, fadky
ozname stejnymi ¢isly zdola nahoru. Do kazdého policka zapiSeme soucet
Cisel prislusného radku a sloupce. Vybereme 8 poli tak, aby zadna dvé
z nich nebyla ani ve stejném radku, ani ve stejném sloupci. Jaky je

a) nejvétsi mozny soulet,

b) nejvétsi mozny soucin,

¢) nejmensi mozny soucet druhych mocnin

&isel na vybranych polich? ‘ (J. Zhouf)

A-1-2
Na strandch AB, BC a CA daného trojihelnika ABC jsou zvoleny po
fadé body K, L a M tak, Ze plati
|AK| |BL| |CM]| <1
[AB| T 1BC| ~ [cA <"
Dokazte, ze pokud je trojuhelnik K'LM rovnostranny, pak je rovno-
stranny i trojuhelnik ABC. (J. Simsa)

0<

Posloupnost prirozenych &isel a3, as, as, ... spliuje pro kazdé prirozené
n 2 1 t¥i rovnosti:
an + Q2n = A3p,
ap + a3n—1 = A2n + A2pn—1,
an + Q3n+1 = Q2n + A2n 1.
Pritom vime, ze vSechny Ctyfi Cleny ai, a4, a;7 a as; jsou prvodisla.

DokaZte rovnost aiggs = a2000- (J. Simsa)
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A-1-4
Dokazte, Ze pokud pro pfirozena {isla a, b je i islo

a+1l b+1
+
b a

pfirozené, pak pro nejvétsi spoleny délitel D ¢isel a, b plati nerovnost
D £ va+ b. MitiZe nastat rovnost v pfipadé, ze D < a < b?
(prevzatd iloha)

A-1-5
Najdéte vSechny funkce f: N — Z spliaujici pro kazda z,y € N rovnost

f(zy) = f(z) + f(v) - f(D(z,y)),

kde D(z,y) znadi nejvétsi spoleény délitel ¢isel z, y, vite-li, Ze plati f(p) =

= p pro kazdé prvocislo p. (P. Hlinény)
| A-1-6 |
V prostoru je dan trojahelnik ABC se stranami |AB| = |AC)| = 10cm
a |BC| = 12cm. Najdéte mnozinu vSech bodd D, pro které spojnice
stfedu O koule opsané ¢tyfsténu ABCD s tézistém T tohoto Ctyfsténu
je primka kolmé na rovinu ADT. (P. Leischner)
A-S-1
Najdéte vSechny dvojice celych Cisel a, b takovych, Ze obé ¢isla
a+1 b+1 a®” ¥
+ 5 — + —
b a b a
jsou cela. (R.Kolldr)
A-S-2
Najdéte nejvétsi redlné &islo g, pro které nerovnost 2™ 2 1 + ng™ plati
pro kazdé pfirozené ¢islo n 2 2. (J.Simsa)
A-S§-3

Popiste konstrukei rovnoramenného trojihelniku ABC se zékladnou AB,
pro ktery plati |OA| = 9cm a |OB| = 3cm, kde O je stfed kruznice
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piipsané strané BC trojthelniku ABC (tj. kruznice, kterd se vné dotyka

strany BC a prodlouZeni stran AB a AC). (A.Vrba)
CA-1-1

‘ Urcete, pro ktera prirozend ¢isla n existuje liché n-ciferné ¢islo, které je

délitelné t¥inacti a mé ciferny soucet rovny Ctyrem. (J. Simsa)
A-11-2

Dané jsou dvé kruZnice ki(S1,71) a ka(Sa,72), 11 < 7o, které se vné
dotykaji v bodé F. Necht t je jejich spoletna vnéjsi tecna, jeji body
dotyku s kruznicemi ky, ks oznaéme po fadé A, B. Vedme ted jinou te¢nu
ke kruZnici k; rovnobéZznou s piimkou ¢. Jeji dotykovy bod s kruznici k;
ozna¢me C a priseciky s kruznici ks oznac¢me D, E. Dokazte, ze bod F'
a stfedy kruznic opsanych trojuhelnikim ABC a ADE lezi na jedné
piimce. (M. Niepel)

A-11-3

V roviné je déna flse(:ka AB. Najdéte véechny body C’ této roviny takové

vvew

0#T,OT 1CT. (M. Englzs)

A-11-4

Déti se v tadbore délily do druzin nasledujicim zpisobem: Vedouci uréil
mezi détmi nékolik nacelnikl. Kazdy nacelnik si pak do své druziny vzal
viechny své kamarady z tédbora (kamaradstvi je vzajemné). Kupodivu
to vyslo dobre, tedy tak, Ze se nacelnici nemuseli o zZadné dité héadat,
zadné dité nezbylo a zadni dva nafelnici nebyli kamaradi. Podruhé uréil
vedouci jiny pocet nacelnikii. Mohlo rozdéleni déti popsanym zpiisobem

opét dopadnout dobre? - (P. Hlinény)
A-1lll-1
Jestlize pro posloupnost (G (n))zozo celych &isel plati .
G(0) =0,

Gn)=n-G(G(n-1)) (n=1,23,...),
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potom

a) pro kazdé prirozené &islo k je G(k) 2 G(k — 1);

b) neexistuje pfirozené ¢islo k takové, ze G(k — 1) = G(k) = G(k + 1).
Dokazte. (M. Englis)

A-11-2

V prostoru je dan ostrothly trojihelnik ABC s vyskami AP, BQ a CR.
Dokazte, ze pro kazdy vnitini bod V trojahelniku PQR existuje ctyistén
ABCD takovy, ze bod V mé ze vSech bodu stény ABC nejvétsi vzdale-
nost (po povrchu &étyisténu) od bodu D. (P. Cernek, J. Simsa)

A-11-3

Je dano Sest tiiprvkovych podmnozin koneéné mnoziny X. Dokazte, ze
prvky mnoziny X je mozno obarvit dvéma barvami tak, aby zadna ze Sesti
danych podmnozin nebyla jednobarevna, tj. neméla vSechny tfi prvky
stejné barvy. (P. Hlinény)

A-1lI1-4

Je dan ostry thel XCY a na jeho ramenech CX, CY po fadé body A
a B tak, ze |CX| < |CA| = |CB| < |CY|. Popiste konstrukci piimky,
kterad protina rameno C' X a usecky AB, BC po radé v bodech K, L a M
tak, Ze plati .

|KA|-|YB|=|XA|-|MB|=|LA|-|LB| #0.
(P. Cernek)

A-1lI1-5

Pro ktera celé &isla k existuje funkce f: N — 7 spliaujici

(i) £(1995) = 1996, .

(i) f(zy) = f(x)+ f(y) + k- f(D(z,y)) pro viechna piirozena &isla z, y?
D(z,y) -oznacuje nejvétsi spolecny délitel ¢isel z, y. (P. Hlinény)
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A-1l1-6

Na stranidch AB, BC a C A daného trojihelniku ABC jsou dany po fadé
body K, L a M tak, Ze plati

|AK| _|BL| _|cM| 1

|AB| ~ |BC| |C4] 3

Jsou-li kruznice opsané trojihelnikim AKX M, BLK a C M L shodné, jsou
shodné i kruznice témto tiem trojahelnikiim vepsané. Dokazte.
(J. Simsa)
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Reseni tloh

A-1-1

a) Ukazeme, Ze celkovy soulet vybranych ¢&isel nezdvisi na zplisobu
jejich vybéru. Kazdé éislo v tabulce je souétem &isla fadku a sloupce,
v ném? je zapsano, proto je celkovy soucet ¢isel roven souctu ¢isel sloupct

- plus soucet ¢isel fadk’, v nichZz jsou zapsana. Protoze z kazdého sloupce
a z kazdého fadku vybirdme pravé jedno ¢islo, bude celkovy soucet vzdy
roven souctu ¢isel vSech sloupci plus soucet ¢isel vSech radki. Oba soucty -
jsou v8ak rovny souctu prirozenych ¢isel 1,2,...,8, proto je soucet vy-
branych ¢isel roven

1+2+...+8+1+2+...+48=T72,

a tento soucet nezavisi na zpisobu vybéru &isel, je to tedy i soudet ma-
ximalni.

b) Oznaéme a; &islo fadku, v ném?z je &islo vybrané z prvého sloupce.
Podobné ozna¢me ay cislo fadku, v némz je Cislo vybrané z druhého
sloupce. Takto pro i € {1,2,...,8} oznafime q; ¢islo fddku, v némz je
Cislo vybrané z i-tého sloupce. Soucin vybranych ¢isel je pak roven

(I+a1)(2+az2) ...~ (8+as), (1)

kde aq,...,as je néjakd permutace ¢isel 1,2, ...,8. Maximélni hodnotu -
tohoto vyrazu muzeme uréit vice zpusoby.

Protoze mame jen kone¢ny pocet moznosti vybéru ¢isel ay,as, ..., as,
maximum uvaZovaného vyrazu ziejmé existuje. Ukazeme, Ze soucin (1)
je maximadlni, jestlize a; > az > a3 > ... > ag,nebolia; =8,a2 =7, ...,
ag = 1. Necht naptiklad a; < a; pro ¢ < j. Soufin ostatnich vyrazd
k+ay se nezméni, vyménime-li navzdjem a; a a;. DokaZeme, Ze takovouto
vymeénou se zvétsi hodnota (i + a;)(j + a;), a tedy i celkovy soudin:

(i +ai)(j +a;) < (J + ai)(i + a;),
ij +ta; + ja; + a;a; < ji+ ja; +ia; + a;a;,
jla; — a;) +i(a; —a;) <0,
(t—j)(aj —a;) <0.
Ale i —j < 0 a zérovei a; —a; >0, tJ zdménou Cisel a; a a; se hodnota

vyrazu zvétsila, proto vzrostl i cely soucin. Dany vyraz bude tudiz ma-
ximalni pro a; =8, a3 =7, ..., ag = 1, kdy je roven 9%.
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Jiny postup. Protoze &isla ¢ + a; (i = 1,2,...,8) jsou nezaporni,
muiZeme pouzit nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym primérem
této osmice Cisel:

V(01+1)(a2+2)-...-(a8+8)g
cla+)+(a2+2)+... +(ag+8)

= 8

Ale z Casti a) uz vime, Ze soufet (ay + 1) + (a2 +2) + ... + (ag + 8) je
roven 72 pro kazdy vybér Cisel a;. Proto plati:

8
(a1+1)(a2+2>-...-<a8+8>§(%) ~ 8,

ProtoZe rovnost v této nerovnosti nastava, pravé kdyz je v8ech osm ¢isel
stejnych, bude souéin nejvétsi proa; +1=as+2=... =ag+8 = 7;,—2. To
vSak nastane jen pro a; = 8, as = 7, ...,ag = 1. Uvazovany soucin je pak
roven 98. Maximalni soucin vybranych &sel dostaneme proto v piipadé,
ze vybereme Cisla na uhlopficce vedouci z levého horniho do pravého
dolniho rohu.
c) Pouzijeme stejné oznaceni jako v &asti b). Minimalizujeme hodnotu
vyrazu
(a1 +1)2 4 (a2 +2)% + ...+ (ag + 8)2. 2)

Po roznéasobeni (2) dostaneme
al+al+...+ai+12+22+...+8 +2(a; +2az + ... + 8ag).

ProtoZze soudet af + a3 + ...+ a3 + 1% + 2% + ... 4 82 nezévisi na pofadi

ai,as,...,as, potfebujeme minimalizovat vyraz a; +2a2+3a3+. ..+ 8as.
O tom, Ze tento vyraz je nejmensi pravé proa; =8, a3 =7, ..., a3 =1,

se miizeme presvédéit vice zplisoby. Mizeme napt. pouzit CebySevovu
nerovnost, anebo podobné tvahy jako v ¢asti b) 1. postupu:

Staci uvazit, Ze pokud neni a3 > ay > ... > ag, musi pro néjaké
i,j € {1,2,...,8} platit a; > a; a zdroveh i > j. Vyménou hodnot a;
a a; vSak dostaneme

ia; +ja; > ja; +ia;,
(7 —i)(a; —a;) >0,

57



neboli A

la; + oot jaj+...+ia;+ ...+ 8ag >
>1a1+...+ja,-+...+iaj+...+8a8,

a proto takovato volba nemize byt nejlepsi. Je tedy
(a1 +1)% + (a2 +2)* +... + (ag + 8)? 2 648,
priCemz rovnost nastane jen proa; =8, a; =7, ...,ag = 1.

Jiny postup. Z nerovnosti mezi kvadratickym a aritmetickym primé-
rem pro Céisla a; + l,as +2,...,as + 8 dostdvame, Ze
(a1 +1)2+(a2+2)2+...(a8+8)2 S
8» —
N ((a1+1)+(a2+2)+...+(ag+8))2_81

8
(a1 +1)2 + (ag +2)% + ... (ag + 8)? > 648,

kde rovnost nastane, jen kdyZz se budou rovnat ¢isla a; + 1, as + 2, ...,
ag + 8, neboli proa; =8,a; =7, ..., ag = 1 stejné jako v ¢asti b).

A-1-2
Vzhledem k dané rovnosti poméri

|AK| _|BL| _|CM| 1
|AB| ~ |BC|  |CA| ~ k+1

(k > 0), mtZeme zavést nésledujici oznaleni: |AK| = z, |KB| = kz,
|BL| =y, |LC| = ky, |CM| = z, M A| = kz (obr. 21). :

0< <1

Obr. 21
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Poﬁiijeme dvakrat kosinovou vétu:
|BC)? = MBP+MCFamAMMCM%m
|KM|? = |AK|* + |AM|? — 2|AK||AM|cos a
a vyloudime cos .. Pouzitim zavedeného oznadeni dostaneme
IMK|? = 22(1 — k) + v?k + 2*(k* = k);
analogicky
|KLP=y%1—ky+£k+x%H—kx
|LM|? = 2%(1 — k) + 2%k + y*(k* — k).
Protoze |M K| = |K L|, musi platit
22(1 — k%) + y%(2k — 1) + 2%(k® — 2k) = 0. (1)
Podobné z rovnosti |KL| = |[LM|, |[LM| = |M K| vyjde
y?(1— k%) + 2°(2k = 1) + 2 (K* — 2k) = 0, ()
22(1 — k%) + 22(2k — 1) + y2(k® — 2k) = 0. (3)

2

Vyloucenim z? z rovnic (1) a (2) dostaneme

(@® -y )(K* —k+1)* =0.

Protoze rovnice k? — k+1 = 0 nema Zadny realny koten a z,y > 0, plyne
odtud, Ze x = y. Analogicky z rovnic (2) a (3) dostaneme y = z. Je tedy
r=y=zatudizi|AB| = |BC| = |CA|.

Jiné fefeni. Oznalme obsahy trojihelniki MAK, KBL, LCM
a ABC po tadé S4, Sg, Sc a S. Potom

1 .
Sa= E -kz-sina =
1 k
== 2-(k+1)m-(k+l)z-sina=—k—25
2 (k+1) (k+1)
Analogicky je
k k
B c

=" g S = B,
k+12 " k+1)2
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tj. Sa = Sp = Sc. ProtoZe trojuhelniky MAK, K BL, LC M majf stejny
obsah a |M K| = |KL| = |LM|, maji shodné vysky na strany MK, KL,
LM.

Vedme body A, B, C po fadé rovnob&zky XY, Y Z, ZX s pfimkami
MK, KL,LM.Piedevsim trojihelnik XY Z je rovnostranny (nebot troj-
thelnik K LM je rovnostranny). Z predchazejiciho vyplyva, ze body K,
L, M jsou stejné vzdalené od prislusnych stran trojihelniku XY Z, a lezi
tedy na osach pfislusnych hli. Proto miizeme zavést nasledujici oznaceni -

_ (osa thlu rozdéluje protilehlou stranu trojthelniku v poméru pfilehlych
stran):

|AY|=s, |YB| = ks, |BZ| =t,
|ZC| =kt, |CX| =u, |XA| = ku.

Z rovnosti | XY | =Y Z| = lZX| pak plyne, ze ku + s = ks +t — kt + u.

Resenim této soustavy dostaneme s = t = u. Trojihelniky AY B, BZC,
CX A jsou tedy shodné (podle véty sus) a |[AB| = |BC| = |CA|.

Jiné x"é§eni. Zvolme na stranach KL, LM, M K po fadé body D, E,
F tak, aby platilo

ILD| _|ME| |KF| |AK| _
|DK| ~|EL| ~ |[FM| |KB|

m.

Protoze trojuhelnik K LM je rovnostranny, je rovnostranny i trojuhelnik
DEF. Necht da, dk, dy, dp, di jsou postupné vzdélenosti boda A, K,
M, D, E od pfimky BC. Z danych poméri pak vyplyva, ze

1 m
= d dy = d

de = Lo dv= e da
m 1

dp = = ———dy.

p=oyde dB= oo du

Odtud plyne, ze dp = dg = (m_1)2 dy, takze ED a BC jsou rovnobéz-
m+ '

né. Analogicky se dokéze, Ze i dvojice EF,CA a F D, AB jsou rovhobé&zné.
Trojahelnik ABC je tedy rovnostranny.
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A-1-3

PrepiSeme-li dané rekurentni vztahy na tvar

azn = Qpn + A2y,
A3n+1 = A2n + A2n41 — Qn,

A3n—1 = A2n + G2p—1 — Qn,

vidime, Ze dand posloupnost je jednozna¢né urcend svymi prvnimi dvéma
¢leny. Necht a; =7, as = s. PHimym vypoc¢tem dostaneme
y

a3 =r1+s, a5 =1+2s, ay =71+3s, ...,

a7 =1r+8s, ..., apy =7+ 10s, ...,

ag =28, ag =3s, ag =4s, ..., a4 =7Ts, ...

Protoze a;4 = 7s je prvocislo, musi byt s = 1, a protoze ¢isla a; =
=7, a7 =1 +8s, as; = r + 10s jsou prvodisla, ktera davaji p¥i déleni
tfemi ruzné zbytky, je jedno z nich délitelné tremi, takze r = 3. Nyni
miizeme (i kdyz ponékud zdlouhavé) pokratovat v postupném pouZivani
rekurentnich vztaht az do vypoétu a;j 995, a2 000-

Lepsi ovSem je vSimnout si po vypoctu nékolika prvnich ¢lentt dané
posloupnosti, Ze patrné pro kazdé pfirozené k plati

azk4+1 =1+ ks,
azi = ks;
diky jiZ zminéné jednoznacnosti staci oveérit, ze kazda takto definovana
posloupnost spliiuje rekurentni vztahy ze zadani.
a) n je sudé tvaru n = 2k:
an + Qgn = ok + agr, = ks + 2ks = 3ks,
azn = agr = 3ks,
Gn + a3n—1 = @2k + as—1 =ks+7r+ 3k —1)s =

=r+ (4k — 1)s,
asy, + a2n>._1 = Qqx + Q411 = 2ks +7r + (2’6 - 1)8 =
=r+ (4k — 1)s,

Qn + A3n41 = Q2 + ak+1 = ks + 1 + 3ks = r + 4ks,
Qon + Aont1 = Qqk + Qg1 = 2ks + 1 + 2ks = r + 4ks.
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b) n je liché tvaru n = 2k + 1:

An + Q2n = Q2p41 + Agpr2 =T+ ks + (2k + 1)s =
=r+ (3k +1)s,
a3n = agr4+3 =T + (3k + 1)s,
Qn + A3n—1 = Q2k41 + Gkt2 =T + ks + (3k + 1)s =

=r+ (4k + 1)s,
Qon + Qon—1 = Qg2 + Gqpyp1 = 2k + 1)s+ 7+ 2ks =
=r+ (4k + 1)s,
an + A3n41 = Qok+1 + Akta =7 + ks + (3k + 2)s =
=7+ (4k + 2)s,

Q2p, + Q2pt1 = Qqp42 + Qqpt3 =
=2k+1)s+r+(2k+1)s =1+ (4k + 2)s.

Potom pro r = 3 a s = 1 dostavame aj g95 = 3 + 997 = 1000 = a5 ggo-

A-1-4
Po jednoduché tpravé dostaneme, Ze
a+1 b+1 a?>+b*+a+b
+ = )
b a ab

Protoze D je nejvétsi spolecny délitel ¢isel a, b, mizeme psit a = Da;
a b= Dby, kde a;, b; jsou nesoudélna piirozena &isla. Vyraz (1) méa po
vykraceni tvar

-

Da? + Db? + a1 + by @
Da1 b1 ’
Aby vyraz (2) byl pfirozené &islo, musi byt Citatel délitelny jmenovatelem,
a tedy i vSemi jeho déliteli. Proto musi byt Citatel délitelny D,

D | Da? + Db? +a; + b;.
Cislo D ziejmé déli &isla Da? a Db?, proto musi platit
D|ay +b;. (3)
Protoze &isla ay, by, D jsou pfirozend a plati (3), musi zarovenn byt
D <a; +by, (4)
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coZ po prendsobeni D (D > 0) dava
D?<a+b.
Po odmocnéni (obé strany jsou kladné) vychézi, Ze
D<Va+b. (5)

Jesté musime zjistit, zda nékdy nastane v (5) rovnost. Ta ziejmé
nastane, pravé kdyz nastane rovnost v nerovnosti (4). Proto musi byt
D = a; + b;. Aby byla zaroven splﬁéna podminka D < a < b, musi platit
1 < ay < b;. Volme proto a; = 2 a by = 5. Potom musi byt D = 2+5=7, -
neboli a = Da; = 14 a b = Db, = 35. Snadno se presvédéime, Ze v tomto
ptipadé rovnost (5) skuteéné nastane.

Poindmka. MiZeme postupovat také tak, Ze na zalatku zavedeme
substituci @ = a1 D, b = by D a po obdobnych tivahach dojdeme k tvrzeni
D? | a+ b, coz po odmocnéni dava (5).

A-1-5

Predevsim si vSimnéme, Ze pro nesoudélna ¢isla x, y plati

fzy) = F@) + £@) — FQO).

Proto pro prvociselny rozklad n = p{*p3?...p% &sla n (p1,p2,--.,Pm
jsou rizna prvodisla a a;, s, ..., a,, jsou pfirozend ¢&isla) dostavame, Zze
f(n) = fp") + f(52)+ ...+ f(p%) — (m — 1) f(1). Dale opakovanym
pouzitim dané rovnosti zjistime, Ze f(p*) = f(p* 1) = ... = f(p) = p
pro prvocislo p a libovolné prirozené ¢islo a. Odtud vyplyva, Ze plati

fn)=pr+pa+...+pm—(m—=1)f(1), n=p"py>...p5".

Dokazme jesté uvedené tvrzeni podrobnéji:

Nejdiive dokdzeme matematickou indukei podle a, Ze pro prvodislo p
plati f(p*) = f(p) =p.

Pruni krok. Pro a = 1 plyne tvrzeni pfimo ze zadani.

Druhy krok. Necht tvrzeni plati pro a 2 1, potom

f@*t) = f(0*) + f(p) — F(D®,p)) = F(™).
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Odtud podle indukéniho predpokladu plyne, Ze je také -

f@*th) = f(p*) = f(p) =p.

Dale dokéZeme, Ze pokud n = p{*p5?...p%" je prvoliselny rozklad
Cislan 2 2, je

f(n) = f@I'ps*...pp) =p1+p2+ ...+ pm — (m—1)f(1).

Tvrzeni dokdZeme opét indukci, tentokrat podle po¢tu m prvoéiselnych
délitela cisla n.

Pruni krok. Pro m = 1 dostavame predchozi tvrzeni, které jsme pravé
dokézali.

Druhy krok. Necht tvrzeni plati pro m 2 1. Potom plati

e ps? i) = f7 P32 - por) + foid') -
— f (D1 pe” - P Pais)) -
Protoze ale D(p{'p3? ...p%m, pomt') = 1, ma dle indukéniho piedpo-
1 P2 m m+1
kladu predchazejici rovnost tvar

@ ps? P =P D2+ P —
= (m=1f(1) +pm1 — f(1) =
=p1+...+Pmy1 —mf(1). (1)
Jesté zbyva ukazat, ze takto definovana funkce f vyhovuje dané pod-
mince pro libovolnou hodnotu f(1). Necht a a b jsou pfirozend {isla.

Oznaéme ¢ = D(a,b) a necht c = pi* ...pj" je jeho prvodiselny rozklad.
Prvociselny rozklad ¢isla a ma pak ziejmé tvar

— P § nt1 Bmts
o= pft gt P
a podobneé ¢islo b bude mit prvociselny rozklad
g SR m g Yin41 m
b=p*...plerm )

Zaroven vime, Ze prvocisla p1,...,Pm, q1,---,9s @ T1,...,T¢ jSOU DAVZA-
jem riznd. Proto rozklad ¢isla a - b na prvocinitele je '

_ B+ v+ Ym Bmt1 B Ym+1 Yen 4t
a-b=p? oo B /AR s SESIRRE L7 8
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" Podminka ze zadéni fika, Ze
fa-b) = f(a) + f(b) - f(D(a,b)). ()
Spoéitejme tyto hodnoty pro funkci definovanou pomoci (1):

fl@=p+. ...+ Ppmt+q+...+¢ —(m+s-1)f(1),
fO=pr+...+pm+ri+...+r.—(m+t-1)f(Q),
fla-b)=pr+...4Pm+a+...+g+r+...+r;—
—(m+s+t-1)f(1),
Cfl)=pt. A pm = (m=1)f(1).

Snadno nahlédneme, Ze po dosazeni téchto hodnot do (2) dostaneme
identitu (je$té je pot¥eba si uvédomit, Ze v8echny tyto tivahy jsou korektni
i v pfipadé m = 0, s = 0, t = 0). Funkce f defirovana pomoci (1) je tedy
jedinym feenim dané tlohy pro libovolnou hodnotu f(1).

A-1-6

" Oznaéme L a K stiedy hran BC a AD, X a'Y kolmé priméty bodd T
a O do roviny ABC a Z tézisté trojihelnika ABC (obr. 22).

Obr. 22

V dal$im budeme vyuZivat nésledujici vlastnosti CtyTsténu:
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> body A, T, D, K, L lezi v téZe roving, kterou oznatime § (K = 1(A+
+D), L = 5(B+C),T jestied KL, T = 3(K+L) = }(A+B+C+D)),

> body O, T, X, Y leii v téze roviné, kterou oznacéime «,

> Y je stfed kruznice opsané trojihelniku ABC,

> T le#i ve &tvrtiné usecky ZD (Z = 2(A+ B +C));
navic plati, Ze pfimka je kolm4 na rovinu, prévé kdyz je kolmé na dvé
jeji riznobézné primky (a tato p¥imka je pak kolmé na vSechny pfimky
roviny).

Pfedev$im musime vylouéit ptipad O = T, kdy OT neurduje piimku.

a) Protoze OT je kolma na rovinu 4, je OT kolmé na KL, a tedy
|OL| = |OK]|. To znamen4, Ze oba rovnoramenné trojihelniky OBC
a OAD jsou shodné, takze |AD| = |BC| = 12cm. Bod D proto lezi na
kulové plose I' se stfedem A a polomérem 12 cm.

Naopak, lezi-li bod D na I', je |AD| = |BC| = 12cm. Potom |OL| =
= |OK], a tedy OT je kolmé na KL.

b) Protoze T'X je kolmé na AL (T X je kolm4 na rovinu ABC) a OT
je kolma na AL (OT je kolm4 na rovinu d), je AL je kolma na a. Rovina «
je ale jednozna¢né urlend body A, B, C' (prochazi bodem Y a je kolma
na AL). Ozna¢me (3 rovinu, kterd vznikne z roviny « ve stejnolehlosti se
stfedem Z a koeficientem 4. Ta je rovnéz jednozna¢né uréend body A, B,
C (je kolmé na AL a prochazi bodem S, ktery vznikne z bodu Y zminénou
stejnolehlosti) a lezi v ni bod D. Naopak, lezi-li bod D v roviné 3, snadno
nahlédneme, Ze body X, Y, T, O lezi v roviné «, kter4 je kolmé na AL.
Proto TO je kolméa na AL.

Piipad O = T nastane, pravé kdyZ je D.S kolma na rovinu ABC (DS
odpovid4 ve zminéné stejnolehlosti iseéce TY = OY).

Mnozina bodt D je tedy kruZnice (bez &tyF bodi tvoricich vrcholy
&tverce, dva z nich jsou body roviny ABC), kterd je prunikem kulové
plochy I' a roviny 3.

Jiné FeSeni. Pfedeviim |AL| = 8 cm. Zavedme soufadnicovy systém
‘s potatkem v bod8 L tak, ze BC je osa z (B = (—6,0,0), C = (6,0,0))
a AL je osa y (A = (0,8,0)). Necht D = (z,y,2).
Z podobnosti trojihelniki BLA a Y NA (N je stited AB) dostaneme
|AY| = 6,25. Potom Y = (0;1,75;0) a O = (0;1,75; a),

A+B+C+D x Yy z
— = (32437

Protoze OT je kolma na AL, je OT - AL = 0. Odtud dostaneme"
y = —1. ProtoZze OT je kolméa na LD, je OT - LD = 0. Odtud vyjde

T =
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2% + 2% = 4az (vyuzivame toho, 7e y = —1). Déle z rovnosti |OA| =
= |OD| dostaneme 222 +22? —4za = 63. (Vyuzili jsme toho, ze y = —1.)
Z poslednich dvou rovnostf plyne z? + 22 = 63. Soufadnice bodu D tedy
spliwji podminky y = —1 a x2 + 22 = 63.

A-S-1

Nejprve oba 'vyrazy upravime:

a+1 b+1 _ a®+a+b+b

b + a ab ’ 1)
a2 ¥ B+ )
Bew " wr @)

Protoze obé &isla (1), (2) jsou celd, musi byt a? + a+b? +bia® +b°
délitelné ¢islem b. To znamend, ze musi byt také

bla®>+a a bl|a® (3)

(oznafeni z | y znamend, ze Cislo  déli ¢islo y). Nyni lze snadno ukézat,

ze odtud plyne i b | a. Uvedeme tfi rizné zpusoby:

1) Z (3) plyne, ze b déli i ¢islo a® — (a — 1)(a® + a) = a, takze b| a.

2) Z b|a® plyne, ze kazdy prvocinitel &isla b je také prvocinitelem &isla a.
Proto jsou ¢isla b a (a + 1) nesoudélnd, takze z b| a(a + 1) plyne b|a.

3) Jestlize b déli a® + a, déli jisté i jeho a-nasobek a® + a%. Celé &islo b
tedy déli zaroven a® 4 a2 i a®. Déli proto i jejich rozdil a®. My uz ale
vime, Ze b déli-i a® + a, proto déli i &islo a® + a — a® = a, tedy b|a. -
Protoze oba uvazované vyrazy jsou symetrické vzhledem k a a b,

plati zaroven i a | b. Odtud plyne rovnost |a| = |b]. Nyni mohou nastat

dvé moznosti:

1) Pro a = b mizeme dané vyrazy zfejmé upravit po fadé na tvar
2(%:—1) a 2a. Vzhledem k tomu, Ze Cisla a a a + 1 jsou nesoudélné,
plati a | 2 (prvy vyraz musi byt celoiselny). Dostdvame ¢tyfi FeSent
a=be {-2,-1,1,2}.

2) Pro a = —b se dané vyrazy rovnaji po fadé —2 a 0. V tomto pripadé
tedy dostavame nekone¢né mnoho feSeni a = —b = t, kde t je libovolné
nenulové celé &islo.
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A-S-2

Pro n = 2 ma4 platit nerovnost 4 > 1+ 2¢?, odtud vyplyva horni odhad
pro &islo ¢q: ¢ £ \/—%_ = %6. Dokazeme matematickou indukci, ze cislo
q= 52@ mé pozadovanou vlastnost.

1. krok: Vzhledem k volbé ¢isla ¢ v dané nerovnosti plati pro n = 2
rovnost. \ :
2. krok: Necht nerovnost plati pro n = k > 2, neboli 2% > 1 + k¢*.
Potom

2F+1 = 2. 9% > 2 4 2kg*.

Ziejmé staci dokazat, Ze plati
2+ 2kq* 214 (k+ 1)g*?,

neboli 1 > ¢*[(k + 1)g — 2k]. Posledni nerovnost ale plati, protoze pro
g= jeq< %<2, takie ¢* > 0, zatimco vyraz v hranaté zévorce je
zaporny:

(k+1)g—2k=k(g—2)+q<2(q—2)+g=3¢g-4<0.

Zkoumand nerovnost tedy platii pron =k + 1. Tim je dikaz matema-
tickou indukci hotov.
Odpovéd: Hledané nejvétsi ¢ je rovno islu @.

A-S-3
Oznaéme X bod dotyku kruZnice pfipsané strané BC s primkou AB
(obr.23). Protoze AO je osa Ghlu CAB a BO je osa uhlu CBX, je
|XOAB| = 1a (|XCAB| = |XABC| = a), |XOBX| = $(180° —
— a) = 90° — Ja. Na polopfimce BX zvolme bod Y, Y # B, tak, aby
|BX| = |XY]|. Potom v trojihelniku AY O plati:
|AO| =9 cm, |0Y| = |OB| = 3cm,
|<AOY| =180° — |XOAB| — |4 XYO| =

=180° — 5;- —|XXBO| = 90°.
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Obr. 23

Odtud vyplyva konstrukce:

. AAY O; podle véty sus: |AO| = 9cm, |OY| = 3cm, |XAO0Y| = 90°,
.X; X e AY, 0X L AY,

. B; B € AX, |XB| = |XY]|,

. AD; |9 BAD| = 2|<BAO|, D € BO,

. BE; |4ABE| = 2|4BAO|, E € 40,

.C; C € ADN BE.

D Ut s W N

Pozndmka. MiZeme postupovat i jinak. Nejprve vyjadiime vSechny
potfebné ihly pomoci Ghlu o a déle lze pokracovat napiiklad takto:

a) pouZitim sinové véty v trojihelniku ABO zjistime, Ze tg fo = %,

b) z podobnosti trojihelniki AXO ~ OX B zjistime, ze

BX| _1(__a_|0X]
ox| ~3\7 %2 T jax| )"

Potom miuze sestrojit trojihelnik BXO nebo AXO. Pfipadnd mi-
Zeme pomoci Pythagorovy véty vypocitat

|AX]| = 271\{)E, AB| = 241\(/)E

a pak sestrojit prislusné vyrazy.

A-11-1

Pro n = 1 takové &islo samoziejmé neexistuje, pro n = 2 je prikladem
takového ¢isla ¢islo 13. Pron = 3 a n = 4 takové ¢isla neexistuji, protoze
zadné z ¢&isel 301, 211, 121, 103 ani zadné z &isel 3001, 2101, 2011, 1201,
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1111, 1021, 1003 neni ndsobkem tfinacti. (Vypsali jsme vSechna lich4
trojmistna a ¢tyfmistnd ¢isla s cifernym souétem 4.) Pro vétsi n se takové
Cislo d4 vzdy najit. Staci uvazovat ¢islo 1001+ 10™~%-1001. Toto &islo je
délitelné tfinacti (nebot 1001 je délitelné t¥indcti), pro n = 5 je zéroveh
liché (konéi jednotkou) a jeho ciferny soudet je zfejmé 4.

Jiné feseni. Nejdfive podobné jako v prvnim reSeni ukazeme, Ze pro
n = 2 takové &islo existuje a pro n = 1,3, 4 neexistuje. Viimnéme si ted,
jaké zbytky pti déleni t¥inacti davaji jednotlivé mocniny ¢&isel 1, 10, 102,
10%, 104, ... :

¢islo: 1 10 102 10% 10* 10° 10 107 108
jeho zbytek: -1 10 9 12 3 4 1 10 9
Vidime, Ze zbytek ¢isla 10™ p¥i déleni tfindcti zavisi jen na tom, jaky je
zbytek ¢isla n pti déleni Sesti:
n je tvaru: 6k 6k+1 6k+2 6k+3 6k+4 6k+5
zbytek ¢isla 10™: 1 10 9 12 3 4
Pomoci této tabulky najdeme piiklady n-cifernych ¢isel s potfebnou

vlastnosti pro kazdé p¥irozené n 2 5:

pocet Cislic dava stejny

Esla n cls i zbytek jako
on 100...01101 105141101 4+1249+1=26
(kg]_) Ny ! .

6k—5 B
okl 200...011 2+10%F 411 2-1+11=13
(k21) ——

6k—2
6k.+2 100...03 108k+1 4+ 3 . 10+3=13
(k20) Sl

6k

6k +3 100...0101001 10%%*2 + 101001 9+4+12+1=26
(k21) et

6k—4 P ¥
i 100...010011 105%+3 1+ 10011 1243+11=26
(k21) e——

6k—2
e 100...01011 10%%*+* £+ 1011 3+12+411 =26
(k20) ——

6k
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Odpovéd: Cislo s pozadovanou vlastnosti existuje pro n = 2 a pro
kazdé n 2 5.
A-1l1-2

Ukazme, 7e F lezi na piimce BC. Necht |<FBA| = o. Potom
| XFBS,| = | X BFS;| = 90° — a (obr. 24). Z trojihelniku FBS; potom

E /\ D C
o
S. F k1
k2 2 2a Sl
. o .
B A

Obr. 24

vyjde |XBS2F| = 2a (jinymi slovy, velikost tzv. sekového thlu tétivy
BF je rovna poloviné piislusného stfedového thlu BS;F'). To znamena,
ze |XAS F| = 180° — 2a. Z véty o obvodovém a stiedovém whlu pak
plyne, ze |XACF| = 90° — a, takze | < FCD| = a. Protoze thly FCD
a FBA jsou shodné, lezi F' na pfimce BC.

Déle vime, Ze trojihelnik BAC je pravouhly s pravym tdhlem pfi
vrcholu A. Stied jeho kruZnice opsané tedy lezi na preponé BC. Pokud
F neni stfedem prepony BC a ma-li platit dokazované tvrzeni, musi
i stfed kruznice opsané trojuhelniku ADE lezet na pfimce BC. Protoze
DE je jeho strana a pfimka S2B je osou této strany, potom vzhledem
k tomu, 7e bod B je priisetikem piimek BS, a BC, musi byt pravé
on stiedem kruznice opsané trojuhelniku ADE. Proto sta¢i dokazat, Ze
kromé rovnosti |BE| = |BD| plati i |BD| = |BA].

Spo¢téme ted velikost |BA| (obr. 25),

|BA| = \/(r1 +12)2 — (12 — 11)2 = VAriry = 2v/r175.

Spoctéme jesté velikost |BD)| (obr. 26, kde je zndzornéna situace pfi
2r1 > ro; situace v opacném pripadé vypada analogicky a nemd vliv na
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1271 —7a|
T2 T2
T+ T2
T2
T2
1
B
Obr. 25 Obr. 26

dalsi vypocet):
ITD[2 =72 - (2r; — )2, .
|BD|> = |TD|?> + |TB|? =72 — (2r1 — r2)% + (2r1)? = 4ry79,
IBD] = 2\/ ?‘17‘2.

Dostali jsme rovnost |BD| = |BA|, tedy B je stfedem kruznice opsané
trojihelniku ADE, a proto bod F' i oba stiedy kruznic lezi na piimce BC'.

A-11-3

Necht ABC je trojthelnik s pozadovanymi vlastnostmi. Ozna¢me S stied
usecky AB, k kruznici opsanou trojuhelniku ABC, Z pruseéik piimky
CS s kruznici k (rizny od C) (obr.27). Protoze OT L CZ, je T stfedem
tétivy CZ, navic |SC| = 3-|ST| (T je t8zisté), takze |SZ| = |ST|. Dvo-
jim vyjadfenim mocnosti bodu S ke kruznici k (lze samoziejmé pouzit
i podobnost trojihelniki AZS a CBS) mame

ISA|-|SB| = |SZ] - |SC],
neboli [SA|? = %ISC| -|8C|, takze

|SC| = V3|SA.

Bod C lezi tedy na kruznici k1 (S;v/3|SA|). Oznalime-li Ay, By priiseciky
pfimky AB s kruZnici k; a E, F prusetiky osy tusecky AB s kruznici &,
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musi byt C # Ao, By (jinak by ABC nebyl trojahelnik) a C # E, F
_(jinak by trojihelnik ABC byl rovnostranny a bylo by O =T').

C

Z

Obr. 27
Necht naopak C je libovolny bod kruznice k; rizny od A, By, E a F.
Ozna¢me k kruznici opsanou trojuhelniku ABC a Z prusecik kruznice k
s pfimkou C'S (Z # C'). Z mocnosti bodu S ke kruznici k (opét lze pouzit
i podobnost trojihelniki) vyplyva

ISAZ _|SA] _ |SC]|
Iscl — v3 3

tedy T je stied tétivy CZ, a proto je bud O = T, nebo OT L CZ.
Pripad O = T miiZe nastat jen pro T z osy usecky AB, tj. CS L AB,
neboli C' € {E, F}, coz jsme viak vylou¢ili. Vznikly trojihelnik ABC
tedy vyhovuje podminkam tlohy.

152] = = |1,

Zdver: Hledanym geometrickym mistem bodi je kruznice k; se stie-
dem S a polomérem /3 |SA|) bez bodt Ay, By, E, F.

A-1l-4

Ne. Ozna¢me pocet nacelnikti v prvnim vybéru k£ a v druhém [. Postu-
pujme sporem. Pfedpoklddejme, ze k # [, a pritom obé rozdéleni dopadla
dobre. Bez (jmy na obecnosti predpokladejme, Ze | > k (jinak vybéry vy-
ménime, zfejmé na jejich poradi nezalezi). Protoze podruhé bylo druZin
vic, musi v tomto vybéru (podle Dirichletova principu) existovat aspon
dva nécelnici, ktefi byli v prvnim vybéru ve stejné druziné (oznalme tuto
druzinu M). Ani jeden z nich nemohl byt nacelnikem M, jinak by mu-
seli byt kamaréddi a druhé rozdéleni by pak nemohlo vyjit dobre. Potom
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ale maji oba spole¢ného kamardda — nécelnika druziny M, proto druhé
rozdéleni nemohlo vyjit dobfe ani v tomto p¥ipad&. To je spor s piedpo-
kladem k # .

A-1ll-1

a) Po ureni nékolika prvnich ¢leni dané posloupnosti si mizeme
vsimnout, Ze pro malé hodnoty n je rozdil G(n) — G(n—1) bud 0, nebo 1.
Toto tvrzeni (z kterého uZ plyne tvrzem a) tlohy) dokidZeme matematic-
kou indukci.

Pruni krok. Pro n = 1 je G(0) = 0, G(1) = 1 — G(G(0)) = 1, tedy
G(1) — G(0) = 1, tj. uvedené tvrzeni plati. '

Druhy’ krok. Necht G(k) — G(k — 1) € {0,1} pro kazdé pfirozené
k < n. Odtud pfedevsim plyne, ze 0 £ G(k) £ k pro kazdé k < n,
protoze G(0) = 0. Dale je

G(n+1)—Gn) =1+G(G(n - 1)) — G(G(n)).

Je-li G(n —=1) = G(n), je G(G(n—1)) = G(G(n)), a tedy G(n+1) —
-G(n) =

V opatném pifpadé je G(n) = G(n — 1) + 1, &ili G(G(n — 1)) —
—G(G(n)) = G(a) — G(a+ 1), kde a = G(n — 1) je nezéporné celé &islo
neprevysujici n — 1, proto podle indukéniho piedpokladu plati G(a) —
—G(a+1) € {-1,0}. To znameni, ze G(n + 1) — G(n) = 1+ G(a) —
—G(a+1) € {0,1}. Tim je dikaz indukci uvedeného tvrzeni a zaroven
i dtikaz tvrzeni (a) tlohy hotov.

b) Postupujme sporem. Predpokladejme Ze existuje prirozené ¢islo k,

pro néz
G(k—1)=G(k) =Gk +1) = A.

Ze zadéani ovSem plyne, zZe
A=Gk+1)=k+1-G(G(k)) =k+1-G(A),
A=G(k)=k—-G(G(k-1)) =k - G(A),

takze
k+1=G(A)+ A=k,

coz je hledany spor, protoze k + 1 # k. :
Dokézali jsme, Ze pfirozené &islo k, pro které by platilo G(k — 1) =
= G(k) = G(k + 1), neexistuje.
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Jiné fedeni. (Podle Petra Kafiovského, Brno.) Oznaéme

Pro toto &slo plati § < w < 1 a w? + w — 1 = 0. UkdZeme, Ze plati

G(n) = [nw] (celd Cast ¢isla nw). Tvrzeni a) i b) je pak jiz snadnym
disledkem toho, ze w > 0 resp. w > %
Uvazujme libovolné prirozené ¢islo n a ozna¢me pro stru¢nost
T = nw — [nw]
necelou ¢ast ¢isla nw. Z definice celé casti je vidét, ze
[(n + 1)w] = [nw + w] = [nw] + [z + w].
Nyni postupné plati

wlnw] — n + [(n + Dw] = wlnw] — n + [nw] + [r + w] =
=(w+)[nhw]—-n+[z+w]= _
=(w+1)(nw-2)-n+[z+w]=
=w+w-1)n-(w+z+[z+w] =
=—(w+ 1)z + [z + w).

Odtud vyplyva, ze
[(n+ Dw] =n — (wnw] +w) + (—(w+ Dz +w+ [z +w]). (1)
Nyni dokazeme, ze plati
[~(w+ 1)z +w + [z +w]] =0. (@)

Rozlisme t¥i pripady:
1) Je-li 0 £z < 1—w, tak [z + w] = 0 a zéroven

—(w+zr+wsw<]l,
—(w+z+w> —(w+1)(1-w)+w=
=w’+w-1=0,

odkud ihned plyne dokazované tvrzeni.
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2) Podobné, je-li1 —w < z < 1, tak [z + w] = 1 a zaroven

—(w+)z+w+12—-(w+1)+w+1=0,
—(wH+D)z+w+l< —(w+)(1l-w)+w+1=

=w?+w=1.

3) Kdyby bylo = 1—w, pak by ¢islo (n+1)w = 2+ [nw]+w = 1+ [nw]
bylo celé, a tedy w by muselo byt racionalni, coz neni pravda. Tento
pfipad tedy nemtZe nastat. ’

Tim je dikaz rovnosti (2) proveden.

Ze vztahu (1) a (2) plyne

[(n + 1)w] = n — [([nw] + 1)w].
Definujeme-li tedy poslm;pnost G1(n) vztahem
Gi1(n) = [(n + Dw],
pak vidime, Ze posloupnost -, spliiuje rekurentni vztah
Gi(n) =n - G1(G1(n - 1)),
tj. stejny rekurentni yztah jako G(n). Navic plati
G1(0) = [(0+ Dw] =0,

tedy vidime Ze i G(0) = G;(0).

DokaZme nyni, Ze libovolna funkce G(n), spliwyjici podminky v zadani
ulohy, je identicky rovna G (n). Dikaz provedeme matematickou indukei.

1) G(0) = 0 = G1(0).

2) Necht ng je libovolné pfirozené ¢islo a necht pro vSechna n < ng.
plati G(n) = G1(n) = [(n + 1)w]. Pak G(ng — 1) = [nwo] a protoze dale
0 £ [rwo] < ng (prvni nerovnost je zfejmd, druha plyne pro no < 3
pfimym dosazenim a pro ng 2 3 z ng — nwy = (1 —w)ny > 1), je také
G(G(no — 1)) = G1(Gi(no — 1)) a tedy G(no) = no — G(G(no — 1)) =
=np — G1(G1(no — 1)) = Gi1(no)-

Vidime tedy, Ze funkce G je zadanim jednoznac¢né urcena a musi byt
G(n) = [(n + 1)w], kde w = 1(v/5 — 1), pro viechna piirozen4 &sla n.
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A-1Il-2

Necht V' je pevny vnitini bod trojihelniku PQR a predpokladejme, Ze
hledany étyfstén ABCD existuje. Stény ABD, BCD a CAD (prozatim
neznamého) ¢tyrsténu ABCD sklopime do roviny ABC'. Dostaneme tak
sit tohoto ¢ty¥sténu, ohranicenou lomenou ¢arou ADy; BDyC D3 A. NaSim
cilem bude vybrat bod D tak, aby trojihelnik D; Dy D3 byl ostrothly,
obsahoval trojihelnik ABC' a aby bod V' byl stfedem kruznice mu opsané.
Plati totiz tvrzeni: Je-li S stred kruznice opsané ostrouhlému trojiuhelniku
KLM, pak pro kazdy jeho bod X # S plati

min{|XK|,|XL|,|XM|} < |SK| = |SL| = |SM|.

(Toto tvrzeni plyne z toho, Ze cely trojuhelnik K LM je pokryt tfemi
kruhovymi vysefemi o stfedech K, L, M a poloméru |SK]|, pfitom kazdy
vnitini bod X # S trojahelniku K LM lezi uvnitf jedné z nich.)

Potfebujeme tedy, aby prfimka AV byla osou tusecky D3D;, pfimka
BV osou DyDs a pfimka C'V osou DyD3. Musi proto platit

I{D1D2D3’ =T - |4BVC|, |§D2D3D1l =N - |<ICVA|,
|XD3DyDy| = 1t — | XAVB|.

Diky tomu, ze V € APQR, jsou uhly BVC, CVA a AVB tupé (staci
uvazit Thaletovy kruZnice s pruméry BC, CA a AB), takZe vnitini ahly
hledaného trojihelniku D; D3 D3 jsou znamé a ostré. Muzeme tedy se-
strojit libovolny trojihelnik D} D) D4 podobny nezndmému trojihelniku
DD, D3, oznacit V' stfed jeho opsané kruznice a na tfech polopfimkéch
s po¢atkem V', které prochazeji stfedy stran D3D’, Di D} a D}Dj, se-
strojit (dostate¢né blizko od bodu V') po fadé body A’, B’ a C’' tak, aby
AA'B'C" ~ AABC (zname velikosti Ghld V' A’B’ a V' A’C"). Pak lomené
cara A'D{B'D,C'D3 A’ ohranicuje sit nékterého Ctyfsténu A'B'C'D’,
ktery je podobny hledanému &étyisténu ABCD.

A-1l1-3

Ozna¢me dané podmnoziny Ay, Ag, ..., Ag. Tvrzeni dokdZeme indukeci
podle po¢tu n prvki mnoziny X. Zacneme s piipadem n = 6. (Pokud
mé mnozina X méné nez 6 prvki, doplnime ji na Sestiprvkovou pfidanim
novych prvki, které nezméni mnoziny A;.) Protoze (5) = 20 > 2 -6,
existuje tfiprvkova mnozina Y C X, kterd se nerovna ani zadné z mnozin
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A;, ani zddnému doplitku X — A;. Obarvime-li prvky Y jednou barvou
a prvky X — Y barvou druhou, dostaneme ,,spravné“ obarveni.

Nyni predpoklddejme, Ze mnoZina X ma aspon 7 prvki. Pak existuje
dvojice riznych prvkd u,v € X, které spolu nelezi v zidné z mnoZin
A;. (Opravdu, existuje totiz nejvyse 6 - (3) = 18 dvojic prvki, které
patii do nékteré z mnozin A;, zatimco vSech dvojic prvkl z X je aspon
(7) = 21.) Tuto dvojici prvki u, v ,slepime* do jednoho nového prvku w.
Jinymi slovy, pokud mnozina A; obsahuje prvek u nebo v, nahradime ho
prvkem w. Dostaneme opét Sest t¥iprvkovych-podmnoZin mnoziny X',
kterd mé o 1 prvek méné nez pivodni mnozina X. Prvky mnoziny X' ma-
zeme podle induké¢niho pfedpokladu ,spravné“ obarvit; ddme-li prvkim
u, v barvu prvku w a barvy ostatnich prvki v X’ zachovdme, dostaneme
»Spravné“ obarveni mnoziny X. Tim je dokazan indukéni krok, a tedy
i tvrzeni dlohy.

A-11-4

Trojihelniky ALK a BY' L jsou podobné, protoze (obr. 28) |XLAK| =
= |XYBL| (|CA| = |CB]) a (ze zadéni)

|[KA| _ |LB|
LAl VB[
~ Odtud |¥ALK| = |XBYL|. Analogicky z podobnosti trojihelniki
Y
B
L
c X A K
Obr. 28

ALX a BML vyjde |XAXL| = | MLB|. Protoze vSak body M, L
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a K lezi v pfimce, je také |AMLB| = |XALK|. Potom [XLYB| =
= |XALK| = |XBLM| = |XAXL|. Z rovnosti |XLYB| = |IAXL|
plyne |XLYC| + | LXC| = 180°, takZe body C, X, L, Y lezi na jedné
kruznici k. Odtud uz vyplyva konstrukce hledané primky:

1. kruZznice k opsana trojihelniku CXY, kde | ¥ XDY| = 2| X ABC|,

2.L; Le kN AB,

3.4BLM; M € BC, |<BLM| = |3 AXL,

4. KK e LMNCA.
Spravnost konstrukce vyplyva z rozboru. Uloha mé vidy pravé jedno
feSeni.
A-1l1-5

Ze vztahu (i) pro z = y vyplyva f(z?) = f(z - z) = (k + 2)f(z). Dvoj-
néisobnou aplikaci pfedchoziho vztahu dostaneme

f(2%) = f(a?-22) = (k+2)f(2?) = (k +2)2f(a).
Jinym postupem ale dostaneme
f(w_4)= f(z-2°) = fx) + f(2°) + kf(a) =
= (k+1)f(2) + f(z-2*) =
= (k+1)f(2) + f(z) + f(=*) + kf(z) =
= (2k +2) f(z) + f(2*) = 3k + 4) f(2).

Nyni staéi najit libovolné z, pro které je f(z) # 0, tedy qapx‘iklad podle
(i) x = 1995. Porovnanim predchozich dvou vztahti dostaneme podminku

(k +2)2£(1995) = f(1995*) = (3k + 4) f(1995),
(k+2)? =3k + 4,
k € {0,-1}.

Pro k = —1 dostavame funkcionalni rovnici z domaciho kola. Vime, Ze
jejim obecnym feSenim je pro z = pi* ... p%" funkce

fl@)=f)+...+ f(pn) = (n = 1)f(1).

Podminku (i) Glohy miZeme splnit naptiklad volbou f(5) = 1996, f (p)
=0 pro v8echna prvodéisla p # 5 a f(1) = 0. .
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~ Pro k = 0 dostavame funkcionalni rovnici

flzy) = f(z) + f(y)-
Odtud piedevsim pro z = y = 1 plyne f(1) = 0. Obecnym FeSenim této

rovnice pak je pro z = p{* ... p%" funkce
f(@) =1 f(p1) + ...+ anf(pn),
kde f(p;) jsou libovolna celé &isla. Opét staki zvolit f(5) =1996 a f(p) =
= 0 pro viechna prvoéisla p #5 jako vyge.
A-1ll1-6

Dokazeme, Ze za uvedenych pfedpokladi je trojt’xhelrﬁk ABC rovno-
stranny. Oznalme strany a thly trojihelniku ABC obvyklym zptsobem.
Z rovnosti

|KL| = 2Rsinf3, |LM|=2Rsiny, |MK|=2Rsina,
kde R jé spole¢ny polomér tii opsanych kruznic, vychézi
|KL|:|LM]|: |MKI - §in,3 :siny : sina,
takze AABC ~ ALMK. Proto plati
|KL| = Ab, |LM|=MXc, |MK|=\a

pfiemZ koeficient podobnosti A uréime ivahou o obsazich trojihelniki:
Z rovnosti

y 2

Saxkm = SBLk = ScmL = 5 SaBc

‘plyne, Ze Skrm = 3 SaBc, takie A? = . NapiSme kosinové véty pro
trojahelniky ABC a AKM:

a? =b% + % — 2bccosa,

2 2 ,

%az = (%b) + (g—) S L BN

Odecteme-li od devitindsobku druhé rovnosti dvojnasobek prvni, dosta-

~ neme rovnost a? = 2b% — c2. Z dalSich dvojic kosinovych v&t odvodime

analogicky rovnosti %> = 2c? — a? a ¢? = 2a? — b?, taklea=b=c.
Trojahelniky AKM, BLK a CM A jsou tedy shodné a maji shodné

i vepsané kruZznice.
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