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Kategorie B

Texty tloh

B-1-1

Zjistéte, pro ktera realna Cisla p ma rovnice
3 2 —
> +pr°+2pxr=3p+1
tfi rizné redlné kofeny 1, T2 a T3 takové, Ze 172 = z3. (J. Simsa)

B~ +~2
V roving je dn trojihelnik ABC, v kterém | BAC| = 105°, | < ABC| =
= 55° a |AB| = 6 cm. Na strané BC sestrojte body X,Y (|[BX| < |BY)
a na strané AC body M, N (JAM| < |AN|) tak, aby &tyithelniky
ABXM a MXY N byly tétivové a kruznice jim opsané mély stejny po-
lomé&r jako kruZnice opsané trojihelniku NYC. (P. Cernek)

B-1-3

Zvolime-li libovolné 11 raznych dvojcifernych ¢isel, vzdy z nich lze vy-
brat dvé skupiny C¢isel, které maji stejny pocet prvki, neobsahuji Zadny
spoletny prvek a déavaji stejny soucet. Dokazte. (A. Vrba)

B-1-4
Cislo 2n* 4+ n® + 50 je délitelné Sesti pravé pro ta piirozena &sla n, pro

ktera je Cislo 2 - 4™ 4 3™ + 50 délitelné tfinacti. Dokazte. (J. Simsa)

B-1-5

Je dan trojboky jehlan ABCYV, jehoz podstavou je rovnostranny troj-
uhelnik ABC s délkou strany a. Piimky AV, BV a CV maji od roviny
podstavy stejnou odchylku 45°. Urcete polomér koule, kterd se dotyka
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jak roviny ABC v bodé A, tak pfimky V B. (Odchylkou pfimky od roviny
rozumime thel, ktery piimka svird se svym kolmym primétem do této
roviny.) (R. Kollar)

B-1-6

Umistéte v roviné 7 navzajem ruznych bodu a 7 navzajem raznych piimek
tak, aby kazdymi dvéma z téchto bodu prochéazela jedna z téchto primek
a aby se kazdé dvé z téchto primek protinaly v jednom z téchto bod.

Provedte diskusi. (P. Hlinény)
B-S-1 X
e Ny . #
Najdéte vSechna.piirozena &isla n, pro ktera plati: Cislo 199...96 je
délitelné tiinActi. (A. Vrba, J. Sim$a)
B~-S§S~-2

Do kruznice je vepsan ¢tverec ABCD. Libovdln)'fm bodem M tuhlopticky
AC je vedena tétiva K L rovnobézna se stranou AB. Dokaite, ze

|[KM|* + |ML|*> = |ABJ.
(P. Leischner)
B-S-3
Najdéte 1996 navzajem rtznych celych ¢isel aj, az, ..., aigge tak, aby

mezi soucty viech jejich dvojic a; +a; (1 £i < j < 1996) bylo
a) co nejvice ruznych Cisel,

b) co nejméné raznych Eisel. ' (R. Kolldr)
B-1-1

Najdéte vSechna pfirozend ¢isla n, pro kterd je ¢islo 5™ — 3™ + 2 délitelné

sedmi. (A. Vrba, J. Sim$a)
B-Il-2

Body dotyku teen vedenych z bodu V ke kruZnici £ ozname A, B.
Sestrojte se¢nu kruznice k tak, aby prochézela bodem V a kruznici k
protinala v bodech C, D, kde |AC| = |BD|. (J. Svrcek)

38



B-1-3

Dokazte, %e rovnice 3 — 199622 + rz — 1995 = 0 m4 pro kazdy realny
koeficient r nanejvys jeden celociselny koren. (A. Vrba)

B-1-4

Trojboky jehlan ABCV ma podstavu ABC (|AB| = 8cm, |AC| =
= |BC| = 5cm), jeho bo¢ni stény maji od roviny podstavy odchylku 45°
a pata P jeho vysky spusténé z vrcholu V' lezi uvnitf podstavy. Vypoctéte
velikost vysky V P. (Odchylkou dvou rovin rozumime odchylku p¥imek,
které lezi v téchto rovinach a jsou kolmé na jejich prisecnici.) :

' (P. Leischner)
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Reseni dloh

B-1-1

Vyuzijeme vztahii mezi kofeny a koeficienty mnohoé¢lenu, tzv. Vietovych
vzorcd. Podle nich je

1+ 22+ 23 = —p,
T1%T2 + 2123 + T2T3 = 2p,
T1T2x3 = 3p+ 1.

Dosadime-li do druhého vztahu za z;z2 = 22, dostaneme
2p = x§ + 2123 + Tox3 = x3(%1 + T2 + 73) = —px3,

a protoze p = 0 zfejmé nevyhovuje, je 3 = —2.
Déle plati
_ T1Tax3 _ 3p+1

T3 -2

4=.’L‘§:(L'1(L'2 )
\

odkud p = —3. Jen pro‘toto p tedy muze dand rovnice vyhovovat danym
podminkdm. Dosadime-li do Viétovych vzorci za z3 a za p, dopolteme
zbyvajici FeSeni 1 = 4, o = 1 a pfesvédlime se, Ze je tomu opravdu tak.

B-1-2

Ulohu vyfesime pro obecny trojthelnik.

k3

Obr. 8

Rozbor: Piedpokladejme, Ze je tiloha vyreSena (obr.8). Protoze NY
je tétiva spole¢na kruZnicim k;, k2, které maji stejny polomér, a body X,
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C lezi v opa¢nych polorovindch urenych pfimkou NY, je |INXY| =
= |4NCY| = =|<ACB|. Podobné |IMAX| = |AMNX| = 2y (je
totiz | IMNX| = |INXC|+ |ANCX|).

Konstrukce: Nejprve sestrojime na tseCce BC bod X tak, aby
|ACAX| = 2v. Déle sestrojime na usecce AC bod N tak, aby
|XCXN| = 7. Body M,Y miZzeme ziskat analogicky (vyjdeme z bodu
B) nebo jako priseciky kruznic urfenych trojicemi bodi A4, B, X a X,
M, N se stranami AC, BC.

Diikaz spravnosti konstrukce plyne z toho, Ze kruZnice prochazejici
body A, B, X, M, resp. M, X, N,Y maji spole¢nou tétivu M X a shodné
obvodové uhly MAX, MNX. Maji tedy stejny polomér. Analogicky pro
kruznice ko, k.

Diskuse: Bod X lze popsanym zptsobem sestrojit, pravé kdyz 2y < a,
a bod M, pravé kdyz 2y < 3. Body N, Y lze pak sestrojit vidy. Nutna
a postacujici podminka feSitelnosti tilohy je sou¢asna platnost podminek
27y < a, 2y < f. (Uloha mtiZe tedy mit feSeni, jen kdyZ v < 36°.) V nasem
pripadé a = 105°, B = 55°, v = 20° jsou podminky splnény.

Yews

pozaduje sestrojit k kruznic stejného poloméru umisténych analogicky
jako v tloze pro k = 3. Obvodové ahly budou po sobé nasledovat v po-
sloupnosti v, 2v, 3v, ..., (k—1)7.

B-1-3

Dejme tomu, Ze dvé mnoziny Cisel maji stejny pocet prvki a davaji stejny
soufet. Vynechame-li z nich vSechny spoleéné prvky, dostaneme mnoziny,
které neztratily uvedené dvé vlastnosti a navic jesté neobsahuji Zadny
spole¢ny prvek.

Jedenactiprvkova mnozina obsahuje (') k-prvkovych podmnozin
a toto ¢islo je nejvétsi pro k = 5 a k = 6: (151) = (161) = 462. Pfitom
soulty péti rtiznych dvojcifernych ¢isel mohou nabyvat jen 421 hodnot
0od114+124...4+15=65do 95+ 96 + ...+ 99 = 485. Dvé pétiprvkové
podmnoziny se stejnym souctem tedy existuji pro kazdou jedenéctiprv-
kovou mnozinu dvojcifernych éisel.

Pozndmka. Kromé elementarni kombinatoriky je v tloze vyuZit
tzv. Dirichletiv princip: Necht K > k. At rozdélime K kraliki do k
krélikaren jakkoliv, vZdy budou v nékteré kralikarné alesponi dva kralici.
V naSem pfipadé jsou ,kralici“ pétiprvkové mnoziny a ,kralikarny“ &isla
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65, ..., 485. Obecnéji: Je-li K > nk, bude v nékteré kralikarné vice nez
n kralikd. '
B-1-4

Sestavime tabulku zbytkd pfi déleni &isel A = 2n* + n3 + 50 Sesti v z4-
vislosti na zbytku ¢isla n (zbytek pfi déleni Cisla A Sesti totiz zavisi jen
na zbytku pfi déleni &isla n Sesti): e

n n?2 nd nt 20t 2nt4nd® A=2n'4+nd+50
0O 0 0 O 0 0 2
1 1 1 1 2 3 5
2 4 2 4 2 4 0
3 3 3 3 0 3 5
4 4 4 4 2 0 2
5 1 5 1 2 1 3

Z tabulky vidime, Ze ¢islo A je ndsobkem Sesti, pravé kdyz ¢islo n dava pri
déleni Sesti zbytek rovny 2, tj. je rovno jednomu z éisel 2, 8, 14, 20, ... .
Nyni sestavime tabulku zbytki pfi déleni nékolika prvnich Cisel B =
= 2-4™+3" 450 tfinacti. (Na rozdil od vyrazu A, ktery je mnohoc¢lenem,
se ve vyrazu B vyskytuje proménna n i v exponentu. Nelze proto Fici,
ze zbytek pfi déleni Cisla B tfinacti zavisi na zbytku pri déleni Cisla n
tfinacti. Az pii sestavovani tabulky se ukaze, s jakou periodou se zbytky
opakuji.) - ~

9.4n. 2.47 43" B =12.4"4+3" +50

n 3" 4"

0 1 1 2 3 1
1 3 4 8 11 9
2 9 3 6 2 0
3 1 12 11 12 10
4 3 9 5 8 6
5 9 10 7 3 1
6 1 2 3 1

B

Dalsi vypoéty uz nemusime provadét. Vidime totiz, Zze zbytky mocnin
3™ a 4™ se vzhledem k éislu n opakuji se spole¢nou periodou rovnou
Sesti (u mocnin 3™ existuje dokonce men3i perioda rovna tfem). Proto
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o wrs

i posloupnost zbytki ¢isel B ma periodu 6. Navie je z tabulky patrno, Ze
B je nasobkem tfinacti, pravé kdyz Cislo n dava pii déleni Sesti zbytek 2,
tj. je rovno jednomu z Cisel 2, 8, 14, 20, ... .

Pozndmka: Periodicitu v posloupnosti zbytki pifi déleni mocnin a*

¢islem d presné&ji postihuji Fermatova a Eulerova véta. Podle Fermatovy
vty je v pfipadé, kdy d je prvocislo, délka periody rovna nékterému
“déliteli &isla d — 1.

B-1-5

Situaci znazoriuje obr.9, v némz T je bod dotyku teény BV, O je stred

koule, |AB| = |BC| = |AC| = 2|AD| = a, R kolmy primét bodu T

do roviny ABC, |BT| = |BA| = a (tetny), |TR| = |BR| = iav2.

Hledany polomér r vypocteme z pravouhlého lichobézniku ARTO, je-

hoz stranu |AR| vypoéteme z pravouhlého trojuhelniku ADR, ve kte-

rém znéme |AD| = la, |DR| = |BD| —|BR| = }aV3 — 1av2. Vyjde
|ARJ? = —é—az(B - \/6), r= %a(Q\/i— \/5)

T

Obr: 9

B-1-6

Budeme mluvit jen o umistovanych bodech a piimkach. Ze 7 bodt lze
utvorit 21 dvojic a ty lezi na 7 pfimkach. Mohou tedy nastat jen dva
pripady: ;

(1) Na kazdé ptimce lezi pravé 3 dvojice bodd, tj. pravé 3 body.
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(2) Na nékteré z primek lezi vice nez 3 dvojice bodt, tj. vice nez
3 body.

Pokusme se nejprve vytvorit konfiguraci 7 bodt a 7 pfimek typu (1):
Zvolme primku a na ni tfi body 1, 2, 3. Déle zvolime bod 4 — ten musi
leZet mimo p¥imku 12 (obr. 10). Sestrojime pfimky 14, 24 a 34. Na pfimce

(a) uvnit¥ tsecky 24,

(b) uvnitf polopfimky opa¢né k 42,

(c) uvnitf polopfimky opaéné k 24.

C

Ay

A B

Obr. 10 " Obr.11

Doplnime pfimky 15 a 35 a jejich priseCiky s pfimkami 14, resp. 34.
V ptipadech (a), (b) dojdeme vzdy ke konfiguraci jako na obr.11. V pii-
padé (c) miZe jeSt& nastat n&kolik riznych situaci podle toho, kam padne
prusecik primek 15, 34 a prusecik pfimek 35, 14, vzdy vSak vedou ke kon-
figuraci jako na obr. 12.

C

|~~~
AT

Obr. 12

Do kazdé z téchto dvou konfiguraci obsahujici 7 bodd a 6 primek
zbyva doplnit sedmou piimku tak, aby prochazela pravé tfemi body.
Kazdy z bodt A, B, C, D je jiz spojen s kazdym ze Sesti ostatnich bodi,
sedmd pfimka tedy musi prochéazet tfemi body neoznacenymi pismeny.
Ty vSak nelezi v pfimce, takze zZadn4 konfigurace typu (1) neexistuje.
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Ptistoupime k vytvofeni konfigurace typu (2). Vyjdeme od pfimky p,
na niZ lezi 4 body. Viech 7 bodi na ni leZet nemiZe (to bychom neméli
7 riznych pfimek), zvolme tedy péty bod mimo tuto pfimku (obr.13).
Kdyby dalsi bod lezel mimo pfimku p, urc¢oval by spolu s pfedchozimi
body 3 nebo 5 pfimek, coZ neni mozné.

Obr. 13 Obr. 14

Zbyvajici dva body tedy lezi také na piimce p. Uloze \;yhovuje jedingé
konfigurace z obr. 14.

Poznamka. Cely diikkaz muzeme provést i dudlnim zptsobem: v textu
vSude vzajemné vyménime pfimky a body, priseéiky pfimek a spojnice
bodi.

B-§-1
Vzhledem k tomu, Ze 199...96 = 2(10"+! — 2), jé toto cislo délitelné
N e

tfinacti, pravé kdyz 10™+! d4va pii déleni t¥inacti zbytek 2. P¥i déleni
Gisel 1, 10, 100, ... tfinacti vSak dostavame zbytky 1, 10, 9, 12, 3, 4,
1, ... (dale se zbytky periodicky opakuji). Zadné z danych &isel tedy
neni délitelné tfinacti.

Jiné feSeni. Délime-li ¢islo 199. .. 9 tfindcti obvyklym zptisobem, sepi-
sujeme postupné zbytky 6, 4, 10, 5,7, 1, 6, ... (dale se zbytky periodicky
opakuji). Posledni krok pfi déleni &isla 1999...6 tfinacti spociva tedy
v tom, Ze tfindcti vydélime nékteré z Cisel 66, 46, 106, 56, 76 nebo 16.
Z4dné z nich viak neni délitelné tiinacti beze zbytku.
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B-S-2
Bodem M vedme jest& tétivu K'L’ | BC (obr.15). Ziejmé je |[KD| =

LI
D c
K oL L
A B
K

Obr. 15

= |LC| = |L'C|, takze |KL'| = |DC| (tisetka DC je obraz usetky KL’
v oto&eni kolem stfedu kruZnice). Je tedy

|AB|? = |CD)? = |KL'|* = |KM|?> + |ML'|? =
= |KM|* +|MLJ2

B-S-3

Existuje pravé 5’—(32_—1) dvojic indexd i, k takovych, e 1 < i < k <
n(n — 1)
2
ruznych soultd a; + ax. Na druhé strané, je-li a; < a3 < ... < an, je
a +ax < ay+a3 < ...<a+a, <azx+a, < ... < Q-1 + ayp,
a tedy mezi soucty a; + ax je vidy alespon 2n — 3 riznych souctd. Krajni
moznosti nastavaji napf. pro nasledujici n-tice Cisel

a) 2, 2%, 2%, 2%
b) 1,2,3,...,n.
V naSem pfipadé je n = 1996.

< n.'Pro z4dnych n &sel a;, az, ..., a, neexistuje tedy vice nez
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B-1l-1
Sestavime tabulku zbytkd pfi délen &isel 3", 5™, 5™ — 3™ + 2 sedmi:

n 01 23 45 6
3" 1 326 4 51
5" 1546 2 31
5" =37+ 2 2 4 4200 2

(Sestice zbytki ve vSech tfech fadcich se dale periodicky opakuji.)

Vidime, Ze hledana pfirozena ¢isla n jsou pravé ta, kterd pii déleni
Sesti davaji zbytek 4 nebo 5, tj. ¢isla tvaru n = 6k +4 an = 6k + 5,
k=0,1,2,....

B-11-2

Rozbor (obr. 16): Je-li |[AC| = | BD|, plati pro odpovidajici obvodové thly
|XBAD| = |<XADC)|. Déle je |ACAB| = |4 CDB|, takie |ACAD| =
= | X ADB] a pro pfisludné tétivy je |CD| = |AB].

Obr. 16 Obr. 17

Konstrukce 1 (obr.17): Sestrojime kruZznici k', kterd je soustfednd
s kruznici k a dotyka se tétivy AB. Hledand se¢na kruZnice k je te¢nou
kruznice k' vedenou z bodu V.

Konstrukce 2 (obr.18): Hledanou seénu prochézejici bodem V do-
staneme jako obraz pfimky AB ve vhodném otoleni kolem stfedu S
kruznice k: Sestrojime kruznici se stfedem S a polomérem |SV'|, jeji pri-
setiky s pfimkou AB oznaéime W, W’. Uhel otoceni je pak WSV,
resp. IW'SV a | SVC| =90° — |[IWSV]|.
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Obr. 18

Konstrukce 3: Vyuzijeme mocnost bodu V ke kruZnici k. Predpokla—
dejme, Ze |VC| < |V D|, potom je (obr. 19)

VAP = vl - VD] = [VC|(VC| + [CD]) =
= |VC|(JVC| + |AB]).

Sestrojime pravouhly trojthelnik A’B'V’ s odvésnami |A’B'| = |AB],
|A'V'| = |AV|. Stfed strany A’'B’ oznalme S a priseéiky kruZnice
(S,|SV’|) s pfimkou A'B’ oznatme T, U tak, aby |TA'| < |[UA’|. Pak
je [TA'| =|VC|.

14
|AV|

N - S
T |VC| A’ |aB| B' |vC| U

Obr. 19
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DUKAz. Podle Eukleidovy véty o vyice je

(V'A'? = |TA'| - |A'U| = |TA'|(|A'B'| + |B'U|) =
=|TA'|(|A'B'| +|T4')),

tj.
[VAP? = |TA'|(|TA| + |ABY). |

Pro |V C| > |V D| postupujeme obdobné. Pitom zjistime, Ze v tomto
pripadé vyjde |VC| = |[UA'|.

Konstrukce 4 (podle prof. Mdlka z gymnézia Kyjov): Usecky AB
a CD jsou soumérné sdruzené podle nékteré primky, jez prochdazi stie-
dem S kruznice k. Obraz W bodu V' v prislusné osové soumérnosti na-
jdeme jako priiselik pfimky AB s kruznici o stfedu S a poloméru |SV|.
Body C a D pak sestrojime jako obrazy bodu A a B v osové soumérnosti
podle osy usecky VW.

Uloha ma vzdy dvé feSeni.

B-11-3

Pripustme, Ze pro nékteré ¢islo r ma dand rovnice dva celociselné ko-
feny a, b. Déleni levé strany rovnice mnoho¢lenem (z — a)(z — b) vyjde
beze zbytku a vysledny podil bude tvaru x — ¢ pro vhodné reédlné éislo c.
Cislo ¢ musi byt oviem celé, nebot a + b+ ¢ = 1996. Vsechna tfi &isla a,
b, ¢ nemohou byt licha, kdyZ je jejich soucet sudy. Jejich souéin je vak
liché ¢islo 1995, coz neni mozné. Rovnice mize mit tedy nanejvys jeden
celodiselny kofen.

B-1-4

Oznafme U patu vySky z vrcholu V ve sténé ABV. Protoze VULAB
a VP1AB, je pfimka AB kolmé na rovinu VU P, takze je také PU LAB.
Je tedy | A VUP| = 45° a trojahelnik VU P je pravothly a rovnoramenny
s rameny VU, VP, takie v = |VP| = |PU|. Zopakujeme-li stejnou
Gvahu i pro boéni stény BCV a CAV, zjistime, %e bod P je stfedem
kruZnice vepsané podstavé ABC a velikost v vysky V P jeji polomér.
Ulohu jsme tak pievedli na vypodet poloméru kruznice vepsané troj-
tthelniku ABC' (obr. 20). Z pravothlého trojthelniku CUB dostaneme
|CU| = 3 a v pravothlém trojihelniku PT'C' pak méme |[CT| = 1 (je
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|CT| = |CA| — |AT| = [CA| — |AU)), |PT| = v a |CP| = 3 — v, odkud
14+9? = (3 -v)?, takze v = 3. '

50



