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34. mezinarodni matematicka olympiada

Ve dnech 13.-24. Eervence 1993 se v tureckém Istanbulu konala 34. mezi-
narodni matematick4 olympiada. Ceskou republiku na ni velmi tusp&sné
reprezentovala Sestice studentti tii gymnazii. Jejich vysledky vidite v né-
sledujici tabulce:

Body za tlohu Body Cena
Umisténi 1 2 3 4 56
102.-110. Michal Brodsky 2 21 7 4 3 19 IIL
4. ro€. gymnazia
Brno, tf. kpt. Jarose
143.-150. Marcela Hlawiczkova 1 70 0 7 0 15 IIL
4. ro¢. gymnazia
Ttinec
122.-132. Ondfej Klima 1 0 4 7 1 4 17 1L
4. ro¢. gymnézia
Brno, tf. kpt. Jaro$e
52.-58. Vit Novak 7 0 4 5 3 6 25 I
4. ro¢. gymnazia
Praha, Korunni
19.-24. Jana Syrovatkova 7T 2 7 4 7 5 32 L
4. ro¢. gymnazia
Brno, tf. kpt. Jarose
59.-66. Robert Samal 7 2 0 7 5 3 24 IL

2. ro€. gymnézia
Praha, Korunni

Celkem 25 13 16 30 27 21 132

Vedoucim &eské delegace byl jednatel UV MO dr. Karel Hordk, CSc.,
z Matematického tstavu Akademie véd, ktery se zGcastnil i zasedani me-
zindrodni jury. 16. Cervence pak do Istanbulu pfijelo nase Sesticlenné
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druzstvo vedené doc. dr. Leo Bockem, CSc., z Matematicko-fyzikalni fa-
kulty University Karlovy, piedsedou UV MO. Celkem se 34. MMO zii-
Castnilo 413 studentti ze 73 zemi (soutéz vSak dokoncilo jen 410 z nich).
Podle pravidel byla polovina acastnikii ocenéna jednou ze tii medaili:
za zisk 3042 bodt byla udélena zlatd medaile (I. cena), za 20-29 bodu
st¥ibrné (II. cena) a za 11-19 bodd bronzova (III. cena).

V neoficidlnim poradi druzstev jednotlivych zemi se Ceska republika
s jednou zlatou, dvéma stiibrnymi a tfemi bronzovymi medailemi umis-
tila se 132 body na 10. misté, coz je vysledek, ktery se ndm asi dlouho
nepodari zopakovat!

I II III body I II III body
CLR 6 0 0 215 Bélorusko 0 11 54
Né&mecko 4 2 0 189 Svédsko 011 51
Bulharsko 2 4 0 178 Maroko 0 0 1 49
Rusko 4 1 1 177 Thajsko 0 0 2 47
Tchaj-wan 1 4 1 162 Argentina 01 1 46
ran 2 3 1 153 Svycarsko 01 1 46
USA 2 2 2 151 Norsko 0 0 2 44
Madarsko 31 2 143 Novy Zéland 0 0 2 43
Vietnam 1 4 1 138 Slovinsko 0 0 2 43
Ceskd republika 1 2 3 132 Spanélsko 01 1 43
Rumunsko 1 2 3 128 Makedonie 0 0 3 42
Slovensko 1 3 1 126 Litva 0 0 O 41
Australie 1 2 3 125 Irsko 0 0 1 39
Velka Britanie 0 3 3 118 Portugalsko 0 0 1 35
Indie 0 4 1 116 Azerbajdzan 0 0 1 33
Korea 0 3 3 116 Filipiny 0 0 1 33
Francie 2 11 115 Finsko 0 0 O 33
Izrael 1 2 2 113 Chorvatsko 0 0 1 32
Kanada 11 3 113 Estonsko 0 0 1 31
Japonsko 0 2 3 98 JAR 0 0 0 30
Ukrajina 0 2 3 96 Trinidad a Tobago 00 0 30
Rakousko 01 4 87 Moldavsko 0 0 O 29
Italie 1 0 2 86 Kirgizie 000 28
Turecko 01 2 81 Macao 0 0 0 24
Kazachstan 01 3 80 Mexiko 0 0 1 24
Gruzie 01 3 79 Mongolsko 0 0 1 24
Kolumbie 0 0 4 79 Island 0 0 O 23
Arménie 1 10 78 Lucembursko 01 0 20
Polsko 0 2 1 78 Albanie 0 0O 18
Singapur 01 3 75 Severni Kypr 0 0 O 17
Lotyssko 0 2 1 73 Bahrajn 0 0 O 16
Dénsko 0 1 3 72 Kuvajt 00 0 16
Hongkong 0 0 4 70 Indonézie 0 0 0 15
Brazilie 0 0 1 60 Bosna a Hercegovina 0 0 1 14
Nizozemsko 0 0 1 58 Alzirsko 0 0 0 9
Kuba 0 1 1 56 Turkmenistan 0 0 O 9
Belgie 0 0 1 55
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Texty soutéZnich tloh
(v zévorce je uvedena zemé, kterd tlohu navrhla)

1. Necht f(z) = 2" +52""1 +3, kde n > 1 je pfirozené &islo. Dokaite, Ze
f nelze rozloZit na soué¢in dvou mnohodéleni, z nichz kazdy ma celo¢iselné
koeficienty a stupen asponi 1. (Irsko)

2. Necht D je vnitini bod ostrothlého trojihelniku ABC, pro ktery plati
|<<ADB| = |<cACB| + 90°

|AC| - |BD| = |AD| - |BC)|.

AB|-|CD
a) Spoctéte hodnotu podilu W
b) Dokazte, Ze te¢ny v bodé C kruznic opsanych trojuhelnikim ACD
a BCD jsou na sebe kolmé. (Velkd Britdnie)

3. UvaZujme néasledujici hru na nekoneéné Sachovnici. Na pocatku je n?
kament uspofddano do bloku n x n sousedicich poli, pricemz v kazdém
poli stoji jeden kdmen. Tahem rozumime premisténi kamene horizontal-
nim ¢i vertikdlnim smérem pres jedno obsazené sousedni pole na bezpro-
stfedné nasledujici pole volné. Preskoceny kdmen odstranime.

Najdéte vSechna n, pro néz muze hra skoncit s jedinym kamenem na
Sachovnici. (Finsko)

4. Pro body P, Q, R v roviné ozna¢me m(PQR) minimum délek vySek
trojihelniku PQR (m(PQR) = 0 pro kolinedrni body P, Q, R).

Jsou-li A, B, C tfi body v dané roviné, dokazte, ze pro kazdy bod X této
roviny plati

m(ABC) £ m(ABX) + m(AXC) + m(XBC).
(Makedonie)

5. Necht N = {1,2,3,...}. Rozhodnéte, zda existuje funkce f: N — N,
pro niz

fQ1) =2,
f(f(n)) = f(n) +n pro viechnan € N

f(n) < f(n+1) pro vSechnan € N.
(Némecko)
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6. Necht n > 1 je celé &islo. UvaZzujme n lampiéek Lo, L1, ..., Ln_q
usporddanych do kruhu. Kazda lampicka je bud zapnuté, nebo vypnuta.
Postupné provadime kroky Zy, Z1, ..., Z;, ..., pricemz krok Z; ovlivni
pouze stav lampicky L; (nechava vSechny ostatni lampic¢ky nezménény),
a to néasledovné: Je-li L;_; zapnutd, zméni Z; stav lampicky L; ze zapnu-
tého na vypnuty, anebo z vypnutého na zapnuty. Je-li L;_; vypnutd, Z;
nechd stav L; nezménén. Lampicky jsou ¢islovany modulo n, to zname-
nd, ze Ly = L1, Lo = Ly, L1 = Lp41, atd. Na zacatku jsou vSechny
lampicky zapnuty. Dokazte, ze
a) existuje kladné celé ¢islo M(n) takové, Ze po M(n) krocich budou
vSechny lampicky zapnuty,
b) je-li n tvaru 2*, budou po n? — 1 krocich viechny lampicky zapnuty,
¢) je-li n tvaru 2* + 1, budou po n? — n + 1 krocich viechny lampicky
zapnuty. (Nizozemsko)

Reseni tloh

1. Predpoklddejme, ze dany mnohoclen f lze rozlozit, tj. ze plati f = gh,
kde g a h jsou mnohocleny s celociselnymi koeficienty stupné aspon 1
a s koeficientem 1 u nejvyssi mocniny. Protoze f(0) = g(0)h(0) = 3, je
bud |g(0)| = 1, nebo |h(0)| = 1. Bez Gijmy na obecnosti budeme predpo-
kladat, ze |g(0)| = 1.

Necht a1, 2,...,a, (K 2 1) jsou kofeny rovnice g(z) = 0 v oboru
komplexnich ¢isel, tj. plati

9(z) = (z —a1)(z —az)...(z — o). (1)
Je tedy zéaroven |g(0)| = |a1s ... x| = 1.
Protoze f = gh, jsou ¢isla aj,ag,...,ar (kK 2 1) kofeny i rovnice
f(z) =2 1(z +5) + 3 =0, proto
a’ Yo +5)=-3, 15isk.

1

Souéinem téchto vztaht proi=1,2,...,k dostaneme
(@1 + 5)(ag +5) ... (ax + 5)| = 3. (2)
Z vyjadieni (1) podle (2) nyni plyne
19(=5)] = [(e1 +5)(as +5) ... (o +5)| = 3%,
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pritom ale pro mnohocleny g a h s celo¢iselnymi koeficienty mame 3 =
= f(=5) = g(—5)h(—5). Protoze g(—5) déli &islo 3, musi v rovnosti (2)
nutné byt k = 1, a mnohoclen ¢ je tedy linearni.

Jestlize g je linearni dvojclen s koeficientem 1 u nejvy$si mocniny
a s vlastnosti |g(0)| = 1, je g(z) = x £ 1, takze je bud g(—1) = 0, nebo
g(1) = 0. Odtud plyne, Ze je bud f(—1) = 0, nebo f(1) = 0. Jak se
snadno presvéd¢ime, ani jedno z &isel f(—1), f(1) v8ak neni nulové.

Rozklad mnoho¢lenu f na soucin dvou netrividlnich mnohocleni s ce-
lo¢iselnymi koeficienty neni tedy mozny.

Jiné feSeni. Raciondlnimi kofeny daného mnohoc¢lenu f mohou byt
jediné ¢isla £1, £3, pro liché ¢islo x je vSak hodnota f(z) rovnéz lich4,
takze f nemd zadny racionalni kofen. To znamend, Ze mnohodélen f neni
délitelny linedrnim dvojclenem s celo¢iselnymi koeficienty (takovy ma
vzdy raciondalni kofen!).

Predpoklddejme, Ze

f(@) = (akz® + ap—12* 1 + ...+ a17 + ap) x

X (k™% + bp_p_12™ ¥ 4 4 bz + by), (3)

kdea; (0Si<k)ab; (0 j <n—k)jsouceldéisla, k 22,n—k 22 (je
tedy n 24 a2 < k < n—2). Porovnanim koeficientlt vychazi agby = 3.
Volme oznaceni tak, Ze ao je délitelné tfemi a |bg| = 1. Koeficienty a;
prvniho mnohoc¢lenu na pravé strané (3) nemohou byt vSechny délitelné
t¥femi (to by byly tfemi délitelné i koeficienty mnohoclenu f), existuje
tedy index t (1 £t < k) takovy, Ze 3 | a; pro viechna i < t a 3 { a;.
Protoze t £ k < n — 2, je koeficient u zt mnohoélenu f roven nule:

0 = asbg + (at_lbl + .. )

Protoze vyraz v zévorce je dle pfedpokladu délitelny tfemi, ale 3 { |atbo| =
= |a¢|, dostdvame spor.

Pozndmka. Analogicky druhému reSeni mizeme dokdzat nasledujici
obecnéjsi tvrzeni (tvrzeni tlohy dostaneme prop=3ak=n—1):

Necht f(z) = caz™ + cp_12™ 1 +... + 1T + co je mnohoclen s celo-
¢iselnymi koeficienty takovy, Ze pro néjaké prvocislo p jsou koeficienty c;
délitelné p pro viechna i, 0 < i < k £ n, ptcr a p? { co. Jestlize se
f d& rozlozit na soudin dvou mnoho¢lent s celo¢iselnymi koeficienty, ma
aspon jeden z nich stupen nejvyse n — k.
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Je to zobecnéni tzv. Eisensteinova kritéria, které dostaneme prok = n
a které fika, ze mnohoclen s koeficientem 1 u nejvyssi mocniny, jehoz
vSechny ostatni koeficienty jsou délitelné prvocislem p, pri¢emz absolutni
¢len je délitelny jen p, a nikoli p?, je nerozlozitelny ve tiidé mnoho¢lent
s celodiselnymi koeficienty.

2. a) V poloroviné opatné k ABC uvazujme bod E takovy, ze DEB je
pravouhly rovnoramenny trojuhelnik s pravym thlem pfi vrcholu D. Plati
tak |BD| = |DE|. Protoze |<xADB| = |<xACB| + 90°, je |<XADE| =
= |<<ACB|. Podle zadéni

|AC| _|AD| _ |AD|

|BC| ~ |BD| |DEJ|’
odkud plyne, ze trojuhelniky ABC a AED jsou podobné, a proto
|<<DAE| = |<<CAB]| (obr. 36). Odectenim |<xDAB| od obou stran pfe-
deslé rovnosti dostdvame rovnéz |<cCAD| = |<<BAE)|.

C

W
N

E
Obr. 36

Z uvedené podobnosti trojuhelniki ABC a AED vychéazi
|AB| |AC|
[AE| ~ [AD|
Ze shodnosti thldt CAD a BAE a predeslé rovnosti dale plyne, Ze i troj-
uhelniky ADC a AEB jsou podobné. Plati tedy
|AB| _ |BE|
[AC| ~ icp|’
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a tudiz

|AB|-|CD| |BE| _

= =V2.
|AC|-|BD| |BD| V2

b) Ozna¢me t a t’ te¢ny ke kruznicim opsanym trojthelnikim ACD
a BCD v bodé D (obr. 37). Ze shodnosti vyznacenych obvodovych a tise-

Obr. 37

kovych Uhlt v; a 7y, pfislusnych tétivé AD kruznice ADC a t&tivé BD
kruznice BDC' dostavame pro velikost tihlu ¢, ktery sviraji pfimky ¢t a t’,

¢ = | ADB| — (11 +72) = | < ADB| — | < ACB]| = 90°.

Protoze teény k obéma opsanym kruznicim v bodé C jsou s te¢nami t a t’
soumérné sdruzené podle osy spolecné tétivy CD, je tvrzeni b) dokdzano.

3. Zvolme kartézsky soufadny systém v roviné nekonec¢né Sachovnice tak,
ze jednotliva pole v ném maji celoCiselné souradnice
a n? kament zabira viechny m¥izové body (z,y), kde
1<z < n,1< y £ n Kazdy tah ma vliv na ob-
sazeni t¥i poli sousedicich horizontélné ¢i vertikalné.
Obarvime-li pole Sachovnice tfemi barvami (obr. 38)
tak, Ze stejnou barvu budou mit pole, jejichz soucet
soufadnic = + y dava stejny zbytek modulo 3, vidime, Obr. 38
Ze po kazdém tahu se celkovy pocet obsazenych poli
kazdé barvy zméni o jednu (ve dvou pfipadech klesne, v jednom vzroste).
Ozna¢me ag, a1, az pocet obsazenych poli té které barvy. Na pocatku
je pocet obsazenych poli roven n?. Je-li n nasobek t¥i, je pocet obsazenjch
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poli kazdé barvy stejny (ap = a1 = az = in?), takZe viechna ti &sla
maji stejnou paritu (jsou vSechna sudé, nebo vsechna lichd). Jak jsme
uz ukézali, po kazdém tahu se parita kazdého z Cisel ag, a1, as zméni na
opacnou, a protoze konecné pozici odpovida trojice ¢isel 0,0,1 s riznou
paritou, je ziejmé, ze pro n délitelné tiemi nelze této konecné pozice
zadnou posloupnosti tahti dosdhnout.

Neni-li n délitelné tfemi, popiSeme postup, kterym lze vzdy pozado-
vané konecné pozice dosahnout. Tim bude dloha vyfesena.

Pro n = 1 jsme hotovi. Pro n = 2 dosdhneme konec¢né pozice nasle-
dujici posloupnosti taht:

®
o0 - 00 - O0O0O®@ — 00O
[ N J (ONON | [ONON ] (ONONE)

Nyni ukdzeme, jak zredukovat ¢ty¥i obsazena pole z pétice poli tvaru ,, T“
na jediné obsazené pole, pricemz uvolnime trojici sousednich poli:

cee ® OO [ X Ne) (ONON )
@ — o — @] — (@]
® @ O O

Pomoci tohoto postupu (ne nutné v uvedené orientaci) zredukujeme
pro n = 4 pocet obsazenych poli na 1, pro n = 5 na 22 a obecné pron > 6
na ¢tverec (n — 3) x (n — 3) (obr.39). Pro n = 4 a n = 5 postupujeme
odebirdnim trojic ve vyznadeném pofadi, pro n = 6 postupujeme ana-

logicky od pravého dolniho rohu a skonéime vodorovnou trojici v levém
hornim rohu. Odtud plyne nase tvrzeni matematickou indukci.

n—3

n—3
5067
3lals
1 4 2|1
2 3

Obr. 39

Zdver. Hra mutze skoncit s jedinym kamenem na Sachovnici, pravé
kdyz n neni délitelné tfemi.
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4. V pripadé, Ze body A, B, C jsou kolineéarni, je tvrzeni ziejmé.

Pro libovolné body P, @, R uvaZzované roviny ozna¢me M (PQR)
maximum délek stran trojihelniku PQR a S(PQR) dvojnasobek jeho
obsahu. Pak zfejmé plati

S(PQR)

Déle si vSimnéme, ze pro libovolny bod Z trojahelniku PQR plati
M(ZQR) £ M(PQR).
Oznacime-li totiz S a T pruseéiky polopfimek QZ a RZ s protéjsimi
stranami PR a PQ trojahelniku PQR (obr.40), bude zfejmé (spojnice

vrcholu s libovolnym bodem protéjsi strany neni nikdy del$i nez delsi
z obou sousednich stran!)

|QZ] < |QS| £ max(|QP],|QR]),
|RZ| < |RT| < max(|QR|,|RP]),

takze

M(ZQR) = max(|QR|,|RZ|,|ZQ]) =
< max(|PQ|,|QR|,|RP|) = M(PQR).

Q R
Obr. 40

LeZi-li nyni bod Z na nékteré strané trojihelniku PQR, feknéme QR
(obr. 41), pak rozhodné nejsou délky vysek trojahelniku PQZ z vrcholt
P a Z vétsi nez odpovidajici délky vysek trojuhelniku PQR z vrchold
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P a R; a pokud je nejkratsi vySkou trojihelniku PQR zbyvajici vyska

R

R

Obr. 41

z vrcholu @, musi byt thel @ PR ostry. V tom piipadé pro délku posledni
vy$ky trojuhelniku PQZ plati

|PQ|sin|<xQPZ| £ |PQ|sin|<xQPR]|,
takze je v kazdém pripadé
m(PQZ) £ m(PQR).

Posledni nerovnost snadno zobecnime pro libovolny bod Z trojahel-
niku PQR (obr.42): je-li Z vnitini bod trojahelniku PQR a Z’ priseéik

R

ZI

P Q

Obr. 42

spojnice PZ s protéjsi stranou QR, je podle pravé dokdzané nerovnosti
m(PQZ) £ m(PQZ') £ m(PQR). (1)
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Uvedené poznatky nyni vyuzijeme k vyfeSeni alohy.

a) Necht X je bod trojihelniku ABC (obr.43).
V tomto pfipadé plati pro obsahy trojuhelniki ABC, ABX, AXC
a XBC

S(ABC) = S(ABX)+ S(AXC)+ S(XBC) =
=m(ABX)M(ABX)+m(AXC)M(AXC)+m(XBC)M(XBC) <
< (m(ABX) + m(AXC) + m(XBC))M(ABC),
odkud po vydéleni kladnym ¢islem M (ABC) plyne dokazovand nerov-
nost.

b) Necht X je vné&jsim bodem trOJuhelmku ABC, pticemz jeden z vr-
cholt trojihelniku ABC (oznalme ho napt. C) lezi uvnitf trojahelniku
urceného zbyvajicimi dvéma vrcholy a bodem X (tedy uvnitf trojihel-
niku ABX, obr.44). V tom piipadé je podle (1)

m(ABC) £ m(ABX) < m(ABX) + m(AXC) + m(X BC).

C X c

Obr. 43 Obr. 44 Obr. 45

c) Zbyvé pripad, kdy jsou body A, B, C, X vrcholy konvexniho
Ctyrahelniku. Volme oznaceni vrchold napt. tak, ze ABXC je konvexni
(obr.45) a oznatme X' prusecik thlopticek AX a BC.

Podle (1) pro bod X' plati m(ABX') < m(ABX) a m(AX C) <
< m(AXC), zatimco m(X'BC) = 0. Uzitim vysledku ¢4sti a) tak dosté-
vame

m(ABC) £ m(ABX') + m(AX'C) + m(X'BC) £
< m(ABX) + m(AXC) + m(X BC),

coZ je opét nerovnost, kterou jsme cht&li dokazat.
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Pozndmka. Neni tézké uvazit, ze rovnost v dokdzané nerovnosti na-
stane v pripadé rovnostranného trojuhelniku ABC pro vSechny body X
v trojuhelniku (tj. v¢etné jeho hranice), pro rovnoramenny trojihelnik
ABC, jehoz zékladna AB je mensi nez rameno AC, pro vSechny body X
zdkladny AB a pro X = C a pro vSechny ostatni trojihelniky jen pro
body X € {A,B,C}.

5. UkdZeme, Ze funkce f danych vlastnosti existuje.
Na zékladé hodnoty f(1) = 2 dostaneme opakovanym pouZitim
vztahu f(f(n)) = f(n) 4+ n rovnosti

fF@) =f1)+1=2+1=3,
fB)=f(2)+2=3+2=5,
f(5)=f(3)+3=5+3=38,
Ff(8)=f(5)+5=8+5=13,

Piedpokladejme, ze n 2 3 a ze mame jiz definovany hodnoty f(1),
f(2),..., f(n—1) tak, Ze souCasné plati

f)<f2)<...< f(n-1).

Polozme
g(n) = max{k: 1 £ k <n, f(k) £ n}, (1)
f(r) =n+ g(n).

Protoze f(2) = 3 < n, je mnoZina na pravé strané (1) neprazd-

na, takze definice funkce g ma dobry smysl. Navic z predpokladu
f(1) < f(2) < ... < f(n—1) plyne, ze je g(n) 2 g(n — 1), a tedy
f(n) > f(n —1). Uzitim principu matematické indukce zjistime, Ze takto
definovana funkce f je rostouci.

Zbyvé jesté ovérit, zeefunkce f spliiuje pro vSechna n € N podminku
f(f(n)) = f(n) + n. Protoze f je rostouci funkce a f(1) = 2, plati
f(n) > n. Odtud jiz plyne

9(f(n)) = max{k: 1 S k < f(n), f(k) < f(n)} &=n,
a proto f(f(n)) = f(n) +g(f(n)) = f(n) +n.
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Nalezend funkce f ma tedy vSechny pozadované vlastnosti.

Jiné feseni. Zkusme funkci f hledat mezi linedrnimi funkcemi tvaru
f(n) = an. Z rovnosti f(f(n)) = f(n) + n vychéz

o®n=an+n, neN.

Koeficient o tedy splituje kvadratickou rovnici a? — o — 1 = 0, kterd ma

kladny kofen a = %(1 + \/3) Funkce n — an neni ovSem celodiselna,
zkusime ji proto zaokrouhlit:
Necht a = 1(1 + v/5). Polozme

fln) = [an + %J (n €N). (2)

Protoze a je iracionalni ¢islo, bude pro libovolné n € N platit

£m) — an] < 5 3)

a specialné
£ (F) - af)] < 5. @

Spoétéme dale rozdil (vyuZzijeme pfitom rovnost a? — a = 1)

F(f() = f(n) =n = f(f(n)) = f(n) = (&® —a)n =
)) = af(n) + (a—1)(f(n) - an).

ProtoZe na levé strané stoji absolutni hodnota celého ¢isla, je rovna nule,
tj.
f(f(n)) = f(n) +n.
Koneéné rovnost f(1) = 2 plyne z definice (2) diky tomu, ze % <a<
< 2.

Pozndmka. Z uvedenych fefeni je vidét, Ze funkce f neni podminkami
tlohy urcena jednoznacné.
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6. Uvazujme posloupnost ag,a,as,... nul a jedni¢ek takovou, Ze pro
j 2 0jea; = 1, pravé kdyz po provedeni Z; je lampicka L; zapnutd
(v daném okamziku j tak zapisujeme pouze stav lampicky L;, protoze
v dalsich n — 1 krocich se jeji stav nebude ménit). Vysledek operace Z;
miZeme charakterizovat kongruenci

aj = aj—n +aj—1 (mod 2). (1)

Pravidlo (1) plati pro kazdé j 2 n a bude platit i pro j € {0,1,...,
n — 1}, jestlize polozime

A—p =0—n41 =Q@_p42 = ... = A2 =0-1 = 1,

coz odpovida pocateénimu stavu, kdy jsou vSechny lampicky zapnuty.

Vektor v; = (@j—n,...,a;j—1) charakterizuje stav lampicek v oka-
mziku j (bezprostfedné pred provedenim operace Z;), vo = (1,1,...,1).
ProtoZze existuje jen konecny pocet takovych vektort nul a jednicek
(totiz 2™), existuji celd ¢isla j 2 0 a m 2 1 takova, Ze vj = Vjym.

Uvédomme si, ze ze slozek vektoru v; = (aj—n,...,aj—1) dokdZeme
pomoci vztahu (1) uréit slozky vektoru v;—1 = (aj—n-1,...,0j-2) —
stadi pomoci (1) spocitat jedinou nezndmou souradnici:

Aj—n—1 = Qj—1 — Qj-2 (mod 2)

(jinymi slovy pfifazeni v;_1 + v; je invertibilni). Z rovnosti v; = vj4m,
tak rovnou plyne vj_1 = Vj4m—1, - - ., Vo = Vp,. Cislo M (n) = m ma tedy
pozadovanou vlastnost a).
Pouzijeme-li rovnost (1) opakované na s¢itance na jeji pravé strané,
dostaneme postupné
aj; = Qj—n + a;—1 =
= (@j-2n + @j-n-1) + (@j—1-n + aj_2) =
= Qj_2n + 20j—n-1 + aj—_2 (mod 2),
a; = (aj_gn + aj_zn_l) + 2(aj_2n_1 + aj_n_z) +
+ (aj_z_n + aj_g) =

= Qj_3n + 3aj—2n—1 + 3aj_n—2 + aj_3 (mod 2).

Dostavame tak vzorec
T T
aj = Z (;)aj_(,_i)n_i (mod 2), (2)
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ktery plati pro vSechna j a r takovd, ze index j — (r —i)n—1 je aspon —n,
tj. pro j 2 (r — 1)n, a ktery snadno zdtivodnime indukci pomoci rov-
nosti (1) a vzorce ("t1) = (,7) + (7)) pro0 < i <7+ 1.

Vzorec (2) se velmi zjednodusi pro r = 2¥, protoze kombinaéni &isla
tvaru (2:) jsou pro viechna i € {1,...,2F — 1} sud4. To je snadno vidét
napf. z vyjadreni

2k _2k2k—1 26-2 2*-i+1 1
i) 1 2 i-1

k

v némz zadny ze zlomku

po zkraceni neobsahuje mocninu dvojky,

a pfitom 2*/i > 2.
Pror =n=2% aj > (n — 1)n mizeme tedy psat

Qj = Qj_p2 + Qj—n = Qj_p2 + (aj — aj_l) (mod 2)

neboli
Aj—n2 = Qj-1,

coz znamena, ze posloupnost (a;) je periodickd s periodou n? — 1. Tim
je dokazano tvrzeni b).
Je-li koneéné n = 2% + 1, vyuzijeme vzorec (5) pror =n — 1 = 2%,
takze pro libovolné j 2 (n — 2)n plati
Aj = Qj_n24n + Qjont1 = QGj_n24n + (@j+1 — a;) (mod 2)
neboli (je z = —z (mod 2))

Aj—n24n = Qj+1,

coZ znamena, ze posloupnost (a;) je periodicka s periodou n? — n + 1.
Tim je dokdzano tvrzeni c).
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